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Ejercicios.

1. jPara qué valores de a y b reales, los gréaficos de las funciones f(z) = 22+ ax+by g(x) = 23
tienen una tangente en comun en el punto (2,2)?
Recuerdo.
Sea f una funcién derivable en zy. La ecuacion de la recta tangente a f en el punto (xg, f(zo))
es:

y = f(wo) + f'(wo) (2 — 20)

donde f'(zg) es la pendiente de dicha recta tangente (interpretacién geométrica de la deri-
vada).

Solucion:

Debemos encontrar las ecuaciones de ambas rectas tangentes en el punto (2,2) y luego igua-
larlas, ya que es lo que nos dice el enunciado.

a. Sabemos que f'(z) = 2z + a. Ademds, f'(2) = 4 + a. Entonces, la ecuacion de la recta
tangente a f en (2,2) sera:

y1=2+@4+a)(r—2)
1 =244 —8+axr — 2a
y1=(A4+a)r+ (-6 — 2a)

b. Sabemos que ¢'(z) = 3z?. En particular, ¢'(2) = 12. Entonces, la ecuacién de la recta
tangente a g en (2,2) sera:

y2 =2+ (12)(x — 2)
Yo =24+ 122 — 24
Y2 = (12)z + (—22)

Ahora que tenemos ambas ecuaciones de la recta, podemos igualarlas. De este procedimiento,
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

4+a=12
—6—2a=—-22

Cuya solucién es a = 8. Finalmente, los valores a y b para que las rectas tangentes a f y g
en el punto (2,2) sean iguales es a =8 y b € R (no tiene restricciones).
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2. Calcule:
a. La primera derivada de la funcién f(z) = figgig
Solucidn: \ , , ,
z+-cos®(z))’ (1+cos?(x))—(z+cos? (z)) (1+cos>(x))’
fl(z) = (z+cos(2))"(1+ (1(+2>s3((:r—~)_)2 () (1+cos’(x))
(143 cos?(z)[cos(z)]") (1+cos? (x)) — (z+cos® (z)) (3 cos? () [cos(z)]’)
o (14-cos3(x))?
_ (1—3cos?(z) sin(z)) (14cos?(z)) — (x+cos?(z)) (—3 cos? (z) sin(x))
- (14-cos3(x))?
_ 1+cos®(z)—3 cos? (z) sin(z)—3 cos® () sin(z)+3z cos?(z) sin(x)+3 cos® (z) sin(x)
(14-cos3(z))?
_ 13 cos?(x) sin(z)+3x cos?(x) sin(x)+cos> (x)
(14-cos?(x))?

Por lo tanto:

) = et et

b. Si f(z) = sin(sin(z)), demuestre que f”(z) + tan(z)f'(x) + f(z) cos?*(z) = 0.
Solucidn:
Necesitamos calcular f'(z) y f”(z). Entonces:
1/ (x) = cos(sin(x))(sin(z))’

= cos(sin(x)) cos(x)

f"(x) = [cos(sin(x))]" cos(x) + cos(sin(z))[cos(z)]’
= —sin(sin(z))(s 1n(:c)) cos(x) + cos(sin(x)) — sin(z)
= —sin(sin(x)) cos?(x) — cos(sin(z)) sin(z)

Entonces:
f"(z) + tan(z) f'(x) + f(x) cos?(z)
= a sin(sin(z)) cos?(x) — cos(sin(z)) sin(z) +

sin(x)

cos(a) cos(sin(z)) cos(x) +sin(sin(x)) cos?(x)

c. La primera derivada de la funcién g(z) = Vo + va? + 1
Solucidn:
/ — 2
9(r) = (e + VT
B 2\/x+\/:c2+1<1 + 2\/ff2+1 (2% +1))

1
= 1
2\/x+¢m< + \/f”2+1>
1

T

_I._
2\/x+\/:c2+1 2\/x+\/x2+1\/1‘2+1

3. Resuelve los siguientes limites:

tan(z)
a. hH(l) sin(4x)

Solucion:
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tan(z) Singx)) sin(x) sin(z) o
lim = = lim =% — ijm —— = |im ——=———
20 Sin(4x) 20 Sin(4x) 20 cos(z) sin(4x) 70 cos(z)4z Slﬂi;lz)
Antes de seguir, verificaremos la existencia de los siguientes limites:
b
i 1fm 2@ 4

z—0 7

il. lmxz=0
z—0

iii. lim cos(z) =1
z—0

iv. llm4x =0
x—0

, in(4 e . .y . . .
V. hr% % = 1 (Se resuelve utilizando la sustituciéon u=4x, sabiendo que si x tiende
T—

a 0, u también lo hard).

Luego, como estos limites existen, es que podemos realizar lo siguiente:

sin(z) lim 2 1im o L-lim @ 2 — g 1 — 1
im r— = p=l o el = z = ]limx=1lim=> = =
70 cos(@)4zr ™53 lim cos(a) lim da lim SREEL - Llim Aol g dr o4 4
Finalmente
)
It tan(z) _ 1
20 Sin(4x) 4
b. lim o)
z—m TTT
Solucion:
Seau=z—m = r=u+mn. Ademas,siz -7 = u—0
Reemplazando:
lim sin(x) — lim sin(u+m) — lim — sin(u) 2 1.1=_1
x—m 7T u—0 u—0 w
Finalmente,
lim 228 — g
z—m T

hy_ €T . .
lim M, sabiendo que f es derivable en x.

C. .
h—0
Solucidn: .
lim flxot3)—flwo) _ lfm f(zo+3)—f(z0)
h—0 h h—0 2
Sea u = % Notemos que si h - 0 = u — 0. Reemplazando:
o fleotB)—f(zo) _ qo o flzotw)—f(zo) _ 1 14 Fl@otu)—f(zo) 1 g1
oy TR =l PR = 5 i SR = 5 ()
Finalmente,

h—0
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4. Encuentre los puntos criticos de las siguientes funciones:

Solucmn N
f/( ) _ 1+9(c1)+x2§;+m ) (1:;1;)2

X es punto critico de f <= f'(x) = 0, entonces:
— 2x=0

— =0

Por lo tanto x=0 es un punto critico de f.

b. f(x) = sin(2x)
Solucién:
f(x) = cos(2z)(2z)" = 2 cos(27)
fl(x) =0 < 2cos(2x) =0
<= cos(2z) =0
Sea 0 = 2z( = x = %) Se tiene que:
cos(0) =0 <= =5 +nr,ne€Z
Luego x = § +ng,n € Z, son los puntos criticos de f.

5. Sea f : R — R derivable Vx € R. Demuestre que si f(z +w) = f(z),Vz € R, entonces
f'(x+w) = f(x)

Demostracion:

F(z 4+ w) = lim f((m+w)+Z)*f(l“+w) — lim f(($+h)+42) fatw) _ 1im ((l“+h) f(z) = f'(z).
h—0 h—0 h—0

Observacioén:

Esta enunciado quiere decir que si una funcién f es derivable y periddica, entonces su derivada
también serd periddica. Por ejemplo, f(x) = sin(z).



