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Modelos de plasmas

Kinetic Hybrid Fluid
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Fuente: https://space.aalto.fi/

Independiente de las escalas: Ecuaciones de Maxwell
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Fluidos: escalas grandes

Fuente: Pinterest

(Cudntas plantas de pasto se ven? ;Cudl es el largo del césped?
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Modelos estadisticos:
meso escalas

© Can Stock Photo - csp29402370

Fuente: Google Images

(Cudl es el tamaiio total del prado? ;Cudl es el largo del césped?
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Modelos cinéticos:
escalas pequenas

Fuente: Google lamges

(Cudl es el tamaiio total del prado? ;Cuadl es el largo promedio del césped?
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Ecuaciones de transporte (primeros principios)

Un plasma es una coleccién de N particulas interactuantes.
Para cada particula i:

dX,'(l)

dt
6N ecuaciones!!!

= V,‘(l), m; = F,‘(l‘) r

En un sistema Hamiltoniano el teorema de Liouville es 2
nuestro amigo: .

X,
o
Four phase space trajectories for falling objects

dp _ - p -
—_— = 0. Fuente: www.virginia.edu
dr Z aq 4+ Op; Pi

(De qué tamaiio es el espacio de fases?

Opcion 1:
p= p(Xh XN, P17 ... Py s l’)
Un modelo como este permite desarrollar la Ecuacién de transporte de Boltzmann:

df(v,x,t) _ of ¥ FO_(4 _ /
d[ a[+ 8x . 8V dl‘ . s f = dez..,dXN...dPQ...dPN.
Trabajos originales:

Landau (colisiones coulombianas, 1936), Vlasov (efectos colectivos, 1938).
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Ecuaciones de transporte (primeros principios)

Opcion 2: asumamos que las particulas son discretas.

N

p=N(v,x,1) = 5(x—X(t))6(v - Vi(t)),

i=1

(De qué tamafio es el espacio de fases ahora?

Suponiendo sélo interacciones electromagnéticas, para cada particula se cumple:

dX,‘(I) _ dVi(t) _qm _ m & m
7 =Vi(t), m o =F'(t)=q |E +c x B" ) .

Asi, es directo ver que para cada especie s se satisface:

ON; ONJ ON;
+v

ot ox ov

que corresponde a la llamada Ecuacion de Klimontovich (1967).

+—(E’”+f B'”)~ —0,
my
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Ecuaciones de transporte (primeros principios)

Opcién 2: asumamos que las particulas son discretas.

N

p=N,x0) = d5(x—Xi(r)d(v—Vir)),

i=1
(De qué tamafio es el espacio de fases ahora?

Suponiendo sélo interacciones electromagnéticas, para cada particula se cumple:

dXi(l) dVl(f) m m , Vi m
= V1), ; =F'(t)=qi |E — xB" .
7 Vi(t), m 7 (H)=gq + - X
Asi, es directo ver que para cada especie s se satisface:
aN s aNr qs m v m an
S 4y 4 gy Y «B ) AL
TR R CI v O

que corresponde a la llamada Ecuacién de Klimontovich (1967).

(Podemos resolver esta ecuacioén?
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Ecuacion de Vlasov

Es mads dtil promediar en alguna escala espacial razonable. Ademads no es necesario
conocer la dindmica individual. El plasma es un estado de interaccion colectiva.
Consideremos entonces:

Ny =f+0N;, E" =E+J6E, B" =B+dB, talque (JN,) = (6E) = (6B) =0

Luego, promediando la Ecuacién de Klimontovich se obtiene:

o  ,.9% 4 v o _ 4 v 8 oN;
0t+v 8x+ms<E+cXB) v my (5E+0X6B) ov /’

que corresponde a la llamada Ecuacidn cinética de plasmas.

Lado izquierdo: Efectos colectivos, escala de Debye.
Lado derecho: Colisiones y correlaciones microscépicas.

Caso especial: Ausencia de colisiones (o bien mesoescalas)

o . 9% a4 v o _
at+v'ax+ms(E+cXB) oy~

conocida como Ecuacién de Vlasov (1938).
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Momentos y ecuaciones de fluido

La ecuacidn de Vlasov puede trasladarse al espacio real al promediarla en todas las
velocidades posibles (espacio de fases = espacio real, ecuaciones de fluido).
Por ejemplo, el momento de orden v° (momento de orden 0) se define a partir de:

(2 o) )

0
a/fsvar— /vﬁdv—O

Finalmente, definiendo la densidad #n; y la velocidad promedio U

Luego:

nx ) = [AxDdv. n() U = [ Vit
obtenemos la ecuacion de continuidad:

on,
ot

+V.(n,U5) =0.

Andlogamente, los momentos de orden v! = vy v* = vv, permiten encontrar
ecuaciones de momentum y flujo de energia, respectivamente.

Una ecuacién de fluido para cada momento v".
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Sistema Vlasov-Maxwell

Ecuacion de Vlasov para cada especie s

s 4y 8]2

or ' ox (E+ B)'%:O'

mg aV
Ecuaciones de Maxwell

1 0B
V-E=4 E=——
T, V X cor
V-B=0, VxB——J-i—la—E.
c Ot
Densidad de carga y corriente

P:Z%ns:sz/fst, J:qunsUS:qu/vfsdv.

Menos ecuaciones que antes, pero ahora un sistema integro-diferencial

La misma informacién que un niimero infinito de ecuaciones de fluido

Fisica de Plasmas
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Ondas de Langmuir

Revisitemos el problema de ondas electrostdticas con el modelo de Vlasov-Maxwell.
Iones inméviles densidad no, electrones con temperatura 7.. Aproximacién lineal:

2

fe(v,x, 1) = fo(v) + fi(v,x,1), con ﬁ)(v):A{% = no:/f(v)dv.

E=E, = / Ep ' ®* 0 qwdk, fi = / fie €9 g dk
Luego
n = /fl dv = m= /fk ¢ ®X=0 o dk dv
Ecuaciones lineales en el espacio de Fourier

I

—iwfi + K- Vi — —Ek
v

=0, ik-Ex= —47re/fkdv.

Por lo tanto:

2 2
(k+4—” /de‘)/aV )-Ek:o = kP i /7(” v

me w—Kk-v ov

Relacién de dispersion.
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Ondas de Langmuir

Relacién de dispersion (k = kX)

Whe v Ofy

k2 vy — w/k Ovy =0, con fo=nofo.

(Qué pasa si vy = w/k?

(Es esto posible?

(Como resolver el problema?
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Ondas de Langmuir

Relacién de dispersion (k = kX)

Whe v Ofy

k2 vy — w/k Oy a

0, con fy=nofy.

(Qué pasa si vy = w/k?

(Es esto posible?

(Como resolver el problema?

Frecuencia compleja!!  w =w, +iw; = ondas pueden cambiar su amplitud.
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Amortiguamiento de Landau

Veamos si las ondas crecen exponencialmente (w; > 0) o se amortiguan (w; < 0).
Dado que dv = dv,dv,dv, la relacion de dispersion se reduce a:
) o
ne=r

Asi, considerando w, & wp. y |wi|/w, < 1, con un poco de dlgebra se obtiene:

=0,
wy/k

2 = 2 = =
Whe o dve 9o Whe dve  Ofv . O
1—2re A (R LW i
k2 yz/_oo vy — w/k Ovy ko (?S vy — w/k Ovy i Ovy

2

_ , _ .
v Aﬂf dve O . (2w W? Aﬂyg v O __wre Of

T vxfw/kaivx e vy — w/k Ovy k2 Ov,

w,-/k> .

y por lo tanto, la parte imaginaria es

_ e o

o
wi= 2 k2 Ov,

Ovy

= sgn(wi) = sgn
wy/k
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Amortiguamiento de Landau (plasma en equilibrio).

En el equilibrio

2 2 2
- _ Ve + vy 4 v 2kgT,
o) = 7 exp () con v}, = 20T,
th €

Luego, se tiene

o

<0.
Ovy ok
)
fixl
AT
rd . ghower pariicles
f \ fester particles Vig
V4 N _
—_— ] — Yine % L
a = - W,
" -
Aok v
estable (w; < 0) inestable (w; > 0)
Fuente: Wikipedia Fuente: Wikiwand
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Amortiguamiento de Landau (mas detalles).

En este caso Maxwelliano, la relacién de dispersion es

2

2 [eS] —X
- 2 Wpe kv / xe dx
T 1/2 1242 _wx :
T/ k Vin W oo kv,

Y entonces, cuando w >> kvy,, se puede expandir
o
Ovy ok

2 Wk o K N e e
| = = pe TV 14 Dy 202 TV ) e dy i
T2 EVE w w w? w3

Finalmente, notando que Ap = vy, /wpe, la relacion de dispersion cinética es:

2 2, 3 (wWpe\? 22 .12 Wee  —(kap) 2
w zw”"+§(a:) kvy, +im (/<T]D)3€ D

Caso fluido 3
w2 = wZe + Ekzvtzh .
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W/ Wpe
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Tarea: resuelva, a orden 3, el caso de la distribucién “water bag”

05 | .
] N I 1
{ & ™
0.3 \, |
i \
[r .-" :
In'
02 : ; 1
0.1+ R 1
0 iy  —thy
. =2 L G2 . 4 v”!\.f.n
V3 VY v, Vi Y% Va

Fuente: Gravier et al., 2008.
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Aplicaciones
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