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EJERCICIOS

(1) Sea Ry [z], el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual a dos con coeficientes
reales. Se define

S:={p 2
T :={p(x) € Ro[z] /p(1) =

Exhiba una base para S, Ty SNT.
Solucién:

(i) Base para S: Sea q(z) = ap+a1z+azz? € Ry [x]. En caso de que ¢(z) € S, entonces ¢(0) = ag = 0.
De esta forma, todo elemento de S estd dado por

q(z) = a1z + agx®.

De esto ultimo, se sigue que {x,xQ} genera a S. Adicionalmente, este conjunto es R— linealmente
independiente. Sean «, 5 € R tales que

0= ax + Bz

Al evaluar x = 1y © = —1, se obtiene a« + =0y —a + # = 0. Esto implica que « = § = 0. Por
consiguiente, {IL‘, 332} es una base de S.

(ii) Base para T: En caso de que g(z) € T', entonces ¢(1) = ap+a; +az = 0. Reordenando, se consigue
ag = —aq — ag. De esta forma, todo elemento de T esta dado por

q(z) = (—a1 — a2) + a1z + ag2® = a1 (z — 1) + az(z? — 1).

De esto ltimo, se sigue que {:1; —1,2% — 1} genera a T'. Adicionalmente, este conjunto es R— lineal-
mente independiente. Sean «, 5 € R tales que

0=a(r—1)+B(@?-1)

Al evaluar z = 0y «x = 2, se obtiene a+ 8 =0y a + 38 = 0. Esto implica que a = = 0. Por
consiguiente, {x — 1,22 - 1} es una base de T



(iii) Base para SN T": Si g(x) € SN T, entonces ¢q(x) € S'y q(x) € T. Por lo tanto, g(x) verifica

Q(O) =ap =0,
q(1) =ap+ a1 +az =0.

Esto implica que a1 = —ag y ag = 0. Por consiguiente, todo elemento de S N'T" esta dado por
q(x) = —asx + azx?® = az(2? — ).

De esto tltimo, se sigue que {1‘2 - :E} genera a .S NT. Adicionalmente; este conjunto es R— linealmente
independiente, por lo que constituye una base de SNT.



(2) Considere el espacio vectorial R" y (aq,as, ..., a,), un vector fijo en R™. Demuestre que el conjunto
W ={(x1,z2,...,2,) € R" : a121 + agza + ... + apx, = 0},

es un subespacio vectorial de R". Encuentre una base y calcule su dimension.

Solucién:

(i) W es un R - subespacio vectorial de R™: Claramente W # &, pues (0,...,0) € W.

Sean (z1,...,Zn), (Y1, ..., Yn) € W. Note que

al(xl + yl) + ...+ an(xn + yn) =a1x1 + a1y + ... + anTy + AnYn,
=(a1w1 + ... + apxp) + (@1y1 + ... + GnYn),
=0.

De esta forma, (x1 + y1, ..., Tn + yn) € W. Por tltimo, sea A € R. Vea que

a1(Az1) + ... + an(Azy) = Narzr + ... + apxy),
=0.

Por lo tanto, (Azy, ..., Axz,) € W. Se concluye que W es un R - subespacio vectorial de R™.

(ii) Base y dimensién para W: Sea (x1,x2, ..., Z,) € W. Entonces

Tn = nzl (-i) i (1)

=1

Esto nos permitird determinar una base para W. En efecto, note que
(x1,29...,xy) = x1(1,0,...,0) + 22(0,1,...,0) + ...z, (0,0, ..., 1).

Note que e; = (1,0, ...,0),e2 = (0,1, ...,0),...,e, = (0,0, ..., 1) corresponden a los vectores que confor-
man la base candénica de R™. En virtud de (1), se sigue que

n—1
a;
(X1, T2, ..., Tpn) = w161 + T2€2 + ... + g o ZTi€n.

i=1 n

Reordenando, se consigue

ax as Gn—1
(1,22, ..., Tpn) =21 | €1 — a—en + a9 e — a—en + ot a1 en_1 — . en | -
n n n

=l en} genera W. Adicionalmente, es R - lineal-
n

El conjunto 8 = {61 - g—ien,eg - Z—ien, R

mente independiente. Sean aq, ..., a, € R tales que

n—1 n—1 n—1
- a; a;
0= o leg——epn | = E oe; — g o;—€p,.
a a
i=1 n i=1 i=1 "
Como {ej,...,en} son R - linealmente independiente, entonces a; = 0 para todo i = 1,...,n. Se

concluye que

_ ai a An—1
B = {el T antnr€2 7 ooCny ey En—1 — Zn en}7

es una base de W. Adicionalmente, dim(W) =n — 1.



(3) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo F' y Uj;: subespacios vectoriales de V'
con i ={1,2,...,n}. Pruebe que

dim(U; + Uz + ... + Uy,) < dim(Uy)+ dim(Us) + ... + dim(Uy).

Solucién: Se demostrara por induccién. Considere la funcién proposicional

p(n) : dim (Z Uz-) <3 dim(U3),
i=1 i=1
yn > 2.
(i) Caso Base: Por demostrar que p(2) es verdadero. Es decir, se cumple
dim(U; + Us) < dim(U; )+ dim(Us).
Por el Teorema de la Dimension, se sabe que
dim(U; 4 Usz) = dim(Uy) 4+ dim(Usz) — dim(U; N Us).

Como dim(U; NUz) > 0, entonces es claro que dim(U; 4+ Uz) < dim(U; )+ dim(Us). Por lo tanto, p(2)
es verdadera. Esto prueba el caso base.

(ii) Paso Inductivo: Considere la hipétesis de induccién

p(n) : dim (Z Ui) < Zdim(Ui).
i=1 =1

Por demostrar, la tesis

n+1 n+1
p(n+1) : dim (Z UZ-> < Z dim(U;).
i=1 i=1

n+1 n
dim (Z Ui> = dim ( U; + UnH) ,

=1 i=1
= dim (W + Un+1) 5

En efecto

n
donde W := ZUi es un F' - subespacio vectorial de V' (ver Ayudantia 23). Por el Teorema de la
i=1
Dimension y sus consecuencias (ver Caso Base), se sigue que
dim (W + Up41) <dim (W) + dim (Uy41),

=dim (Z Ui) + dim (Uy41),

=1

por hipétesis de induccién.



Por lo tanto
n+1 n+1
dim <Z Ui> < dim(Uy).
=1 =1

De esta forma p(n + 1) es verdadero. Esto comprueba el paso inductivo. Por Principio de Induccién;
p(n) es verdadero, V n > 2.



(4) Sean U, W; subespacios vectoriales de R* tales que

U= {(21,22,23,34) € R* : 29 + 3 + 24 = 0},
W = {(xl,xg,x3,$4) ER*:z1+29=0A23= 21:4}.

Encuentre una base y dimensién para U, W, U +W y UNW.

Solucién:

(i) Base y dimensién para U: Note que las 4 - tuplas (x1,z2,23,24) que pertenecen a U, verifican
la relacién zg + x3 + x4 = 0. Reordenando, se consigue (particularmente) xo = —x3 — x4. ;Cémo
interpretar esto ultimo? xo se puede expresar en funcion de x3 y x4. De esta forma; para todo
(z1,22,23,24) € U, se sigue que

(x17x27x37x4) == (xla —T3 — x47x37$4)5
— 21(1,0,0,0) + 23(0,—1,1,0) + 24(0, 1,0, 1).

Entonces el conjunto {(1,0,0,0), (0,—1,1,0),(0,—1,0,1)} genera a U. Falta probar que es R - lineal-
mente independiente, para concluir que corresponde a una base de U. En efecto, sean aq, ag, a3 € R
tales que

(01 Oa 07 0) = Oél(l,0,0,0) + 062(0, _17 17 0) + 063(0, _1>O7 1)

Se obtienen las ecuaciones a; = 0, —ag — a3 = 0, ag = 0 y ag = 0. Claramente a; = ag = ag = 0.
De esta forma, {(1,0,0,0),(0,—1,1,0),(0,—1,0,1)} es R - linealmente independiente.

Se concluye que {(1,0,0,0),(0,—1,1,0),(0,—1,0,1)} es una base de U. Adicionalmente, dim(U) = 3.

(ii) Base y dimensién para W: Vea que las 4 - tuplas (x1,x9,x3,24) que pertenecen a W, verifican
simultdneamente las relaciones x1 + x2 = 0 y x3 = 2x4 Reordenando, se consigue (particularmen-
te) x1 = —xo. {Como interpretar esto ultimo? x; y x3 se pueden expresar en funcién de z2 y z4
(respectivamente). De esta forma; para todo (x1,x2,x3,x4) € W, se sigue que

(.ZU1,$2,£U3,ZL‘4) = (_x27x21 2.%'4,374),
= xZ(_lv 17 07 0) + $4(0a 07 27 1)

Entonces el conjunto {(—1,1,0,0),(0,0,2,1)} genera a W. Claramente es R - linealmente indepen-
diente, pues (—1,1,0,0) y (0,0,2,1) no son multiplos entre si.

Se concluye que {(—1,1,0,0),(0,0,2,1)} es una base de W. Adicionalmente, dim(W) = 2.



(iii) Base para U N W: Las 4 - tuplas (x1,x2, x3,x4) que pertenecen a U N W, verifican simultdnea-
mente las relaciones

xo+ a3+ x4 =0,

T = —I1,

T3 = 2x4.
Entonces xo + 3 + x4 = —x1 + 224 + x4 = 0. Reordenando y simplificando, se logra 3x4 = x1. Esto
implica que x9 = —3z4 (pues xo = —x1 ). Para todo (x1,x2,x3,24) € U N W, se sigue que

(21,22, 23, 24) = (324, =324, 224, T4),
— 24(3,-3,2,1).

Entonces el conjunto {(3,—3,2,1)} genera a U N W. Claramente es R - linealmente independiente
(pues es solo un vector que genera el subespacio).

Se concluye que {(3,—3,2,1)} es una base de U N W. Adicionalmente, dim(U N W) = 1.

(iv) Base para U + W: Por el Teorema de la Dimension, es sabido que

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

En virtud de (i), (ii) y (iii), se obtiene que dim(U + W) = 4. Por definicién del subespacio U + W
(ver Ayudantia 23), se sigue que un conjunto generador para U + W esta dado por

{(1,0,0,0), (0,—1,1,0), (0,—1,0,1), (=1,1,0,0), (0,0,2,1)}.

Este conjunto claramente no puede ser R - linealmente independiente, dado que la cantidad de ele-
mentos es 5. Para encontrar una base de U + W a partir de este iltimo conjunto, se debe eliminar
un vector (o elemento) que resulte ser una combinacién lineal no trivial de los demés. En particular,
podemos considerar

8 ={(1,0,0,0), (0,—1,1,0), (0,—1,0,1),(—1,1,0,0)}.

B resulta ser R - linealmente independiente, pues el rango de la matriz asociada coincide con la
dimension del subespacio.

1 0 00

ran 0 -1 10 _y
0 -1 0 1 ’
-1 1 00

Por lo tanto, 8 es una base para U + W.

Observacion: Las bases para un subespacio (espacio) vectorial no necesariamente son tunicas. Note
que los conjuntos

B = {(0, ,0),(0,—1,0,1),
B2 {(1000),( —-1,0,1), (— )

B2 = {(1,0,0,0),(0,-1,1,0),(-1,1,0,0), (
B2 = {(1,0,0,0), (0, —1,1,0), (0, 1,0, 1), (0,

también son bases para U + W. Es por esta razén que se habla de “UNA base” y no de “LA base”.



(5) Considere los F' - subespacios vectoriales de V: U, W los cuales poseen dimensién finita. Demuestre

que si dim(U) + dim(W) > dim(V'), entonces U N W # {0}.
Solucién: Se demostrard por contradiccién. Supondremos que U N W = {0y }. Considere las bases
Bu = {v1,v2, ..., vp} Y Bw = {Vk+1,Vkt2, ..., 0n} de los F' - subespacios U y W (respectivamente).
Considere a; € F (i =1,...,n) y {v1,v2, ..., Uk, ..., v, } tales que

6 = a1v1 + ... + anUy.
Reordenando esta ultima expresién, se consigue

a1v1 + ... + apvr = —(Akr1Vk11 + .. F apUn).

Note que ajv; + ... + apvx, € U y ap11Vk41 + .. + apvy, € W. Como U NW = {0y} (suposicién
inicial) y By, Bw son bases (de U y W), entonces a3 = ag = ... = ap = a1 = ... = ap = 0. Esto

permite concluir que {v1, v, ..., U, ..., U, } €s un conjunto F - linealmente independiente (;Por qué no
necesariamente debe ser una base para V7).

Como la cardinalidad de este conjunto F' - linealmente independiente es n, se sigue que
dim(U) + dim(W) = n < dim(V),

lo cual es una contradiccién, pues dim(U) + dim(W) > dim(V). Esto prueba que U N W # {0y }.



(6) Sea el R - espacio vectorial §(R,R). Considere los R - subespacios vectoriales de (R, R)

S ={f e3[R,R): f(0) = f(1) =0},
T={feFRR): f(r)=azxr+bcona,be R}.
Demuestre que §(R,R) =S & T.

Observacién: Sean U, W; F - subespacios vectoriales de V. En el caso de que V.=U+W y UNW = {0y }; se
dird que V es la suma directa de U y W, denotandose por U & W = V.

Solucién: En virtud de la Observacién, basta limitarnos a verificar que F(R,R) =S +T y SNT =

{0y}

(i) Demostracién de SNT = {0y }: En efecto, sea f(z) € SNT. Entonces f(z) € S A f(z) € T.
Como f(x) € S, se sigue que existen a,b € R tales que f(z) = ax + b. Por otro lado, f(z) € T. Esto
implica que f(0) = f(1) = 0. Por lo tanto

f(I)=a+b=0.

La solucién de este sistema es trivial. Es decir, a = b = 0. Por lo tanto f(x) = 0, para todo = € R.
Esto prueba que SNT = {0y }.

(ii) Demostracién de S + T = F(R,R): Recuerde que en la Ayudantia 23, se definié el conjunto

S+T:={veV:v=s+t; paraalgins € S,t € T},
con V = F(R,R). Sea h(z) € F(R,R). Note que
h(z) = (h(x) — ax — b) + (azx +b).

Considere g(x) := h(z) —az — b € F(R,R) (pues F(R,R) es un espacio vectorial y es cerrado bajo
adicién). Determinaremos las condiciones que debe cumplir a,b € R para que g(x) € S. En efecto

g(0) = h(0) — f(0) = h(0) —b=0= h(0) =b.
Adicionalmente
g(1)=h(1)— f(1)=h(1) —a—b=0=a=h(1) — h(0).
Entonces g(x) = h(z) — (h(1) — h(0))z — h(0) € S. Por otro lado, (h(1) — h(0))z + h(0) € T (ver
definicién del conjunto T'). De esta forma
W) = [h(x) = (h(1) = h(0))z — h(0)] + [(A(1) — h(0))z + A(0)].

es eT

Esto prueba que S + T = F(R,R).

Por (i) y (ii) se concluye que F(R,R) =S & T.

Para finalizar, en palabras de Séfocles

“Proponte siempre, aprender algo wutil”.



