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“Las matemdticas poseen no solo la verdad, sino cierta belleza suprema. Una belleza fria y
austera, como la de una escultura” (Bertrand Rusell).



PRELIMINAR

El presente documento estd desarrollado como material de apoyo para el curso: Algebra y Geo-
metria I (de la Licenciatura en Ciencias con mencién Fisica y Licenciatura en Ciencias con mencién
Matematica), dictado por el Dr. Robert Auffarth. Se adjuntan los enunciados de las ayudantias
realizadas, con la resolucién de ejercicios interesantes y aquellos que no se alcanzaron a desarrollar
por falta de tiempo. Cualquier error en el presente documento, dudas o consultas respecto a los
ejercicios; siempre seran bienvenidas al correo: juaco728@gmail.com.

Joaquin Oyarzin



Parte 1I: Teoria

Se adjunta una serie de material complementario realizado; que permitird una mejor comprension
de los ejercicios realizados en ayudantia.



1. NUOMEROS COMPLEJOS

Definicién 1.1: Sea z = a + bi € C. a se denota Re (z) y b como Im (z). En ambos casos;
a,b € R. C es el cuerpo de los nimeros complejos, que estd dotado de las operaciones suma:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i y producto: (a+ bi)- (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i,
donde i = v/—1 corresponde a la unidad imaginaria. Adicionalmente, i> = —1. En caso de
que z=wcon z=a+bi y w=c+di, entonces a =cy b=d.

Definicion 1.2: Sea z = a + bi. El médulo de z viene dado por |z| = Va? + b? y el conjugado
de z por Z = a — bi.

Proposicién 1.3: Sea z = a + bi con a,b € R. El inverso multiplicativo de z corresponde a

-1 _ a—bi ’ = .
2= Se tendra que z = Z si y solo si z € R.

Proposicién 1.4: Sea z,w € C. Entonces
% [2] >0y |z] =0siysolosiz=0.
x |z =z22y%=2
x 2+2=2Re (2),z—2z=21Im (2) y Re (2) < |z|.

x z+w=Z+wy |z| =|Z]

* Z-w =72 W, [z2w|=|z||w|y |w| 7|

* |z +w| < |z + |w).

Definicién 1.5: Sea z = a + bt € C. Se denomina argumento al angulo 6 que forma el semieje
positivo (coordenadas reales en el plano de Argand) con la recta que une los pares (0,0) y
(a,b). Por definicién 0 < 6 < 27 y se denota Arg(z). Adicionalmente

cos(6) a ¢ s (0) b b
= = — . SIn = ee—e—m — _e—_— _ — ’ = —,
=R VTR T

Esto permite definir la forma polar (o trigonométrica) del nimero complejo z, la cual corres-
ponde a z = |z| (cos(@) + isin(h)).

Comentario 1.6: Se emplea la notacién cis(d) = (cos(#) + isin(#)). El par (r, ) corresponde
a las coordenadas polares de un ntimero complejo z = |z| (cos(f) + isin(f)), con r = |z| y

Arg(z) = 6.

Teorema 1.7 (de Moivre): Sea z = |z| (cos(f) + isin(f)), un nimero complejo. Para todo n
natural, se sigue que

2" = |2]" (cos(nfd) + isin(nh)).



Teorema 1.8 (de las Raices): Sea z # 0, con z € C) y n € N. Existen exactamente n nimeros
complejos 2, 21, ..., zn—1 (raices n— ésimas de z); tales que 2z = 2, V k =0,1,2,...,n — 1.

Adicionalmente
1 < <9+2k7r> . (0+2k7r>)
zr = |z|™ | cos + isin .
n n

Teorema Fundamental del Algebra: Sea f(z) € C[z], tal que gradf(z) > 1. Entonces f(z)
tiene a lo menos una raiz en C.

Corolario 1.10: Un polinomio p(z) € C[z] es irreducible sobre C [z] si y solo si grad p(z) = 1
en C|z].

Corolario 1.11: Sea p(x) € C[z], polinomio no constante tal que grad p(z) = n. Entonces
p(z) =c(r — a1)(x — ag)...(r — a,); para ¢,a; € C coni = 1,2,...,n.

Lema 1.12: Sea p(x) € R[z| y z = a + bi, raiz de p(x). Entonces z = a — bi también es raiz
de p(z).

Comentario 1.13: Considere el polinomio p(x) = az® + bx + ¢ € R[z]. Entonces p(z) es
irreducible en R [z] si A := b* — 4ac < 0.



2. CONJUNTOS ALGEBRAICOS EN R?

Definicién 2.1: Se define el conjunto de polinomios en dos variables (las cuales por convencién
serdn x e y) sobre el cuerpo R, tales que

Rz, y] := {ZZai7jxiyj tai; €R, Vi=0,1,...,nAVj=0,1, ...,m}.

i=0 j=0

Definicién 2.2: Sea p(z,y) = Z Zam-xiyj € R[z,y]. Se define el grado asociado a p(z,y)
i=0 j=0

como grad p(z,y) := m + n. Por otro lado, si ¢(z,y) € R [z, y] también se cumple que grad

(p(z,y) + q(z,y)) < max {p(z,y),q(z,y)} vy grad (p(z,y) - q(z,y)) = grad p(z,y) + grad

q(z,y).

Definicién 2.3: Sea p(z,y) € R [z, y]. Se define el conjunto V(p(x,y)) := {(z,y) € R*: p(x,y) = 0}.
A V(p(z,y)) se le denomina conjunto de raices (o de ceros) asociados a p(z,y).

Definicién 2.4: Considere S = {p1, pa2, ..., P}, conjunto de polinomios en R [z, y]. Se define
V(S) == {(z,y) €R*: pi(w,y) =0, V p; € S} = ﬂV(fi)'
i=1
Un subconjunto X C R? se dice algebraico si X = V(S), para cualquier S C R [z, y].

Lema 2.5: Sean p(z,y), ¢(z,y) € Riz,y]. Se tiene que V(p(z,y) - ¢(z,y)) = V(p(z,y)) U
V(g(z,y)). Adicionalmente, si a € R entonces V(« - p(z,y)) = V(p(z,y)).

Proposicién 2.6: Sean p(x,y), q(z,y) € Rz, y] tales que (p(x,y),q(x,y)) = 1 en R(y) ]
y R(z)[y]. Se tiene que V(p(z,y)) N V(g(x,y)) es un conjunto finito o vacio. Recuerde que
R(y) [x] es el conjunto de polinomios en la variable y con coeficientes en R (x). R (x) corres-
ponde al cuerpo de funciones racionales en x. Es decir

= M ), q(x x
Rio)i= { 200 (o), ale) € R gte) 20},

Definicién 2.7: Un polinomio f(z,y) € C|[z,y] se dice homogéneo de grado d si para todo
A € R se tiene que f(Az, \y) = M\ f(z,y) v grad f(z,y) =d.

Proposicién 2.8: De la Proposicion 2.6, R [z,y] C R(z) [y] vy Rz, y] C R(y) [z].



3. RECTAS EN R?

Proposicién 3.1: Considere los puntos A(z1,y1) y B(xs, y2) en el plano cartesiano. La distancia
entre A y B esta dada por la expresion

d(A, B) = \/(x2 — 21)? + (y2 — )2

Proposicién 3.2: Considere los puntos A(z1,y1) y B(72,¥2) tales que P(x,y) divide el seg-
mento AB en una razén r. Entonces

$1‘|—7"'232

1+7r
:Z/1+T'y2

147r

)

Definicion 3.3: Sea p(x,y) € Rz,y] tal que grad p(z,y) = 1. Al conjunto V(p(z,y)) se le
denomina recta. Asi, p(x,y) = ax + by + ¢ con a y b no nulos simultaneamente.

Definicién 3.4: Se denomina pendiente de la recta £ : ax +by +c=0am = —% con b # 0.
Existe a con 0 < a < 7 y tan(a) = m que corresponde al dngulo de inclinacién de la recta
(. El coeficiente de posicién es n = —¢ (b # 0); lo que permite expresar p(z,y) de la forma

y = mx + n. Esta ultima se conoce como ecuacion principal de la recta.

Definicién 3.5: Considere las rectas £1 : y = myx +n1 y o : y = max + ngy. Se dice que £1 y
{5 son paralelas (y se denota ¢1]|¢3) si y solo si mq = my y ny # na.

Definicién 3.6: Considere las rectas £1 : y = myx +n1 y o : y = max + ngy. Se dice que £1 y
5 son coincidentes (y se denota ¢ = l5) si y solo si m; = mg y nq = no.

Definicién 3.7: Considere las rectas £1 : y = myx +n1 y o : y = max + ng. Se dice que /1 y
{5 son perpendiculares (y se denota ¢; L f5) siy solo si my - mg = —1.

Proposicién 3.8: Considere la recta ¢, : Axr + By + C = 0 y el punto A(z,y;). La distancia
entre el punto A y la recta ¢ esta dada por

. ‘Al’l + By1 + C|

WA=

Proposicién 3.9: El angulo de interseccion 6 entre las rectas €1 : y = miz +ny y be 1 y =
mex + no esta dado por la expresion

my; — Mg
f = arctan

1+ mime



4. DETERMINANTES

Definicién 4.1: Sea A € My (R). Denotaremos por M/} a la matriz obtenida de A quitando
la fila i y la columna j con A;; = (—1)"/det(M;}). Si A = (a;;) entonces

det(A) = Z ailAil-
i=1
Proposicién 4.2: Si A, B € M, «x,(R), entonces
det(AB) = det(A) det(B).

Proposicién 4.3: Sea A = (a;;) € M,x,(R) una matriz triangularizada superior o inferior-
mente. Entonces

=1

Observacién 4.4: La Tabla I exhibe las operaciones elementales filas (del método de Gauss -
Jordan) y el efecto que ocasiona en el determinante de una matriz (con coeficientes reales).

Operacién Elemental Efecto en el Determinante
Multiplicacién por un escalar A € R det(A) — Adet(A)
Intercambio de filas F; < Fj det(A) — —det(A)
Sumar a una fila un multiplo no nulo de otra fila | El determinante se mantiene constante

Tabla I: Operaciones Elementales.



Parte II: Ejercicios

Enunciados (y algunas soluciones) de los ejercicios realizados en ayudantia.



AYUDANTIA 1: Ntimeros Complejos
Agosto 26, 2019

Sean z,w € C. Exprese z de manera binomial, determinando su conjugado y grafica en el plano de
Argand. Para w, encuentre su médulo correspondiente

(B+5i)(2—i)°  i-r  3i
4

_ R).
-1 YT 1o (r€R)

Considere z € C, tal que z # 0. Demuestre que si z — % € R, entonces z € R. Pruebe o refute segin
corresponda: el cuerpo de los nimeros complejos C es ordenado.

Sean z; € C, con ¢ = 1, ...,n. Pruebe que
|21 + ... + 20| < 21|+ ... + |20l

Considere z,w € C. Demuestre que |z + w|*+|z — w|* = 2(|z|* 4 |w|?). {Cémo se interpreta geométri-
camente esta igualdad? Pruebe que |z — w| > ||z] — |w]].

Exprese el nimero complejo z = v/—7 4 247 como par ordenado (a,b). Considere z1, 29, 23 € C; tales
que |z;| =1, para i = 1,2, 3. Se sabe que 21 + 22 + 23 = 0. Pruebe que % + i + % =0.

Zt+w

Considere z,w € C tal que |z| = 1. Demuestre que |£ =5

‘ = 1. ;Existe un nimero complejo z que
verifique |z| = ﬁ =|z-1]7

Sean 21, 22, 23 € C; los vértices de un triangulo equilatero. Pruebe que 27 + 22 +z§ = 2129+ 2223+ 21 23.
Considere z,w € C tales que |z +w| = |z — w|. Demuestre que ¥ es un niimero imaginario puro.

Considere los niimeros complejos
z = |z| (cos(#) +isin(h)), w = |w| (cos(p) + isin(y)).
Demuestre que

zw = |zw| (cos(0 + ¢) +isin(0 + ¢)), — = ’%} (cos(0 — ) +isin(f — ¢)).

z
w

. Cual es el valor de Arg(z—1)?

Considere z,w € C tales que

s (cos (33 ) #isin (55) ) w=g (eos () 150 (5)).

Exprese zw y = de la forma binomial. Encuentre la forma polar y argumento de los niimeros complejos

h=4=yg=(1-20)"
Calcule

L <1 + cos(z) —l—isin(:r;))”‘

1 + cos(x) — isin(z)



Soluciones (Ejercicios Pendientes)
» (Ejercicio 4) (a) Por Proposicién 1.4

|2+ wl* + |2 = wf’ = (z + w)(z + w) + (z = w)(z —w),
=(z4+w)(Z+w)+ (2 —w)(Z —w),
=2Z+ 2w+ wzZ + ww + 2z — zw — wz + ww,
= 227 + 2ww,

= 2(|z[* + 2 jwf).

Interpretacion geométrica: la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo es
igual al doble de la suma del cuadrado de sus lados.

(b) Sea z = z — w + w. Entonces
|2l = 1(z = w) + w| < |2 = w| + |w].
Esto implica que |z| — |w| < |z — w|. Por otro lado, considere w = w — z + z. Se consigue
jw] = |(w = 2) + 2| < |w = 2| + |z].
Entonces |w| — |z] < |w — z|. Esto implica que — |w — z| < |z| — |w|. Acoplando, se logra
—fw = z[ < fz] = |w| < |z = w.
Dado que |w — z| = |z — w|, entonces
=z —w| <z = Jw| <[z —wl.
Esto tltimo equivale al hecho de que ||z| — |w|| < |z — w].

» (Ejercicio 7) (a) Como 21, 29, 23 son los vértices de un tridngulo equilatero, se consigue la relacién:

23— _ |23 — 21| cis (arg(z3 — 21)) _ cis (E)
zo —z1 |22 — 21| cis (arg(z2 — 21)) 3

Anélogamente

21—z |21 — 29| cis (arg(z1 — 22)) — is ([)
23— z9 |23 — 29| cis (arg(z3 — 22)) 3

Por lo tanto

Z3 — 21 Z1 — %9

zZ9 — 21 zZ3 — 227
2 _ 2 2
23 — 2123 — 2223 + 2921 = Z221 — 25 — z] + Z122,

2 2 2
2] + 25 + 23 = 2129 + 2923 + 21%3.

(b) Por hipétesis, se sabe que |21 + 22| = |21 — 2p|. Esto implica que |2, + zo|* = |21 — 22|, Por
Proposicion 1.4, se obtiene

(21 + 22)(21 + 22) = (21 — 22) (21 — 22),
(21 + 22) (71 + 22) = (21 — 22) (21 — 22),

21?4 Ziz0 + 2173 + |22 = |21 ]? — Z122 — 217 + |20,



Por lo tanto

22 2 Z_ Re(z271) + ilm(2071)  iIm(20%1)

a oA |af |1 o af
Se concluye que 22 es un imaginario puro.
21
» (Ejercicio 9) (a) Por Ejercicio 8

Para (b), por Ejercicio 8

En (c), note que h = —%. Por lo tanto

h = é(o+(—¢)) _ é (Cos <32”> +isin (32”»

Finalmente, de (d) se sigue que g = (1 — 2i)* = —7 + 24i. Por consiguiente

7 24
g=25 (— + Z> ~ 25 (cos(0,507) + i sin(0,597)).



(11)

(12)

(14)

AYUDANTIA 2: Potencias y Raices
Agosto 28, 2019

Pruebe que si z es un nimero complejo tal que z = cos(#) + isin(f), entonces z" + z~" = 2 cos(nb).
Exprese de manera binomial, el niimero complejo w = (v/3 + i)',

Determine el desarrollo de cos(6z) y sin(6z), en funcién de cos(z) y sin(z). Encuentre el desarrollo
del nimero complejo z = (1 + cos(z) + isin(x))”, con z € Ry n € N.

Determine el valor de p € N, tal que

() +(F) -~

Exprese como par ordenado (a, b), el nimero complejo z

1 1 1
=14+—4+—+ ..+ ——=.
SR T A I R GER P
n—1
Considere z; = 1, 23, ..., 2,; raices n - ésimas de la unidad. Pruebe que H(l — Zit1) = n.

i=1
Sea w € C, tal que w es una raiz cibica primitiva de la unidad. Demuestre que (1 + w?) = w,
l-w+w)(l+w-—w?) =4y (2+ 2w+ 50?0 = 729.
Considere n > 2. Demuestre que la suma de las raices n - ésimas de la unidad es cero. Sea w € C,

raiz décima primitiva de la unidad. Pruebe que

Wt —w+1=0.

Se sabe que w es una rafz cibica primitiva de la unidad. Pruebe que los puntos 21 = 1 —w, 29 = w—w?
y 23 = w? — 1, son los vértices de un triangulo equilatero.
Exprese las soluciones de la ecuacién 2(z + 1)* +v/3i = —1 de manera cartesiana y grafiquelas en el

plano de Argand. Determine las raices del polinomio p(z) = 2* 4+ 2 + 2v/3i € C [z] en su forma polar
y grafiquelas en el plano de Argand.

Calcule cos (%’r) usando las raices quintas de la unidad de manera adecuada. Determine los valores

de a,b € R, tales que z = 1 + i sea una rafz de la ecuacién 2° + az® + b = 0. Calcule /—8i.



Soluciones (Ejercicios Pendientes)

» (Ejercicio 15) Sea z € C. Como z; = 1, 29, ..., 2, son raices n - ésimas de la unidad, entonces
2" —1=(z—=1)(z— 22)...(z — zn).
Por otro lado
M—1=(-DE" 1 +2" 24 2+ 1)

Entonces (z — 1)(z — 22)...(z — 2,) = 2" 1 + 22 + ...+ 2z + 1. Tomando z = 1, se logra

n—1
H(l — Z7;+1) =n.
i=1
= (Ejercicio 19) (a) La ecuacién a resolver es 2(z+1)*+iy/3 = —1. Mediante el cambio de variable,
w = z + 1; se consigue la expresién 2w* = —1 — i1/3. Por lo tanto
M B AVE]
W= — — —.

2 2

Desarrollando esta tltima expresién, se consigue

w4:1<_21—“2/§> :cis<4;>.

Por el Teorema 1.8 (de las Raices)

con k= 0,1, 2,3. Por lo tanto

wy = cis ( + 35
cis 51 V3 n )
wy=cis|— | =——"F+=
! 6 2 "2
47 1 V3i
= Cl. _ | = - - —
2= g 2 2
1n V3 i
wg=cis| — | = — — =.
¥ 6 2 2
Como w = z+ 1 entonces z = w — 1. Por lo tanto, las soluciones anteriores se pueden reescribir
como
1 V3i
R
—V3-2 i
- Z
1 2 ’
_ 33
2Ty T e




0.5

=2 05 1 15

Figura 1: Gréfica de zp, 21, 22 y 23 en el plano de Argand.

La representacién gréfica de las raices de 2(z + 1)* +iv/3 = —1 vienen dadas por la Figura 1.
20, 21, 72 ¥ 23 forman un cuadrado, en el cual existe una circunferencia circunscrita de radio 1.

(b) La ecuacién a resolver es z* = —2 — 24/3i. Por lo tanto

1 i 4
a3 s (AT,
2 2 3

Por el Teorema 1.8 (de las Raices)

con k=0,1,2,3. Por lo tanto
20 = V/2cis (
5 V6 V2i
21 \fms ( 6 ) 2 5
4 V2 V6i
= is [ - )| = X2 _ Y2
29 \fms ( 3 ) 2 5
11 2
25 = v/2cis <67T> = \éé \gz

La representacion gréafica de las raices de 2* = —2 — v/3i vienen dadas por la Figura 2. zg, 21, 22
y z3 forman un cuadrado, en el cual existe una circunferencia circunscrita de radio V2.



Figura 2: Gréfica de zp, 21, 22 y 23 en el plano de Argand.

» (Ejercicio 20) (a) Por Ejercicio 17 (a), se sabe que la suma de las raices quintas de la unidad es

nula. Por lo tanto
14 i 27 L A7 L 67 L 8 0
is| — is | — is| — is[— ) =0.
cis 3 cis 3 cis 3 cis 3

Al considerar la parte real de la expresién anterior, se obtiene

1+ 21 + 41 + 61 + 8j =0
cos 3 cos 3 cos 3 cos 5 ) =0
2T 8 4

Note ahora que cos <5> = cos <5> y COS <5> = cos (6;> De esta manera, se logra

2m 4
142 — 2 — | =
+cos<5>+ cos<5>
Como cos(2a) = 2cos?(a) — 1, se sigue que

2 2
4 cos? <;> + 2cos <;> —1=0.

Recurriendo a la férmula cuadratica

27\  —-1++5
COS 5 = 1 .

2
Dado que cos (;) > 0, entonces

27 —-14++5
— | =—=~0,3.
COS(5) 1 ,

(b) La forma polar de z estd dada por

z:\/§<\2+\}§> Z\/ﬁcis(%).



Por Teorema 1.7 (de Moivre)
)
25 = 95/2¢ig (”) — 4 4,
4
3 _ 93/20i (O ;
z° = 2°/%cis i = —24 2,
Por consiguiente

P tazd+b=—-4—-2a+b+i(—4+2a)=0.

Esto nos permite obtener el sistema de ecuaciones

—4 —2a+b=0,
—4 4+ 2a = 0,
cuyas soluciones son a =2y b = 8.
3
(c) Sea z = —8i. Por lo tanto, la forma polar de z corresponde a z = 8(0 + (—i)) = 8cis <2ﬂ>
Por el Teorema 1.8 (de las Raices)
s + 2km
21, = /8cis 2 3 ,

con k = 0,1,2. De esta forma, las soluciones correspondientes (en forma polar) son

11
2 = 2cis (g) , 21 = 2cis (?) , 29 = 2cis (67T)



(21)

(22)

(23)

AYUDANTIA 3: Polinomios en C [z]
Agosto 30, 2019

Determine el(los) valor(es) de n € N tal(es) que (v/3 — )" = 2" 1(—1 + v/3i).

Determine los vértices de un hexdgono regular inscrito en una circunferencia de centro zp = 1+1 y
radio 2.

Demuestre que el producto de las raices n - ésimas de la unidad estéd dado por
n—1 .
H = —1 sin es par
o & 1 sin es impar

Considere los polinomios h(z) = 22 — 3ix — 5(1 + i), p(z) = x — 1 + i, g(z) = iz + Zi—zl —2x+1,
s(r) = 22 — 1 € CJ[z]. Encuentre el cociente y el resto al dividir h(x) por p(x). Repita el mismo

procedimiento para g(z) y s(z).

Demuestre el Lema 1.12: Sea p(z) € Rz] y 2 = a + bi, raiz de p(z). Entonces Z = a — bi también es
raiz de p(x). {Qué se puede concluir de este resultado? ;Por qué no existe un polinomio ¢(x) € R [z]
con grad ¢(z) = 5, cuyas raices sean —1, 2, 1 — i, 4, —i 7

Encuentre la factorizacién de los polinomios p(x) = 223 —(i+1)22+(2i—2)z+3i+1, s(z) = 2 +72% -8
en C[z]. Asuma que i y —2iy/2 son raices de p(z) y s(x) respectivamente.

Pruebe que i — 2 es raiz del polinomio ¢(z) = x° + 2z* — 823 — 2022 + 15z + 50 € C [x]. Determine
las soluciones restantes.

Encuentre las soluciones de la ecuacién z® — 922 + 33z — 65 = 0, sabiendo que una de sus raices es
compleja y de médulo v/13. Determine los niimeros complejos z, tales que 22 +222 + 2 — 2+ 9 =0.

Considere p(z) = 2% — 82 + 2322 — 302 + 18 € R [z]. Se sabe que p(z) admite una raiz compleja de
modulo /2, mientras que otra de ellas es de multiplicidad doble. Determine todas las soluciones de

p(x).

Considere el polinomio p(x) = 23+ (3+1i)2% -3z — (A+14) € C [z]. Determine el(los) valor(es) de A € R
para que p(x) admita a lo menos una raiz real. Sea f(z) = 23 + 522 + (9 — 5i)x + 10 — 10i € C [z].
Factorice f(z) en C [z] sabiendo que 2i es una raiz.



Soluciones (Ejercicios Pendientes)

» (Ejercicio 22) El hexdgono regular estd compuesto de seis tridngulos equildteros. La altura
de estos estd dada por h = 27\/3 = /3. Esto nos permite obtener los vértices V1(2,1 + v/3),
V2(0,1 4+ v/3). Por simetria, se obtienen V4(2,1 — v/3) y V5(0,1 — v/3). Recuerde que el centro
del hexdgono regular estd dado por el niimero complejo C' = 1+ ¢ = (1,1). Falta determinar
Vi(a,1) y Vi(b,1). Note que V3, V5 v C son colineales (esto permite concluir que la componente
compleja u ordenada es 1). En particular

Vs —C|=|Vs —C|=2.
En particular, (a — 1)2 = 4. Se obtiene a? — 2a — 3 = 0, cuyas soluciones son —1 y 3. Por lo
tanto, V3(—1,1) y V5(3,1).

» (Ejercicio 27) Como ¢(i — 2) = 0; entonces por el Teorema del Resto, se concluye que i — 2 es
raiz de g(x). Por Teorema del Factor, existe h(x) € R [z] tal que

q(z) = h(z)(z? + 4z +5).

Determinaremos tal h(z) € R [z]. Por Algoritmo de la Division, se consigue que el resto es nulo
y el cociente estd dado por h(z) = 2® — 22% — 52 + 10. Particularmente, note que h(z) € Z [z].
Por Criterio de las Raices Racionales, se consigue las posibles soluciones

x = {+1,+2, +5, +£10}.

Vea que h(2) = 0. Por consiguiente; h(z) = (x — 2)t(z), con t(z) € R[z]. Empleando Ruffini
entre h(z) y (z — 2) podemos determinar tal ¢(z). Entonces t(z) = x? — 5. Las raices de t(x)
son /5 y —/5. Por lo tanto, en C [z]

qlz) = (x —i+2)(x+1i+2)(x — V5)(z + V5)(z —2).

» (Ejercicio 29) Sea a = a + bi. Entonces |a| = Va2 + b2 = v/2. Esto implica que a? + b? = 2. Por
Lema 1.12, 8 = a — bi también es raiz. Por las relaciones de Cardano-Vieta, asumiendo que
es de multiplicidad doble

a+f+2y =3,
apy? = 18.

De la primera ecuacién, se obtiene que o+ = 4. De la segunda, se tiene que (a? 4 b%)y? = 18.
Entonces 2v? = 18. Es decir, v = £3.

En el caso de que v = 3, entonces a = 1. Esto implica que b = +1. Se consigue que 1 +1¢, 1 — i
y 3 (de multiplicidad doble) son las raices buscadas.

El caso v = —3 se descarta. Pues si v = —3, entonces a = 7. Esto implica que b ¢ R.
» (Ejercicio 30) (a) Suponga que u es raiz real de p(x). Por lo tanto, p(u) = 0. Esto implica que

u? + 3u? +iu® — 3u— X —i = 0. Considerando la parte real e imaginaria de la expresién anterior,
se desprende el sistema de ecuaciones

u? +3u? —3u—\=0,
u?—1=0.

Se consigue que u = +1. Si u = 1, entonces A = 1. En el caso de que u = —1, se obtiene \ = 5.
Por consiguiente, A = {1,5}.



(b) Como 2i es raiz de f(x), se puede utilizar la regla de Ruffini. Se efectuard la divisién de
polinomios entre f(x) y (x — 2i). Esto nos permite obtener un cociente q(x) = 22 + (5 + 2i)x +
5+ 5i y un resto nulo. Ahora, utilizaremos la formula cuadrética (también valida en nimeros
complejos) para determinar las dos raices restantes. Se sigue que

e —5—2i+/(5+2i)2—4(5+5i)) -—5—-2i+1
N 2 N 2 '

Por lo tanto, x1 = —2 — i y 3 = —3 — 4. De esta forma, la factorizacién de f(x) en C|[z] es

f@) = (z—20)(x +2+9)(x +3+1).



(31)

AYUDANTIA 4: Conjuntos Algebraicos en R?
Septiembre 02, 2019

Considere los polinomios p(z,y) = 9y° +625y5 — %x4y5 VT3 1, gz, y) = 1—2%y® — 2324+ 22y —
V2x7y* € R [z, ). Calcule el valor de p(—3, —2) y q(1, —1). Obtenga los valores de grad p(z,y) y grad
q(z,y). Determine los valores de A, 1 € R tal que el polinomio s(z,y) = %1’5 — 322y —82%y+Ax+pu €
R [z,y] verifique s(2,—1) = =26 y s(1,—2) = 8.

Demuestre que p(z, y) = (v/7zy* —3y%) es un polinomio en R [z, y]. Repita el mismo procedimiento

para q(z,y) = (223y* + 1)°. Determine los valores de grad (p(x,y) + q(x,y)) y grad (p(x,y) - ¢(z,y)).

Considere los conjuntos de polinomios S'y T en R [z, y]. Se sabe que S C T'. Pruebe que V(T') C V(S).
Demuestre que si p(z, y), (z,y) € R [z, ], entonces V(p(z,y) - a(z,4)) = V(p(z ) UV(a(z, 1)),

Considere los polinomios p;(z,y) € R[z,y] con i = 1,...,6. Para caso en particular, determine el
conjunto V(p;(z,y)) de raices (o ceros) asociado a p;(z,y) en R2.

(a) pi(x,y) = 2% + 22y + 2y. (e) ps(z,y) = 2y +4y> —16y —z* —4z?y* +1622.
(b) pa(z,y) = 2%y + 22%y> + ay°. () pe(z,y) = 23> — vz — 3z — y?2® + a3 +
(c) ps(,y) = a* = 200y + 30y — Juy’ + qoyt. vt

(d) pa(z,y) = 2% — 2ty — 2?y* +4/°.

Pruebe que cualquier polinomio homogéneo de grado d en C [z, y| puede escribirse como el producto
de n < d polinomios homogéneos de grado uno.

Se definen los conjuntos A; con ¢ = 1,..,4. En cada caso, verifique que A; es un conjunto algebraico.

(a) Ay == {(cos(t),sin(t)) € R? : t € R}. (c) Az :={(sin(2t),2sin?(t)) € R?: t € R}.
(b) Ag:={(z,y) e R?: y? —ay — 2y + 23 =0}. (d) Aq:={(t’,t") e R?: ¢t € R}.

Sean S := {(z,y) € R? : y =sin(z)} y T := R*\ {(0,0)}. Pruebe que S y T no son conjuntos alge-
braicos.

Se define E := {(w,y) cR?: 2—; + ‘Zé =1; a,b> 0}. En R?, V(E) corresponde a una elipse con

centro en el origen y focos (£c,0) donde a? = b + c?. Pruebe que E admite una parametrizacién
trigonométrica de la forma

E={(z,y) e R*:z=acos(d),y = bsin(h); 6 € [-m,m)},

y una parametrizacién racional, tal que

al(l — 2
B\ {(-a.0) = { ) e R o= =)y = 2t er).



Soluciones (Ejercicios Pendientes)

» (Ejercicio 35) Es sabido que C|[z,y] C C(y) [z]. Recuerde que polinomio homogéneo es aquel
que verifica f(\z,\y) = Af(x,y) con grad f(z,y) = d. Adicionalmente, f(z,y) € Clz,y].
Consideraremos f(x,y) € C(y) [z]. Por lo tanto

Fla,y) = yif(2,1).

Realizaremos el cambio de variable z = § Esto nos permitird obtener el polinomio f(z,1).
Dado que f(z,1) € C[z] y C es un cuerpo algebraicamente cerrado (Teorema Fundamental del
Algebra); este polinomio se puede factorizar como

f(z, 1) =a(z—=b1)(z —b2)...(2 = by),

con n < d. Se consideran n factores pues existen casos en que no necesariamente se consigue un
polinomio de grado d. Por ejemplo, sea p(x,y) = ix3y + /7x?y? € Cz,y] con grad p(z,y) = 4

T

y al considerar p(z,y) € C(y) [z] con z = ¥ se obtiene grad p(z,1) = 3. Esto con a,b; € C, ¥V
1 =1,...,n. Dado nuestro cambio de variable, lo anterior puede escribirse como

f(%? 1) = CL(% - bl)(% - b2)(§ - bn)7
Y f(5,1) = az — biy) (2 — bay)-..(z — buy).

Por consiguiente

f(@,y) = a(z — biy)(z — bay)...(z — bpy).



(39)
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AYUDANTIA 5: Rectas en R?
Septiembre 04, 2019

Considere la recta ¢; : (2 —a)z + (3a — 1)y + a+ 1 = 0. En cada caso; determine el valor de a € R,
tal que

(a) El punto (—2,1) pertenezca a ;. (c) ¢ sea perpendicular a ls : az — 2y + 10 = 0.
(b) El éngulo de inclinacién de la recta ¢; sea (d) ¢; forme un tridngulo de drea 3 respecto a los
arctan (%) ejes coordenados.

Dos rectas variables ¢1 y ¢2 que pasan respectivamente por dos puntos fijos A y B se cortan perpen-
dicularmente en el punto P. Determinar el lugar geométrico de P. Encuentre el valor de k£ € R para
que la recta 41 : kx + (k — 1)y — 18 = 0 sea paralela a ¢ : 4o + 3y + 7 = 0.

Determine las ecuaciones de las bisectrices para los angulos formados por las rectas ¢1 : 3x+4y+8 =0
y £y : bx + 12y — 15 = 0. Calcule la distancia entre las rectas f3 : 3x +2y =7y £y : 3x — 2y = —7.
Encuentre los puntos de la recta ¢5 : 3x — 2y + 4 = 0 que estén a distancia 7 de (1,1).

Determine las coordenadas de los vértices de un paralelogramo. Se sabe que dos de sus lados estan
contenidos en las rectas ¢1 : 3z — Ty +18 = 0y ¢y : x + 2y — 7 = 0. Adicionalmente, una de sus
diagonales esta contenida en f3 : bz — 3y — 22 = 0.

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por la interseccion de /1 : z —y+5=0,ly:x+y+1=0
y que dista del origen a una longitud de 3 unidades. Dos rectas £3 y £4; forman entre si un angulo de
%TW' Se sabe que ¢4 posee dngulo de inclinacién o = arctan(—3). Calcule la pendiente de la recta (3.

Considere un triangulo ABC' isésceles, rectangulo en C. ABC varfa de tal manera que su vértice A
permanece fijo en el origen del sistema de coordenadas, mientras que B se mueve sobre la recta de
ecuacion z = a. Determine la ecuacion del lugar geométrico que recorre el punto C.

Demuestre que el drea del triangulo formado por las rectas £1 : y = mixz +n1, fo : y = mox +ng y el
eje X con my # my viene dado por

(n1mg — namy)?

Ap = .
2 ‘TrLle‘ ]mg - m1|

Considere los puntos (a,b) y (¢, d) perteneciente a las rectas 1 y f2 (respectivamente). Se sabe que
el dngulo de inclinacién para ¢; y 2 es a. Pruebe que la distancia entre las rectas corresponde a

d = |(a —¢)sin(a) — (b — d) cos(a)].



Soluciones
» (Ejercicio 40) (a) Considere la Figura 3 que bosqueja el enunciado del problema.

¥ L2 L1

Figura 3: Rectas #1 y /5.

Digamos A = (a,b) y B = (¢, d). Asi

l:y—b=my(x —a),
ly iy —d=ma(x—c).

Consideraremos los casos en que x # a 0 x # c¢. De esta forma; tendremos

y—2>b
my, = )
T —a
y—d
Moy, = -
Dado que ¢; y £5 son perpendiculares
mye, - My, = —1,

y—>b y—d _ 4
T —a r—c) 7
y? —dy — by + bd = cx + ax — z* — ac.

Completando cuadrados

() (-2

Por lo tanto, el lugar geométrico corresponde a una circunferencia de centro

a+c b+d
o-(7F)

cuyo radio es

. \/(b—d)2+(a—c)2
= 1 .
Note que C corresponde al punto medio entre A y B.

(b) Para que ¢; sea paralela a ¢35 debe verificarse que my, = my,. Podemos reescribir las rectas
{1 y £5 mediante su ecuacion principal. Es decir

kx n 18

-1 k-1

ﬁl:y:—k



4 7

by :y=—— — —.
21y 3 3

k

ASI, me, = —ﬁ

4
y me; = —3. Dada la hipotesis

k

E—1

_ 3’
k=4.

» (Ejercicio 41) (a) Considere la Figura 4. Esta recrea la situacién geométrica que describen las
bisectrices, tras la intersecciéon de dos rectas.

Figura 4: Rectas y Bisectrices.

Note que las bisectrices forman el conjunto de los puntos equidistantes respecto a f1 y fo. Es
decir los pares ordenados (x,y) que satisfacen
3z +4y +8| |5z + 12y — 15
5 B 13 ‘

Esto puede reescribirse como

3r+4y+8 _i5x+12y—15
5 B 3 ’

Por lo tanto, se obtienen las ecuaciones (dados los signos)

14x — 8y + 179 = 0,
64x + 112y + 29 = 0.

(b) Note ¢3 no es paralela a f4; pues my, # my,. De esta forma, la distancia entre estas dos
rectas es cero.

(c) Debemos encontrar los puntos (z,y) € R? tales que satisfagan el sistema

(x—1)2+ (y — 1) = 49,
3r — 2y = —4.

3
Note que 3z — 2y = -4 =y = ?x + 2. Reemplazando, se tiene

2
1322 + 42 — 188 = 0.

9 3x 2
(x—=1)*+—=—+1) —49=0,

Por lo tanto

-2+ 1217
rT=——/—" .
13



-2+ 1217 —2— 1217
Asi, x1 = +173 Yy Xo = — 3 Esto implica obtener
_ 20+ 3617
Y1 = 13
~ 20— 36V17
=Ty

Finalmente, los puntos buscados son

—2 41217 20 + 3617
13 ’ 13 ’

-2 —12+/17 20 — 3617
13 ’ 13 '

(Ejercicio 42) ¢1 y ¢2 son rectas que contienen dos lados del paralelogramo. Por otro lado

’ 3x+18
me, =5 pues ly iy = — + —
41 7P 1Y 7 7

1 x 7
m52:—§pueS€23y:—§+§.

Como my, # my,, entonces las rectas no son paralelas y su interseccion es uno de los vértices
del cuadrildtero. Asi, debemos encontrar el par (z,y) tal que satisfaga el sistema de ecuaciones

3x — Ty = —18,
r+2y="T7.

Se obtiene como solucién, x = 1 e y = 3. Asi obtenemos el punto A(1,3). Ademads, una de sus
diagonales esta contenida en f3 : 5x — 3y — 22 = 0. Evidentemente A & ¢3; por lo que /3 contiene
a la diagonal que no pasa por A y determina dos vértices. Asi, C € {1 N {3y B € 5N {3. Por
ende; se tendran los sistemas respectivos (para C')

3x — Ty = —18,
5 — 3y = 22,

de donde se consigue x = 8 e y = 6. Asi C'(8,6). Ahora, el sistema a considerar para B es

r+2y="17,
Sx — 3y = 22,

de donde se consigue © = 5 e y = 1. Asi B(5,1). Finalmente nos falta hallar D (cuarto vértice).
Este estarda dado por la interseccién de las rectas paralelas a £1 y £ que pasan por los puntos
B y C respectivamente. Para ¢] que pasa por B diremos que tiene ecuacién

Yy =mix +nj.

3
Dado que ¢7//¢; entonces m; = = Ademés, (5,1) € £] por lo que

3 8
Asi 1y = 7‘% — < (] : 3x — Ty = 8. Para 5 (que pasa por C) diremos que tiene ecuacion

Y = Mok + na.

1
Dado que #3/ /¢ entonces mg = —5 Ademés, (8,6) € ¢35 por lo que

n = 10.



Asily:y = —g +10 & 05 : v + 2y = 20. Dado que D pertenece a ¢ N {5, D correspondera a la
solucién del sistema

3x — Ty =8,

x4+ 2y = 20.

Se consigue z = 12 e y = 4. Por lo tanto D(12,4). Asi, los vértices buscados son A(1,3), B(5,1),
O(8,6) y D(12,4).

(Ejercicio 43) (a) Consideremos la familia de rectas que pasa por la intersecciéon de ¢; con /.
Este conjunto viene dado por la expresion

lprx—y+b+ANax+y+1)=0,
con A € R. Note que lo anterior puede verse como ¢ : (14+AX)+y(A—1)+5+X = 0. Empleando
la distancia de un punto a una recta (desde (0,1) a £¢)
[(T+X)+04+(=1+X)-0+5+ A
VI +A)?2+(A—1)2
15+ Al
V2XZ+2

d=

Elevando al cuadrado
2541004 X2
O 2X242
1722 —10A =7 =0.

7
Se obtiene Ay =1y Ay = T Reemplazando estos valores en Ay se consiguen las rectas

r+3=0,
5 — 12y 4+ 39 = 0.

(b) Dado que f2 posee dngulo de inclinacién o = arctan(—3), esto implica que my, = —3. Ahora,

dado que ¢1 y £5 forman un angulo de Iﬂ; se tiene

3w -3 - mye,
tan | — )| = |——|,
4 1—3my,

oy (B
1 —3my,
Esto nos arroja dos valores posibles para my,. Por lo tanto
-3 — my 1
1= L= my, = —=
1— 3my, b Ty



» (Ejercicio 44) Consideremos la Figura 5 que bosqueja el enunciado del problema.

Figura 5: Triangulo ABC'.

Sean los puntos A = (0,0), B = (a,y) vy C = (x¢, y.). Como el tridngulo es isésceles se tiene
que AC = BC'. Asi

(zc — 0)2 + (Ye — 0)2 = (e — a)z + (Ye — yb)Q‘ (1)

Por otro lado, AC es perpendicular a BC. Entonces m~4& Y Mpe corresponden a las pendientes
de las rectas que pasan por AC y BC respectivamente. Estas verifican

mae - mpe = —L.
—0 _
Dado que mzz = zz —0= z—z MpeE = Z:/ECC _ZZ); la expresion anterior resulta
Ye(Ye — ) -1
Ze(xe — )

Elevando al cuadrado, se consigue

ve(ye — m)* = a2(zc — a)?,

2
x
(e —w)* = ~5 (e — a)?). (2)
Ye
Por (2) en (1), se logra
2
22 +y? = (v.—a)* + y—;(ﬂcc —a)?,
C
yo = (zc — a)?,
Yo = £(xc — a).
Por lo tanto, se obtienen las rectas y., = x.—a € y., = —Z.+a; que corresponde a las ecuaciones

del lugar geométrico que recorre el punto C.



» (Ejercicio 46) Recuerde que la pendiente de una recta ¢, : y = m,x + n, viene dada por
myp = tan(ay,) donde «y, corresponde al dngulo de inclinacién de £p,.

Dado que « es el angulo de inclinacién de ¢; y ¢s; se verifica que my, = my, = tan(a). Por ende,
las ecuaciones de la recta asociadas a £1 y fo respectivamente, son

0y —b=tan(a)(x — a),
ly:y —d=tan(a)(z —c) =l : tan(a)x — y + d — ctan(a) = 0,

ya que (a,b) € £1y (c,d) € ly. Evidentemente ¢; y f5 son paralelas; por lo que para calcular
la distancia entre estas dos rectas basta tomar un punto perteneciente a ¢; (a,b) y emplear la
formula (distancia de un punto a una recta) con la recta fo . Asi

latan(a) — b+ d — ctan(a)|

d=
tan?(a) + 1
de |(a—c)tan(2a() —)l—d—b7
_ |(a—c)tan(a) +d — b|
T el
de (a — ¢) tan(a) — (b —d) ’

sec(a

)
d = |(a — ¢)sin(a) — (b — d) cos(a)].
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AYUDANTIA 6: Preparacién Prueba 1
Septiembre 06, 2019

Considere el conjunto D := {z € C: |z| > 1}. Demuestre que para todo wi,wy € D, se verifica la
desigualdad

e

1-— wi1wr
Calcule

H=1+ (?) sin(z) + (Z) $in(2z) + ... + (%) sin(n).

Sea w, una rafz n - ésima primitiva de la unidad. Para todo k € N, pruebe que w* = 1 si y solo si
ord(w)|k. Si w es raiz cubica primitiva de la unidad, pruebe que (1+w)3+ (1 +w?)? + (1 +w?)® = 62.

S=1+ (Z‘) cos(z) + <Z) cos(2z) + ... + <"> cos(nz),

N
Considere S := {(ac, y) ER?:y = ﬁﬁ } Pruebe que S no es un conjunto algebraico.

Encuentre todas las rectas en R? que pasan por el punto (0,2) y tales que su distancia a (0,0) es
igual a la unidad.

Considere P; y P», dos puntos fijos. Sea ¢ una recta variable y di, do; distancias entre Py a £y P5 a
¢ (respectivamente). Pruebe que si dj = 2ds, entonces la recta ¢ pasa por un punto fijo.

Demuestre que el angulo de interseccién 6 entre las rectas £1 : y = mix +n1 y 2 : y = maox + no esta
dado por la expresién

mi1 — ma
f = arctan | ————

+ mimso

Determine la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—2,—4), cuyas coordenadas en el origen
suman 3. Considere un tridngulo de vértices A(—2,1), B(5,4), C(2,—3). Calcule la longitud de la
altura correspondiente al vértice A y el area del triangulo.



Soluciones

(Ejercicio 47) Se sabe que wi,ws € D. Como |ws| > 1, entonces ]w2]2 > 1. Esto implica que
1 — |ws|* < 0. Por otro lado, como |w;[* > 1

\71}12|2 (1- !2@02!2); 1— !wﬂQé
lw1|” — Jwi|” Jwa]” < 1 — |wal,
wi [ + [wa|* < 1+ [ [ fws]?
Anadiendo —wiws — w1ws a la expresién anterior, se consigue
lwi|? — Wrws — w15 + |wa|® < 1 — Wrws — wiWs + |wy | [wal?,
(w1 — we) (w1 —wz) < (1 —wiws)(1 — wi1ws),
(w1 — w2)<w1 — 'U}Q) < (1 — w71w2)(1 — Wlwg),
lwy — wa|? < |1 — wWrws|?,

pues |w|? = ww. Dado que |w; — wa| > 0y |1 — Wrws| > 0, se sigue que

|w1 — w2| < |1 —Wlw2|a

w1 — w2
E— <17
1 —wiwy

con |1 — wyws| # 0.

(Ejercicio 50) Definamos f(z,y) := fn(2)y"+ fn_1(2)y" 1 +...+ fi(x)y+ fo(x), con f;(x) € R[],
Vi =0,1,...,n. Supondremos que S C R? es un conjunto algebraico. Por lo tanto, existe un
polinomio f(z,y) no nulo en R [z, y] tal que S = V(f(x,y)). Asi

N
f<x,\/%ﬁ >:0,V:CE]R.

Por consiguiente

o) (VA ) gt (V)

-1

ot fi(2) <ﬁﬁﬁ$> + folz) =0,

ﬁz n
V z € R. Dividiendo por <\/7?ﬁ ) # 0; se logra

fula) + 1@ filz) TR (1C) N—"

(=)

Tomando el limite de la expresién anterior cuando x — oo, se consigue

l{im fn(a:)+7f"*1(x) ot h(@) — + fo(z)

BT YT )

Sin embargo

+oo si frp(x) es un polinomio no constante
c si fn(x) es un polinomio constante no nulo

lim_ f,(z) = {

T—00

En cualquier caso, lim f,(z) # 0; lo cual nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, S no es
T—00

un conjunto algebraico.



» (Ejercicio 51) Es sabido que la distancia de un punto p = (g, y0) € R? a una recta £ € R? de
ecuacion Ax + By + C' = 0 estd dada por la expresién

_ |Azg + Byo + C|

VAZ 1B
Dado que ¢ pasa por el punto (0, 2); podemos escribir £ : y —2 = mx. Por lo tanto, considerando
p=1(0,0)y £: mz—y+2=0; se tiene

d(p, £)

2]
1= ——,
vm? +1
Vm? +1=12|,
m? 41 =4,

m::i:\/g.

Por lo tanto, existen dos rectas #1 : V3z — y+2=0y/{y: 3z — y + 2 = 0 tales que pasan
por (0,2) y su distancia al origen es la unidad.

» (Ejercicio 54) (a) La ecuacién de la recta que pasa por el punto (—2,—4) es de la forma ¢; :
y+4 = m(z + 2), con m; pendiente. Buscaremos los puntos de interseccién de ¢; con los ejes
coordenados. Para el corte con el eje de las abscisas, se tiene y = 0. Por lo tanto

4 —2m
p

€r =

4 —2m

Asi, el punto buscado corresponde a A < ,O). Para el corte con el eje de las ordenadas,

se tiene x = 0. Asi
y=2m —4.
El punto que buscamos es B (0,2m — 4). Por lo tanto, dada nuestra hipdtesis

4 —2m

+2m — 4 =3,

m
2m? —9m +4 =0,
(2m —1)(m—4) =0.

1
Por ende obtenemos m; = 3Y ma = 4. Asi, se obtienen las ecuaciones x — 2y — 6 = 0 (dado
m1) y 4 —y +4 =0 (dado ma).
(b) Considere el tridngulo dado por la Figura 6

ol |

0

Figura 6: Tridngulo.

Encontraremos la recta 5 que pasa por los puntos B y C. Para eso, veamos que su pendiente
viene dada por



-y —3-4 7T

m

To — T 2-5 3

7
Ya que B pertenece a la recta; se puede reescribir como y — 4 = —(x — 5). Reordenando, se

obtiene la expresion general (de la recta); 5 : 7x — 3y — 23 = 0. Calcularemos la distancia entre
el punto A y la recta f5. Esto nos permitird obtener la altura del triangulo formado. Asi

C[7(=2)—-3(1) — 23] 40
N VA9 +9 /B8’

Por tltimo, el drea basal del tridngulo ABC' viene dado por el segmento BC. Es decir
BC=./(5-2)2+ (4+3)2=/58.
Por lo tanto, el area del tridngulo corresponde a

40+/58
AA = =
2v/58

h

20.




AYUDANTIA 7: Ecuacién de la Parabola
Septiembre 23, 2019

(55) (a)

Determine las coordenadas del vértice, foco, ecuacion de la directriz, ecuacién del eje y gréafica
correspondiente para la parabola y = 222 — 3z + 1.

Encuentre una expresion general y ordinaria para la pardbola que pasa por los puntos P(0,0),
Q(8,—4), R(3,1) y cuya directriz es paralela al eje de las ordenadas. Determine sus elementos
caracteristicos y gréafica correspondiente.

Demuestre que las rectas tangente y normal a la pardbola de ecuacién y?> = 4px en el punto

(x0,y0) estdn dadas por 4y 1y —yo = 2 (x —20) ¥y bn 1 Y — Yo = —g—g(:v — z9). Conjeture (y

2x0
demuestre) la ecuacién para la recta tangente a la pardbola (y — k)% = 4p(x — h) con centro (h, k)

en el punto (xg,yo)-

Determine las rectas tangente y normal a la pardbola y? + 42 + 2y + 9 = 0 en el punto (—6, 3).

Demuestre que las rectas tangente y normal a la pardbola de ecuacién z? = 4py en el punto

(z0,yo0) estdn dadas por € : y —yo = F2(x —20) ¥ ln 1 Yy — Yo = —i—ﬁ(w — x9). Conjeture (y
demuestre) la ecuacién para las recta tangente a la pardbola (z — h)? = 4p(y — k) con centro

(h,k) en el punto (zo,yo).

Determine la ecuacién de la tangente a la pardbola 22 + 4z + 12y — 8 = 0 que sea paralela a la
recta 3z + 9y — 11 = 0.

58) Encuentre la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos donde se pueden trazar rectas tan-
gar g
gentes a la pardbola de ecuacién y? = 2pz, que forman entre si un dngulo constante.

(59) Las rectas tangentes en los puntos P y @ (respectivamente) de la pardbola y? = 4px se intersectan
en el punto (2p, 3p). Determine las coordenadas de P y Q.

(60) Por el vértice de la pardbola y? = 4x, se trazan dos rectas perpendiculares que cortan en Py Q a la
pardbola (P # Q). El segmento P(Q) intercepta al eje de simetria en R. Pruebe que el foco divide al
trazo OR en la razén 1 : 3.



Soluciones

» Ejercicio 55 (a) Dada que la ecuacién de la pardbola esté dada por y = 222 — 3z + 1, su gréafica
serd de forma vertical. Completando cuadrados, se sigue que 0 = (z — %)2 - % — 1—16. Por lo tanto,
3(y+ 1) = (x— 3)?% de donde obtenemos que el vértice de la pardbola corresponde a V (2, —3).
Ademis, % = 4p, por lo que p = % (en distintos textos, p se puede encontrar como a). Esto, ya
que la forma ordinaria vertical para una parabola es (z — h)? = 4p(y — k). De esta forma, las

coordenadas del foco son
F(h.k+p) = (3,0).
La ecuacién de la directriz, viene dada por
bi:y=Fk—p,
by y= —i.
Para la ecuacién del eje, se sigue que

)

le : x
be i

NG ]

Finalmente, la grafica buscada esta dada por la Figura 7.

=

-2 =l o il 2 3

Figura 7: Parabola de ecuacién y = 222 — 3z + 1.

» Ejercicio 55 (b) Dado que el eje de la pardbola es paralelo al eje X, el gréfico de esta tltima serd
de forma horizontal. Consideremos = = ay?+ by +c. con a,b, ¢ € R (por determinar). Evaluando
los puntos A, B, C en esta expresion, se tiene el sistema

0=c,
8 = 16a — 4b,
3=a+0b.

De donde se obtiene a = 1, b= 2y ¢ = 0. Por lo tanto & = y? + 2y. Completando cuadrados, se
logra la expresiéon x+1 = (y+1)?; de donde el vértice de esta pardbola corresponde a V (-1, —1).
Ademids, 1 = 4p; por lo que p = %. Esto, ya que la forma ordinaria horizontal de una parabola
viene dada por (y — k)? = 4p(z — h). De esta forma, las coordenadas del foco son

F(h +p) k) = (_%7 _1)
La ecuacién de la directriz estd dada por

ed:th—k,
Ed:x:—%



Para la ecuacién del eje, se sigue que

be:y =k,
le:y=—1.

Finalmente, la grafica buscada estd dada por la Figura 8.

-1

=3

Figura 8: Parabola de ecuacién z = 3% + 2y.

» (Ejercicio 56 a) Derivando implicitamente la expresién y? — 4px = 0 (la derivada de y(x) con
respecto a x), entonces

2y —Ap =02y = Loy = ¥ =m= L.

0,Y0 o

Note que también m = QyTOO, pues Y3 = dpxg. Asi

b1y — Yo = 5h (T — 20).
Como la recta normal es perpendicular a la recta tangente y pasa por (g, 3o), su ecuacién estara
dada por

by 1y —yo = —§(x — 20).

» (Ejercicio 56 b) Derivando implicitamente la expresion y? + 4z +2y+9 = 0 (la derivada de y(z)
con respecto a x), entonces

N[

gy +4+2y =0=y = — e >y =m=—3.
Finalmente

Zt:y—3:—%(m+6),
by iy —3=2(x+6).

» (Ejercicio 57 a) Derivando implicitamente la expresién 22 — 4py = 0 (la derivada de y(x) con
respecto a x), entonces

):>y/:m:x—0

2¢ —4py' = 0= 19 = o

X
27»”(9007?;()
Por lo tanto

iy —yo = 52 (x — 20).

Como la recta normal es perpendicular a la recta tangente y pasa por (zg, y0), su ecuacién estara
dada por

ln:y —yo = —2Z(x — x0).



» (Ejercicio 57 b) La pendiente de la recta 3z +9y — 11 =0 es —%. Por lo tanto, la recta tangente
a la parébola de ecuacién z? +4x + 12y —8 =0es {; : y = —3 + n. Falta determinar el valor
de n. Reemplazando ¢; en la ecuacién de la parabola, se logra

a? + 4z +12(—% +n) —8=0.

Reordenando, se tiene 22 4+ 12n — 8 = 0. Por condicién de tangencia, el discriminante de esta
ultima expresién debe ser cero (asi, la recta tangente ¢; interceptara en un solo punto a la

parabola). De esta manera

_ _2
Af0:>nf§.

Por lo tanto

» (Ejercicio 59) Considere la Figura 9.

Figura 9: Pardbola y puntos P, Q.

Digamos P(xo, o). La recta tangente ¢; que pasa por P estd dada por ¢ : y — yo = i—g(m — Ip).

Por lo tanto, my; = z—g. Adicionalmente

_3p—yo
Mgy =
2p — X0
Se consigue
3P—Y _ 2
2p — xg Yo

Desarrollando

3pyo — yp = 4p”® — 2po.
Como y% = 4pxo (pues P pertenece a la pardbola), entonces se puede expresar todo en funcién
de yg. Asi

2 _ 2 _
Yo — 6pyo + 8p~ = 0,

(yo — 4p)(yo — 2p) = 0.
En caso de que yo = 4p = 29 = 4dp y yo = 2p = x¢ = p. Por lo tanto, los puntos Py Q
corresponden a (p,2p) y (4p, 4p) respectivamente.



Figura 10: Rectas y Parébola.

» (Ejercicio 60) Considere la Figura 10.

Digamos f; : y = mx. Ya que {1 y {3 son perpendiculares, se verifica que fo : y = —.

Interceptando ¢1 y f2 con la pardbola de ecuacién y? = 4z, cuyo foco es F(1,0); se obtienen
los puntos P(%, %) y Q(4m?, —4m). Llamaremos #3 a la recta que pasa por los puntos P, Q y
particularmente R. Por consiguiente

l3:y = ———=(z — 4m?) — 4m.

Para encontrar las coordenadas de R, se tomard y = 0 en la tltima expresién (;Por qué?). Se
consigue = = 4. De esta forma, R = (4,0). Finalmente

OR = OF + FR,
4=1+FR,
3=FR.

Por consiguiente

OF 1
FR 3



(61)

(62)

(63)

AYUDANTIA 8: Ecuacién de la Circunferencia
Septiembre 25, 2019

(a) Encuentre la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(2,3), B(0,—1) y C(—-2,1).
Esboce la grafica del lugar geométrico correspondiente, senalando su radio y centro respectivo.

(b) Determine los puntos de interseccién entre las circunferencias z2 +y? — 2x +4y — 11 = 0 y
2+ +z+y—8=0.

Considere la circunferencia de ecuacién z? + y> = 5. Determine los valores de m € R para que la
rectaxz —2y+m =20

(a) Intercepte a la circunferencia en dos puntos (b) Sea tangente a la circunferencia.

distintos. (c) No intercepte a la circunferencia.

(a) Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (11, 4) y es tangente a la circunferencia de ecuacién
22+ y? — 8x — 6y = 0.

(b) Considere la ecuacién x2 + y? — 4z + 5y + % = 0. Determine la ecuacién de la circunferencia
concéntrica tangente a la recta ¢ : 5z — 12y — 1 = 0.

Considere un punto interior P de un triangulo isésceles, el cual se mueve de manera que el cuadrado
de su distancia a la base (tridngulo) es igual al producto de sus longitudes respecto a los otros dos
lados. Pruebe que el lugar geométrico descrito por P es una circunferencia.

Determine la(s) ecuacién(es) de la circunferencia, cuyo centro esta sobre la recta ¢} : 4o+ 3y —2 =10
y es tangente a o : x +y+4 =0y l3: 7Txr —y+ 4 = 0. Senale su centro, radio y exhiba su gréfica
correspondiente.

(a) Encuentre las ecuaciones de la circunferencia inscrita y circunscrita para el tridngulo de vértices

A(0,0), B(1,2) y C(-1,2).

(b) Demuestre (de tres maneras distintas) que cualquier dngulo inscrito en una semicircunferencia es
recto.

Pruebe que cada recta tangente a una circunferencia es ortogonal al radio en el punto de contacto.

Pruebe que la recta £ : m(z — a) — y + av/1 + m? es tangente a la circunferencia z? 4 y? — 2az = 0,
para cualquier valor real de m.



Soluciones

» (Ejercicio 61 a) Sea 22 +y% +ma +ny+p = 0, la ecuacién general de la circunferencia buscada.
Evaluando los puntos A, B y C' en esta expresion; se consigue el sistema de ecuaciones

2m 4+ 3n+p = —13,
_n+p:_17
—2m+n-+p=—5.

Se obtiene como solucién a m = —%, n = —% yp= —13—1. Asi, la ecuacién de la circunferencia
que pasa por A, By C es x? +y? — %”’ — %y - % = 0. Para encontrar el centro y el radio de esta

ultima, completaremos cuadrados. Asi
2 1 1 8 1 1 11
(@ =549 —s TW—F 5 -9 -5 =0,
(=3 +W-3)7"=7%.
De esto, se desprende que el centro de la circunferencia es C (%, %) y el radio r viene dado por
r= @ = 5—\3/5 La gréfica buscada es

Figura 11: Circunferencia 2 + % — %”" — %y — 1—31 =0.

» (Ejercicio 61 b) Se debe resolver el sistema
c1:a?+y?—2r+4y—11=0,
o+t +y—8=0.

Entonces 22 + 4% — 2z + 4y — 11 = 22 + y? + 2+ y — 8. Simplificando; se logra —3z +3y —3 =0,
que implica z — y + 1 = 0. En particular, x = y — 1. Reemplazando este valor en ¢; (también
puede ser c2)

(y—1P2+y* -2y —1)+4y—11=0,

292 —8 =0,
y2 —4= 07
(y—=2)(y+2)=0.
Finalmente y; =2 = 21 = 1, yo = —2 = x9 = —3 (esto al reemplazar en x = y—1). Se obtienen

los puntos (1,2) y (=3, —2).



= (Ejercicio 63 b) La ecuacién concéntrica tangente es (z —2)*+ (y + 3)? = 9. ;Por qué? Comple-
tando cuadrados para la circunferencia de ecuacién x? + 32 — 8z — 6y = 0 se obtiene su centro.
Es decir

(a;2—4a;+4)—4+§y2+5y;—2%)—%54—%5:0,
(224 (g3 =1

Asi C(2, _75) Dado que buscamos la ecuacién de la circunferencia concéntrica tangente; esta
tendrd centro C(2, 52). Para hallar el radio, simplemente basta calcular la distancia entre (2, 52)
y £ (condicién de tangencia). Asi

La ecuacién buscada es (z —2)% + (y + 3)? = 9.

» (Ejercicio 65) Debemos encontrar un punto (z, y) perteneciente a ¢1 que este a la misma distancia
de ¢5 y {3 para que sea el centro de la circunferencia. Para esto, se intersecta ¢1 con las bisectrices
de ¢5 y ¢3. Recordar que las bisectrices son el conjunto de puntos equidistantes respecto a las
rectas fo y £3. Es decir, los pares ordenados que verifican

lz+y+4] [Tz —y+4]
V2 NG
x+y+4_i<7x—y+4>
V2 V50 '

Dados los signos, se obtienen dos ecuaciones para las bisectrices; las cuales son by : 120 —4y+24 =
0y by : 22 — 6y — 16 = 0. Realizando la interseccién correspondiente entre ¢1 y by se consigue
el punto (—4,6). Para ¢; y b2, se consigue (2,—2). Dado que la distancia entre (—4,6) a /3
(también puede ser £3) es /18 y entre (2, —2) a f3 (también puede ser £2) es v/8; se consiguen
las ecuaciones de la circunferencias

c1:(x =22+ @W+2)?2=8=C(2,-2) yr=+8,
co:(x+4)2+(y—6)2=18= C(—4,6) y r = V18.

Figura 12: Tangencia, Circunferencia y Bisectrices.



AYUDANTIA 9: Ecuacién de la Elipse
Septiembre 27, 2019

(69) Determine los elementos caracteristicos (vértices, focos, longitud del eje mayor, longitud del eje menor,
longitud del lado recto, excentricidad) y gréfica correspondiente para la elipse de ecuacién general:

22 +4y? + 20— 12y +6 = 0.

Repita el mismo procedimiento para la elipse de ecuacién 4a2 + y? + 24z — 6y + 29 = 0.
(70) (a) Demuestre que las rectas tangente y normal a la elipse de ecuacién ‘z—z + :Z—; = 1 en el punto

, 2
(z0,y0) estan dadas por £y : T + ¥R =1y £, 1y —yo = Zgzg

@;75)2 + R 1 con centro (h,k) en el punto

(z — xp). Conjeture (y demuestre)

la ecuacién para la recta tangente a la elipse

b2
($0, yO)
(b) Encuentre las ecuaciones de la tangente a la elipse de ecuacién % + y? = 1 que pasan por el
punto (0,4).

(71) Pruebe que las rectas tangentes a una elipse en dos puntos diametralmente opuestos son paralelas.

(72) Demuestre que el producto de las distancias entre los focos de la elipse a una recta tangente cualquiera
es siempre constante.

(73) Pruebe que la recta normal a una elipse en cualquiera de sus puntos es bisectriz del dngulo formado
por los radios vectores de ese punto.



Soluciones

» (Ejercicio 69) Completaremos cuadrados para conseguir la forma ordinaria de una elipse. Es
decir

22+ 4y? 4+ 20— 12y +6 =0,
(2?2 +204+1)—1+4(y* -3y +3) — 9= —6,
(z+1)* +4(y — 5)* =4,
(z +1)2 n (y—3)?
4 1

= 1.

Estamos en presencia de una elipse horizontal; con a = 2, b = 1 y centro C(—1, %) Dado que en
la elipse se tiene la relacién c? = }a2 — b?| (pues ¢ > 0), se logra ¢ = v/3. Ademéds Fi(—1—v/3, 3),
Fy(—1++/3, %), Vi(=3, %) y Va(l, %2 La longitud del eje mayor viene dada por 2a = 4, para el
eje menor 2b = 2 y el lado recto % = 1. Por dltimo, la excentricidad (dado que a > b, pues
fijamos @ con x y b con y) ese = ¢ = @ Note que esto tiene sentido ya que la excentricidad
de una elipse verifica 0 < e < 1. Finalmente, la grafica buscada es

Figura 13: Elipse de ecuacién 22 + 4y + 2z — 12y + 6 = 0.

» (Ejercicio 72) Sin perdida de generalidad, consideraremos una elipse horizontal centrada en el
origen. La ecuacién de la recta tangente en el punto P(u,v) de la elipse (22b6% + y2a® = a?b?)

esta dada por
Et . % + % == 1,
by - zub® + yva® = a®b2.

Por otro lado, las coordenadas de los focos son Fi (—c,0) y F»(c,0) con ¢ = |a? — b? ! Calculando
la distancia entre los focos a la recta ¢4 se consigue

g 0 — ’fcub2 — a2b2’
) =
|cub2 — a2b2‘
da(Fo, by) =

N —|—v2a4'
Por consiguiente dido > 0. Asi
‘cguzb4 — a4b4}

dydy = W2bt + 02t



u? v2

Usando el hecho de que ¢? = ‘aQ — b2’ y como (u,v) pertenece a la elipse verifica o> + 37 = 1,
se consigue (después de simplificar)

didy = b2,

Esto prueba que el producto de la distancias entre los focos de la elipse a una tangente cualquiera
es siempre constante.

» (Ejercicio 73) Considere la Figura 14. Esta describe la situacién que propone el problema.

//

Figura 14: Recta Normal.

Sin perdida de generalidad, consideraremos una elipse horizontal centrada en el origen; cuya
ecuacién estd dada por
2 2
T+ =1
Por Ejercicio 70 a), se sabe que la recta tangente a la elipse en el punto Py(z,yo) (de
tangencia) estd dada por

_ b2z
a?yo”

my, =

Esto implica que la pendiente de la recta normal es

ayo

n b2xo'

me
Por otro lado, las pendientes entre los puntos Fj(—c,0) y F»(c,0) con respecto al punto P
estan dadas por

Yo
zg+c’
0

mppy, =

mp2p0 = T)fc'

Las rectas mp, p, y my, se interceptan formando un dangulo a. Este estd dado por (ver Figura
14)

ME Py My bPxoyo—a’zoyota®eyo
1+mF1POmZn b2$g—b20$0+a2'y8

tan(a) =
Dado que ¢ = |a? — 62’ (suposicién inicial, a > b), la condicién
2 2
d+f-1
pues Py es un punto de la elipse y simplificando, se logra

tan(a) = 9.



Es decir, o = arctan(94). De forma anéloga (se propone como ejercicio), se demuestra que

b2
B = arctan(%2).

Esto implica que a = §, por lo que la recta normal a una elipse en cualquiera de sus puntos es
bisectriz del angulo formado por los radios vectores de ese punto.



(74)

(75)

(78)

AYUDANTIA 10: Ecuacién de la Hipérbola
Septiembre 30, 2019

Determine los elementos caracteristicos (vértices, focos, ecuaciones de las asintotas, longitud del eje
transversal, longitud del lado conjugado, longitud de lado recto, excentricidad) y grafica correspon-
diente para la hipérbola de ecuacién general:

922 — 49% — 54x + 8y + 113 = 0.

2

(a) Demuestre que las rectas tangente y normal a la hipérbola de ecuacién 23 — g—; =1 en el punto

(z0,%0) estan dadas por £ : T2 —¥0 =1y 4, 1y —yo = —Zj;{g (x — xp). Conjeture (y demuestre)
132 ERAY]

la ecuacién para la recta tangente a la hipérbola (xaigh) — % =1 con centro (h, k) en el punto

(w0, yo)-

(b) Encuentre las ecuaciones de la tangente a la hipérbola de ecuacién 422 —9y? = 36, perpendiculares
alarectal:2x —y—7=0.

Los extremos de la base de un tridngulo son los puntos A(0,0) y B(3,0). Determine la ecuacién del
lugar geométrico para el vértice (x,y), sabiendo que se mueve de modo que el dngulo de la base C BA
es igual al doble del angulo CAB.

Considere a € R y la hipérbola equildtera de ecuacién z? — y? = a?.

(a) Determine el angulo de interseccién entre la hipérbola y la circunferencia 22 + y? = 9a2.
(b) Pruebe que el producto de las distancias de cualquier punto de la hipérbola a sus asintotas es

constante.

Demuestre que el triangulo formado por una recta tangente cualquiera de una hipérbola y sus asintotas
tiene drea constante.



Soluciones

» (Ejercicio 74) Completaremos cuadrados para conseguir la forma ordinaria de una hipérbola.
Por lo tanto

922 — 4y? — 54x + 8y + 113 = 0,
9(x? —6x4+9) — 81 —4(y? — 2y +1)+4=—113,
—9(z — 3)% +4(y — 1)% = 36,
(y=1? _ (@=3)? _ ¢
9 1
Estamos en presencia de una hipérbola vertical; con b = 3, a = 2 y centro C(3,1). Dado que
en la hipérbola se tiene la relacién ¢ = a? + b%, se logra ¢ = v/13. Ademés F1(3,1 + v/13),
Fy(3,1 — V13), V1(3,4) y Va(3,—2). La longitud del eje transverso viene dada por 2b = 6,

para el eje conjugado 2a = 4 y el lado recto 2% = %. Por tltimo, la excentricidad (dado que

3
b > a, pues fijamos a con z y b con y) ese = { = £ Note que esto tiene sentido ya que la
excentricidad de una elipse verifica e > 1. Por ultlmo para las ecuaciones de las asintotas, se
tendra el gran truco

Por consiguiente

61:(y—1)+(z—3) :0:>£1;3x—|—2y—11:0,
62:(y_l)—(w_&:O=>€223$—29_7:0'

Figura 15: Hipérbola de ecuacién 922 — 4y? — 54x + 8y + 113 = 0.

Observacion: En una gran variedad de libros, usted podra encontrar una expresién analitica para

el lado recto como <~. Mismo caso para la excentricidad e = £ ;Por qué en este documento se
utilizo 22 oe= 9 en el presente ejercicio? Como se menciono en las ayudantias; se fijé a con x

y b con y. Esto ocurre en los casos en que la cénica es vertical y libros como Geometria Analitica
de Charles Lehmann consideran (sea vertical u horizontal el lugar geométrico) que el pardmetro
a siempre debe ser mayor que b y se le asocia a z (cuando la cénica es horizontal) e y (cuando la
cénica es vertical). En ese sentido, sea cauteloso cuando trabaje con un lugar geométrico cuyo
grafico sea de forma vertical. Hay expresiones que pueden variar, ya que se fijaron variables.
Por ejemplo, si usted toma la expresién para calcular el lado recto de la hipérbola en el presente
ejercicio dado por [, = ﬁ, obtendra [, = 9. Pero no tiene sentido que el lado recto sea mayor
que el la longitud del eje transverso. El lado recto es el segmento de recta cuyos extremos son
puntos de la cénica perpendicular al eje transverso y que pasa por uno de los focos.



» (Ejercicio 75, a) Derivando implicitamente la expresién 22b? — y%a? = a?b? (la derivada de y(z)
con respecto a x), entonces

2 b2
22b? — 2yy'a® =0 =y = —ZZQ l(@oo) = ¥ =m = e
Asi
b2
b2y —yo = gz, (@ — o).

Esta expresion se puede reescribir y expresarse como

. xTxo _ YYo _
£y B Mo — 1

Por dltimo, la recta normal es perpendicular a la recta tangente y pasa por (xg,yo). Su ecuacién

estara dada por

2
by iy —yo= —2258(1: — xp).

» (Ejercicio 75, b) Buscamos una recta ¢; perpendicular a ¢ : 2z —y — 7 = 0. Por consiguiente,
la pendiente de ¢; debe ser —%. Por lo tanto; podemos escribir ¢; : © +2y = b, con b € R a
determinar. De lo anterior, x = b — 2y. Reemplazando en la ecuacion de la elipse, se obtiene
4(b — 2y)? + 9y? = 36. Simplificando se llega a 25y* — 16by + 4b*> — 36 = 0. El discriminante de
esta expresion es A = 3600 — 144b?. Dado que buscamos la condicién de tangencia, A = 0. Asf,
b = 5. Se consiguen dos rectas: ¢, 1z +2y —5=0y {y, :x+2y+5=0.

» (Ejercicio 76) Considere la Figura 16, que recrea la situacién que propone el problema

Figura 16: Tridngulo y Lugar Geométrico.

De la Figura 16, se tiene que

Por otro lado, del curso Algebra y Geometria I es sabido que

2 tan (o)

tan(?a) = Txﬁ(a)

Reemplazando los valores en funcién de x e y en la expresion anterior y simplificando, se obtiene

2z
3y =
— M
T 1_172
2 _ o2

El lugar geométrico buscado es una hipérbola de ecuacién ordinaria (z — 1)% — % = 1, cuyo
vértice es (1,0).



2 2

» (Ejercicio 77, b) Las ecuaciones de las asintotas para la hipérbola de ecuacién 22 — y? = a
estdn dadas por €4, : x+y =0y €4, : x —y = 0. Considere un punto arbitrario P(zg,yo) de la
hipérbola. Este verificara :c% — yg = a®. Por lo tanto

+
di = di(P, la,) = |z°¢§yo|
dy = do(P, La,) = 220
Efectuando el producto entre d; y do, se logra
2
_ |mo+two lwo—vo| _ #5393 _ a-
dids = Vi v T oz g

Es decir, el producto de las distancias de cualquier punto de la hipérbola a sus asintotas es
constante.



(79)

(81)

AYUDANTIA 11: Introduccién a las Matrices
Octubre 02, 2019

Considere la matriz

0 1
A=y 4

y la funcién de variable real, f(x) := 3z® — 42% + 13. Determine f(A). Encuentre el par ordenado

U = (x,y), tal que satisfaga AU = U. Repita el mismo procedimiento para AU = —2U.

Sea B € Maya(R), tal que

Se define tr(B) := a + d, que corresponde a la traza de la matriz B. Sabiendo que tr(B)

det(B) = 12, encuentre los valores de A € R tales que det(A] — B) = 0.

Determine el(los) valor(es) de u € R, tal que la matriz

3 _ 2 o
4 (Q'LL S ) / (2x — 3) dx
C:= dp 6 0

_ 3 2,.2 9 3|
ln(e““) lim T+ p+ pr + pcrt + 2x
z—oo /T4 2z — 3uBz? 4 a3

no es invertible.

Considere

a) Determine pp(A) = det(D — XI).

(
(b) Encuentre el(los) valor(es) de A € R tal(es) que det(D — AI) = 0.

(d) Encuentre un polinomio mp(\) ménico, no nulo, que verifique mp(A) | pp(A) y mp(D) = 0.

(e) Encuentre D~! usando el polinomio mp(A) obtenido en (d). Pruebe que D! - D = 1I.

)
)
(¢) Determine el conjunto ker(D — AI') usando el(los) valor(es) de A obtenido(s) en (b).
)
)

8y



(83) En (a), determine explicitamente las matrices X,Y € Mayo(R). Para (b), use la teoria de matrices
para determinar el par ordenado (x,y) que satisface el sistema de ecuaciones correspondiente.

12 0 20 — 5y =8

XY = [—4 15] (b) { —rtdy=3
@) 1 -1
3X+2Y:[_2 9}

(84) Sea 0 el dngulo formado por el vector ¥ = (x,y). La matriz de rotacién de U es

mes= [l ] (2)

Determine R(173)& y R(2’5)72?7r.

(85) Demuestre que la distancia entre dos puntos del plano cartesiano es invariante mediante transforma-
cién de coordenadas.



Soluciones

» (Ejercicio 79) Se tiene que

f(A) =343 —4A2 4131,

oeaft A 2l

2 3 2 1 10
_3[6 5] 4[—2 3] T30 1)
6 9] [8 —4] [13 0
18 15]  |-s 12] "o 13
1013

f(A)_[QG 16]

Debemos encontrar U = (z,y) = (;) ,tal que AU = U = (A—1I)U = 0. Equivalente, ker(A—1).

Por consiguiente

Obtenemos el sistema de ecuaciones

_'I_{_y:()a
20 — 2y =0,

cuyas soluciones verifican z = y. Se concluye

o=() =)

Alternativamente, U = {A(1,1): A € R}. Por dltimo; diremos U = (z,y) = (x>7 tal que
)
AU = -2U = (A +2I)U = 0. Equivalente, ker(A + 2I). Por consiguiente

B EDE-0
2160-6

Obtenemos el sistema de ecuaciones

20 +y =0,
20 +y =0,
cuyas soluciones verifican y = —2x. Se concluye

v=(5.)=+(%)

Alternativamente, U = {A(1,—-2) : A € R}.



» (Ejercicio 80) Calcularemos det(AI — B) = 0. Por consiguiente

A—a —b
det e N—d =0,

A—a)(A—d) —bc=0,
A —X(d+a) +ad—bc = 0.

Recordando que det(B) = ad — bc y tr(B) = a + d, se obtiene

A2 —8\+12=0,

A=6)(A=2)=0.
Finalmente, se obtiene A\ = {2,6}. Este conjunto corresponde a los valores propios asociados a
la matriz B.

» (Ejercicio 81) Dado que

(2P =3P

In(e! ) = p+ 1,
o
/‘@x—3)=u2—&u
0

T —x + p 4 pa® + pla? + 223
im
o0 /T + 22 — 3uda? + 3

=p+2,
podemos reescribir C' como

oo [P =3
p+1  p+2
)

Debemos encontrar p € R tal que det(C') = 0. Asi

2 _ 2 _
det|F —H H e =0,
p+1  p+2

u(p+1) =0.

Se obtiene pu1 = 0 y po = —1; valores buscados para que la matriz C' sea no invertible.



(86)

(87)

(88)

AYUDANTIA 12: Rotacién y Traslacion de Cénicas
Octubre 07, 2019

Considere la ecuacién del lugar geométrico x2 + 32 + pry = 1. Dado el valor de 1 € R, ja qué cénica
corresponde?

Determine la ecuacién de la elipse 222 — 8 + 3y + 6y — 7 = 0 cuando su centro se traslada al origen.
Exhiba sus graficas y compare. ;Que sucede con las longitudes del los lados mayor, menor y recto al
efectuar la traslacion?

Por medio de una traslacién de ejes apropiada (que debe determinar), reescriba la ecuacién 3z2 +
6 — 4y? + 24y — 135 = 0 para que su centro este en el origen. ;A qué cénica correspondera? Bosqueje
sus graficas y compare.

Considere la elipse e hipérbola dadas por las ecuaciones 22 +2y? —4 = 0 y 2 —2y? —4 = 0. Determine
las nuevas ecuaciones de la cénicas tras haber sido rotadas en un dangulo de 5 y 7 respectivamente.

Considere la pardbola y% 4+ 22 — 2y — 1 = 0. Realice una traslacién apropiada para expresarla de la
forma 3”2 = k2’ con k € R. Determine sus elementos caracteristicos (centro, vértice, ecuaciones de la
directriz y del eje) y su grafica correspondiente en el plano z'y’.

Considere la ecuacién del lugar geométrico 722 — 6v/3zy + 13y% — 16 = 0. /A qué cénica corresponde
seguin su discriminante? Determine el angulo 6 para eliminar el término xy de la expresién anterior.

Mediante una traslacién y rotacién apropiada, reduzca la ecuacién del lugar geométrico 522 + 6xy +
5y? —4x + 4y — 4 = 0. Determine sus elementos caracteristicos en el sistema original (centro, vértices,
focos, excentricidad) y su grafica correspondiente en el plano xy.

Considere la ecuacién del lugar geométrico 2 + v/3zy = 1. jA qué cénica corresponde segiin su
discriminante? Determine sus elementos caracteristicos en el sistema original (centro, vértices, focos,
excentricidad, ecuaciones de las asintotas) y su grafica correspondiente en el plano zy.



Soluciones

» (Ejercicio 86) Recuerde que la ecuacién general de segundo grado estd dada por la expresién
Az? + Bry + Cy?> + Dz + Ey + F = 0,

cuyo discriminante es A := B? — 4AC. Reordenando la expresién del enunciado, se tiene x2 +
pxy +y* — 1 = 0. Por consiguiente; A=1, B=pu,C=1,D=E=0y F=—1. Asi

A = B? - 4AC = 1i? — 4.

En caso de que A = 0, la ecuaciéon de la conica es una parabola. De esta forma A = 0 =
p? —4=0= (u—2)(u+2) = 0. Se consigue como solucién al conjunto {—2,2}.

Si A > 0 entonces la ecuaciéon de la conica es una hipérbola. Por lo tanto, tenemos la inecuacion
p? —4 > 0. De Célculo I, sabemos que el intervalo solucién para p vendra dado por |—oco, —2[U
]2, 00].

Si A < 0, entonces la ecuacién de la conica es una elipse. Por consiguiente, se tiene la desigualdad
p?—4 < 0; cuya solucién estd dada por |—2, 2[. En caso de que p = 0, se consigue la circunferencia
unitaria.

» (Ejercicio 87) Completando cuadrados, se obtiene

222 — 8x + 3y? + 6y — 7= 0.
2(z% — 42 +4) —8+3(y* +2y+1) -3 =T,
2(x —2)2 +3(y +1)2 =18,
(z-2) | @+)? _ ¢

9 6

Por lo tanto, el centro de la elipse corresponde a C(2, —1). Ademés; a = 3, b = /6, ¢ = V/3. De
esta manera (en relacién a longitudes); lado mayor 2a = 6, lado menor 2b = 2v/6 y lado recto
22

<, = 4. Dado que queremos trasladar el centro al origen, se debe considerar las ecuaciones de

traslacion

r=a2+2=2a2 =x-2,
y=y —-1l=y =y+L

Por consiguiente, se logra la ecuacién de la elipse 222 + 3y/? = 18. Asi C’(0,0). Dado que las
distancias son invariantes bajo transformacién de coordenadas, las longitudes del lado mayor,
menor y recto son las mismas para las ecuaciones 222 — 8z +3y> + 6y —7 = 0y 222+ 3y% = 18.
Es decir, a’ = 3, ' = v/6, ¢ = v/3. Por lo tanto (en relacién a longitudes); lado mayor 2a’ = 6,
lado menor 20’ = 2v/6 y lado recto 22:2 = 4. La gréfica correspondiente al problema estd dada
por la Figura 17.

» (Ejercicio 88) Digamos

x =2 +h,
y=19 +k.
Con h,k € R (por determinar). Reemplazando en la ecuacién del lugar geométrico, se consigue

3 +h)2+6(x' +h) -4y +k)?+24(y + k') = 135,
322 — 4y"? + (6h + 6)2’ — (8k — 24)y + 3h% — 4k? + 6h + 24k = 135.

Digamos 6h +6 = 0 = h = —1. Ademads, 8 — 24 = 0 = k = 3. Por lo tanto, la expresién
anterior se puede reescribir como

322 — 492 = 102.

Evidentemente, corresponde a una hipérbola. La grafica correspondiente al problema estd dada
por la Figura 18.
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Figura 17: Elipses.
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Figura 18: Hipérbolas.
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» (Ejercicio 89) Considere la matriz de rotacion

()= 2] C)

Evaluando en § = %, se consigue en la matriz de rotaciéon

Q-1 2816)

z' _ V3yY
T
_ V3z Y
y="-5-+3

Reemplazando en la ecuacién de la elipse y simplificando, se consigue

522 + 2v/3z'y’ + 9y? — 16 = 0.

Evaluando en ¢ = 7, se consigue en la matriz de rotacién




Reemplazando en la ecuacién de la hipérbola y simplificando, se consigue
$/2 + 6(17/:1]/ + y/2 —8=0.

Por tdltimo, los gréaficos correspondientes para la elipse e hipérbola estan dados por las Figuras
19 y 20.

-3

N

Figura 20: Rotacién de Hipérbolas.



» (Ejercicio 91) Dada la ecuacién general de segundo grado exhibida en la solucién del Ejercicio
86; se tiene que A =7, B =6v3,C =13, E =D =0y F = —16. Por lo tanto (dado el
discriminante), se logra A = (6v/3)% —4(7)(13) = 108 — 364 = —256. Por consiguiente, la cénica
es una elipse. Se sabe que el dangulo de rotacién (para eliminar el termino zy) estd dado por

tan(29) W

en el caso de que A # C. Si A = C, entonces 6 = 7. Por consiguiente, dado nuestro problema

6v3
arctan( 7— 13) _arctan(v/3) _
2 2 -

SIE]

s

Por lo tanto, el 4ngulo buscado corresponde a ¢ = 5.

» (Ejercicio 93) Calcularemos el dngulo 6 de rotacién para eliminar el termino zy. De la ecuacién
del lugar geométrico, se tiene que A=1, B=+/3,C =D =E =0y F = —1. Por lo tanto

tan(20) = A%%"
0 — arctan(y/3)
2 ’

=1

Esto nos permite obtener la matriz de rotaciéon

()= wd10)

31,/ _yl
z=t— (3)

x/+\/§y/
y= f (4)

Reemplazando en la ecuacién de la cénica y simplificando, se logra 6x/2 — 2y'? = 4. Dividiendo
por 4

/2

8

/2
[ A—
C -1

w\l\)‘

Se consigue a = \/5, b=+v2,c= \/g. Ademés, el centro viene dado por C’(0,0). Los vértices son
Vi(— \/> 0)y VQ(\/> 0). Los focos corresponden a Fj(— \/g 0)y FQ’(\/g 0) La excentricidad

(que es invariante bajo transformacién de coordenadas) viene dada por e = £ = 2. Finalmente,
las ecuaciones de las asintotas corresponden a ¢} : V6x' — /2y 2 =0y ) : \f 62" + 2y 2y" = 0.

Para obtener los elementos caracteristicos de una hipérbola en el sistema zy (original), se de-
be considerar la matriz de rotacién. Es decir, reemplazar el/los vectores (vértices, focos, cen-
tro) en (3) y (4). De esta manera, se consigue el centro C(0,0). Los vértices corresponden a

Vl(—g, —%) y Vg(%, %) Los focos corresponden a F(— g, —%) y Fg(?, 2—‘/\%)

Por tltimo, las ecuaciones de las asintotas son ¢1 : © = 0 y £y : * = —/3y. Estas se obtienen a
partir de (3) y (4). La gréfica buscada estd dada por la Figura 21.
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Figura 21: Hipérbola



AYUDANTIA 13: Introduccién a las Matrices - Producto Interno Euclidiano en R2
Octubre 09, 2019

Preliminar: Sean u,v € R? tales que @ = (uj,u2) y ¥ = (vi,v2). Se define el producto interno
euclidiano entre v y v (denotdndose w - v ) como @ - U := ujv1 + ugve. En virtud del producto interno
euclidiano, podemos definir la norma del vector @ (que corresponde a la distancia de u al origen). Se

denota ||i]| y se define como ||i]| := y/u-u = \/u? + u3.

Sea 6, el angulo formado por las rectas que unen el origen con « y ¥ (respectivamente). Entonces

—

-0 = ||| [|7] cos(6).

(94) Verdadero o Falso: Sean i, 7, € R? y o, 8 € R. En caso de que una proposicién sea verdadera,
demuestrela. En caso contrario, sefiale por que es falsa (pues hay expresiones que carecen de sentido).

(1) (@-0) - d=u- (V- w) (Vi) a(d+ V) =ati+ av

(n) a(v- @) =70 (aw) (vin) %‘7:17.

(m) (u+v) - W=u-W+7- 0 (vi) - 7=0=uU=007=0
(v) (a+ p)d =t + pu (X) av=0=a=007=0
(V) €-7+d=u-wd+v (X) a(u-v) = (au) - (aw)

(95) (a) Sean @,w € R2. La interpretacién geométrica del producto interno euclidiano corresponde a la
proyeccion de un vector sobre otro. Se define la proyeccién de ¥ sobre w como el vector Z, tal que

GT
2 w.
([

Z = Proy v =

Calcule Proy s 1)(1,2) y Proy(_; (3, 1).

(b) Determine el angulo de interseccién € entre los pares de vectores (2,2), (0,3) y (3,1), (—1,—2)
respectivamente.

(96) Sean i, v € R%. Demuestre que
[[a + 0| < [|a]| + |-

Esta expresion corresponde a la desigualdad triangular (también conocida como desigualdad de Min-
kowski).

(97) Considere las matrices A, B y C (con coeficientes reales), tales que

1 2



(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

Determine (cuando tengan sentido)

(a) (AB)? — (2 (d) ABC + C?
(b) 34 + /7B! (e) (A+8I3)
(c) A%+ B2 (f) ASB~2

Comentario: Note que B! y B~! corresponden a la matriz traspuesta e inversa de B (respectivamente).

Considere la funcién f: C — S < Msy2(R) definida por

o= % ol

con z = a + bi. Pruebe que para todo z,w € C y X € R, se verifica f(z +w) = f(z) + f(w), f(A\z) =
AM(2) y f(zw) = f(2)f(w). (Es f una aplicacién inyectiva? jEs f epiyectiva? Justifique

Considere

(a) Determine pp(A) = det(AI — D).

(b) Encuentre el(los) valor(es) de A € R tal(es) que det(A] — D) = 0.

(c) Determine el conjunto ker(D — AI') usando el(los) valor(es) de A obtenido(s) en (b).

(d) Encuentre un polinomio mp(A) ménico, no nulo, que verifique mp(A) | pp(A) y mp(D) = 0.
)

(e) Encuentre D~! usando el polinomio mp(\) obtenido en (d). Pruebe que D-D~!' = D~!.D =1.

Determine explicitamente las matrices X e Y (con coeficientes reales), tales que

4 -3 1

_3X+2Y_[—1 8] 2X —5Y = 3 1

) sX 477y = | 2 1 (b) Lol
I 0 1 2

~X+4Y =3 0 1

001

Sea B € Max2(R), tal que

B [g g].

.Bajo que condiciones existe la matriz inversa £~'? En caso de que E~! exista, pruebe que
Bl 1 d —b .
det(E) [—c¢ a

;. Tal E es tnica? Use este resultado para determinar la matriz inversa de F' = [

cos(6) —sin(H)}
sin(f)  cos(6)

Considere la matriz G € May2(Z/7Z). Determine el conjunto det(G — AI) =0 y ker(G — \I).

¢! 7



Soluciones
» (Ejercicio 99) Se tiene

A -1
det(A — D) = det [_2 At J,

=AA+1)—-2,

=N+ N-2

=A=1)(A+2).
pp(A) es denominado polinomio caracteristico de la matriz D. De (a) sabemos que pp(\) =
(A = 1)(A + 2). Por consiguiente, si pp(A) = 0 entonces A\; =1y A2 = —2. El(los) valor(es) de
A € R tal(es) que det(D — AI) = 0 es(son) denominado(s) wvalor(es) propio(s) o espectro (por
temas de notacién, se utilizara sp) de la matriz D. De esta forma sp(D) = {—2,1}. Para A} =1,
se tiene el conjunto ker(A — I'). Entonces

ker(A — I) = {(:U,y) cR?: A<';> :0}

Se obtiene

En ambos casos, x = y. Por lo tanto

Por lo tanto

a1 (1) ncx).

Para Ao = —2, se consigue el conjunto ker(A + 2I). Entonces

ker(A + 2I) = {(x,y) cR?: A<x> - 0}

Y
Obteniéndose
2 1| (z\ (O
2 11 \y/ \o)’
20 +y=0
20+ y = 0.
En ambos casos, y = —2x. De esta manera
T T 1
= = .
Y —2z -2
Asi

a2 = {3 ) rex)



Los pares (1,1) y (1, —2) obtenidos anteriormente se denominan vectores propios asociados a los
valores propios A\; = 1 y A2 = —2 respectivamente. Buscamos un polinomio mp(A) que divida
a pp(A) obtenido en (a). Para esto, estudiaremos los posibles divisores de pp () y analizaremos
cual de ellos cumple la condicién de que mp (D) = 0. Tenemos 1, (A—1), (A+2)y (A—=1)(A+2)
como posibles candidatos. Sin embargo

1 7é 02><27
A — 1 # 022,
A+21 7& 022,

donde

0 0
02><2—[0 0]-

Por consiguiente, (A — I)(A + 2I) = 03. Lo cual es cierto, pues

-1 1 2 1 00

(A-D{A4+2D) = [2 —2} [2 1] = [o 0}
De esta forma, ma(\) = (A—1)(A+2) = A24X—2. m4()) se conoce como polinomio minimal de
la matriz D y cobrara vital importancia cuando curse Algebra Lineal y Ecuaciones Diferenciales
e intente estudiar matrices que no son diagonalizables. De (d) concluimos que m4(A) = (A —
1)(A+2) = A2 + X — 2 verifica ma(A) | pa(A) y ma(A) = 0. La tltima condicién serd muy
importante, pues al evaluar la matriz en el polinomio m 4, se consigue

(A—1)(A+2I)=0,.

Note que A es una matriz invertible pues det(A) = —2 # 0. Asi

A% + A —2] =09,

A2+ A =21,
A+1T
A(;_):I.

(A+1)

Por lo tanto A~ = . Realizando los célculos explicitamente, se consigue

i b -0

Adicionalmente

—
— o= DN

11
Por consiguiente, A~ = [i (2)]

Inconscientemente, en esta pregunta recurrié a uno de los teoremas mas importantes del Algebra
Lineal: Cayley-Hamilton.
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AYUDANTIA 14: Preparacién Control 3
Octubre 14, 2019

Determine los elementos caracteristicos (vértices, focos, ecuaciones de las asintotas, longitud del eje
transversal, longitud del lado conjugado, longitud de lado recto, excentricidad) y grafica correspon-
diente para la hipérbola de ecuacién general:

922 — 16y% — 108z + 128y + 212 = 0.

Demuestre que la elipse 222 4+ 4% = 10 y la hipérbola 4y? — 22 = 4 son perpendiculares en los puntos
de contacto.

Por un punto P ubicado sobre la hipérbola de ecuacién z2b*>—y?a? = ab?, se traza una recta horizontal

que corta a las asintotas de la hipérbola en los puntos A y B. Demuestre que PA - PB = a?.

Determine toda la informacién de la cénica 22 — 2zy + y?2 — x — y = 0, exhibiendo su grafica corres-
pondiente.

Considere la aplicacién afin f : R? — R?, tal que
U+— AU + W,
. T N t 2 .. . N .
donde ¥ = , W = € R°. A es una matriz invertible de 2 x 2 y & es un vector fijo.
Y u

Demuestre que f envia una elipse en una elipse, una hipérbola en una hipérbola y una parabola en
una parabola.

Determine todas las matrices M € Mayo(R) tales que XM = M X. Considere

X:[_l2 ;]
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AYUDANTIA 15: Matrices M, xm(R)
2020

Verdadero o Falso. En caso de que una proposicion sea verdadera, demuestrela. En caso contrario,
proporcione un contrajemplo. Un grupo abeliano es una estructura algebraica (G, +); donde G es un
conjunto no vacio y + es una operacién binaria que verifica las propiedades de cerradura, asociativi-
dad, existencia y unicidad de elemento neutro e inverso y conmutatividad.

(a) (Mpxm(R),+) es un grupo abeliano. (c) Sean A,B € M;uxn(R). Entonces

(b) (Mpxn(R),-) es un grupo abeliano. (A+B)(A-B)=A*- B

Una empresa se dedica a la preparacién masiva de cécteles. En esta oportunidad; se les solicito
preparar margaritas, para un evento a realizarse la tarde de este viernes. La empresa dispone de tres
bidones: B, By y Bs. El primer bidén contiene 20 litros de tequila, 30 litros de licor de naranja y
50 litros de jugo de limén. Por otro lado; By trae consigo 30 litros de tequila, 20 litros de licor de
naranja y 60 litros de jugo de limén. Finalmente, el tercer bidén dispone de 25 litros de limonada
y 30 litros de tequila y licor de naranja. Los precios de medio litro de tequila, licor de naranja y
limonada corresponden a 6, 3 y 2 (miles de peso) respectivamente. Determine los precios por litro de
cada bidén

Tres familias: A, B y C; deciden irse de vacaciones. Sin embargo, han olvidado reservar su hospedaje;
por lo que solo cuentan con tres hoteles: Hy, Hy y H3 para alojarse. En A se requiere de dos habita-
ciones dobles y una simple. Por otro lado, en B se necesitan tres habitaciones dobles y una simple.
Finalmente, en C' se precisa de una habitacién doble y dos simple. En el hotel Hy, los precios de las
habitaciones doble y simple (por dia) es de 84 usd y 45 usd respectivamente. En Hj, se tiene 86 usd
(habitacién doble) y 43 usd (habitacién simple) al dia. Por ltimo; en Hs, se tiene 85 usd (habitacién
doble) y 44 usd (habitacién simple) al dia.

(a) Exprese de manera matricial, el niimero de habitaciones dobles y simples que necesitan las fami-
lias. Repita el mismo procedimiento para el precio por el tipo de habitacién en cada uno de los
tres hoteles.

(b) Obtenga una matriz que refleje el gasto diario que tendran las familias en cada uno de los hoteles.
JEn cual les conviene hospedarse?

Considere la matriz A = (a;;) € Migoox1000(R). Determine A y calcule tr(A). Se sabe que

Lo osii<y
T sii>g
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Considere las matrices B, C € M3yx3(R)

-1 -2 =2 -3 0 4
B=]1 2 1 C=12 1 -2
0 -1 -1 -2 -2 -1

(a) Demuestre que (2B% — C)7 = I3.
(b) Calcule 2081117 — 531532,

Considere D € M3y3(R)

)

Il
S O =
O = =
N O =

Determine una formula para D" y demuéstrala recurriendo al principio de induccién. Calcule 15D,

Se dice que una matriz £ € M« (R) es nilpotente, si existe k € N tal que E* = 0,,. Por otro lado, se
define el orden de nilpotencia como el menor niimero natural m que verifica E™ = 0,, y E™~! £ 0,,.
Determine el orden de nilpotencia de la matriz

1 1 3
E=]15 2 6
-2 -1 -3

Determine todos los elementos del conjunto X = {M € Maya(R) : M? = 02}.

Una matriz F € My, xn(R) es simétrica si F* = F, donde F* corresponde a la matriz transpuesta
de F. En caso de que F' = —F, se dice que A es antisimétrica. La matriz transpuesta goza de las
propiedades: (FG)t = G'Ft, (F))! = F y (F + G)! = F! + G* (con G € Mpxn(R))

(a) Pruebe que si F es una matriz simétrica, entonces F? también resulta ser una matriz simetrica.

(b) Demuestre que toda matriz G € My x,(R) se puede descomponer como la suma de una matriz
simétrica y de una matriz antisimétrica.



AYUDANTIA 16: Teorema de Rouche - Frobenius
2020

(117) Determine la forma escalonada de la matriz A € M3y3(R). Considere

1 2 1
A=14 -2 -1
2 -1 3

(118) Considere las matrices A y B (con coeficientes reales), tales que

-1 2 3 2 1 2 0
A=1-3 6 10 8 B=|-1 0 0
-2 4 7 6 1 6 -1

Determine ran(A) y ran(B).

(119) Determine el valor de a@ € R para que el siguiente sistema de ecuaciones lineales sea compatible
determinado. En caso de que exista tal «, encuentre la solucién correspondiente.

r+y—z=1
rT—y+z="7
—r+y+z=3

20 +ay —4z =«
(120) Encuentre el valor de 8 € R para que el siguiente sistema de ecuaciones posea

(a) Solucién unica. (c) Ninguna solucién.

(b) Infinitas soluciones.

x4+ Py+3z2=2
z+y—z=1
20+ 3y + Bz =3

(121) (Popurri de Matrices, Parte 1) Verdadero o Falso: En caso de que una proposicién sea verdadera,
demuestrela. En caso contrario, proporcione un contraejemplo.



AYUDANTIA 17: Sistemas de Ecuaciones Lineales
2020

(122) Utilizando el método de Gauss - Jordan, encuentre la solucién respectiva al sistema de ecuaciones

r4+y+2z+3t=-1
—r—2y—32—4t=0
2c4+3y+52+Tt=1
20+ 2y + 4246t =2

(123) Utilizando el método de Gauss - Jordan, encuentre la solucién respectiva al sistema de ecuaciones

3x —2y+42z =28
20 +3y—3z2=4
r—3y—5z=—6
4o 4+ 4y + 62 = 18

(124) Determine todos los valores de x,y, z € R; tales que

tan(z) — sin(y) + cos(z) = 2
tan(x) — 2sin(y) = 2
sin(y) — cos(z) = —1

(125) Javier, Juan y Ricardo deciden jugar tres partidas de dados, de manera que cuando uno de ellos
pierda; debe entregar a los otros dos jugadores una cantidad de dinero igual a la que posean en
ese momento. Si cada uno de ellos perdié una partida y al final del juego todos obtuvieron 24 wusd.
;,Cuanto tenia cada jugador antes de comenzar a jugar?

(126) Considere la matriz A € M3y2(R), tal que

2 -3
A= |8 0
-5 2
Determine la solucién del sistema de ecuaciones
—13
A= 32
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AYUDANTIA 18: Matriz Inversa
2020

Determine la matriz inversa de A € Myx4(R), usando el método de Gauss - Jordan. Se tiene que

1 0 -1 1
1 0 1 1
A= -1 1 -2 1
0 0 -1 1

JEs invertible la matriz B € M3x3(R)? En caso afirmativo, determine B! usando el método de
Gauss - Jordan.

[
D

;Nota algin patrén en B? La matriz B tiene un nombre en particular...

Pruebe que si A, B € M,,x,(R) son matrices invertibles, entonces
(AB)™' = B~ tA~1

Demuestre que (A")~! = (A71)!, donde A! denota la matriz traspuesta de A.

Sean A, B,I € M, xn(R), donde I + AB es invertible. Pruebe que si I + BA es invertible, entonces
(I+BA)™'=1—-B(I+AB)'A.

Observacion: I corresponde a la matriz identidad de orden n x n.

(Popurri de Matrices, Parte 2) Cada ejercicio dentro del popurri es individual entre si, a menos de
que se especifique lo contrario. I corresponde a la matriz identidad de orden n x n.

(a) Sea A € My x,(R), matriz invertible que satisface la relacién: A% + 342 + A = 0. Pruebe que
Al =—-A-3I
(b) Considere A, B € My xn(R); tales que A> = Ay B =1 — A. Demuestre que B3 = B.

(¢) Considere A, B € My xn(R). Se sabe que A, By A+ B son matrices invertibles. Demuestre que
A~! + B7! es invertible.
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AYUDANTIA 19: Introduccién a la Teoria de Determinantes
2020

Sean A € Myx4(R) y B € Msx5(R) . Calcule det(A) y det(B), empleando el método de Gauss -
Jordan.

1 2 1 0 5100 0
3 05 1 -1 6 51 00

@ A=1g 1 9 1 (b) B=10 6 5 1 0
3 -1 1 0 006 5 1
0006 5

(Popurri de Matrices, Parte 3) Verdadero o Falso: En caso de que una proposicién sea verdadera,
demuestrela. En caso contrario, proporcione un contraejemplo.

(a) Sea A € Myxn(R). Si A es una matriz invertible, entonces det(A™1) = (det(4))~ .

(b) Sea M,,xn(R). Se dice que A es ortogonal, si verifica AA"* = I. Si A es ortogonal, entonces
det(A) = {+1}.

(c) Sea A € Myxn(R). Si A es una matriz antisimetrica y n es impar, entonces det(A) = 0.

Considere A € M343(R). Se sabe que

a b c
det(A)=|d e f|=3
g h 1
Calcule
a+b 5b+c) c
d+e 5e+f) f|
g+h 5(h+i) 1

Sean A, B € My «n(R). Se sabe que n es impar y AB = —BA. Pruebe que A o B es una matriz no
invertible.

(Popurri de Matrices, Parte 4) Verdadero o Falso: En caso de que una proposicién sea verdadera,
demuestrela. En caso contrario, proporcione un contraejemplo.

(a) Sean A, B € Myxn(R), tales que det(A) = 3 y det(B) = —2. Si C = A"'B!'A? entonces
det(C) = —12.

(b) Sea A € Myxn(R) y A € R. Entonces det(AA) = A" det(A).

(c) Considere A, B € M,,xn(R). Entonces det(A + B) = det(A) + det(B).



AYUDANTIA 20: Determinante de una Matriz (Opcional)
2020

(137) Considere A € My 4ixnt1(R) y n > 2.

0 0 ---0 —m
—Q

A=10 1 -0 —ay

—_
o
o

Pruebe que
det(\] — A) = ag + A + o X2 + . + @2 A2 + a1 AT @ AP+ AL

Esta ultima expresién corresponde al polinomio caracteristico de la matriz comparnera.

(138) Sea B € M, xn(R) dada por

12 2 2
2 2 2
B—12 2 3 2
2 2 2 n]

Conjeture una expresién para det(B).

(139) Sean A, B,C,0 € M,,x,(R). Se define

A B

Pruebe que
det(D) = det(A) det(C).

(140) (Popurri de Matrices, Parte 5) Cada ejercicio dentro del popurri es individual entre si, a menos de
que se especifique lo contrario.

(a) Se dice que las matrices A, B € M,,x,(R) son semejantes; si existen matrices invertibles P, P~ €
Myuxn(R), tales que A = PBP~!. Pruebe que dos matrices semejantes poseen el mismo deter-
minante.

(b) Se dice que las matrices A, B € M, xn(R) son congruentes; si existen matrices P, Pt € M5, (R),
tales que A = PBP!. Pruebe que det(A) det(B) > 0.

(c) Sean A, B € M,,xn(R). Se define el polinomio caracteristico asociado a la matriz A mediante la
expresion



paA(N) := det(A, — A).
Pruebe que si A y B son semejantes, entonces tienen el mismo polinomio caracteristico.

(141) (Cifrado de Hill) Suponga que usted esta en plena guerra y quiere cifrar a sus compas, la palabra
algebraii. Para esto, creara una clave dada por una matriz invertible A, que verifica (det(A), 26)=1.

1 0 -1
A=12 3 4
4 9 7
La estructura del cifrado de Hill es simple. Descompondremos algebraii como alg, ebr, aii (siempre en
bloques de tres letras). Posteriormente; se hara la conversién palabras - nimeros, al igual que en el

cifrado afin (visto en Algebra y Geometria I). Esto, pues el alfabeto latino se puede visualizar como
Z/267Z. Es decir; a — 0, b — 1,..., z — 25. La técnica de cifrado estd dada por

C = A0.

C' corresponde al texto encriptado (matriz de orden 3 x 1), mientras que O corresponde al mensaje
original (matriz de orden 3 x 1). |No olvide que esta trabajando sobre Z /267!

(a) Usando el cifrado de Hill y la matriz A, encripte la palabra algebraii.

(b) Suponga que usted intercepta un cédigo enemigo LRSTRDLZYEBNVOTITN, el cual fue cifrado
con la matriz B. ;Cémo puede descifrarlo? ; Qué mensaje contiene?

-2 1 0
B=]1 -3 4
1 0 3
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AYUDANTIA 21: Matriz Adjunta e Inversa (via Leibniz) (Opcional)
2020

Sean A € M3x3(R) y B € Myx4(R) . Calcule A1 y B~! (matrices inversas de A y B respectiva-
mente), empleando la formula de Leibniz.

cos(#) 0 —sin(6) 1 0 -2 0

() A=| 0 1 0 21 1 4
sin(f) 0 cos() (b) B = 0 -2 1 0

10 1 0

A -1 -1

Determine A~! (matriz inversa de A) para A = 2. Use la formula de Leibniz.

Considere A € M,,»x,(R), tal que I, + A es invertible. Demuestre que si A una matriz nilpotente de
orden dos, entonces

(I,+A)~' =1, - A

Observacion: I,, corresponde a la matriz identidad de orden n x n.
Pruebe que si A € My« (R) es invertible, entonces
det(adj(A)) = det(A4)"~ 1.
(Popurri de Matrices, Parte 6) Cada ejercicio dentro del popurri es individual entre si, a menos de
que se especifique lo contrario.

(a) Pruebe que si A € M,,x,(R) es una matriz ortogonal que verifica det(A4) # 0, entonces A~! = A
(b) Sean A, B,C € Myxn(R), tal que A es invertible y se verifica la relacién
(C'B+ A)! = (A+ B)Y(I, + C).
Pruebe que C = —(BA™1)t. I, corresponde a la matriz identidad de orden n x n.

(c) Sea A € Myxn(R), matriz simétrica e invertible. Demuestre que

adj(4) = (adj(A))".
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AYUDANTIA 22: Producto Interno y Vectorial (Opcional)
2020

Sean >1yag,ay,...,an, € R distintos entre si. Demuestre que la aplicacién

0 : Ry [z] X Ry [2] — Hin [x]
(p,q) = > plai)q(a)
i=1

es un producto interno.
Sea A € R. Encuentre el angulo entre las rectas ¢1 y #o

= (2v2+3V3)A o rt2y—1=0
=X y=1-+v2x 27\ 2y+2-7=0
z=(2v2 - 3V3)\

Considere v € R™. Se define la norma del vector v mediante la expresién

[l := v/ {v, ),

donde (u,v) denota el producto interno entre los vectores v,u € R"™. La desigualdad de Cauchy -
Schwarz establece que

[{w, 0)| < [lull o]l

Use el producto interno euclidiano; para probar que dados x1, xa, ..., ¥, € RT con 1 +x9+...4+x, = 1,
entonces

Sea ¢ € R3, definido por

20 —y+22+3=0
z+y+3z+5=0

Determine la forma parametrica de /.

(Popurri de Producto Vectorial, Parte 1) Cada ejercicio dentro del popurri es individual entre si, a
menos de que se especifique lo contrario.

(a) Sean A, B,C € R?, tales que A = (0,2,2), B = (2,0,1) y C = (3,4,0). Use el producto vectorial
para determinar el area del tridngulo ABC'.

(b) Sean u = (5,—1,2) y v = (—1,2,—2) € R3. Encuentre un vector perpendicular y unitario a u y
v.



(152) (Producto Mixto) Sean u = (u1,u2,u3), v = (vi,v2,v3) y w = (w1, wz, w3) € R3. Se define el producto
mixto mediante la expresién

[u, v, w] ;== (u X v,w).
De la definicidn, se sigue que
(75} U2 U3
[u,v,w] =det |v1 vy w3

w; w2 w3

(a) Se dice que u,v,w € R3 son coplanares si y solo si [u, v, w] = 0. Use este resultado para determinar
el(los) valor(es) de n € R, para que v = (2,-3,1), v = (1,n,3) y w = (4,5, —1) sean coplanares.

(b) Determine el volumen del paralelepipedo formado por u = (3, —1,1),v = (1,7,2) y w = (2,1, —4).
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AYUDANTIA 23: Espacios Vectoriales
2020

Considere U := {(x, y) €ER?:z,y € ]R}; dotado de las operaciones @ y -, tales que

(z,y) ® (2,0) = (v + 2,y - w),
A (:L'vy) = (A':E?y)a

con A € R. (Es (U, @®,-) un R - espacio vectorial? Las operaciones del lado derecho corresponden a la
suma y producto usual en R.

Considere el espacio vectorial F(R,R). Se definen

S:={f €3R,R): f(z) = f(r —x), Vo R},
T:={feFRR): f(z) =—f(r —x), Ve R}

Pruebe que S y T son R - subespacios vectoriales de F(R,R). Determine S NT.

(Popurri de Espacios Vectoriales, Parte 1) Cada ejercicio dentro del popurri es individual entre si, a
menos de que se especifique lo contrario.

(a) Pruebe que S :={A € My xn(R): A es simétrica} es un R - subespacio vectorial de My, x,(R).

(b) (Es T :={(z,y,2) €ER®: 2 =2V 2z =y} un R - subespacio vectorial de R*?

(c) (EsU :={p(x) € R, [z] : p'(0) + p”(0) = 0} un R - subespacio vectorial de R,, [z] 7

(d) Pruebe que V := {B € My xn(R) : det(B) # 0} no es un R - subespacio vectorial de M, (R).
)

(e) Considere U, W, T; F - subespacios vectoriales de V. ;jEs cierto que si U + W = U + T, entonces
W =17

(f) Considere U, W, T'; F' - subespacios vectoriales de V. ;Es cierto que (UNW)+T = (U +1T) N
(W4T)?

Sea V' un espacio vectorial definido sobre un cuerpo F'y U, W; F - subespacios vectoriales de V. Se
define

U4+W:={veV:iv=u+w; paraalginu € U,w € W}.

Pruebe que U + W es un F - subespacio vectorial de V. jSeran U UV y U NV, F - subespacios
vectoriales de V7 Demuéstrelo o proporcione un contraejemplo segin corresponda.

Sean zg,yo € R. Considere los conjuntos

C(R) :={f:R — R: fescontinua}

C(xo,y0) := {f R—R: lim f(z) = yo}.
T—T0
Encuentre una condicién necesaria y suficiente para que C(xg, yo); dotado con la suma y multiplicacién
por escalar usual de funciones, sea un R - espacio vectorial.

Sea > 1y p un ntmero primo. ;Es Z/p®Z un Z/pZ - espacio vectorial con la suma y multiplicacién
usual en Z/nZ?
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AYUDANTIA 24: Dependencia e Independencia Lineal
2020

Sea S := {vy,v9,v3}, subconjunto de R? linealmente independiente sobre R. Se define w1 := vy — vy,
wy = vy — v3 y ws := v3 — v1. Pruebe que {w1,ws,ws} es un conjunto R - linealmente dependiente.
. Que sucederd con la R - dependencia lineal de {wy,ws, w3} si w1 = v; + vy, wy = vo2 + v3 y
w3 = v3 +v1?

Determine el(los) valor(es) de a € R, tal(es) que
<(1a Oa Oé), (17 27 _3)7 (CL, 1> O)> = R3'

Sea V un F' - espacio vectorial, tal que {v1,vg,...,v,} es un conjunto F' - linealmente independiente
de V' y w € V. Pruebe que si {v1 +w,vs + w,...,v, + w} es F - linealmente dependiente, entonces
W € (V1,02 ..., Up).

Considere los subconjuntos de funciones del espacio vectorial F([0,1],R), tales que

S = {cos(mz),sin(7rx)} T={l,e"+e " " —e "}
U = {cos(3z),sin(3z)} W = {1,sin?(2z), cos®(2z) }

Pruebe que S y T son R - linealmente independientes. ;Qué se puede decir sobre la R - dependencia
lineal de U y W?

Se define el conjunto

s {B PE DG L P

Determine el valor de A € R, para que .S sea un conjunto R - linealmente dependiente.

Sea X C R un conjunto infinito y §F(X, R), el espacio vectorial de las funciones f : X — R. Para cada
a € X, considere

1 siz=a

fa(:E)Z{ 0 siz#a

Pruebe que el conjunto 2 = {f,: X - R:a € X}, Q C F(X,R) es R - linealmente independiente.
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AYUDANTIA 25: Base y Dimensién
2020

Considere S y T en R?, tales que

((—-1,3,0,2),(0,4,4,0)),
((2,-1,0,1),(0,2,1,1)).

S
T
Determine una base para S NT y S+7T. Verifique su respuesta evocando al Teorema de la Dimension.

Sea Ry [z], el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual a dos con coeficientes
reales. Se define
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Exhiba una base para S, Ty SNT.

Considere el espacio vectorial R™ y (ay,ag, ..., a,), un vector fijo en R". Demuestre que el conjunto
W - {(-Tl,{lfz, o0y Ty € R™: a177 + aa2 + ...+ ApLp = 0}7

es un subespacio vectorial de R™. Encuentre una base y calcule su dimensién.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo F'y Uj;; subespacios vectoriales de V'
con i = {1,2,...,n}. Pruebe que

dim(Uy + Uz + ... + Uy) < dim(Uy)+ dim(Us) + ... + dim(Uy,).
Sean U, W; subespacios vectoriales de R?* tales que

U= {(531»302’%37564) ERY:zg+ a3+ 134 = ()}’
W= {($1,x2,x3,x4) ER* x4+ =0A23= 2x4}.

Encuentre una base y dimensién para U, W, U+ W y UNW.

Sea el R - espacio vectorial F(R,R). Considere los R - subespacios vectoriales de §(R,R)

S={f e3[R R): f(0)=f(1) =0},
T={feFRR): f(x) =ax+bcona,b e R}.

Demuestre que §(R,R) =S T.
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AYUDANTIA 26: Transformaciones Lineales
2020

Determine cual de las siguientes aplicaciones que se exhiben a continuacién corresponden a transfor-
maciones R - lineales.

: R? — R3 definida por T'(x,y,2) = (2r — 72,0, 3y + 22).

: R? — R? definida por T(z,y, 2) = (y — 3z + V22,2 — 2y + 1).
: R? — R? definida por T'(x, y) = (z+vy,|z|).

: Ry, [x] = Ry, [z] definida por T'(p(z)) = p'(z).
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Considere la transformacién R - lineal: 7' : R? — R3, tal que T'(z,y,2) = (z — 2,2 + 2y + 22, —x — y).
Encuentre una base para Ker(T') e Im(7T).

Analice la epiyectividad e inyectividad de la transformacién R - lineal: T' : May3(R) — Maya(R),
dada por

(G a2 a3 _ 0 3a1 — a2
a az2 G33 a2 —a13 0
Describa explicitamente una transformacién R - lineal: T’ : R [x] — R3, tal que Im(T') corresponde

al subespacio de R? generado por los vectores (2,3,1) y (1,0, —1).

Sea V un F' - espacio vectorial y T': V — V', una transformacién F' - lineal. Demuestre que
Im(7T) N Ker(T) = {0y} si y sélo si T2(v) = 0y = T'(v) =0y

Sea V un R - espacio vectorial y T': V' — R, una transformacion R - lineal no nula. Demuestre que
existe v € V, tal que T'(v) = 1. Sabiendo que S = (v), pruebe que V =5 & Ker(T).

Sean V,W: F - espacios vectoriales y T : V — W, una transformacién F' - lineal. Pruebe que si T
es una transformacién inyectiva y {vy,va,...,v,} € V es un conjunto F' - linealmente independiente,
entonces {T'(vy),T(v2), ..., T(v,)} € W también preserva la F' - independencia lineal.

Sea V un F' - espacio vectorial de dimensién 3 y T : V — V; una aplicacién F - lineal que verifica
T3(v) =0y T?*(v) # 0, V v € V. Pruebe que existe A € F, tal que By = {\,T(X),T?(\)} es base de
V.

Sea V un F - espacio vectorial de dimensién finita y T : V' — V, una transformacién F' - lineal que
verifica T?(v) = T'(v) (para todo v € V). Pruebe que V = Ker(T) ® Im(T).

Sea V un F' - espacio vectorial de dimension finita y T : V' — V, una transformacién F' - lineal.
Pruebe que V = Ker(T) @ Im(T) si y sélo si Im(T?) = Im(T).



