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Calculo 2 - Equipo de Ayudantes.
Octubre, 2019

1. Calcule la siguiente integral:

sen(x)cos(x) d

V14 2cos?(z)

Resolucién: Debemos buscar una primitiva para la funcién -Seu@icos@)

V1+2cos2(z)
Para ello, notemos que al derivar el término 142cos?(x), resulta —4cos(x)sen(x)
lo que es muy parecido a lo que tenemos en el numerador. Asi, definamos
la funcién:

u =14 2cos*(x) (1)

Dado que la intencién es dejar la integral en términos de u, debemos
encontrar el diferencial que define este. Para ello, derivamos la expresién
(1) con respecto a la variable x, obteniendo:

du

e 2(2c0s* 71 (z)(cos(x)) = —4sen(x)cos(z) (2)

De esta forma, trabajando la expresién (2), notamos que:

—Tdu = sen(z)cos(z)dx (3)

Reemplazamos las expresiones (1) y (3) en la integral:

—du
| ix (@)
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Finalmente, obtenemos una integral mucho més facil de trabajar. Por

propiedades, podemos sacar las constantes y la raiz la podemos escribir
en su forma de potencia:

— [ uzdu (5)
Integrando esta potencia, resulta:

—? +C (6)



Donde C es un numero real. Ahora necesitamos volver a la variable origen,
para ello reemplazamos (1) en (6):
u 1+ 2cos?(x
R e )

. - . +C. (7)

sen(x)cos(x) dp — — V14 2cos?(x) Lo

1+ 2cos?(x) 2

2. Calcule el drea de la regién acotada por las curvas y=sen(x), y=cos(x)
e y=0, en el intervalo [0,5]. Ademds encuentre el volumen del sélido de
revolucion formado al rotar con respecto al eje x dicha regién.

Resolucion: Para calcular el drea pedida, podemos ver que esta se puede
dividir en 2 nuevas dreas. La primera corresponde al drea de la region que
encierra la curva azul (y=sen(x)) y el eje x, entre 0 y zo; y la segunda
corresponde al drea de la regién encerrada por la curva roja (y=cos(x)) y
el eje x, entre xg y 5, donde zg corresponde al punto de interseccién de
las curvas y=cos(x) e y=sen(x). Asi, el drea pedida, serd simplemente la
suma de las 2 dreas mencionadas anteriormente.
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Figure 1: Regién acotada por y=cos(x), y=sen(x) e y=0

Primero, encontremos el punto xo. Para ello, buscamos x tal que sen(x)=cos(x),
en el intervalo [0, 5]. Resolviendo la ecuacién, obtenemos que x=%=x.
Asi, por lo dicho en el primer parrafo, tenemos que:

A= /4 sen(z)dx + /2 cos(x)dx
0 fud
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Sabiendo que cos(§) = sen(%) = *2, conlcluimos que:

A= fcos(g) + cos(0) + sen(g) - sen(%) =22

Para la otra parte del ejercicio, recordemos que el volumen de un solido de
revolucion, cuando una regién es rotada con respecto al eje x, viene dada



por:
b
V= 71'/ f2(x)dx

Haciendo un razamiento analogo a la parte de areas, el volumen se podra
escribir como:

™ ™

T B
V= 7'('/ sen?(z)dx + 77/ cos? (x)dx
0 ks
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Para resolver estas integrales, ocupamos el truco del dngulo doble. Por
dlgebra y geometrfa sabemos que cos(2x) = cos?(x) — sen?(z), luego de
esta igualdad, utilizando ademds que cos?(x) + sen?(z) = 1, podemos
obtener 2 igualdades:

2x)+1

cos*(x) = cos(2z) 1 ;)
1 — cos(2

sen®(z) = 7635( z)

Asi, las integrales del volumen se pueden reescribir como:

/COSQ({L‘)dZ’ = /%dx

/senz(x)dx = /F#de

sen(2z
2

Sabiendo que la integral de [ cos(2z)dz = ) | obtenemos que:

B %1—605(230)3: o %1—&—605(2%)33 . ﬁ_ﬁ ﬁ_z
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. Se define f:[-1,1] — R tal que:

0 st z=-1,0,1
flz) =

1 st eoc

Demuestre que f es Newton integrable en el intervalo [-1,1].

Resolucién: Para demostrar que f es integrable Newton en [-1,1], debemos
encontrar una antiderivada de f en el intervalo [-1,1], es decir, buscar una
funcién F que sea continua en [-1,1] y que cumpla F’(x)=f(x), en todos
los x en [-1,1], donde estd permitido fallar (es decir, que no se cumpla



F’'(x)=f(x)) en una cantidad finita de puntos. Si se estudia la funcién f,
podemos notar que es practicamente la funcién constante 1, salvo en x=-1,
x=0y x=1. Luego nos conviene definir F(x)=x. Por una parte es continua
en [-1,1] por ser un polinomio y su derivada es F’(x)=1. Sabemos que
f(x)=1, para x € [-1,1], menos en x=-1, x=0, x=-1, por lo que f(x)=F’"(x)
en todo x € [-1,1], menos en x=-1, x=0 y x=1, lo que es equivalente
a decir, f(x)=F’(x) en todo x € [-1,1], menos en una cantidad finita de
puntos. Asi, como F es continua en [-1,1] y su cumple f(x)=F’(x) en todo
x € [-1,1], menos en una cantidad finita de punto, concluimos que F es
una antideriva de f en [-1,1].

.. f es integrable Newton en [-1,1]



