Guia de Ejercicios y tarea 1.
Algebra II, segundo semestre 2018

Entregue resueltos los 4 ejercicios marcados con * el miércoles 8 de agosto.

10.

Determine los elementos primitivos de [F;.

* Determine los elementos primitivos de Fy9 = F7[i] y sus polinomios minimales
en F7[z]. (Acé i denota una raiz de 2 + 1 € Fr[x])

Suponga que car(F) = p # 0. Demuestre que el morfismo de Frobenius = +—
xP es un automorfismo de cuerpos de F'. Si pensamos en [’ como [F,-espacio
vectorial, jes Fp-lineal este morfismo?

Si F' es un cuerpo de caracteristica p > 0 y a € F' jcuantas soluciones puede

., ., sz k
tener (en alguna extension de F') la ecuacién 2P = a? ;Y la ecuacién 2P = «
con k € N7

Si F es un cuerpo finito de caracteristica p y a € F, ;puede X? — « ser
irreducible en F[X]?

Sean € N, sea [F, el cuerpo finito de p elementos con p primo, y sea L un cuerpo
de descomposicién del polinomio G(X) := X¥" — X € F,[X].

a) Demuestre que G(X) es un polinomio separable, pero NO irreducible en
F,[X].

b) Demuestre que el conjunto de las raices de G es un subcuerpo de L.
¢) Demuestre que L es igual al conjunto de raices de G.
d) Demuestre que [L : F,] = n.

)

e) Demuestre que toda extensién de K/ F, de grado n es isomorfa a L.

Sea [, el cuerpo finito de ¢ elementos, de modo que ¢ = p" para algin primo p
y algun n € N. ;Cuando se cumple que hay una inyecciéon F, — F,/?

* Sea p primo y a # 0 € F,. Demuestre que g = 2P — = + a es irreducible
y separable sobre [F,,. Determine el cuerpo de descomposicién de g sobre F,.
Muestre explicitamente que su grupo de automorfismos es ciclico. (o — a + 1
define un automorfismo)

Calcule el grupo de automorfismos del cuerpo F,.

Demuestre que 2" — x + 1 es irreducible sobre F, solosin =10n =p = 2.
Ayuda: Si a es una raiz, entonces « 4 a también es raiz para todo a € Fyn.
Muestre que esto implica que F,(«) contiene Fyn y [Fy(a) : Fpn] = p.



11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

;Cuéntos factores irreducibles sobre F3[X] tiene el polinomio X?7 — X?

Un cuerpo de caracteristica p se dice perfecto si la funcion o — aP es sobreyec-
tiva.

a) Demuestre que todo cuerpo finito es perfecto.

b) Demuestre que Si F' es un cuerpo cualquiera de caracteristica p, entonces

F(x) no es perfecto.

Sea ' = F,(T') el cuerpo de funciones racionales sobre un cuerpo primo finito
y sea K/F el cuerpo de descomposicién del polinomio X? — T'. Demuestre que
[K : F] = py que hay un tnico F-automorfismo del cuerpo K.

Sea f € F,[z] un polinomio irreducible de grado k. Demuestre que f divide a
29" — x siy solo si k divide a n.

Zat:{o sil1<t<q-—2
-1

acFy sit=q—1

Demuestre que

Demuestre que X3 — 2X — 2 es irreducible sobre Q. Si 6 es una raiz de este

polinomio, calcule (1+0)(14 0+ 6%) y 7525 en Q(0).

* Encuentre los valores de a € Z tales que X° —aX — 1 sea irreducible en Z[X].

Sea K/F una extension de cuerpos. Si u € K es un elemento algebraico de
grado impar sobre F', entonces u* también lo es y Flu] = F[u?].

En el cuerpo de funciones racionales F'(X), sea u = X—+31 Demuestre que F/(X)
es una extensién simple de F'(u). Calcule [F(X) : F(u)].

* Sea K/F una extension de cuerpos, sean L/F y M/F subextensiones finitas
de K/F (esdecir, FCLCK, FCMCK, [L:F]<oo, [M:F]<o0).Sea
LM el compo6sito de L y M dentro de K (es decir, el minimo subcuerpo de K
que contiene a L y a M).

a) Demuestre que [LM : F] < oo, y que [L : F]|[LM : F].

b) Demuestre que [LM : F| = [L: F|[M : F| implica LN M = F.

¢) Demuestre que el reciproco se verifica cuando [L: F] =20 [M : F] = 2.
d) Dé un ejemplo de extensiones F, L, M, K tal que [L : F] =[M : F] = 3,
LM :F)<9,LNM=F.

Sea f(x) € F|x] un polinomio irreducible de grado p y sea £ O F con |E :
F| < 00. Si f(z) no es irreducible en E[z]|, demuestre que p | |E : F|. Ayuda:
Considere un cuerpo L 2 FE en el que f tenga una raiz.
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Guia de Ejercicios y tarea 2.
Algebra II, segundo semestre 2018

Entregar los 4 ejercicios marcados el lunes 27 de agosto.

1.

10.

Determine el cuerpo de descomposicion y su grado sobre Q para cada uno de
los polinomios siguientes:

a) x* —2 b) xt+2 ¢) et +2?+1

. * Sea K una extension finita de F'. Demuestre que K es un cuerpo de descom-

posicién sobre F' si y solo si todo polinomio irreducible en F[z] que tiene una
raiz en K se descompone completamente en K|[z].

* Sean K, K, extensiones finitas de F' contenidas en K y suponga que ambas
son cuerpos de descomposicién sobre F. Demuestre que el composito KKy y
la interseccién K7 N K5 son cuerpos de descomposicion sobre F'.

Sea Q C C la clausura algebraica de Q en C.

a) Demuestre que Q es denumerable.
b) Demuestre que Q/ Q es una extensién algebraica infinita.

¢) Seaa € QNR y n = [Q(a) : Q). Demuestre que el conjunto de racionales
p/q (con p,q € Z) tales que |a—p/q| < 1/¢" es finito (o vacio). Concluya
(como Liouville alrededor de 1829) que 7% 1077 es un niimero real no
algebraico.

SUGERENCIA. Sea P(X) € Z(X) de grado n y tal que P(«) = 0. Consi-
dere |P(p/q)| = |P(p/q) — P(a)| y piense en el teorema del valor medio.

Sea F', un cuerpo y g(x) € F[z]. Demuestre D(g(z)) es el polinomio nulo ssi
g(x) es constante, o F' es de caracteristica p y g(x) = f(aP), con f(z) € Flz].

Demuestre que el tinico automorfismo del cuerpo R es la identidad.

Demuestre que la clausura algebraica Q tiene infinitos automorfismos. Més atin,
demuestre que el grupo de automorfismos (de cuerpo) de Q no es denumerable.

Sea f(z) un polinomio irreducible en F[z| de grado n y sea g(z) € F|x]. Muestre
que todo factor irreducible de f(g(x)) tiene grado divisible por n.

Sea K C L cuerpos y a € L. Pruebe que a es algebraico sobre K si y solamente
si existe un K-espacio vectorial de dimensién finita V' C L tal que aV C V.

Sea w una raiz ctibica y no trivial de la unidad. Sea L = Q(w, v2) y K =
Q(w+/2). Pruebe que [L: K] =2, pero [LNR: K NR] = 3.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

Demuestre que el cuerpo de descomposicién de 2* + 2 sobre F5 es una extension
de grado 2 de [F5.

* Suponga que K es un cuerpo de caracteristica p que no es perfecto. Pruebe
que existe un polinomio irreducible e inseparable sobre K. Concluya que existe
una extension inseparable de K.

Sea F' un cuerpo de caracteristica p y F'/K una extensién finita tal que p 1 [F :
K]. Pruebe que F//K es una extensién separable.

Sea I’ un cuerpo de caracteristica p y a € F un elemento separable. Muestre
que F(a) = F(a"), para todo i € N.

Sea K /F una extensién separable con la propiedad que existe n € N tal que
[F(a) : F] < n, paratodo a € K. Muestre que K/F es finitay que [K : F] < n.

Sea K el cuerpo de descomposién del polinomio p(z) = (22 —2)(2? + 2%+ 2) en
F5. Encuentre un elemento primitivo para la extensién K /Fs.

Encuentre todos los polinomios irreducibles de grado 1, 2 y 4 sobre Fylz| y
pruebe que su producto es z'6 — x.

Sea Fyn = {ay, -+, aun} la extensién de grado n de F,. Pruebe que 2¥" — z =
(x—aq) - (x — aypn).

Sea [F)» la extension de grado n de ), con p un primo impar. Pruebe que en F»
n

hay ”TH cuadrados.

* Demuestre que en un cuerpo finito todo elemento es suma de dos cuadrados.

Sea ¢ : Fyn — Fpn el homomorfismo de Frobenius. Pruebe que ¢" = id y que
¢°® #id, para 0 < s < n.

Sea L/F una extensién algebraica y sea 6 : L — L un F-homomorfismo de
cuerpos. Demuestre que 6 es sobreyectivo. Ayuda: Un polinomio f € F[x] debe
tener tantas raices en 6(L) como tiene en L.



Guia de Ejercicios y tarea 3.
Algebra II, segundo semestre 2018

Entregar los 4 ejercicios marcados el miércoles 12 de septiembre.

1.

Considere L = Q[(] con ¢ una raiz séptima primitiva de 1. Encuentre el poli-
nomio minimal p(z) de @ = ¢ + ¢° en Q[z]. Determine las otras raices de p(z).
. Es Q[a]/ Q una extension galoisiana?

. Determine el polinomio minimal sobre Q para el elemento 1 + v/2 + v/4.

* Determine todos los subcuerpos del cuerpo de descomposicién de z® — 2 que
son Galois sobre Q.

Muestre que Q(v/2 4 v/2) es una extensién de grado 4 de Q con grupo de Galois
ciclico.

Demuestre que el cuerpo de descomposicién de z* — 222 — 2 sobre Q es de grado
8 con grupo de Galois dihedral. Ayuda: ejercicio 16 pagina 582 Dummit.

* Sea K/F una extension finita de cuerpos. Para a € K, sea L, : K — K dada
para x € K por L,(z) := ax. Como L, es F-lineal, definamos su polinomio
caracteristico P, (X) € F[X] como P,(X) = det(XI — L,), donde I(x) = z es
la funcién identidad de K a K. Demuestre las siguientes aseveraciones.

a) Si K = F(«), entonces P,(X) = min, p(X), el polinomio minimal de «
sobre F'.

b) P(X)= (mina7F(X))m, donde m = [K : F(«)].

* Con la nomenclatura del ejercicio anterior, definamos la norma Ny pi K= F
(resp., latraza Trg)p : K — F) de K a F de o como Ng () := det(Lg) (resp.,
Try/p(c) := Traza(Ly)).

a) Sean aj,...,q, todas las raices (en alguna extension de F') de P,(X) =
[T, (X — a;). Demuestre

i=1
Ny p(a) = H Qs Trg/r(a) = Z Qs
i=1 i=1

b) Si K/F es separable, y K C L con L algebraicamente cerrado, entonces
P.(X) =TI (X —7()), donde 7 recorre todas las F-incrustaciones de K
en L.

¢) Demuestre, para o € F', que Trg/p(a) = [K : F], Ng/p(a) = K F]

d) Demuestre, para o, 8 € K, que Trg/p(a + 3) = Trg/p(a) + Trg/p(3),
NK/F(Oéﬁ) = NK/F(a) : NK/F(ﬁ)‘
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.

e) Si F' C K C H son extensiones finitas sucesivas de cuerpos, demuestre para
B€H, Nyrp(B) =Ng/r(Nuk(B) y Trayr(8) = Triyr (Trm/i(B)).

f) Demuestre que si K/F es una extension de cuerpos finitos, entonces Ng
y Trg/r son funciones epiyectivas.

Sea K/F extensién galoisiana de grupo de Galois G. Para a € K definimos
trg/p(a) = > cqo(@) vy Ngjp(a) = [ cq o). Muestre que si K = F(a) y
Ma,p(T) = " + ap_12" ' 4 -+ + ag entonces trg/p(o) = —an,—1 y Ngjp(a) =
(—1)"ao. Deduzca que trg,p(a), Nx/r(a) € F.

Sea [' = Q(\g/i v/—3). Encuentre todos los cuerpos L tales que Q C L C F.

Sea F' = Q((,), para p # 2 primo. Pruebe que existe una tnica extensién
L =Q(\/D,) de Q tal que L C F'y D, € Z — Z*. Determine D, parap =3y
p=05.

Sea F' = Q((7). Encuentre todos los cuerpos L tales que Q C L C F.

Sea K /F una extension separable. Demuestre que existe una extensién galoi-
siana L/F que contiene a K y que posee la propiedad siguiente: para toda
extension galoisiana M /F que contiene a K, L estd contenido en M.

Sea K una extensién de Galois sobre F'y sea F’ una extensién cualquiera de
F. Pruebe que KF’ es una extension de Galois sobre I’ con grupo de Galois
isomorfo a un subgrupo de Gal(K/F).

* Sean K/F y F' los cuerpos del ejercicio anterior. Pruebe que existe un iso-
morfismo Gal(KF'/F') = Gal(K/K N F"). Hint: considere el cuerpo fijo por la
imagen del isomorfismo y su composito con F'. Concluya que, si F’/F es finita,

entonces [KF' : F] = [ﬁ(ﬁ]—lw

Sean K, Ky dos extensiones de Galois sobre F' tales que K1 N Ky = F'. Pruebe
que Gal(KKy/F) ~ Gal(K,/F) x Gal(Ky/F). Reciprocamente pruebe que, si
K es galoisiana sobre F'y G = Gal(K/F) = G; x G5 con G, Gy subgrupos de
G, entonces K = K1 K5 con Ky, Ky galoisianas sobre F' tales que K1 N Ky = F.

Sea K = Fpn y F' = TF,. Determine Ng/p(a), para a € K elemento arbitrario.

Sean i, as, a3, las soluciones de la ecuaciéon z + ax + b = 0. Sea § = (o —
az)(a; — az)(ag — a3). Probar que §% = —27b% — 4a’.

Sea ahora F(a)/F una extension ctibica y z® + ax + b = m, p(x). Probar que
F(a)/F es galoisiana si y solamente si —27b* — 4a® es un cuadrado en F.



Guia de Ejercicios y tarea 4.
Algebra II, segundo semestre 2018

Entregar 4 ejercicios a su eleccion el miércoles 10 de octubre.

1.

2.

10.

11.

12.
13.

14.

15.

Demuestre que /13 € Q((13)

Demuestre que al menos uno de 2, 3, 6 es un cuadrado médulo p para cualquier
primo p. Concluya que el polinomio (z? — 2)(2? — 3)(2® — 6) tiene una raiz
modulo p para cualquier p, pero que no tiene raiz en Z.

Suponga que f(z) € Z[z] es un polinomio irreducible. ;Se puede concluir que su
imagen en F,[z] por el homomorfismo candnico es irreducible para algin primo
p? Demuestre o encuentre un contraejemplo.

. Determine la clausura de Galois del cuerpo Q(v/1 + v/2) sobre Q.

Sea F' un cuerpo contenido en el anillo de matrices de n x n sobre Q. Demuestre
que [F': Q] < n. Muestre un cuerpo F' que cumpla la igualdad.

Muestre que para todo n € N, v/2 € Q((,).

Sea a € K tal que o = 1 para algin n € N. Demuestre que F(«)/F' es normal.
;,Cuando es separable?

Sea a € K. Demuestre que existe n € N tal que o™ es separable sobre F.

Demuestre que Q(e?/%) es una extensién de grado 2 de Q(v/5). Calcule explici-
tamente cos(2m/5).

Calcule cos(27/17)

Sea p un primo y n € N. Calcule el grado sobre Q de la clausura normal sobre

Q de Q(3/p).
Demuestre que Q (cos(m/9))/ Q es una extensién de grado 3. ;Es normal?

Sea K un cuerpo cuya Unica extensién algebraica y separable es K. jEs K
algebraicamente cerrado?

Sea L la clausura galoisiana de la extension finita Q(a) sobre Q. Para todo

primo p que divida el orden de Gal(L/Q) demuestre que existe un subcuerpo
FCLcon|L:F|=pyL=F(«)

Sea F' C R un subcuerpo. Sea a € F'y sea K = F({/a) donde /a denota una
n-ésima raiz real de a. Demuestre que si L es una extension de Galois de F'
contenida en K, entonces |L : F| < 2.



16.

17.

18.
19.

20.

21.

Sea f(z) € Q[z] un polinomio irreducible cuyas raices son todas reales. Suponga
ademés que una de las raices de f(x), a puede escribirse en términos de radicales
reales, es decir que existe una cadena de subcuerpos Q = Ko C K;--- C K,,, C
R con K11 = K;( v/a;) con a; € K;, a € K, Demuestre que el grupo de Galois
de f(x) es un 2-grupo.

Sea D un entero libre de cuadrados y a un racional no nulo. Demuestre que si

Q(Vav D) es Galois sobre Q, entonces D = —1.
Demuestre que toda extensién puramente inseparable es normal.

Demuestre que si t es trascendente sobre Q, entonces Q(¢,v/t3 —t) no es una
extension puramente trascendente de Q.

Sea t trascendente sobre Fy (cuerpo de 4 elementos), K = Fy(t*+t) y E = Fy(t).

a) Demuestre que |E : K| = 4.

b) Demuestre que E es separable sobre K.

¢) Demuestre que E es Galois sobre K.
)

d

Describa el reticulado de subgrupos del grupo de Galois y el correspon-
diente reticulado de subcuerpos de F, exhibiendo cada subcuerpo como
K (r) para alguna funcién racional r.

Sea K un subcuerpo de C maximal respecto a la propiedad “v2 ¢ K”

a) Muestre que tal K existe
b) Muestre que C es algebraico sobre K.

¢) Muestre que toda extensién finita de K contenida en C es Galois con grupo
de Galois ciclico de orden potencia de 2.

d) Deduzca que | C : K| es infinito numerable.



Guia de Ejercicios y tarea 5.
Algebra II, segundo semestre 2018

Entregar los 5 ejercicios marcados el miércoles 24 de octubre.

1.

10.

11.

12.

13.

Sea K un cuerpo de caracteristica # 2 y sea A = (“—b) con a,b € K*. Pruebe

K
que Z(A) = K - 14.

Sea K un cuerpo de caracteristica # 2 y sean a,b € K*. Pruebe que si a es un
cuadrado entonces A = (“—b) es isomorfa a My(K).

K
* Encuentre dos algebras de cuaterniones sobre Q no isomorfas.

Sean ¢ : A — B e +: C' — B homomorfismos de R-algebras y supongamos que
¢ es inyectivo. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» Existe un tinico homomorfismo de algebras f: A — C tal que to f = ¢;
» Im(¢) C Im(e).

Pruebe que si ¢ : A — B es un homomorfismo de R-algebras, entonces la apli-
cacion M, () : M,(A) — M,(B) que consiste en aplicar ¢ a cada coordenada
es un homomorfismo de R-algebras. Concluya que si J es un ideal bildtero de
R, entonces M, (J) es un ideal bilatero de M, (R) y M,,(R)/M,(J) ~ M,(R/J).

Sea K un cuerpo y sea A una K-algebra unitaria. Demuestre que existe un
isomorfismo de K-dlgebras M, (K) ®x A ~ M,(A).

Sean M, N y T tres R-médulos. Pruebe que Bilg(M,N;T) = {p : M X
N — T | ¢ R-bilineal} es un R-médulo isomorfo a homg(M, homg(N,T)) y
a hompg(N, homg(M,T)).

* Sean G, G grupos finitos. Pruebe que existe un isomorfismo de R-algebras
RE*G" ~ R @i RY.

Sean f y g aplicaciones R-lineales epiyectivas. Pruebe que f ®g g es epiyectiva.
Pruebe ademds que si f =idy; y g = idy, entonces f ®r g = idyg,n-

Exhiba un isomorfismo de K-dlgebras M, (K)®x My, (K) = My, (K). Deduzca
que T(M,(K)) ~ @2, M (K).

Sea K un cuerpo y S una K-algebra graduada con Sy >~ K. Pruebe que S tiene
un unico ideal graduado maximal.

Sea S un anillo graduado. Pruebe que todo ideal graduado I de S esta generado
por elementos homogéneos.

Pruebe que S(Z /nZ) ~Z & P, | Z /nZ.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Pruebe que si M es un R-médulo ciclico entonces S(M) = T'(M).

Sea V un K-espacio vectorial con base B = {vy,...,v,}. Pruebe que todo
z € A"(V) se escribe como z = det(A)v; A -+ A v, donde A € M, (K).

Sea x € A*(M) y sea y € A'(M). Pruebe que z Ay = (—1)*y A x.

* Sea R un dominio, sea F' su cuerpo cociente visto como R-mddulo y sea J
un R-submddulo de F. Pruebe que A*(J) es un R-médulo de torsién para todo
k> 2.

Sean R, I’ como en el ejercicio anterior. Pruebe que A%(F) = 0.

Sea K un cuerpo. Pruebe que si D es un algebra de division de centro K,
entonces M, (D) es una K-édlgebra central simple.

i Es M5(C) una R-4lgebra central simple? ;Es H una C-élgebra central simple?
. Es M5(C) una C-algebra central simple?

* Sea K un cuerpo y A una K-dlgebra simple de dimensién finita. Pruebe
que Endg(A) es una K-dlgebra de divisién (con la multiplicacién dada por la
composicién). ;Qué puede decir si la dimensién no es finita?

Sea K un cuerpo y A una K-algebra de dimensién finita. Definimos el dlgebra
opuesta A° de A como el dlgebra dada por A° = {a° | a € A} con suma y
multiplicacion dadas por

a®+b° = (a+b)°, Aa®) = (M), a’b® = (ba)°,

paraa,be Ay A€ K.

Pruebe que si A es un algebra de cuaterniones sobre K, entonces existe un
isomorfismo de K-algebras A ~ A°.

* Proponga un ejercicio en el tema de dlgebras tensoriales, simétricas o exteriores
de médulos. No es necesario que sea original (puede buscar en libros o internet),
pero espero que todos sean diferentes.
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