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1. GRUPOS:

Ayudantia 1: En esta ayudantia estudiaremos acciones de grupos y recordaremos
ciertas nociones bésicas de la teoria de grupos.

1.-

i.-
ii.-
iil.-
iv.-

ii.-

Problema 1*: Sea G un grupo ﬁnitcﬂ y H C G un subgrupo propio. De-
muestre que U, 9Hg™' # G.

Demostracion: Primero observe que si {g; }ier es un conjunto de represen-
tantes de las clases en G/N¢(H), entonces:

U g™ =JoHg ",
geG el

esto pues todo g € G se escribe como g = g;t, donde t € Ng(H) y se
cumple que gHg™' = gith’lgfl = gngfl, por definicién del conjunto
normalizador.

Por otro lado, sabemos que |H| = |gHg~!|, para cualquier g € G. De esto
se sigue que:

U gHg™| < (G : No(H)]|H]|.
geG

Note que si U,eq gHg™! = G, entonces [G : H||H| = |G| < [G : Ng(H)]|H]|.
Por lo tanto [G : H| < [G : Ng(H)], de lo que se sigue que |H| > |Ng(H)].
Por lo tanto H = Ng(H) y entonces la ecuacién es una igualdad. Dicha
igualdad se cumple si y solo si los conjuntos g;Hg, ! son disjuntos. Esto
ultimo es falso pues e € gl-ngl, para todo ¢ € 1.

Problema 2: Sea G un grupo de orden p”, donde p es un ntmero primo y
n > 0.

Demuestre que si n = 1 entonces G es ciclico.

Demuestre que Z(G) # {e}.

Pruebe que si n = 2 entonces G es abeliano.

Encuentre un ejemplo para n > 2 en el que G no sea un grupo abeliano.
Desarrollo:

Sea g € G un elemento no trivial y considere el subgrupo H = (g), cuyo
cardinal es mayor o igual a 2. Por el teorema de Lagrande tenemos que |H|
divide a |G| = p. Por ende |H| = p, lo que nos permite concluir que H = G.
Considere la accién de G sobre si mismo por conjugacién. Dicha accidén, al
igual que cualquier otra, divide a G en 6rbitas disjuntas y por ende:

G| = |Orbg(g:)] -

Una de dichas drbitas Orb(g;) es trivial si y solamente si para todo g € G
se tiene que gg;g~! = g;, es decir si g; € Z(G). Concluimos que el niimero
de 6rbitas triviales es |Z(G)| > 1, pues e € Z(G). Por otro lado, la rela-
cién drbita-estabilizador nos dice que |Orb(g;)| = [G : Stabg(g;)]. Luego si

Ipara ver un contraejemplo a este enunciado en cardinal infinito, desarrolle el problema 7 de
su guia de ejercicios.
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Orb(g;) no es trivial, tenemos que p divide a |Orb(g;)|. Luego, como:

p" =G =12(G)+ Y [Orba(g)l,

no triv.

se tiene que p divide a |Z(G)| y concluimos lo pedido.

Basta probar que si G/Z(G) es un grupo ciclico entonces G es un grupo abe-
liano (Ejercicio). Entonces, como |G/Z(G)| < p, por la parte [i] concluimos
lo pedido.

Considere el grupo Dg = (r,s : r* = s? = e,srs = r~1) correspondiente a
las simetrias del octdgono regular. Dicho grupo tiene 8 elementos, pero no
es abeliano.

Problema 3: Sea S, el grupo de permutaciones de n elementos, F un cuerpo
cualquiera y {e;}™ ; la base canénica de F™. Para o € S, definimos la matriz
I; como la matriz que tiene por columnas a los vectores e,(;), donde i €
{1,---,n}. Considere la funcién ¢ : S, — Gl,(F) dada por ¢(c) = I,.
Definimos el signo sgn(o) de o por sgn(o) = det(I,) € {£1}.

Pruebe que ¢ es un homomorfismo inyectivo.

Muestre que sgn(o) = sgn(ror 1), para todo 0,7 € S,,.

Muestre que si ¢ = 7, --- 7, es un producto de r transposiciones entonces
sgn(o) = (=1)".

Pruebe que 4, = {0 € S, : sgn(o) = 1} es un grupo normal de S, y
determine el cociente S,,/A,.

Desarrollo:

Observe que I, es la matriz que representa a la Unica transformacion lineal
que lleva e; en e4(;). Por lo tanto I, es matriz asociada a la composicién de
I o I,. De esto se sigue que I, = I.1,, para cualquier o,7 € S,,. Ademas,
claramente se tiene que Iig = I, donde I € Gl,,(F) es la matriz identidad.
Concluimos que ¢ es un homomorfismo de grupos. Por otro lado o € ker(¢) si
y solamente si e; = e,(;), para todo i € {1,--- ,n}. Esto tltimo es equivalente
aquo(i) =1, para todo i € {1,--- ,n}. Se concluye que ker(¢) = {id} y por
ende ¢ es inyectivo.

Note que sgn(ro7~1) = sgn(7)sgn(co)sgn(7)~!. Ahora bien, como sgn es
un homomorfismo de S,, a un grupo abeliano, tenemos que sgn(ro7—1) =
sgn(7)sgn(7) " tsgn(o) = sgn(o).

Por [i] basta probar que el signo sgn((a, b)) de la transposicién 7 = (a,b) es
—1. Note que, en este caso, tenemos que I es la transformacién lineal que
intercambia la fila a con la fila b de la matriz identidad I € Gl,(F). Por lo
tanto det(I;) = —1.

Se sigue de la definicién del homomorfismo sgn que A,, = ker(sgn). Por lo tan-
to A,, es un subgrupo normal de S,,. Ahora bien, sabemos que sgn((a, b)) =
—1. Por lo que sgn es un homomorfismo sobreyectivo. Concluimos, via el
primer teorema de isomorfia, que S,, /A, = Csy, donde C; es el grupo ciclico
de dos elementos.

Problema 4: Sea G un grupo de orden n y sea p el menor primo que divide
an.

Demuestre que todo subgrupo de indice p es normal en G.

Concluya que si existe H < G tal que [G : H| = 2 entonces H < G.
Desarrollo:
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Sea H < G con [G : H] = p primo. Cousidere la accién de G sobre el conjunto
de clases laterales X = G/H, via:

g-(aH) = (ga)H.

Esta accién induce un homomorfismo 7y : G — Biy(X) definido por
mu(g) = o4, donde o4(aH) = g.(aH) = (ga)H. Observe que:

ker(ry) ={g € G: gaH = aH, Va € G}.

Es decir g € ker(mg) si y solamente sf (a~*ga)H = H para cualquier a € G.
Esto 1ltimo equivale a que (a~1ga) € H, Va € G. Asf tenemos que:

K =ker(ry) = n aHa™!
a€eG
Observe que K < G, por ser nucleo de un homomorfismo. Ademéas K C
eHe ' = H.Seal = [H : K], asf tenemos que [G : K] =[G : H|[H : K] = pl.
Como X tiene p elementos, tenemos que G/K — S, donde S, es el grupo
de biyecciones de p elementos. Luego tenemos que I|(p — 1)! y en particular
los divisores primos de [ son menores a p. Por otro lado, como p es el primo
més pequeno que divide a |G| y I||G], tenemos que [ = 1. Podemos concluir
de esto ultimo que H = K.

Si existe H < G tal que [G : H] = 2, como 2 es el primo més pequeio
existente, el resultado se sigue de la parte [i].

Problema 5: Sea G un grupo de orden n y S,, el grupo de biyecciones de n
elementos. Demuestre que existe un homomorfismo inyectivo ¢ : G — S,,.
Demostracion: Considere la accién de G si mismo, definida por g.h = gh,
Yg,h € G. Esta accién de grupo induce un homomorfismo p : G — Biy(G)
donde p(g) = o4, para o4,(h) = g.h = gh. Observe que como |G| = n
tenemos que Biy(G) = S,,. Ademas ker(p) = {g € G : gh = h, Vh € G},
tomando h = 1 tenemos que ker(p) = {1}. Por lo tanto p : G — S,, es un
homomorfismo inyectivo.

Problema 6*: Sea G grupo finito, N <G y p un primo tal que p 1 |G|.
Considere el conjunto:

X ={(91,-+9p) €G”: 9192+ 9p € Ny gpgp—1---g1 € N}.

Muestre que p divide a |X| — |N]|.

Demostracion: Observe que, como N es un grupo normal de G, se tiene que
91_19192 -+ gpg1 € N, esdecir g2 - - - gpg1 € N. Aplicando inductivamente este
argumento tenemos que g;+1gi+2 - - gpg1 - - gi € N, paratodo i € {0,--- ,p—
1}. Aplicando el mismo principio a la otra identidad que define X se tiene
que ¢;gi—1---G19p - - Gi+29i+1 € N, para todo ¢ € {0,---,p — 1}. Luego
tenemos que el grupo ciclico C), = Z/pZ actia sobre X via:

E(gla 7917) = (gi+17gi+27"' y9py 91, agZ)

Ahora bien, dado que la accién de C, sobre un X particiona a X en érbitas
disjuntas, nosotros podemos calcular el niimero de X contando el nimero de
elementos en cada érbita. En efecto, tenemos que:

1X| = X[+ |Orb(zy),

=1



donde X’ es el conjunto de puntos fijos por Cp y cada x; tiene su 6rbi-
ta no trivial, es decir |Orb(z;)| # 1. Por la relacién érbita-estabilizador

tenemos que |Orb(z;)| = [C}, : Stab(z;)] = p. Por lo tanto p divide a
|X] —|X’|. En lo que sigue analizaremos X'. Observe que si (g1, ,gp) =
(git1, "+ 9ps 91, ,9i), para todo i entonces se tiene que (g1, - ,9p) =

(g, ,9), para cierto g € G tal que g? € N. Por otro lado en G/N se tiene
que gl¢ = & Luego, como p 1 |G|, tenemos que existen a,b € Z tales que
1 = ap+b|G|. Por lo tanto tenemos que § = (g°)%(7')* =€, es decir g € N.
De esto se sigue que |X’| = |N| y por lo tanto p divide a | X| — |N|.
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Ayudantia 2: En esta ayudantia seguiremos estudiando acciones de grupo
y comenzaremos nuestro andlisis de los teoremas de Sylow. Como ejemplo
del trabajo en acciones demostraremos el teorema de Cauchy.

Problema 1: (Teorema de Cauchy) Sea G un grupo de orden n y con-
sidere la accién de H = G x C,, sobre G? via:

(9,a")(g1,+ , 9p) = (9914% "+ » 99p+1), V9, 9: € G,

donde a es un generador de el grupo ciclico C, de orden p.

Suponga que G no tiene elementos de orden p. Calcule el niimero de elemen-
tos de cada oOrbita en GP.

Pruebe que bajo la misma hipétesis de [i] tenemos que p t n.

Concluya que si p|n entonces existe un subgrupo H de G con |H| = p.
Concluya que si n # 0 en F, entonces nP~! = 1.

Desarrollo:
Sean O = Orb((g1,--- ,9p)) v S = Stab((g1,- - - , gp)) la 6rbita y el establiza-
dor de (g1,--- ,gp) € GP respectivamente. Recordemos que |O| = % Luego,

para calcular el el orden de O, debemos encontrar el nimero de elementos
del estabilizador S. Observe que:

(915 1 9p) = (9.0") (g1, . 9p) = (991K + GGpk)s

si y solamente si gg;+r = ¢i, Vi. Luego, si k = 0, entonces gg; = ¢g; y
as{ tenemos que g = 1. Por otro lado si k& # 0, entonces gg;1or = gitk-
Luego ¢?gi ar = gi. Por induccién g'g; 4 = gi. Luego tenemos que gPg; =
9PGivpk = gi ¥y por lo tanto gP = 1. Pero, por hipdtesis, esto implica que
g = 1. Esto tiene por consecuencia que g1 = g4k = - = g14+pk ¥ PoOr lo
tanto la tupla (g1,--- ,gp) tiene todas sus coordenadas iguales. Concluimos
que S = {e} x Cp, si g1 = -+ = gp 0 bien S = {e} x {e}. En particular,
tenemos que |O| =n, si g1 =--- = gp y |O| = np, en otro caso.
Recordemos que toda accién de grupo, divide el conjunto sobre el que actia
en orbitas disjuntas. Observe que la 6rbita de tamano n es Unica, pues O =
O((g, - ,9) = O((1,---,1)). Luego n? = |GP| = n + npN, donde N es
el namero de érbitas de cardinalidad np. Dividiendo por n, obtenemos que
nP~1 =14 pN, es decir p|(nP~! — 1). Luego si p|n tenemos que p|1, lo que
es contradictorio. Por lo tanto p t n.

Por contrapositivo, si p|n entonces existe solucién no trivial de z? =1 en G.
Digamos g € G. Tomando H = (g) < G tenemos lo pedido.

Observe que n # 0 en IF,, implica que p { n. Tomando el grupo G = C,,, donde
no existe solucién no trivial de la ecuacién 2P = 1, tenemos que p|(nP~1 —1).
Es decir n?~! =1 en Fp.

Problema 2: Sea G grupo de orden p”, donde n > 1y p es primo. Demuestre
que G tiene un subgrupo normal Hy de orden p®, para cualquier s < n.

Demostracién: Razonamos por induccién. Si n = 1 es trivial. Para n =
2, por lo mostrado en el item [iii] del problema anterior aplicado a Z(G),
tenemos que existe H <G, con |H| = p. Por otro lado los grupos G, {1} <G
tienen orden p? y 1 respectivamente y completan el conjunto de subgrupos
que debemos encontrar. Supongamos que la afirmacion es cierta paran € N.
Sea G grupo de orden p"*!. Entonces, por item [iii] del problema anterior
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aplicado a Z(G), tenemos que existe H <G con |H| = p. Equivalentemente
G/H es un grupo de orden |G/H| = p". Por hipétesis de induccién, existe
Ks/H<G/H, con |Ks/H| = p°. Luego |Ks| = p**! y por ende definimos
H, = K,_;. Si tomamos g € G,z € K, tenemos que gxg~' € H.H C H,.
Por lo tanto Hg < G. Luego tenemos grupos normales de todos los ordenes
posibles. Observe que Hy = {1} y H; = H.

Problema 3: Demuestre lo siguiente:

Sea G un grupo de orden 66. Pruebe que existe K < G con |K| = 33.

Sea GG un grupo de orden pqr, con p < ¢ < r primos y pq = 2 + 5r. Pruebe
que existe K <G con |K| = qr.

Desarrollo:

Observe que ny; € {1,2,3,6} y n;; = 1(mod 11). Por lo tanto, tenemos que
ni1 = 1, es decir existe un tnico 11-Sylow H en G. Como los p-subgrupos
de Sylow se obtienen conjugando un p-subgrupo de Sylow fijo, tenemos que
H <« G. Sea T un 3-subgrupo de Sylow cualquiera. Como H <G tenemos que
HT = {ht : h € H,t € T} es un subrgupo de G. Ademds se cumple que
|HT| = |H||T|/(JH NT)). Pero si z € HNT entonces |z| es divisible por 3
y 11. Como (3,11) = 1, tenemos que |z| = 1, es decir H N T = {e}, por lo
cual |HT| = |H||T| = 33. Ahora bien como [G : HT] = 2, concluimos que
K = HT es un subgrupo normal de G de orden 33.

Sea n,. el nimero de r-subgrupos de Sylow en G. Por los teoremas de Sylow,
tenemos que n, € {1,p,q,pq}. Por los mismo teoremas sabemos que n, =
1(mod 7). Por lo tanto si n, = p tenemos que r|p — 1, donde r > p—1 > 0.
Esto nos lleva a una contradiccién. Por el mismo argumento tenemos que
n, # ¢. Ahora bien, como pg = 2(mod r), tenemos que n,. # pq. Esto prueba
que n, = 1, es decir existe un r-subgrupo de Sylow H < G. Sea T un g-
subgrupo de Sylow. Por el mismo argumento que el dado en [i], tenemos que
HT es un subgrupo de G. Ahora bien, como [G : HT] = p es el minimo
primo que divide a |G|, tenemos que K = HT es un subgrupo normal de G
de orden gr.

Problema 4*: Sea G un grupo de orden p?q, donde p y ¢ son primos dis-
tintos. Pruebe que G tiene un subgrupo normal distinto de Gy {e}.
Demostracién: Primero supongamos que p > ¢. Entonces n, € {1,¢}. Si
n, = ¢, entonces tenemos que p|g — 1. En particular, tenemos que p < ¢ — 1.
Esto nos lleva a una contradiccién. Luego n, = 1 y por lo tanto existe
H <G con |H| = p?. Supongamos ahora que p < ¢. Entonces tenemos que
ng € {1,p,p?}. Observe que, por el mismo argumento que el dado para p > g,
tenemos que n, # p. Supongamos que n, = p*. Entonces se cumple que ¢
divide a p? =1 = (p — 1)(p+ 1). Como ¢ { p — 1, tenemos que ¢|p + 1. En
particular, tenemos que ¢ < p+ 1 y por ende p = g+ 1. Como p, g son
primos, concluimos que ¢ = 3 y p = 2, es decir |G| = 12. Supongamos que
ne = 3y n3 = 4. En este caso, tenemos por conteo de elementos, que en los
2-subgrupos de Sylow hay a los menos 2-1+ 3 elementos distintos de la iden-
tidad y en los 3-subgrupos de Sylow hay a lo menos 2 -4 de estos elementos.
Por lo tanto |G| > 14, lo que claramente es contradictorio. Concluimos que
nqg = 1y por lo tanto existe H <G con |H| = q. Esto prueba lo pedido.



5.- Problema 5: Determine de cuantas maneras esencialmente distintas se pue-
de pintar con n colores un triangulo equilatero hecho de palitos de helado.
Desarrollo: Considere la accién de G = Ds sobre el conjunto X de todas las
coloraciones del triangulo realizdas con n colores. Nuestro problema radica
en calcular |G\ X|. Para ello usaremos la identidad:

G\X| = 4 3 Pix(g)]
Gl =%

Observe que en G estd compuesto por 2 rotaciones de orden 3, la identidad
y 3 reflexiones que cruzan un vertice y un lado. Note que toda rotacién de
orden 3 cumple que un elemento de X es fijo por esta, si tiene los mismos
colores en todas las aristas. Por lo tanto existen n triangulos coloreados que
son fijos por una reflexién de orden 3. Por otro lado, un elemento de X es fijo
por la accién de una reflexion si tiene los mismos colores en las aristas que
permuta dicha reflexién. Es decir, si dicho elemento tiene 2 aristas de igual
color y la tercera de cualquier color. Luego tenemos 2n triangulos coloreados
que son fijas por una reflexién. Finalmente, como |Fix(id)| = 3n, concluimos
que:

1
|G\ X| = 6(n3+2n+3n2).
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Ayudantia 3: En esta ayudantia seguiremos estudiando el teorema se Sy-
low. En particular, clasificaremos grupos de ciertos 6rdenes. En lo que sigue
Sly, (G) corresponde al conjunto de p-subgrupos de Sylow del grupo G.

Problema 1: Sea G grupoy H < K < @G.

(Argumento de Frattini) Suponga que H <G. Pruebe que si P € Syl,(H)
entonces G = Ng(P)H.

(P-grupos son caracteristicos) Demuestre que si P € Syl,(H), P<Hy
H < K entonces P < K.

Deduzca que si P € Syl,(G) entonces H = N (P) cumple con Ng(H) = H.
Desarrollo:

Sabemos que G 2 Ng(P)H. Por lo tanto debemos demostrar la conten-
cién inversa. Observe que si P es un p-subgrupo de Sylow de H, enton-
ces Syl,(H) = {hPh™"' : h € H}. Sea g € G, como H < G, tenemos que
gPg~' C H. Luego, como |gPg~!| = |P| tiene exponente p maximal en |G|
y por lo tanto en |H|, tenemos que gPg~! € Syl,(H). Por lo tanto se cumple
que gPg~! = hPh™!, para cierto h € H. Es decir gh~! € Ng(P). Luego
g € Ng(P)H. Concluimos que G = Ng(P)H.

Sabemos que P < H si y solamente si P es el tinico p-subgrupo de Sylow
de H. Sea g € K entonces, como H < K, tenemos que gPg~! C H. Como
lgPg~'| = | P| tenemos que gPg~! es un p-subgrupo de Sylow de H. Luego,
como P es el tinico p-subgrupo de Sylow de H, tenemos que gPg~' = P.
Si P € Syl,(G), entonces P < H, por definicion de H. Como H < Ng(H)
tenemos que P < Ng(H). Es decir Ng(H) C H = Ng(P), pues Ng(P) es el
maximo subgrupo de G tal que P es normal. Ademas siempre se cumple que
H C N¢g(H). Por lo tanto H = Ng(H), es decir Ng(Ng(P)) = Ng(P).

Problema 2*: Sea G un grupo finito con la propiedad de que para todo
H, K subgrupos de G se cumple que HK C K H. Demuestre que para todo
p primo, el grupo G tiene un tnico p-subgrupo de Sylow, el cual es normal.
Demostracion: Considere P, Q) dos p-subgrupos de Sylow cualquiera de G.
Entonces por la propiedad de G se cumple que PQ C QP. Probemos que,
bajo estas hipdtesis, PQ es un subgrupo de G. En efecto, claramente e € PQ
y ademas si x1,x2 € Py y1,y2 € @ se tiene que:

T1Y12T2Y2 = T1TYY2,

para ciertos T € P,y € () tales que y;z2 = Ty. Por lo tanto PQ < G. Ahora
bien, si |G| = p"m, donde (p,m) = 1, tenemos que |P| = |Q| = p™. Por lo
tanto el cardinal del compédsito PQ es:

PRI ony
|PQ| = =p",
T
donde t € {0,--- ,n} cumple con |PN Q| = p'. Por otro lado, por el teorema

de Lagrange, tenemos que |PQ| divide a |G|. Concluimos que t = n y por
lo tanto P = PN @ = Q. De esto se sigue que G tiene un tnico p-subgrupo
de Sylow. Por ultimo, como los p-subgrupos de Sylow de un grupo dado son
conjugados entre si, se deduce que dicho p-grupo es normal en este caso.

Problema 3: Encuentre todos los grupos de orden 39 salvo isomorfismo.
Desarrollo: Sea G un grupo de orden 39. Observe que n13|3 y n13 = 1(13).
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Por lo tanto n13 = 1. Es decir existe un tnico 13- subgrupo de Sylow T'<G.
Por otro lado n3|13 y ng = 1(3). Luego tenemos que ng = 1 o n3 = 13.
Dividamos el andlisis en casos:

Supongamos que ng = 1. Entonces existe un 3- subgrupo de Sylow S < G
normal en G. Luego, como |G| = |S||T|y SNT C {z € G : |x]|3,5} = {e},
tenemos que G 03 X 013 = 039.

Por otro lado, si ng = 13, entonces tenemos que existen 13 subgrupos de
orden 3 en G. Sea S = {1,a,a?} grupo de orden 3. Como T < G tenemos
que aTa™! = T. Si T = {1,b,---,b'?} entonces aba~' = b, cierto i €
{1,---,12}. Observe que, por induccién, abfa~! = b** y a™ba™" = b".
Luego se tiene que b = aba™3 = bi’, es decir i® = 1(13). Por lo tanto
i € {1,3,9}. Observe que si ¢ = 1 entonces G abeliano y por lo tanto ng = 1.
Concluimos que:

GG ={a,b:b®=0a®>=1,aba* = b%),

o bien:

G=2Gy={a,b: 0% =0a=1, aba™' =1°).
Observe que Go = G, pues ¢ : G; — G4 definido por ¢(a) = a?, ¢(b) = b
es isomorfismo. Observe ¢ que estd bien definida pues ¢(ab) = a?b = ab’a =
b8ta? = b3a® = ¢(b%a). Por lo tanto existen solo dos grupos de orden 39
modulo isomorfismo.

Problema 4: Sean p, g primos tales que p > q.

Suponga que p = 1(mod ¢). Muestre que existe un grupo no abeliano de
orden pgq.

Suponga que g 1 p — 1. Pruebe que todo grupo de orden pq es ciclico.
Desarrollo: Sea G un grupo de orden pq. Es facil ver que n,, € {1, ¢} cumple
con n, = 1, dado que p > ¢. Por lo tanto, en G existe un tnico p-subgrupo
de Sylow P < G. En lo que sigue haremos uso de esta observacion.
Supongamos que P = (t). Considere H = Aut(P). Es un resultado conocido
que H = C,_;, dado que todos los automorfismos ¢ de P cumplen con
0(t) = t', donde (i,p) = 1. Luego, como ¢|p — 1, por teorema de Cauchy
tenemos que existe § € H tal que || = ¢q. Sea S = (s) un ¢-subgrupo
de Sylow de G. Observe que SP = (. Luego el grupo G, de existir, debe
estar generado por los elementos s y t, los cuales deben cumplir la relacion
sts~! = 1, para cierto i € N. Por lo analizado en el problema 2, tenemos
que t'* = t. Ahora bien, siempre existe un i € N tal que i # 1(mod p) e
i = 1(mod p), puesto que, por lo dicho anteriormente, siempre existe un
automorfismo de orden g. Note que, para concluir el hecho anterior pudo
haberse usado el teorema de Euler. Concluimos que siempre existe el grupo
no abeliano:

G=(ts:1* =1,87=1,sts" ' =1,
el cual tiene orden pgq.
En este caso, tenemos que n, = 1, dado que n, € {1,p}. Por lo tanto en

G existe un unico g-subgrupo de Sylow @ < G. Claramente PN Q = {e} y
|P||Q| = |G|. Concluimos que G = P x Q = C), x Cy = Cpq.

Problema 5*: Sea p # 2 un ntimero primo y G es un grupo de orden 2p.
Pruebe que G = Uy, o bien G = Dy,
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Demostracion: Por los teoremas se Sylow existen 7' < G un 2-subgrupo
de Sylow de G y S < G un p-subgrupo de Sylow de G. Observe que ny|2
y np = 1(p). Luego tenemos que n, = 1, lo que equivale a que exista un
tnico p-subgrupo de Sylow S < G. Por otro lado, tenemos que ny € {1, p}.
Dividamos nuestro andlisis dependiendo del valor de ns.
Supongamos que ng = 1. Entonces T'< G. Ademds TN S = {1}, pues si
x € T NS entonces |x||2,p, por ende |z| = 1. Por lo tanto G = T x S =
Cp X CQ = Cgp.
Supongamos que no = p. Si T = (b) y S = (a) entonces bab~—! = a’, donde
i = 1(p). Por lo tanto i = 1(p) o bien i = —1(p). Si i = 1(p), entonces
ab = ab y por ende G es abeliano, lo que nos lleva a una contradiccién pues
ne # 1. Por lo tanto bab™! = a~!. Concluimos que en este caso se cumple
que:
G=(a,b:a? =b>=1,bab~ " =a 1) = Dy,

Observe que este problema pudo haberse hecho con las mismas herramien-
tas expuestas en el problema 4 al consideras las soluciones de la ecuaciéon
i? = 1( mod p) al estudiar los homomorfismos de T' — Aut(S).
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Ayudantia 4: En esta ayudantia trabajaremos con productos semidirectos.

Problema 1: Si G = HN con HNN = {1} y N<G, entonces para cualquier
g € G existen unicos h € H,n € N tales que g = nh. Ademas G = N x4 H,
para ¢(h)(n) = hnh~!.

Demostracion: De la definicién de composito se sigue que para cualquier
g € G existen elementos h € H,n € N tales que g = nh. Demostremos la
unicidad de esta ultima expresion. En efecto, si ¢ = ni1hy = nahso, tenemos
que n;lnl = hghl_l € HN N. Por lo tanto n; = ny y hy = hs. Con esto
mencionado, considere la funcién sobreyectiva p : G — N x4 H definida por
p(nh) = (n, h). Por la unicidad anterior, tenemos que p(e) = (e,e) y que:

p(nlhlnghg) = p(’ﬂlhlnghl_lhlhg) = (nlhlnghfl,hlhg) = p(nlhl)p(nghg)

Concluimos que p es un homomorfismo sobreyectivo, y como ker(p) = {e},
obtenemos que p es un isomorfismo.

Problema 2: Para n > 2 considere ¢ : Z/2Z — Aut (Z/nZ) el homomorfis-
mo definido por ¢(a)(x) = (—1)*z. Demuestre que Da,, = Z/nZ x4 Z/27Z.

Demostracién: Sabemos que Ds, = (a,b : a® = b? = 1,bab™! = a~!).
Ademés N = (a) < Da,, pues bab~! = a~! € N, donde N es un grupo ciclico
de orden n. Considere H = (b) un 2-Sylow de Da,, de orden 2. Observe que
b ¢ N.Luego [NNH| =1,y porello HNN = {1}. Ahora bien, como N<Da,,

HN tiene estructura de grupo, y como |[HK| = :ZMM = |H||N| = |Danl,
tenemos que Dy, = HN. Del problema 1 se sigue que Dj,, = N x, H,
donde 9(b)(a) = a~*. Identificando los grupos N y H con cocientes de Z y

escribiendo 1 aditivamente, concluimos que G = Z/nZ x, Z/27.

Problema 3: Sean H,H' y N grupos y suponga que f : H — H' d :
H — Aut(N) y d' : H — Aut(N) son homomorfismos de grupos tales que
d=dof.

Encuentre un homomorfismo g : N xqg H —+ N x¢ H' que extienda f.
Demuestre que f es un isomorfismo si y solamente si g también lo es.
Desarrollo:

Considere el homomorfismo g : N xq H — N x4 H' definido por g(n,h) =
(n, f(h)). Observe que g estd bien definido, pues:

g(n1, h1)g(na, ha) = (n1, f(h1))(n2, f(he)) = (nad'(f(h1))(n2), f(hih2)).

Luego, como d = d’' o f, tenemos que g(n1, h1)g(ne, he) = g((n1, h1)(ng, ha)).
Note ademds que la funcién g restringida a {0} x H es g|joyxz = f-
Observe que ker(g) = {0} xker(f) y que Im(g) = H xIm(f), como conjuntos.
De esto se sigue que f es biyectiva si y solamente si g también lo es.

Problema 4: Clasifique todos los grupos de orden 20 salvo isomorfia.
Desarrollo: Sea G un grupo de orden 20. Usando la notacién de la teoria
de Sylow, tenemos que ns = 1. Luego existe un tinico 5-sugbrupo de Sylow
en G, el cual es normal. Sea N dicho subgrupo. Ademds ny € {1,5}.
Supongamos que ny = 1. Entonces existe un tnico 2-sugbrupo de Sylow en
G, el cual es normal. Sea H dicho subgrupo. Es directo de (|[N|,|H|) =1 que
NN H = {e}. Luego, como N,H <Gy G = NH tenemos que G =< N x H.
Por dltimo, como |H| = 4, tenemos que H = Cy x Cy 0 bien H = Cy4. Esto
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implica que G = Cyy o bien G = Cig x Cy. Note que estos grupos son no
isomorfos, pues el primero tiene un elemento de orden 20 mientras que el
segundo no.
Considere no = 5 y sea H un 2-Sylow de GG. Mediante el mismo argumento
que se dié en [i], se prueba que G = NH, donde N = (n) < G. Luego, por
la proposicién 1, tenemos que G = N %, H, para cierto ¢ : H — Aut(N).
Note que Aut(N) = C4 y observe que si ¢ es trivial, entonces G = H x N,
el cual es un grupo abeliano. Por ende volvemos a la clasificacién hecha en
[i].

Si suponemos que H = Cy x Cy =2 (a,b : a®> = b*> = 1,ab = ba) entonces
tenemos que los unicos homomorfismos no triviales ¢1, g2, 3 : Cy x Co —
Aut(N) son los definidos por:

d)l((aa b)) = (1d7 _id)v

¢2((aa b)) = (_ida ld)»

¢3((aa b)) = (*ida 71d)
Considere los automorfismos f1, fo : H — H definidos por fi(a,b) = (b,a) y
fi(a,b) = (ab,b). Es directo de la defincién sobre los generadores que ¢0f; =
¢ vy que @10 fo = ¢3. Del problema 2, concluimos que los tres automorfismos
dan origen a grupos isomorfos. Luego en este caso solo tenemos un grupo
modulo isomorfia, el cual es no abeliano. Del problema 1, se sigue que dico
grupo es:

Go={(a,bn:a®>=b*=n">=c,ana™' =n"  bnb~! =n=1).

Por otro lado, si H = Cy = {(a), tenemos que existen tres homomorfismos
1,19, 13 : Cy — (C7)* no triviales, los cuales estan en correspondencia con
las soluciones no triviales de 2* = 1( mod 7), y son:

1 (a) = 2id,
’lﬁg(a) = 3id,
qu(a) = _1d7

donde Nid es el automorfismo x — zV. Note que si escribimos los grupos
inducidos por 1 y 9 son:

G =(a,n:a*=n® =e,ana™! = n?)

Gy = {a,n: at=n=eana”! = n3>
Ahora bien, es sencillo porbar que los elementos a®,n € G} cumplen con
las mismas relaciones que a,n € G4. De esto se sigue que ambos grupos son

isomorfos. Luego, en este caso, tenemos dos grupos de orden 20, posiblemente
no isomorfos. A saber:

Gi = (a,n:a* =n° =e,ana™! =n?).

Gz = (a,n:a* =n° = e,;ana™! =n?).
Del problema 1 se sigue que, para cualquier homomorfismo ¢ : H — Aut(N),
se tiene que ker(¢) = {h € H : hnh™' = n,Vn € N} = Cy(N) es un
invariante del grupo (por ser el centralizador de un p-Sylow en un ¢-Sylow).



13

Luego, como ker(¢1) = {e,a’} y ker(¢sz) = {e}, se tiene que G; no es
isomorfo a G3. Por otro lado, como G y G» tienen por 2-Sylow al grupo
Cy y Gy tiene por 2-Sylow al grupo de Klein, tenemos que Gy y G2 no son
isomorfos a Gy. Concluimos que existen 5 grupo de orden 20. A saber, los
grupos no abelianos Gy, G1,G3 y los grupos abelianos Cyy y Cig X Cs.

Problema 5*: Determine cuantos grupos no isomorfos existen de orden 88
y que contienen al menos un elemento de orden 8.

Desarrollo: Sea G un grupo de orden 88. Por los teorema de Sylow, tenemos
que n1; = 1 y por ende existe un tnico 11-Sylow N en G, el cual es normal.
Note que G tiene un subgrupo ciclico H de orden 8 el cual es ciclico. Luego
como dicho subgrupo es un 2-Sylow, tenemos que los 2-subgrupos de Sylow
de G son todos ciclicos. Supongamos que existe solamente un 2-Sylow en G.
Usando las mismas herramientas del problema 4 podemos concluir, que en
este caso, se tiene que G = H x N = (g x C11 = Cgg. Supongamos ahora
que ng = 11 y digamos que H = (a) y que N = (b). En dicho caso, por el
problema 1, tenemos que G es un producto semidirecto de N y H dado por un
homomorfismo Cg = H — Aut(N). Como la tnica condicién sobre la imagen
de a en Aut(V) es que tenga orden 8, tenemos que dicha imagen esté descrita
por un homomorfismo que envia b — b®, donde ® = 1( mod 11). Ahora
bien, si #® = 1( mod 11), se tiene que z* es una raiz de 1 en Z/11Z. Por
ende z* = 1( mod 11) o bien 2* = —1( mod 11). Pero en Z/11Z no existen
raices de —1. Por lo tanto 2* = 1( mod 11). Empleando el mismo argumento
deducimos que 22 = 1( mod 11) y por lo tanto # = 1 0 — 1( mod 11). De
esto se sigue que el inico homomorfismo no trivial de H — Aut(N) es ¢
definido por v (a)(b) = b~!. Por ende el tinico grupo no abeliano que cumple
nuestras hipdtesis es:

Go = (a,b:a®=b" =e,aba =b"").
Concluimos que existen dos grupos no isomorfos de orden 88 que contienen

al menos un elemento de orden 8.

Problema 6: Sea F' un cuerpo y G C My(F') el grupo de matrices triagula-
res superiores. Pruebe que G = F' x (F* x F*).
Desarrollo: Considere el subgrupo D de matrices diagonales y U el subgru-

po definido por:
v={(Lt %) aer
0 1)@ .
Note que toda matriz g = ( 8 IC) ) € G puede escribirse como:

=5 0) (0 ")
c
Por lo tanto G = DU. Claramente DNU = {1d}. Ademds U <G, puesto que:
<x O)(l a)(x_l 0)_(1 y‘%a)
0 y 0 1 0 yt/)7\o 1 '

Por el problema 1, deducimos que G = U x4 D, para ¢ el homomorfismo
definido por [2} Por ultimo, como U = F y D & F* x F*, se tiene lo pedido.
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Ayudantia 5: En esta ayudantia repasaremos lo visto en las anteriores,
con el objetivo de preparar la primera prueba.

Problema 1%*: Sea p primo tal que car(IF) = p. Determine todas las clases
de conjugacion de los elementos de orden p en G = Gly(F).

Desarrollo: Sea A € G una matriz de orden p, es decir AP =id y A # id.
Como el cuerpo F tiene caracteristica p, se cumple que (A —id)P = AP —id =
0. Luego, la matriz B = A—id es nilpotente. Es un hecho conocido de algebra
lineal, que cualquier matriz nilpotente en My (F) es conjugada a:

Luego existe una matriz invertible g € G tal que A—id = gNg~!. Concluimos
que A = g(N+id)g~! y que por lo tanto existe solo una clase de conjugacién
para elementos de orden p en G.

Problema 2: Sea G un grupo de orden 105. Pruebe que si G tiene un 3-
Sylow normal, entonces G es abeliano.

Desarrollo: Observe que |G| = 3-5-7. Por ende ns € {1,3,7,21} y ns =
1( 5 ). Por lo tanto ns = 1 o bien ns = 21. De igual manera, ny € {1,3,5,15}
ynr =1( 7). Por lo que n; =1 0 15. En el caso en que ny =15y ns = 21,
como cualquier elementos en la interseccién entre 5 o 7-Sylow genera todo el
grupo, tenemos que en G existen a lo menos 15-6+21-4 = 174 elementos. Esto
nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto alguno de los Sylow anteriores es
normal. Dividimos nuestro estudio de acuerdo al caso.

Si ns = 1, entonces tenemos un 3-subgrupo de Sylow N <G y un 5-
subgrupo de Sylow K<G. Considere H = N K, el cual es un subgrupo normal
de G, y sea S un 7-subgrupo de Sylow de G. Por las mismas cuentas que
hemos hecho en las ayudantias anteriores, tenemos que HS =Gy HNS =
{e}. Por lo tanto G es isomorfo a algin producto semidirecto de H con S,
determinado por un homomorfismo ¢ : S — Aut(H). Note que H = Cj;,
pues nuevamente por lo teoremas de Sylow, se puede deducir que el tnico
grupo de orden 15 es el ciclico. Luego Aut(H) = (Z/15Z)", el cual tiene tantos
elementos como nimero relativamente primos a 15 existen y sean menores
que este. Concluimos que |Aut(H)| = 8. Luego el tnico homomorfismo ¢ :
S — Aut(H) es el trivial (por cuestién de el orden de los grupos). Concluimos
entonces que G = S x H 2 Z/TZ x Z/15Z = Z/105Z.

Si ny = 1, entonces tenemos un 3-subgrupo de Sylow N <G y un 7-
subgrupo de Sylow K<G. Considere H = N K, el cual es un subgrupo normal
de G, y sea S un 5-subgrupo de Sylow de G. Por un razonamiento anaélogo
al antrior, tenemos que HS = Gy HN S = {e}. Luego G es isomorfo a
algun producto semidirecto de H con S, determinado por un homomorfismo
¢S — Aut(H). Note que H = Cyy, por los teoremas de Sylow (Ejercicio).
Luego Aut(H) = (Z/21Z)", el cual tiene tantos elementos como nimero
relativamente primos a 21 existen y sean menores que este. Deducimos que
|Aut(H)| = 12. Luego el inico homomorfismo ¢ : S — Aut(H) es el trivial.
Concluimos entonces que G = S x H 2 Z/57 x 7/217 = 7./105Z.

Problema 3: Demuestre que los 3-subgrupos de Sylow de Sg son isomorfos
a Z/37Z x Z.]3Z.
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Demostracién: Note que el subgrupo N = ((123), (456)) C Sg tiene orden
9 v es isomorfo a Z/3Z x Z/3Z. Esto se debe a que las tuplas (123) y (456)
son disjuntas. Por otro lado, el orden de Sg es 6! = 5 - 32 - 2%, Luego todo
3-subgrupo de Sylow de Sg tiene orden 9 y, por los teoremas de Sylow,
podemos concluir que es conjugado a N. En particular dichos 3-subgrupos
son isomorfos a N, de lo que se sigue lo pedido.
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Ayudantia 6: En esta sesion estudiaremos dos tipos especiales de grupos
denominados solubles y nilpotentes.

Problema 1: Sean G, H, K tres grupos tales que 1 =/ H - G -9 N — 1
es una sucesién exacta.
Mustre que si H y N son grupos solubles entonces G también lo es.
Deduzca que si H < G es soluble y su cociente G/N es soluble, entonces G
es soluble.
Demuestre que S3 es un grupo soluble.
Desarrollo:
Para hacer mas simple esta demostracién identificaremos H con su subgru-
po imagen en G. Dado que N es un grupo soluble considere la series de
composicion:

{eN} :N0<]N1<]---<1Hn:H,

donde N;11/N; es un grupo abeliano para todo i € {1,--- ,n—1}. Al tomar
preimagenes por g en la serie anterior obtenemos:

ker(g) =g~ '(No) Cg~'(N1) C -+~ C g '(Hn) = G.

Note que el homomorfismo g induce homomorfismos g; : g~ '(Niy1) —
N;11/N; tales que ker(g;) = g~ 1(N;). Esto implica que g~ (N;) <g™ 1 (N;y1)
y que su cociente es abeliano. Ahora bien, como H = ker(g), tenemos que
podemos considerar la serie de composicién de cociente abeliano:

{e¢} =Hyo<Hy<---<H, =H.

Yuxtaponiendo a la serie , la serie , obtenemos una serie de composicién
para G, la cual cumple con las propiedades deseadas.

Considere la sucesién exacta 1 - H - G — G/H — 1 y aplique el item [i].
Considere el subgrupo normal Az < S3, el cual es abeliano, pues tiene 3
elementos y cuyo cociente es G/As = Z/27. Aplicando el item [ii] a este
caso particular podemos deducir que S3 es un grupo soluble.

8 b :a,cEF*,bGF}.

Encuentre una serie de composiciéon de cociente abeliano para G.

Calcule el subgrupo de conmutadores de G y con ello de una nueva demos-
tracién de la solubilidad de G.

Desarrollo:

Considere el homomorfismo ¢ : G — F* x F* definido por:

(3 1)t

Dicho homomorfismo el claramente sobreyectivo y su ntcleo es el subgrupo

N = { ( 1o ) :be F} Esto muestra que N es un subgrupo normal de

Problema 2: Considere el grupo G = { (

0 1
G, cuyo cociente es isomorfo al grupo abeliano F* x F*. Luego como N & F
tenemos la serie de composicién de cociente abeliano:

{id} « N «G.

Esto prueba que G es un grupo soluble.
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Calculemos el conmutador de dos matrices cualquiera < 8 l; ) , < g :Z ) €

(. En efecto dicho conmutador es:

[ a b x vy a”! —ba"lc! b —yp izt
9=\ o0 ¢ 0 =z 0 c ! 0 27! ’
Multiplicando dichas matrices se obtiene que:

1 —zy ' —bcly~te +azely=t +be?
9= o 1 '

Luego el subgrupo de conmutadores G(!) de G esté contenido en el grupo N
definido en el item anterior. Como dicho grupo es abeliano concluimos que
G® = {id}. Esto da una demostracién alternativa a la mostrada en [i] del
hecho de que G es abeliano.

Problema 3*: Sea G grupo finito soluble y considere N <G minimal.
Pruebe que N es abeliano.

Demuestre que existe p primo tal que zP = e, para todo x € N.
Desarrollo:

Sabemos que existe una cadena normal {e} < H; <« Hy<--- <4 H; = G, donde
H;;1/H; es un grupo abeliano Vi € {1,--- ,s}. En particular, tenemos que:

{e}<HINN<H;NN<---Hs_1NN<N,

es una cadena normal, donde H; 11 " N/H; "N — H;11/H; es un grupo
abeliano Vi. Por la minimalidad de N tenemos que Hs;_1 N N = {e} o bien
Hs;_1 NN = N. En el primer caso, tenemos que N es un grupo abeliano. En
el segundo caso tenemos que nuestra cadena normal se reduce a {e} < H; N
N<aHyNNQ---<«Hs_oN NN y aplicamos el mismo argumento. Note que si
N C Hi, entonces N es abeliano, puesto que H; es un grupo abeliano. Esto
concluye lo pedido.

Considere una cadena normal para G como la mostrada en [i]. Sabemos
que H;11/H; es un grupo abeliano Vi € {1,---,s}. Luego, por el teore-
ma de médulos finitamente generados sobre DIP, tenemos que H;y1/H; &
[Tizi IT55, Z/p) . En particular, tenemos que H;y1/H; tiene un subgru-
po de indice p;. Luego, si tomamos la preimagen de este subgrupo bajo
la proyeccién, encontramos H; < K < H;41, donde [K : H;y1] = p1. Apli-
cando este algoritmo a K/H; obtenemos K’ tal que H; <K' <K <H;1 y
[Hit1: K] =p1 y [K : K'] = ps primo. Aplicando inductivamente este ra-
zonamiento sobre cada cociente H;i1/H;, encontramos una cadena normal
{e} «K1<Ky<q---aK; =G, donde K,11/K; = Cy,, para cierto g; primo.
Luego N = Cy, o bien NN K,_; = N, por el mismo argumento que se dié
en [i]. Aplicamos entonces el mismo razonamiento que en [i]. Esto implica
que N = C,,, para algtn ¢. En particular existe p primo tal que z? = e, para
todo z € N.

Problema 4: Sea G = Dy, = <a,b ca? =b" =e,aba”! = b*1> el grupo
dihedral de 2n elementos.

Calcule [G,G].

Pruebe que G es soluble.

Pruebe que G es nilpotente si y solamente si n es potecia de 2.
Desarrollo:



18

ii.-

iii.-

Es claro que [a’,a’] = [b%,b7] = e. Por ende solo debemos calcular los con-
mutadores [ab’, b7], [ab?, ab’]. En efecto [ab’,b] = ab'b'b~Ta"1b"% = b2 y
[ab?, ab’] = b*U~7). Por lo tanto [G,G] = (b?).

Note que G!) es un grupo abeliano. Por lo tanto G2 =[G, GV] = {e}.
Esto prueba que Ds, es un grupo soluble.

El célculo hecho en [i] implica que G* = [G!,G] = (b*). Por induccién
tenemos que G' = (th). Luego G es nilpotente si y solamente si n|2¢, para
cierto t € N. Esto es equivalente a que n sea una potencia de 2.

Problema 5: Usando que todos subgrupo propio de un grupo nilpotente
es un subgrupo propio de su normalizador, pruebe que un grupo finito G es
nilpotente si y solamente si todo subgrupo maximal de G es normal.
Demostracion: Supongamos que G es nilpotente y consideremos M un
grupo maximal de G. Sabemos que M C G, luego, por la nilpotencia de G,
tenemos que M C Ng(M). Esto implica que Ng(M) = G. Es decir M < G.
Reciprocamente, supongamos que todo subgrupo maximal de G es normal.
Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Si demostramos que P <1 G entonces
se obtiene lo pedido. Supongamos que P no es un subrgupo normal de G y
sea M un subgrupo maximal que contiene a Ng(P). Por hipdtesis M < G.
Luego por el argumento de Frattini (Ver problema 1 de la ayudantia 3),
tenemos que G = M N¢(P). Pero por construcciéon M Ng(P) = M. Esto nos
lleva a una contradiccién.

Problema 6: Si H, N son grupos nilpotentes y 1 =f H =+ G —9 N — 1 es
una sucesion exacta, ;Es cierto que G es nilpotente?

Desarrollo: Esta propiedad es falsa en general. Por ejemplo considere G =
Ss, H = A3 y N = S3/As = Z/2Z. En este caso los grupos H y N son
abelianos, y por ende nilpotentes. No obstante G no es nilpotente, ya que
no es el producto directo de sus subgrupos de Sylow. Note que el mismo
ejemplo dice que la nilpotencia no es una propiedad que se mantenga al con-
siderar el producto semidirecto de grupos nilpotentes. Por ende, aunque nos
restringieramos al caso de sucesiones exactas escindidas, la premisa anterior
es falsa.
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2. ANILLOS:

Ayudantia 7: En esta ayudantia estudiaremos la parte bésica de la teoria
de anillos, en particular trabajaremos con ideales y polinomios.

Problema 1: Sea H = Hy el anillo de cuaterniones de Hamilton.

Pruebe que en H existen infinitas soluciones de la ecuacién 22 + 1 = 0.
Muestre que en H hay infinitos subanillos isomorfos a C.

Desarrollo:

Sea ¢ € H un cuaternién cualquiera. Escribiendo ¢ = ag + a1 + asj + asij,
tenemos que si —1 = ¢® = a3 + 2ap(a1i + azj + azij) + (ari + azj + azij)?,
entonces ag = 0 o bien a; = as = az = 0. En el segundo caso tenemos que

a2 = —1 y esta ecuacién no tiene solucién real. En el otro caso tenemos que
q?> = —a} — a3 — a% = —1. Es decir, las componentes de los cuaterniones que

en este caso satisfacen la solucién se encuentran en la esfera real. Luego hay
infinitas de estas soluciones.

Sea ¢ = aii + azj + azij € H tal que a? + a3 + a3 = 1. Considere la
transformacién R-lineal ¢4 : C — H definida por ¢4(i) = ¢. Observe que
¢ es un homomorfimo de anillos cuyo kernell es trivial. Por lo tanto, por
primer teorema de isomorfia tenemos que C = Im(¢q). Observe también que
si Im(¢py) = Im(¢y ) entonces ¢ = ag + bq'. Luego —1 = ¢* = a2 + 2bapq’ +
b2q"? = a2 + 2bagq’ — b?. Tgualando las componentes en el anillo H tenemos
que ag = 0 y b = £1. Por lo tanto tenemos tantos subanillos H, = Im(¢,)
isomorfos a H como elementos en la semi-esfera real. Luego hay infinitos.

Problema 2: Sea X espacio Hausdorff compacto. Considere C'(X) = {f :
X — R: f continua}. Sea z € X y considere m, = {f € C(X) : f(z) = 0}.
Muestre que m,, es un ideal maximal de C'(X) respecto a la inclusién.

Sea Max(C'(X)) es el conjunto de ideales maximales de C'(X) y considere la
funcién v : X — Max(C(X)) definida por u(z) = my. Pruebe que u es una
funcién biyectiva.

Describa todos los homomorfismos R-lineales de C(X) a R.

Desarrollo:

Considere el homomorfimo ev, : C(X) — R definido por ev,(f) = f(z).
Observe que ker(ev,) = m,. Ademds para todo r € R, existe f = 1r € C(x)
tal que ev,(f) = r, donde 1 es la funcién constante igual a 1. Por el primer
teorema de isomorfia tenemos que C(X)/m, = R, en donde este tltimo
anillo es un cuerpo. Por lo tanto m, es un ideal maximal.

Sea m un ideal maximal de C(X) y V = {x € X : f(z) = 0,Vf € m}.
Supongamos que V = ) entonces para todo z € X existe f, € m tal que
fz(z) # 0. Como f, es continua existe una vecindad U, de z tal que f, no se
anula en ningin punto de U,. Por la compacidad de X tenemos que existen
finitos U,, tales que U, U,, = X. Considere entonces f = f2+---+ f2 € m.
Esta dltima funcién no tiene ceros en ningin punto de X y por lo tanto es
invertible, con inversa continua. Luego m = C(X). Por lo tanto V # (.
Sea x € V, entonces por defincién m C m,. Por maximalidad concluimos
que m = mg. Esto prueba la sobreyectividad de u. Para la inyectividad,
supongamos = # y. Como X es Hausdorff y compacto, por lema de Uryson



20

iii.-

i.-
ii.-
iii.-

ii.-

iii.-

iv.-

ii.-

iii.-

existe una funcién continua f tal que f(x) = 0, pero f(y) # 0. Luego
My 7 My,

Sea ¢ : C(X) — R un homomorfismo R-lineal. Como ¢(rl) = r, para
todo r € R, tenemos que ¢ es sobreyectiva. Luego C(z)/ker(¢) = R. Por
ende ker(¢) es un ideal maximal de C(X). Por [ii] tenemos que ker(¢) =
my, para cierto x € X. Por otro lado, para todo f € C(X) se tiene que
o(f—o(f)1) = 0. Es decir f—¢(f)1 € m,. Por definicién de m, concluimos

que f(z) — ¢(f) = 0. Es decir f(x) = ¢(f). Por ende ¢ = ev,.

Problema 3: Sea A un anillo conmutativo. Se define el radical r(I) de un
ideal I por r(I) ={be A:b" € I, alginn € N}.

Muestre que r(I) es un ideal que contiene a I.

Puebe que r(r(I)) = r(I).

Muestre que r(I) = A si y solamente si I = A.

Muestre que r(I + J) = r(r(I) + r(J)).

Pruebe que si 7(I) + r(J) = A entonces I + J = A.

Desarrollo:

Sea a,b € r(I). Entonces existen n,m € N tales que ™ € I y b™ € I. Por lo
tanto (a+b)"*™ € I. Luego a+b € r(I). Por otro lado, para r € A cualquiera
tenemos que (ra)™ = r"a™ € I. Luego ra € I. Esto prueba que r(I) es un
ideal. Ademas, para todo i € I tenemos que i' € I. Luego I C r(I).

Basta probar que r(r(I)) C r(I). Sea x € A tal que 2™ € r(I) entonces existe
m € N tal que 2™ = (2")™ € I. Luego = € r(I).

Claramente r(A) = A. Por otro lado si r(I) = A entonces 1 € r(I). Por lo
tanto existe n € N tal que 1 = 1™ € I. Esto prueba que I = A.

Claramente (I + J) C r(r(I) + r(J)). Por otro lado si € r(r(I) + r(J))
tenemos que " € r(I)+r(J), para cierto n € N. Es decir ™ = a+ b, donde
a® € Iy bt € J, para ciertos s,t € N. Luego 2"t = (a + b)*tt c T+ J y
asi z e r(I +J).

Supongamos que 7(I) + r(J) = A. Entonces r(I + J) =r(r(I) + r(J)) = A.
Por [iv] concluimos que I + J = A.

Problema 4: Sea A anillo conmutativo con uno y sea f =ag+ajz+---+
apx” € Alx].

Pruebe que f € A[x]* siy solamente si ay € A* y a; es nilpotente, para todo
ie{l,--,n}.

Se define el radical de Jacobson de A por:

JA)={a€A:14+ay e A", Vy € A}

Pruebe que J(A) = ({m : m es ideal maximal}.

Concluya que el nilradical 91(A[z]) de A[z] coindice con el radical de Jacob-
son J(A[z]).

Desarrollo:

Para comenzar, supongamos que ay € A* y a; es nilpotente, para todo
i € {1,---,n}. Entonces f(x) = ag + x(a; + - + a,z" '), donde z(a; +
-+ + ap,z™ 1) es nilpotente. Luego el resultado sigue del hecho de que la
suma de un elemento invertible y un nilpotente es invertible. Supongamos
que f € Alx]*, es decir existe g = bg+byz+- - -+bpz™ € Alz] tal que fg(x) =
gf(z) = 1. Considerando el producto de los términos de grado 0, deducimos
que ag € A*. Por otro lado tenemos que a,b,, =0, apn_1by + bm_1a, =0y
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mas relaciones que se obtienen comparando los términos de grado mayor a
0 en fg(z) = 1. En particular, si multiplicamos por las potencias crecientes
de a,, obtenemos que a’*'b,,_, = 0. Luego, tenemos que a”*'by = 0.
Por otro lado, como by es invertible, tenemos que a™! = 0, es decir a,, es
nilpotente. Ademads, como f — a, es invertible, tenemos por induccién que
a; es nilpotente, para todo ¢ € {1,--- ,n}.

Supongamos que 1 + ay no es unidad, para cierto y € A. Entonces existe m
ideal maximal tal que 14 ay € m. Luego si a € ({m : m es ideal maximal},
tenemos en particular que a € m. Por lo tanto tenemos que ay € m y luego
1 € m, lo cual nos lleva a una contradiccién. Supongamos ahora que a ¢ m,
para cierto m ideal maximal de A. Entonces m + (a) = A. Luego 1 = ya+ s,
para ciertos a € Ay s € m. Por lo tanto v = 1+ (—y)a € m, en particular
v no es invertible.

Claramente 91(A[z]) C J(Alz]). Por otro lado, si f(z) = ap + a1z + -+ +
anx™ cumple con que 1+ fg(x) € Alz]*, para todo g(z) € A[x], entonces
considerando g(z) = z obtenemos que 1+ agz + - -+ + a,z" ™! € Afz]*. Por
[i] esto implica que a; es nilpotente, Vi. Luego f(z) es nilpotente.

Problema 5: Sea A anillo conmutativo con uno y pi,--- ,p, ideales del
anillo A.

Demuestre que I C U?lei si y solamente si I C p;, para cierto i €
{1,--,n}.

Suponga que I es un ideal primo. Pruebe que I D ﬂ?zl p; si y solamente si
I D p;, para cierto i € {1,--- ,n}.

Desarrollo:

Este ejercicio forma parte de la Guia 5.

Claramente si I D p; entonces I D ﬂ?zl p;. Demostremos el reéiproco por
contradiccién. Si para todo ¢ € {1, -+ ,n} existe x; € p; — I entonces x =
z1 - € ()j—, Pi, por la defincién de ideal. Luego si I D [);_, p; entonces
x € I. Como I es un ideal primo tenemos que algun x; € I, lo cual nos lleva
a una contradiccién.
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Ayudantia 8: En esta ayudantia trabajaremos con anillos noetherianos,
dominios de factorizacién uinica y estudiaremos algunos criterios de irredu-
cibilidad de polinomios.

Problema 1: Sea A = Z[i] C C, el anillo de enteros gaussianos.

Muestre que A es un DIP.

Pruebe que todo DIP es un anillo noetheriano. Concluya que A es un anillo
noetheriano.

Muestre que 5 € Z[i] no es un elemento primo. Determine su descomposicién
en irreducibles.

Desarrollo:

Sea I ideal no nulo de A y considere a € I elemento de norma compleja
minimal y no nula. Existen elementos de norma no nula porque N(z) = 0
si y solamente si z = 0. M4s aln, existe un elemto de norma minimal por
principio del buen orden. Entonces tenemos que (a) C I. Por otro lado, si
b € I, entonces por algoritmo de division existen s,t € A tales que b = sa+t,
donde t =0 o N(t) < N(a). Luego, como t =b— sa € I y N(a) es minimal
en I, tenemos que t = 0. Esto implica que b € (a). Por lo tanto I = (a).

Un DIP cumple con que todo ideal contenido en el es finitamente generado,
puesto que esta generado por un solo elemento. Sabemos que esto tultimo es
equivalente a que el anillo sea noetheriano. Por [i] concluimos que A es un
anillo noetheriano.

Para demostrar o refutar la primalidad de 5 € Z[i] debemos examinar el
cociente B = Z[i]/(5). En efecto Z[i] & Z[x]/(2® + 1) via el isomorfismo
inducido por la evaluacién en z = i. Note que la preimagen de (5) por la
evaluacién en =i es (z® + 1,5). Por lo tanto:

Z[i)/(5) = Zla) /(2 + 1) /(5,2 + 1)/ (2* + 1),
Luego por uno de los teoremas de isomorfia, tenemos que:
Z[i)/(5) = Z[]/ (5,2 + 1)/ = Fs[a]/(2® + 1).

Ahora bien, el polinomio 22 + 1 se factoriza en F5 el cuerpo de 5 elementos
como 22 + 1 = (z — 2)(x + 2). Por lo tanto B tiene divisores de cero, lo
que prueba que dicho anillo no es un dominio de integridad. Del argumento
anterior se desprende que la factorizacién de 5 en elementos irreducibles debe
ser 5 = (2414)(2 — i), dado que via los isomorfismos empleados x va a dar al
elemento i € A. En efecto, no es dificil, via los mismo argumentos anteriores,
percatarse que 2 + 4 y 2 — i son elementos irreduucibles en Z[i] (Ejercicio).
Esto concluye lo pedido.

27i

Problema 2: Sea w = e3 y considere el anillo Z[w] = {a + bw : a,b € Z}.
Pruebe que (7) no es un ideal maximal de Z[w].

Encuentre los ideales maximales que contienen a (7).

Desarrollo:

Estudiemos el cociente Z[w]/(7). En efecto, tenemos que Z[w] = Z[x]/(2* +
z + 1) via el homomorfismo ¢ definido por ¢(p(z)) = p(w). Luego, factori-
zando dicho homomorfismo, tenemos que:

Z[w)/(7) =2 (Z[z]/(z* + z + 1)) /((7,2® + = + 1) /(2 + 2 + 1)).
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Por uno de los teoremas de isomorfia, concluimos que:
Zlw)/(7) 2 Z[x)/(7,2° + z + 1).

Empleando nuevamente uno de los teoremas de isomorfia, deducimos que
Zlw)/(7) = (Z[x]/(7)/((7,2* + x +1)/(7)) = Fr[a]/(2* + z + 1). Observe
que (2 4+x+1) = (z—2)(x+3) y F7[z] = (z+3)+(2—2). Luego, por teorema
chino de los restos, deducimos que Z[w]/(7) = F7[z]/(x —2) xF7[x]/(z+3) =
F; x F7. Por lo tanto Z[w]/(7) no es cuerpo, lo que implica que (7) no es
maximal.

Observe que los ideales maximales de F7 x F7 son F7 x {0} y {0} x Fr.
Luego, los ideales maximales que contienen a (7) son las preimagenes via la
proyeccién canénica de los ideales maximales de Z[w]/(7) = F; x F;. Por
un calculo via los homomorfismos mostrados en [i] deducimos que (w —2) &
{0} xF7 y (w+3) 2 Fr x {0}. Ademds, como 7 = (w + 3)(2 — w), tenemos
que (7,w—2) = (w—2)y (7,w+ 3) = (w+ 3). Por lo tanto, los tinicos
ideales maximales que contienen a (7) son (w —2) y (w + 3).

Problema 3:* Sea A anillo conmutativo con uno.

Muestre que si A es un anillo noetheriano entonces A/I es noetheriano, para
todo ideal I C A.

Pruebe que en un dominio noetheriano existe factorizacién en elementos
irreducibles, para todo elemento no invertible.

Es un hecho probado, que si A es un anillo noetheriano entonces A[x] también
lo es. Sea p € Z primo. Muestre que todo a € Z[,/p] no invertible tiene una
factorizacién en irreducibles.

Desarrollo:

Considere {0} C J; C--- C J, C -+, una cadena de ideales en A/I. Por el
teorema de correspondencia, tenemos que para todo k € N existe [ ideal de
A que contiene a I tal que Ji = Ij;/I. He decho Iy = I. De esto se obtiene
la cadena ascendente {0} C I C I; C ------ I, C ---. Por la notherianidad
de A, concluimos que existe N € N tal que Iy = I,,, para todo n > N. En
particular, Jy = J,, para todo n > N. Esto prueba que A/I es noetheriano.
En lo que sigue probaremos que en todo dominio noetheriano A hay facto-
rizacién en irreducibles de todo elemento no invertible. En efecto, si a € A
no es irreducible se tiene que a = a1b;, donde a; o by no es invertible. Su-
pongamos, sin perdida de generalidad, que a1 no es invertible. Entonces, si
a1 no es irreducible, existen ag,by € A tales que a3 = agbs y as 0 b no
es invertible. Por otro lado si a; es irreducible, tenemos su factorizacién y
aplicamos el mismo argumento a b;. Por induccién obtenemos una cadena
de ideales:

(a) C (a1) C (az) C -+ (an) C ---

Luego como A es noetheriano, esta cadena es estacionaria. Entonces en algin
paso de la induccién obteniamos un elemento irreducible. Esto implica la
factorizacion de a € A.

Observe que Z[,/p] = Z[z]/(2* — p). Ademds, dado que Z es un anillo noet-
heriano puesto que es un DIP, tenemos que Z[x] es un anillo noetheriano.

Luego por [i], se tiene que Z[/p] = Z[z]/(x* — p) es un anillo noetheriano.
Luego este resultado se sigue de [ii].
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Problema 4*: Sea A un anillo conmutativo y sea m C A un ideal maximal y
principal de A. Demuestre que no existe un ideal I de A tal que m? C I C m.
Demostracién: Consideremos m = (7), donde m € A. Sea I un ideal tal que
m? C I € m. Entonces como m? = (72), tenemos que (72) C I < (7). Note
que todo elemento a € I se escribe como a = 7b, con b € A. Por lo tanto
(r) C 7w '1 C A, donde 771 = {b € A: Ja € I tal que a = wb}. Observe
que 711 es un ideal de A. Ademés si w1 = A, entonces 7-1 =7 € I, lo que
es falso. Por otro lado, si (1) = 711 entonces todo b € I se escribirfa como
b = ¢pm. Por ende todo a € I se escribirfa como a = 72¢,. Esto demuestra
que m? = I, lo que es contradictorio. Concluimos, de la maximalidad de m,
que dicho ideal I no puede existir.

Problema 5*: Sea A un DFU noetheriano en el que se cumple que para todo
a,b € A, no ambos nulos y sin dividores primos comunes, existen u,v € A
tales que au + bv = 1. Demuestre que A es un DIP.

Demostracién: Debemos probar que todo ideal I C A estd generado por un
elemento. Observe que, por ser A noetheriano, tenemos que todo ideal de A es
finitamente generado. Luego que si logramos probar que un ideal de la forma
I = (a,b) esta generado por un elemento d € A, entonces por induccién sobre
el nimero de generadores, obtenemos lo pedido. Considere d € A un méaximo
comun dividor entre a y b. Como d divide a a y b tenemos que a = a1d,
b = bid. Luego (d) D (a,b). Probemos por lo tanto que (d) = (a,b). En
efecto, a1,b; € A son elementos sin divisores primos comunes. Esto de debe
a que si plaj, by entonces dp es un dividor comun de a,b tal que (dp) C (d),
lo que contradice la eleccién de d € A. Por la hiptesis respecto de A tenemos
que existen u, v € A tales que aju+byv = 1. Por lo tanto d = au+bv € (a,b).
Esto demuestra la igualdad entre los ideales citados previamente. Concluimos
que A es un DIP

Problema 6: Sea A un dominio de factorizacién tnica (DFU).

Lema de Einsenstein. Sea p € A un elemento irreducible y f(z) =
St gaixt € Afz]. Pruebe que si pla;, Vi € {0,---,n—1}, pta, y p* t ag
entonces f(x) es irreducible.

Sea p(x,y) = 2™ +y € Z[z,y]. Muestre que p(x,y) es un polinomio irreduci-
ble.

Muestre que p(z,y) = z? + y* € Clz,y] no es irreducible.

Desarrollo:

Considere g(x) = Y7_obiz’ y h(z) = Yi_, ¢z’ dos polinomios tales que
f(x) = g(x)h(x). Entonces como ag = byco y plag, pero p? { ag tenemos que
plbo 0 plcg, sin que sea posible que ambos hechos ocurran. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que by = 0(mod p). Entonces, como coby + ¢1by =
0 (mod p), tenemos que cob; = 0(mod p). Luego, como A/(p) es un dominio
de integridad, tenemos que b; = 0(mod p). Por induccién obtenemos que
bs = 0 (mod p). Por lo tanto p|a,. Esto nos lleva a una contradiccién.

Sea y € Zly] entonces Z[y]/(y) = Z, en particular obtenemos que y € Z[y]
es un elemento primo. Luego y es un elemento irreducible, puesto que Z[y]
es un DFU y en un DFU todo elemento primo es irreducible. Ocupando el
criterio mostrado en [i], para p = y concluimos lo pedido.
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iii.- Observe que p(z,y) = (22+iy) (22 —iy), en donde x2+iy y 22 —iy cumplen con
Zz,y]/(x+iy) = Z[y]. Por lo tanto x2+iy y 22 —iy son elementos irreducibles
y por ende no invertibles. Esto prueba que p(x,y) es reducible. Esto muestra
que el criterio mostrado en [i] depende fuertemente de la condicién p? { ag.
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Ayudantia 9: En esta ayudantia haremos un repaso general por la teoria
de anillos e incluiremos algunos ejercicios asociados con polinomios y Lema
de Gauss.

Problema 1*: Sea A un anillo conmutativo con 1. Diremos que un elemento
s € A no nulo y no invertible es especial si para todo a € A existen ¢, € A
tales que:

a = qs+r, donde r = 0 o bien r es invertible.

Demuestre que todo polinomio de grado 1 en Q[z] es especial.

Si s € A es especial, demuestre que (s) es un ideal maximal de A.
Demuestre que no hay elementos especiales en Z[z].

Desarrollo:

Sea f un polinomio de grado 1 y a € Q[x] otro polinomio cualquiera. Por
algoritmo de divisién existen ¢,r € Q[z] tales que a = gs + r, donde r = 0
o bien deg(r) < 1. Note que det(r) = 0 implica que r € Q y por ende es
invertible o nulo. Esto prueba lo pedido.

Sea s € A un elemento especial y supongamos que (s) C I C A. Sea a € I,
entonces existen ¢,,r, € A tales que a = ¢,s + r, tales que r, = 0 o bien
ro investible. Note que si r, = 0 para todo a € I entonces (s) = I. Por otro
lado, si r, # 0 para algin a € I entonces r, = a — sq, € I es invertible.
Luego I = A. Esto demuestra la maximalidad de (s).

Recordemos que los elementos invertibles de Z[x] son {1,—1}. Sea s € Z[x]
un elemento especial. Entonces para todo a € Z[z] se cumple que existe
q,r tales que a = gs + r, donde r € {0,1,—1}. En particular tenemos que
para a = s + 2 se cumple que s + 2 = gs + r. Igualando el grado en ambas
expresiones y analizando su término de grado mayor deducimos que ¢ = 1.
Por lo tanto s +2 = s + r. Luego r = 2, lo cual es imposible.

Problema 2: Sea A = Z[y/—n], donde n € Z~3 es libre de cuadrados.
Determine A*

Pruebe que 2,v/—n y 1 + +/—n son elementos irreducibles de A

Pruebe que A no es un DFU.

Desarrollo:

Observe que si ab = 1, con a,b € A entonces, aplicando la norma compleja
en la ecuacién anterior, tenemos que N(a)N(b) =1, donde N(a), N(b) € Z.
Por lo tanto N(a), N(b) € {£1}. Por otro lado, la norma de un elemento
z=x+yy/—n € Aes N(z) = 2% + ny?. Es asi como N(a) = 1 implica que
a € {£1}. Concluimos que A* = {£1}.

Supongamos que 2 = ab, donde a,b € A. Entonces 4 = N(a)N(b). Luego
N(a),N(b) € {1,2,4}. Escribiendo la norma de a = x+yv/—n como N (a) =
22 +ny?, observamos que, como n > 3, se tiene que N(a) # 2y que N(a) = 4
si y solamente si x € {£2}. Luego b es invertible. Concluimos entonces
que 2 es irreducible. De la misma manera, como N(y/—n) = n y como
22 +y?n = n implica que y € {£1} y 2 = 0, tenemos que \/—n es irreducible.
Por tdltimo veamos que 1+ +/—n es irreducible. Sea 1+ +/—n = ab. Entonces
14+n = N(a)N(b). Luego si N(a) = 22 +ny? es un divisor de 1+ n, tenemos
que o bien z,y € {£1} y en este caso N(b) =1 o bien n+ 1 es un cuadrado
en Z, en cuyo caso 1 ++/—n = ab, con a € Z. Pero como el maximo comtin
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dividor entre las componentes de a + v/—n es 1, concluimos que a = 1. Por
lo tanto 1 + +/—n es irreducible.

Supongamos que n es impar, entonces (1 ++v/—n)% = 1+n + 2v/—n = 2c,
para cierto ¢ € A. Observe que 2, 1++/—n son elementos irreducibles que no
difieren en un elemento invertible, pues si asi fuera, entonces 4 = 1+4n, luego
n = 3, lo que es contradictorio. Por otro lado, si n es par, entonces (v/—n)? =
n = 2c¢, para cierto ¢ € A. Observe que 2,+/—n son elementos irreducibles
que no difieren en un elemento invertible, pues si asi fuera, entonces 4 = n,
lo que es contradictorio pues n es libre de cuadrados. Concluimos que A no
es DFU.

Problema 3: Sea A anillo conmutativo con uno.

Pruebe que si A es un DIP entonces todo ideal primo de A no nulo es
maximal.

Sea A un dominio que no es cuerpo. Pruebe que Afx] no es DIP.

Encuentre un anillo A tal que A no es DIP, pero para el cual A/I es DIP,
para cierto ideal I C A.

Desarrollo:

Sea p un ideal primo en A y sea J un ideal de A tal que p C J C A. Entonces
como A es un DIP, tenemos que p = (a) y J = (b). Por lo tanto a = bt, para
cierto t € A. Luego bt = a € p y como p es un ideal primo, concluimos que
b€ pobient € p. En el primer caso tenemos que p = J. En el segundo caso
concluimos que ¢ = as, para cierto s € A. Luego a(1—bs) =0y como a # 0,
tenemos que bs = 1, es decir b € A*. Por lo tanto J = A, lo que nos lleva a
una contradiccién.

Supongamos que A[z] es DIP. Entonces p = (z) es un ideal primo, puesto
que Afz]/(x) = A es un dominio de integridad. Luego, por [i], tenemos que
p es un ideal maximal. Esto implica que A es un cuerpo, lo que nos lleva a
una contradiccién.

Observe que [ii] muestra que Z[x] no es un DIP, pero su cociente por I =
(2% + 1) es Z[z]/(x? + 1) = Z[i]. Sabemos que este tltimo anillo es un DIP.

Problema 4*: Considere el anillo A = Z[z] y su ideal I = (15,22 + 2).
Demuestre que I estd contenido en un numero finito de ideales maximales
de A y determine cuantos son.

Demostracion: Observe primero que si m D I es un ideal maximal, enton-
ces m/I es un ideal maximal de A/ e inversamente todo ideal maximal de
A/I es de esta forma. Por ende basta evaluar el cociente A/I y encontrar
todos los ideales maximales de este. En efecto:

AJI = Fys[z]/ (22 + 2).

Por teorema chino de los restos tenemos que Fi5 = F3 x F5. No es dificil
probar que de hecho esto implica que Fy5[z] = F3[z] x F5[z] (Ejercicio) y por
ende:

AT =2 Fy/(z? + 2) x Fs[2]/(2? + 2).
Ahora bien en F3 tenemos que 2 +2 = 22 — 1 = (z — 1)(z + 1), donde

1= %(z+1—(z—1)). Nuevamente, por teorema chino de los restos, tenemos
que Fs3/(2? + 2) = F3[z]/(x — 1) x F3[z]/(x + 1). Empleando las funciones
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evaluacién en 1 y —1 concluimos que:
]F3/({)32 + 2) >3 x Fs.

Por otro lado, el polinomio 22 + 2 es irreducible en F5[x], dado que no tiene
factores de grado 1. Lo anterior es una consecuencia de la no existencia de
raices de 22 + 2 en F5. Como F5[z] es un DIP, tenemos que m = (22 + 2) es
un ideal maximal de Fs[z] y por lo tanto F5[z]/m es un cuerpo. Concluimos
que:

A/I= (F3); x (F3)y x Fs[z]/(z* +2),

es un producto de 3 cuerpos, donde los subindices distingen las coordena-
das. De esto se sigue que los ideales maximales de A/I son (F3); x (F3)a,
(F3)1 x F5[z] v (F3)2 x Fs[z]. Concluimos que I estd contenido en 3 ideales
maximales. Notese que estos ideales maximales pueden ser calculados usando
los isomorfismos explicitos que provienen del teorema chino de los restos.

Problema 5: Demuestre las siguientes afirmaciones:

Pruebe que (C[z]/(z* +5)) [y] no es un DE.

Pruebe que (Q[z]/(z* + 5)) [y] es un DE.

Demuestre que (Z[z]/(2z? + 2)) [y] es un DFU.

Desarrollo:

Observe que C[z]/(z%+5) = Clz]/(z —v/=5)(x ++/—=5), donde (z —/=5) +
(x++/=5) = (1). Por teorema chino de los restos tenemos que C[z]/(2?+5) =
Clx]/(x—+/=5) xClz]/(x++/=5) = CxC. Luego C[z]/(x2+5) no es dominio
de integridad. Por lo tanto (C[z]/(z? + 5)) [y] no es dominio de integridad.
En particular no es un dominio euclideano.

Sabemos, por el problema 3, que A = (Q[z]/(2? + 5)) [y] es un dominio
euclideano si y solamente si B = Q[x]/(2? + 5) es un cuerpo. Es decir A es
un DE si y solamente si (22 + 5) es un ideal maximal de Q[z]. Supongamos
que (2% + 5) no es maximal, es decir supongamos que existe un ideal J tal
que (22 +5) € J C Q[x]. Pero como Q[z] es un DE tenemos que J = r(z).
Luego 7(x)s(z) = x? + 5. Pero deg(r(x)) > 1, pues J # Q[z]. Por lo tanto
deg(r(z)) = deg(s(x)) = 1. Esto implica que existe un racional u € Q tal
que u? = —5, lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto (22 + 5) es
maximal en Q[z]. Por lo tanto A es un DE.

En clases se demostré que Afy] es un DFU cuando A lo es. Por ende una
estrategia posible para atacar este problema es demostrar que Z[z]/(z? + 2)
es un DFU. En efecto probemos que Z[z]/(z%+2) = Z[/—2] el cual es sabido
que es un DE y en particular un DFU. En general este tipo de isomorfismos
se ha admitido, en esta y la ayudantia anterior, como un hecho. No obstante
en este item lo demostraremos con rigurosidad. En efecto, siempre es posible
establecer el homomorfismo sobreyectivo f : Z[x] — Z[v/—2] C C definido
por f(p(z)) = p(v/=2). Es inmediato que (2% + 2) C ker(f). Por ende basta
probar la contencién inversa. En efecto si p(v/—2) = 0 entonces, por un
argumento anélogo al dado en [ii], tenemos que 2% + 2 es el tinico polinomio
irreducible que se anula en v/—2 y por ende genera el ideal maximal:

I ={s(z) € Q[z] : s(v—2) = 0}.
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Luego, como en Q[z] se tiene p(x) € (x%+2), se tiene que p(z) = (22+2)Q(z),
donde Q(x) € Q[z]. Ahora bien, por Lema de Gauss tenemos que existe
q(z) € Z[z] tal que p(z) = (2% + 2)q(z). Esto prueba la igualdad requerida.
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Ayudantia 10: En esta ayudantia se exponen algunos problemas referidos
a localizacién de anillos.

Problema 1: Sea A anillo conmutativo con uno y S un conjunto multipli-
cativo.

Supongamos que A es un DIP y K = Quot(A). Considere y € K. Pruebe
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

y € A

y € A, para todo p C A ideal primo.

y € A, para todo m C A ideal maximal.

Demuestre, usando localizacién, que 9(A) = ({p: p C A ideal primo}.
Pruebe que si A es un DIP entonces S™'A4 es un DIP.

Desarrollo:

Observe que si A es un dominio, entonces A < A,,, para todo p C A primo.
Esto se debe a que ker(f,) = {a € A : sa = 0,algins € S} = {0}, donde
fp es la funcién definida en el problema 3 de la ayudantia II. Luego, [a]
implica [b] y [b] implica [c] claramente. Supongamos que y ¢ A. Entonces
y = %, donde a € Ay b e A— A*. Observe que podemos suponer que
(a,b) = A, puesto que si no es asi, entonces (a,b) = (c), para cierto ¢ € A.
Luego y = § = i—‘;: = %/ para ciertos o/, b’ € A tales que (a’,b') = A. Por
otro lado, como b € A — A* tenemos que existe un ideal maximal m de A
tal que (b) C m. Luego, si y € A,,, tenemos que § = §, para cierto ¢ € A,
d € m°. Esto ultimo, es equivalente a que ad = ¢b, donde bc € m. Por lo
tanto ad € m. Ahora bien, como m es un ideal primo, tenemos que a € m.
Por lo tanto (a,b) C m. Esto nos lleva a una contradiccién.

Siempre se cumple que N(A) C ({p : p C A ideal primo}. Esto se debe a
que si " = 0, entonces como 0 € p tenemos que x™ € p. Luego, como p es un
ideal primo, tenemos que x € p. Supongamos ahora que x ¢ 91(A). Entonces
0 ¢ {2"}nen. Luego A, # 0, donde A, = S71A, para S = {2"},en. En par-
ticular, existe un ideal maximal M en A,. Sea 7w : A — A, el homomorfismo
definido por 7(a) = ¢. Entonces p = 7~ 1(M) es un ideal primo de A. Luego,
por lo visto en la guia 2, tenemos que pN.S = ). En particular z ¢ p.
Sabemos que todo ideal de S~'A es de la forma S~'I, con I ideal de A.
Sea S~!I un ideal de S~*A. Como A es un DIP, tenemos que I = (y), para
cierto y € A. Luego S™'I = (y)g-14. Esto concluye lo pedido.

Problema 2: Sea A anillo conmutativo con uno y p C A un ideal primo.
Definimos el anillo A4, como la localizacién de A en el conjunto S = A — p.
Definimos el homomorfismo f, : A — A, por fy(a) = {.

Sea x € A. Pruebe que f,(z) =0, para todo p primo de A, si y solamente si
z=0.

Demuestre que A, tiene un tnico ideal maximal.

Sea A = Z y (p) un ideal primo de Z. Muestre que el tnico ideal maximal
de Z,y es pZy) y que dicho ideal cumple con Z,/pZ ) = Z/pZ.
Desarrollo:

Supongamos que x € ker(fp), para todo p primo. Observe que Ann(z) es un
ideal de A. Supongamos que Ann(z) # A. Entonces existe m ideal maximal

tal que Ann(z) C m. Luego, si consideramos p = m, tenemos que = ¢ ker(f,).
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Esto tdltimo ya que, si x € ker(f,) entonces existe s € A — p tal que sz = 0.
Luego s € Ann(z) C m. Por lo tanto Ann(z) = A, en particular 1 € Ann(x),
luego = = 0.

Considere m = pA, = {p% ts€A—p, te A}. Entonces todo elemento
u = % ¢ pA, cumple con 7 € A, es decir u € Ay. Esto implica que m es
un ideal maximal. Por otro lado si n C A es otro ideal maximal, tenemos
que existe x € n — m. Luego x € n es invertible, lo cual nos lleva a una
contradiccién.

Por lo mostrado en [i] tenemos que pZ,) es el tinico ideal maximal de Z,).

Considere el homomorfismo g, : Z — Z, /pZ,) definido por g,(a) = (%).
Observe que ker(g,) ={a € Z:3s € Z — (p),t € Z : s(a — pt) = 0}. Pero,
como Z no tiene divisores de 0, tenemos que ker(g,) = pZ. Luego, existe un

homomorfismo inyectivo hy, : Z/pZ — Z,)/pZy) definido por hy,(@) = (%).
Esta tdltima funcién es sobreyectiva, pues si s ¢ (p) entonces 5 € Z/pZ es
invertible y asf hy(as—1) = (2).

S

Problema 3: Sea A anillo conmutativo con uno, S C A un conjunto multi-
plicativo, I un ideal de A tal que y m: A — A/I la proyeccién canénica.
Sea T = 7(S). Pruebe que S~*A/S~ I =~ T-1(A/I).

Considere el anillo B = Q[z,2~!]. Encuentre un conjunto multiplicativo
S c Q[z] tal que B = S~1QJz].

Sea n € N. Pruebe que I = (2"~ + pz~!) es un ideal maximal de B.
Desarrollo:

Considere el homomorfismo ¢ : S71A — T~ (A/I) definido por ¢ (%) =
Obserbe que ¢ estd bien definido, pues si t(as’ — a’s) = 0, para cierto t € S
entonces tomando clases médulo I tenemos que t(as’ — a’s) = 0, para t €
T. Claramente ¢ es sobreyectivo y ker(¢) = {7 JteS:tla)el } Luego,
como % = %, tenemos que ker(¢) = S~ 1] Por primer teorema de isomorfia
concluimos que S™1A/S™1 =2 T-1(A/I).

Observe que los elementos de B = Q[x, z~!] son polinomios en las variables
xy z~!. Luego si a € B se tiene que a = 2~V ¢q(z), para cierto N € Ny p(z)
polinomio. Por lo tanto B = S~1Q[z], donde S = {2 },nen-

Siempre podemos escribir I = (2™ +p), esto pues x € B es invertible. Luego,
por la parte [i], tenemos que si T = {T™ }meny C Q[z]/(2™ + p), entonces
B/I = T-1(Q[x]/(z™ + p)). Por otro lado, tenemos que p(xr) = z" + p
es un polinomio irredcible en Z[x]. Esto se debe al lema de Einsenstein
mostrado en la ayudantia anterior. Observe que si p(x) = s(x)h(z), donde
s(x),h(z) € Qlz] y deg(s(x)),deg(h(z)) > 0, entonces por lema de Gauss,
tenemos que existen S(x), H(x) € Zlx] tales que deg(s(z)) = deg(S(z))
y deg(h(z)) = deg(H(x)) y p(x) = S(z)H(x). Esto dltimo contradice la
irreducibilidad de p(x) es Z[z]. Luego p(x) es irreducible en Q[x]. Por tiltimo,
como todo elementos irreducible es primo en un DIP y todo ideal generado
por un primo es maximal en un anillo de la misma naturaleza, tenemos que
(z™ 4 p) es maximal en Q[z]. Por ende Q[z]/(2™ + p) es cuerpo. Concluimos

que B/I =T(Qz]/(z" +p)) = Qlz]/(z" + p).

H@\
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2.1. Interludio: Anillos p-adicos: En esta ayudantia estudiaremos un
caso especial de anillo. Definimos Z, por ImZ/p"Z = {(ai)ien : a; €
Z|p'Z, mij(a;) = a;,Vj > i}, donde m;; : Z/p'Z — Z/p'Z es el homo-
morfismo de reduccién médulo pt.

Problema 1: Sea S = {>" 7~ a;p’ : a; € {0, ,p—1}}.
Pruebe que S = Z,,.
Muestre que Z;, es un anillo local.

Desarrollo:
Sea ¢ 1 S = Z, la funcién definida por ¢ (S35 aip) = (L0 aip) .
ne

Observe que ¢ estd bien definida pues si b, = 2?2—11 a;p® entonces T (b)) =

by, para todo m > n. Claramente ¢ es un homomorfismo de grupos y ¢(1) =
(1)nen. Ademds, comparando cada coeficiente para el producto se series,
podemos concluir que ¢(zy) = ¢(z)d(y). Por lo tanto ¢ es un homomorfismo
de anillos. Demostremos ahora que ¢ es una funcién biyectiva. En efecto,
si (Z?:_ll aipi) W= (Z?:_ll bipi> o para todo n € N, comparando el
primer elemen‘uc;1 in las tuplas obtengélos que ag = bg (mod p). Luego, como
ag,bg < p — 1, tenemos que ay = by. Comparando el segundo término en
las tuplas obtenemos que a;p = bp (mod p?), equivalentemente obtenemos
que a1 = by (mod p). Esto tdltimo implica que a3 = by. Por induccién se
obtiene que a; = b;. Luego ¢ es inyectiva. Consideremos (b,)nen € Zp.
Tomamos a; como un representante de by € Z/pZ tal que a; € {0,--- ,p—1}.
Para encontrar un elemento a; tal que ¢ (Z;')io al-pi) = (bn)nen hacemos lo
siguiente. Imponemos la condicién ag + a1p = by (mod p?). Esto tltimo es
equivalente a que by + a;p = by (mod p?). Pero, como by = by (mod p),
tenemos que by — by = pk, para cierto k € Z. Consideramos entonces a
como un representante de k en {0,--- ,p— 1}, pues este elemento satiface la
identidad by +a1p = b1 (mod pQ). Por induccién determinamos cada a;. Esto
demuestra que ¢ es sobreyectiva.

Considere el ideal pS = {3~ a;p’ : a; € {0,--- ,p— 1}}. Observe que todo
un elemento b = >"°  bip' € S — pS es invertible. Esto tltimo ya que by # 0
y por lo tanto existe ag € {0,---,p — 1} tal que apby = 1 + pey. Luego
podemos resolver la ecuacién apby + bpa; = 0 (mod p) y encontrar by. Por
induccién encontramos los demés coeficientes de b= = 377 a;p’.

Problema 2: En lo que sigue identificaremos Z, con S. Sea a € Zj, un
elemento no nulo y supongamos que a = Zzn a;p*, con a, # 0. Definimos
la valuacién a por v(a) = i y definimos v(0) = oo. Se entiende por valor

absoluto p-ddico de a a la funcién definida por |a|, = p~* = p~U(@) y
|0] = 0.

Demuestre que |z +y|, < méx{|z|p, [ylp} ¥ |zylp = |z|p|ylp, para todo z,y €
Z,.

Pruebe que el tnico ideal maximal de Z, es m = {a : |a|, < 1}.

Desarrollo:
Observe que ambas identidades se siguen facil si z = 0 o y = 0. Supongamos
que z,y # 0. Entonces podemos escribir z = Y72 a;p' e y = Y o0 bip',
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donde ay,, b,, # 0. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que n > m. Por
lo tanto = +y = Y .o, (a; + b;)p". Luego |z + y|, = p*, donde s > m. Es
asi como concluimos que |z + y|, < p™ = méx{|z|,, |y|,}. Por otro lado, si
el término de menor exponente de p en x es a, y su analogo para y es b,
tenemos que el término de menor exponente para xy es a,b,,. Por lo tanto
lzyly =p~" "™ = |z[plylp- .
Sabemos que el tnico ideal maximal de Z, es m = {d .o a;p’ : a; €
{0,---,p — 1}}. Luego, por la defincién del valor absoluto p-ddico, tene-
mos que = Y .- a;p' € m siy solamente si |z[, < p~'. Por lo tanto, como
el conjunto de valores que toma |- |, es el conjunto de potencias negativas y
enteras de p, concluimos que m = {a : |a|, < 1}.

Problema 3: Sabemos que Z es isomorfo a un subanillo de Z,.

Pruebe que para todo n € Z — {0} se tiene que |n|, = p~¢, donde n = p'm,
para (m,p) = 1.

Muestre para todo n € Z — {0} se cumple que |n|, = 1, para casi todo p
primo.

Pruebe que para todo n € Z — {0} se cumple que [, n|, = ﬁ, donde | - |
es el valor absoluto usual en Z.

Desarrollo:

Observe que | — 1| = 1. Luego podemos suponer que n € N. Supongamos que
n = p'm, donde (m,p) = 1. Entonces n = 0 (mod p’) y n # 0 (mod p*1).
Luego si n = 7 a;p’ tenemos que Z;:()l ajp’ = 0(mod p?). Por compa-
racién de términos en la igualdad anterior, concluimos que a; = 0, para todo
j < mn—1. Por otro lado, si a; = 0, tenemos que n = 0 (mod p‘*!) y esto nos
lleva a una contradiccién. Por lo tanto n = ) =i a;p’, donde a; # 0. Esto
implica que |n|, = p~°.

Sabemos que, por la factorizacién tinica de los enteros, existen finitos primos
que dividan a n. Luego, todos los primos, salvo finitos de ellos, cumplen con
que (n,p) = 1. De esto dltimo se sigue que |n|, = 1, para casi todo p primo.
Observe que el producto [[,[n|, estd bien definido por lo mencionado en
[ii]. Ademds, por [i], podemos restringirnos a trabajar con n € N. Por la
factorizacién tnica en Z tenemos que n = p* - -+ p&r. Luego se cumple que
Inlp, = p; * v |nlg = 1, para todo g # p;. De esto se sigue que [], [n[, =

—Q —a,p 1

prt et =
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3. MObbpuLos:

Ayudantia 11: En esta ayudantia comenzaremos a estudiar médulos. Ana-
lizaremos ciertos ejemplos interesantes.

Problema 1: Sea K una extension finita de Q. Decimos que a € K es un
elemento entero sobre Z si existe p(z) = 2" + a,_12" "t + -+ +ag € Z[z] tal
que p(a) = 0. Definimos el anillo de enteros de K por:

Ok = {a € K : a es entero sobre Z}.

Pruebe que a € O si y solamente si Z[a] estd contenido subanillo de K el
cual es un Z-mOdulo finitamente generado.

Muestre que O es un Z-médulo. Demuestre que O es también un anillo.
Pruebe que Ok es libre de torsion.

Desarrollo:

Supongamos primero que a es entero, entonces a” = —a,_1a" ! —--- — ag,
para ciertos a; € Z. Por lo tanto, tenemos que a™ € Z+aZ+---a""'Z. De la
misma forma tenemos que a”t! = —a,_1a" —---—apa € Z+aZ+---a” 7.

Por induccién af € Z + aZ + ---a™"'Z, para todo k € N. Luego tenemos
que el anillo Z[a] = Z + aZ + ---a" 'Z es un Z-médulo finitamente gene-
rado. Inversamente, supongamos que Z[a] C M, donde M es un anillo tal
que, como Z-modulo es finitamente generado. Considere ¢ : M — M el
Z-homomorfismo definido por ¢(m) = am. Sea {z1,---,z,} un conjunto
de generadores de M. Entonces ¢(x;) = Z?:l aijrj, donde a;; € Z. Lue-
go, tenemos que Z?:l(éij¢ — a;;)(z;) = 0. Multiplicando por la adjunta
de (0;;¢ — a;j) tenemos que det(d;;¢ — ai;)(zx) = 0, Vk € {1,--- ,n}. Es
decir, la aplicacién anterior es nula. Expandiendo el determinante, tenemos
que existen p(z) € Z[z] ménico tal que p(¢) = 0. Como ¢ es el morfismo
multiplicacién por a, evaluando en m = 1, tenemos que p(a) = 0.

Basta probar que Ok es un anillo. Claramente se tiene que si a € Og
entonces —a € Ok . Probemos que si a,b € Ok entonces ab,a+b € Ok. Por
[i], basta ver que si Z[a] y Z[b] son finitamente generados entonces Z[ab], Z[a+
b] estdn contiendos en anillos, los cuales como Z-mdédulos son finitamente
generados. Observe que por lo mostrado en [i], se tiene que existen n,m € N
tal que a' € Z+aZ +---a" 'y b € Z+aZ+---a™ 1, para todo t € N.
Luego, se tiene que (ab)’, (a +b)* € sz;lim*l a'b 7, para todo t € N. Esto
prueba que Z[a + b], Z[ab] estdn contenidos en anillo M = sz;l’lmfl a'bz,
el cual es finitamente generado como Z-mdédulo. Por [i], se concluye que
ab,a+be Og.

Supongamos que existen n € Ny a € K tales que na = 0. Entonces como
na € K, se tiene que n = 0 0 a = 0. Esto prueba que O es libre de torsion.

Problema 2: Sea A un anillo conmutativo con uno e I un ideal de A.
Considere M un A-moédulo. Es un hecho, que si M, N con A—mddulos se
tiene que Hom 4 (M, N) es un A-mdédulo con las operaciones definidas punto
a punto.

Determine Hom 4 (A™, M). Concluya que Homy (A", A/I) = (A/I)™.
Determine Hom 4 (M, A™).
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Calcule Homy (A/I, A™).

Desarrollo:
Considere ¢ : A" — M un homomorfismo cualquiera. Observe que ¢ estd
univocamente determinado por ¢(e;), donde e; = (0,---,1,---,0). Esto pues

sia =", ae; entonces p(a) = > ; a;p(e;). Como ¢(e;) € M tenemos
que ¢ esta completamente determinada por su valor en una tupla de M™.
Observe ademds que toda tupla en (m;)_; € M"™ define un homomorfis-
mo, por ¢(a) = > i a;¢(e;), donde a = Y. | a;e;. Este homomorfismo
estd bien definido, pues todo elemento a € A" se escribe de forma tnica
como a = 2?21 a;e;, con a; € A. Luego, tenemos una funcién biyectiva
¢ : Homa(A™, M) — M™. Esta funcién es un homomorfismo de A-médu-
los dado que ¥(ag1 + ¢2) = (adi(e;) + d2(ei))iny = arh(1) + ¥(¢2). Luego
Hom (A™, M) = M™, en particular tenemos que Hom4 (A", A/I) = (A/I)™.
Observe que todo homomorfismo ¢ : M — A" estd univocamente deter-
minado por los homomorfismos ¢; : M — A, donde ¢; = m; o ¢. Ademas,
si consideramos n homomorfismos f; : M — A, tenemos que la funcién
¢ : M — A™ definida por ¢ = (f;)"_; es un homomorfismo de A-mddulos.
Por dltimo como m;(f+ag) = m;(f)+am;(g), para todo f,g € Hom 4 (M, A™),
tenemos que Hom 4 (M, A™) = Hom (M, A)™.

Por otro lado, si M = A/I tenemos que todo homomorfismo h : A/I — A
estd determinado por la imagen de h(1). Esto se debe a que h(a) = ah(1),
para todo a € A. El elemento h(1) cumple con 0 = h(0) = h(i) = ih(1),
para todo ¢ € I. Ademés cualquier b € A tal que ib = 0, Vi € I define un
homomorfismo por h(@) = ab. Por lo tanto Homy(A/I,A) 2 {a € A: ai =
0, Vi € I}. De esto se sigue que Homa (A/I, A") = {(ag)y_, € A™ : ai =
0,Viel Vke{l, --- ,n}t}

Problema 3*: Sea A un anillo y M un A-médulo noetheriano, es decir un
A-médulo donde toda cadena creciente de submddulos:
MonggMngng7

cumple con M, = My, para todo n > N fijo. Suponga que f: M — M es
un A-homomorfismo epiyectivo. Demuestre que f es inyectivo.
Demostracion: Basta probar que ker(f) = {0}. En efecto considere la
cadena de A-submédulos de M definida por:

ker(f) C ker(f?) C--- Cker(f*) C---
Por la condicién de noetherianidad tenemos que existe N € N tal que
ker(f") = ker(f"), para todo n > N. Considere v; € ker(f). Por la sobre-
yectividad de f existe vo € M tal que v; = f(v2). Haciendo uso nuevamente
de la sobreyectividad de f deducimos que existe vs € M tal que vy = f(vs).
En general podemos encontrar vy, € M tal que f(vg) = vi—1. Por lo tanto:

0= f(v1) = fA(v2) =+ = [ (ona).
Esto implica que vyy; € ker(fV*1). Luego, como ker(fV) = ker(fN*1), se
tiene que vy 41 € ker(fV). Es decir 0 = f¥(vy1). Concluimos que:

0=fNungr) =N ow) = = fH(v2) = v,

lo cual demuestra lo pedido.
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Ayudantia 12: En esta ayudantia estudiaremos el teorema de estructura
de modulos finitamente generados sobre DIP.

Problema 1: Sea V' un C-espacio vectorial de dimensién finitay 7 : V — V
una transformacion lineal. Definimos en V' la estructura de C[z]-mddulo por
p()w = p(T)(v).

Demuestre que V es C[z]-médulo de torsion.

Encuentre todos los elementos primos en C[z]. Concluya que existe un iso-
morfismo de C[z]-mddulo:

Ve @@ Chl/ (-2,

i=1 j=1

donde e;; < -+ < ejq,-

Demuestre el teorema de Jordan que da forma candnica a T'. Establezca la
relacion entre la torsion de V', los valores propios de 1"y el polinomio minimal
de T

Desarrollo:
Supongamos que dimc(V) = n < oo. Para cualquier v € V se tiene que
{T"(v)}_, es un conjunto l.d. Luego existen constantes ag, -+ ,a, € K, no

todas nulas, tales que Y ;" a;T"(v) = 0. Es decir, para p(z) = > 1" ;2" €
C[z] — {0} se tiene que p(z).v = 0. Por lo tanto V es un C[z]-médulo de
torsion.

Sea p(z) un elemento primo en C[z] cualquiera. Observe que, por el teorema
fundamental del dlgebra, se tiene que existe z € C tal que (z — 2)|p(x), es
decir p(x) = (z — 2)g(x). Pero como p(z) es primo, en un DIP, se tiene que
p(z) es irreducible. Luego ¢(z) = ¢ € C constante. Por ello p(z) = (z — 2),
algtin z € C o algun asociado a (z—z). Por otro lado p(z) = z—z es primo ya
que C[z]/(x — z) = C. Dicho isomorfismo se establece via el homomorfismo
evaluacién en z. Por el teorema de estructura de médulos sobre DIP, tenemos
que V = Clz]* & @;2; D), Clz]/(pi(x))*), donde ej1 < -+ < eiq, y pi(2)
es primo en Clz]. Pero como V es un C[z]-mddulo de torsién, se tiene que
s = 0. Ademds, por lo anterior, tenemos que p;(x) = x — \;, para ciertos
A € C.

Partamos demostrando el teorema de Jordan. Sabemos que existe ¢ : V —
@2, D)L, Clz]/((x—X;)) isomorfismo, donde e;1 < - -+ < ejq4,. Considere
Wi; = ¢~ (Clx]/((x — X\;)%4)). Observe que W;; es un subespacio vectorial
de V', pues W;; es un C[z]-submédulo, en particular un C-submédulo. Obser-
ve que el isomorfismo ¢, al restringirlo a W;;, establece un isomorfismo W;; =
Clz]/((x — Xi)%9). Por lo tanto Ann(W;;) = Ann (Cz]/((z — X\;)®9)) = (= —
Ai)%. Luego existe w = w;; € W;; tal que (T'— \1)% (w) = (z — \)%.w =
0, pero (T — \I)%i =Y (w) = (z — ;)% ~L.aw # 0. Observe que el isomorfismo
W;j = Clz]/((x — Xi)®7) es en particular un isomorfismo de C-médulos. Por
lo tanto:

dimCWij = dlmC(C[a:]/((x — )\i>€ij) = €4j5-
Considere el conjunto 3 = {w, N(w), -+, N~ (w)} C W;;, donde N =
T — X\;I. Observe que si ZZ;EI apN*(w) = 0 para ciertos a; € C, enton-
ces aplicando N¢3~1 a la suma anterior, obtenemos que ag = 0. Luego, si
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aplicamos N®3~2 a la suma resultante, se obtiene que a; = 0 y asf inducti-
vamente deducimos que a; = 0, Vi. Por lo tanto 8 es un conjunto linealmente
independiente de W;;. De esta forma onbtenemos que 3 es base de W;;. En
esta base N se ve como una matriz de la forma:

1 --- 0 0
[N]: . )
0O --- 1 0

es decir como un bloque nilpotente. En la misma base T' = N + \;I tiene
asociada la matriz:

A 0 O
1 0 O
[lezj] =1 € Meij (©).
0 - A O
0 - 1 N

Si tomamos por base de V' a la unién de las bases de los subespacios W;;, ob-
tenemos al forma de Jordan para T'. Observe que los polinomios primos linea-
les que participan de la descomposicién de V' como C[z]-mddulo, determinan
los valores propios de T'. Ademds se tiene que miny(z) = [, (z — \;)%s,
pues la potencia e;q, es la minima tal que cada bloque asociado al autovalor
A; se anula.

Observaciéon 1. Notar que en la descomposicion anterior el cuerpo de escalares
C puede ser reemplazado por cualquier otro cuerpo que contenga a todos los valores
propios de T y la forma de Jordan anterior se obtienen andlogamente. Por otro
lado, si el cuerpo de escalares no contiene todos los valores propios de T entonces
solo podemos descomponer V. como suma de cocientes de Fx] por potencias de
polinomios primos.

(5)

2.- Problema 2*: Sea V un Q-espacio vectorial tal que dimg(V) =n < ooy

sea T : V — V una transformacion lineal tal que:
v=T(I(T(W)) + T(T()), veV,

Demuestre que n es divisible por 3.

Demostracién: Considere la accién de Q[z] sobre V' por z.v = T(v). Ob-
serve que la condicién implica que (23 + 2% + 1) C Ann(V). Notar que
23422 +1 es un polinomio irreducible sobre Q[z], pues no tiene raices racio-
nales. Por otro lado, como Q[z] es un DIP, tenemos que existe p(z) € Q[z]
tal que Ann(V) = (p(z)). Esto implica que (2® + 22 + 1) C (p(z)) y por
la irreducibilidad de 2® + 2% + 1 tenemos que p(z) = (23 + 22 + 1)!, donde
t =0,1. Note que si p(z) = 1 entonces 1 € Ann(V), luego 0 = 1.v = v, para
todo v € V. Esto implica que n = 0, y este niimero cumple con ser divisible
por 3. Por otro lado, si n # 0, por el teorema de estructura de médulos sobre
DIP, tenemos que existen polinomios pi,--- ,p,, irreducibles sobre Q[z] y
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distintos tales que existe un Q[z]-isomorfismo:

m  a;
V= DD/ (pila)),
i=1 j=1
donde e;; < -+ < e4,,. Dada esta descomposicién tenemos que p(xz) =
[T, pi(x)%ai. Luego m =1, e1; = 1 y p1(z) = (z* + 22 + 1). Por lo tanto
tenemos que:

= EIDQ[x]/(ngquQ +1).

Como el isomorfismo anterior es en particular un Q-isomorfismo, tenemos
que n =3 2?1:1 1 = 3aq, luego n es divisible por 3.

Problema 3*: Sea F un cuerpo, sea V un F-espacio vectorial de dimensién
finita, y sea T': V' — V una transformacién lineal. Un vector v € V se dice
ciclico para T si {v, T'(v), T?(v), - - - } genera V. Suponga que todo v € V—{0}
es un vector ciclico para T. Demuestre que el polinomio caracteristico de T’
es irreducible sobre F'.

Demostracién: Sea V = @, @?:1 Flz]/(pi(x)%i) la descomposicién de
Jordan de V sobre el cuerpo F, donde p;(x) € F[z] es irreducible. Notar que
n=>3""5""deg(p;)e;;. Luego, como el polinomio minimal de 7" es:

m(z) =[] p1(2)*, donde r = deg(m),
i=1

tenemos que el conjunto ({v,--- ,T7(x)}) = ({v,T(v),--- }) = V. Esto prue-
ba que n < r, lo cual es imposible, salvo si cada a; = 1. Por lo tanto:

V= @F[x]/(pi(m)e“)-

Considere w € V' como el vector correspondiente a la preimagen del elemento
(1,0,---,0) via el isomorfismo anterior. Entonces p;(z)¢*.w = 0. Reescri-
biendo el conjunto generador asociado a las pontencias T%(w) concluimos
que w no es ciclico, salvo si n = >.7" deg(p;)e;1 = deg(p1)e11. De esto se
sigue que m = 1. Es por esto que:

V= Fla]/(pa(2)7).

Finalmente considerando v € V como la preimagen de p;(z)“1~1 via el
isomorfismo anterior, tenemos que p;(z).v = 0. Por ende v no es un vector
ciclico, salvo si e;; = 1. De esto se sigue que V = F[z]/(p1(x)). Por lo tanto
el polinomio irreducible de T' es p;(x), polinomio que sabemos es irreducible
por hipédtesis.

Problema 4*: Sea Ey.1,---,E,, la base candnica de M, (C). Sea T :
M, (C) — M,(C) definida por T(E;;) = E;_1,j+1 donde los subindices
se entienden moédulo n. Encuentre la forma de Jordan de Ty demuestre su
respuesta.

Demostracién: Note que T"(E; ;) = E;_y j+n = E; j, para todo i,j €
{1,--- ,n}. Por lo tanto T™ = id. Esto implica que el polinomio minimal de
T divide a p(z) = 2™ — 1. Notar que p(z) es un polinomio cuyas raices son
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{¢i 3, las raices n-ésimas de la unidad. Luego, por lo visto en el Problema
1, tenemos que:

aj
M, ()= [ JIChl/(x—¢).

algunos j k=1
En lo que sigue determinaremos cuales raices de la unidad son autovalores
de Ty determinaremos la dimensién a; de los espacios propios. Sea w; =
Ei1+GT(Eva)+--+ Cfl(n_l)T”*I(Em) € M,,(C), entonces por definicién
de w;, tenemos que T'(w;) = (Jw;. Luego todas las raices de la unidad
son autovalores de 1. Notg que si w =, s ;B j es un autovector de 7'
asociado al autovalor 7 = ¢}, entonces igualando los escalares en la identidad:

T (w) = nw,

. _ _ 2 -1
obtenemos que «;; = Nai—1,i11 = Q242 = - = N7 Qnt1jin—1-

Por ende hay n vectores linealmente independientes en el espacio propio
asociado al autovalor n. Concluimos que la forma de Jordan de T estd cons-
tituida por n-bloques diagonales asociados a los autovalores {¢%}" , todos
de simensién n.

Problema 5: Sea K una extensién finita de Q y considere el anillo Og =
{z € K : x es entero sobre Z}.

Usando el hecho de que Ok es finitamente generado, muestre que O es un
Z-mbdulo libre.

Pruebe que K/Ok es un Z-médulo de torsion.

Usando el hecho, de que K es un Z-mdédulo de rangﬂ n = [K : Q], concluya
que Ok tiene rango n.

Desarrollo:

Sabemos que Ok es un médulo libre de torsién y finitamente generado. Como
7 es un DIP, podemos concluir que Ok = Z!, para cierto t € N.

Sea z € K un elemento cualquiera. Sea n = [K : Q]. Observe que el conjunto
{1,z,--- ,2™} es linealmente dependiente. Por lo tanto existen constantes
ag, -+ ,an € Q, no todas nulas, tales que Z?:o a;z* = 0. Multiplicando por
el maximo comun divisor de los divisores de a; € QQ, obtenemos b; € Z, no
todos nulos, tales que Z?:o a;z" = 0. Sin perdida de generalidad podemos
admitir que a,, # 0. Multiplicando la tltima igualdad por a~! obtenemos
(@)™ 4+ an_1(anz)" 1 + -+ + apa? ! = 0. Luego a,z € Ok. Esto implica
que K/Og es un Z-médulo de torsidn.

Lo probado en [ii], junto con el teorema de estructura, prueba que Ok es un
Z-médulo libre de rango n = [K : Q).

2Esto serd demostrado cuando estudiemos tensores
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Ayudantia 13: En esta ayudantia estudiaremos el médulo Hom 4 (M, N)
y daremos algunos ejemplos importantes al respecto.

Problema 1: Sea A un anillo con uno y suponga que existen anillos con
unidad A1, A tales que A = Ay X As. Sea M un A-médulo.

Pruebe que M = M; x M,, donde M; es un A;-médulo y My es un As-
modulo.

Demuestre que todo Q[z]/(z? — 2z — 3)-mddulo es libre sobre Q.
Desarrollo:

Sean (1,0),(0,1) € Ay consideremos M7 = (1,0)M, My = (0,1)M. Observe
que My, My son A-médulos pues (a, b)(1,0)M = (1,0)(a,b)M C (1,0)M y lo
mismo se cumple para M. Ademds, si n € My N My entonces n = (1,0)m =
(0, 1)m’. Luego, multiplicando la ecuacién anterior por (1,0) obtenemos que
(1,0)n = (1,0)m = 0, es decir n = 0. Ademds todo m € M se escribe como
m = (1,0)m + (0, 1)m. Esto nos dice que M = M; @& M,. Ademds tenemos
que (a,b)(1,0)m = (a,0)m, para todo (a,b) € A. Por lo tanto A; actia en
M; de la misma forma que actia A. Esto implica que M7 es un A;-mddulo.
Por la misma razén Ms es un As-mddulo.

Sea M un Q[z]/(z% — 22 — 3)-mdédulo. Observe que, por teorema chino de los
restos, tenemos que Q[z]/(2? —2x —3) =2 Q x Q. Luego M = M; x Ms, donde
My, My son Q-médulos, es decir My, My son Q-espacios vectoriales. Como
en todo espacio vectorial existe una base, se tiene que M es suma directa de
médulos libre y en particular es un médulo libre.

Problema 2: Sea A un anillo conmutativo con uno y sea {M;};cr una
coleccién, posiblemente infinita, de A-mddulos.

Demuestre que Homy (P, Mi, N) = [];c; Homa(M;, N).

Muestre que si M es un A-médulo libre entonces Hom4 (M, N) = [],.; N.
Desarrollo:

Sea f € Hom 4 (®iel M;, N) y considere f; : M; — N definido por f;(m;) =
f((dijmi)icr), donde d;; es la funcién delta de Kronecker. Observe que f; es
un homomorfismo pues f lo es. De esta forma obtenemos un homomorfismo
¢ : Homy (EBz‘eI Mi,N) — [ ;e Homa (M;, N) definido por ¢(f) = (fi)ier-
Observe que ¢(f) = 0 implica que f; = 0, para todo 7 € I. Luego tenemos
que f((m;)ier) = Zsop_ an fm) = Zsop_ an fi(m;) = 0. Por lo tanto ¢ es
inyectiva. Sea (f;)icr € [I;c; Homa(M;, N) y definimos f € (,o; M;,N)
por f(m) =3, g fi(m;), donde m =3 4 m;. Observe que si m =
D op. fin, M Y =D (0 g, i, entonces para a € A tenemos que m + an =
ESOP. fn. i tan;, tomando un conjunto suficientemente grande por soporte.
De esta manera tenemos que f(m + an) = f(m) + af(n). Por ello f es un
homomorfismo de médulos. Concluimos que ¢ es un isomomorfismo.

Basta observar que si M es libre, entonces M = @, _; A. De esto se sigue
que Homy (M, N) = [[,c; Homa (A, N) = [];c; N, pues Homa (A, N) = N.
Problema 3: Pruebe que 0 — Y’ I ¥ % ¥7 es una sucesién exacta si

y solamente si 0 — Homx(X,Y”) EMR Homx (X,Y) 7, Homy (X,Y") es
exacta, para todo A-médulo X.

Demostracién: Supongamos que 0 — Y’ Loy % 7 es una sucesién
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exacta. Recordemos que en general t*(h) = toh. Es facil demostrar, a partir
de la definicién anterior, que g* o f* = (g o f)*. Luego, en nuestro caso
tenemos que g* o f* = 0. En particular, se cumple que Im(f*) C ker(g*). Sea
h € ker(g*), es decir g o h(xz) = 0, para todo = € X, es decir h(z) € ker(g),

para todo x € X. Por la exactitud de Y’ ERS N Y”, tenemos que existe
Yy, € Y’ tal que h(x) = f(y,). Observe que, por la inyectividad de f, para
cada z € X existe un unico elemento y, € Y’ tal que h(z) = f(yz). De esta
forma tenemos que existe 7 : X — Y’ funcién definida por 7(z) = y, tal que
h = fort. Se sigue, del hecho de que h, f son homomorfismos de médulos, que
7 es homomorfismo. Esto prueba que Im(f*) D ker(g*). Solo nos resta probar
que f* es inyectivo. Supongamos que h € ker(f*), entonces f o h(z) = 0,
para todo z € X. Se sigue, de la inyectividad de f, que h(z) = 0, para todo

x € X. Supongamos ahora que 0 — Hom4(X,Y”) EAR Homyu (X,Y) £
Hom 4 (X,Y") es exacta, para todo A-mddulo X. Considere X = A, entonces,
por lo visto en el Problema 2, tenemos que Hom4(X,Y) =2 Y. Se sigue de
foh(1l) = f(h(1)), que el homomorfismo Y’ — Y inducido por f*, via los
isomorfismos anteriores, es f. Lo mismo vale para g. De esto concluimos que

0—Y' i) Y % V" es una sucesién exacta.

Problema 4: Sea I un A-médulo. Decimos que I es un médulo inyectivo
si dados homomorfismos g : M’ — I 'y f : M’ — M inyectivo, existe un
homomorfismo h : M — I tal que g = ho f.

Muestre que [ inyectivo si y solamente si Hom 4 (-, ) es exacto.

Muestre que si I inyectivo entonces 0 — T Lo M 2 M7 = 0 escinde.
Concluya que si [ es inyectivo y I es un submédulo de M entonces existe un
submédulo @) de M tal que I  Q = M.

Desarrollo:

Probemos que I inyectiva implica que Hom (-, I) es exacto. Es un ejercicio,

de la misma complejidad que el Problema 3, demostrar que si 0 — M’ ER

E sz 9
M 2 M"” — 0 es una sucesién exacta entonces 0 — Hom,(M”, 1) £

Homy (M, 1) ELR Homy (M, 1) es exacta, independiente de la hipdtesis de
inyectividad en I. Por ello, solo debemos probar la sobreyectivdad de f,. Sea
7 € Hom 4 (M’, I), entonces como f es inyectiva e I es inyectivo tenemos que
existe h € Homyu (M, I) tal que 7 = ho f = f,(h). Ahora supongamos que
Homy(+,I) es exacto. Sea 7: M’ — Ty f: M’ — M inyectiva. Considere la

sucecién exacta 0 — M’ L M 55 M /Im(f) — 0, entonces existe la sucesién
exacta larga 0 — Hom 4 (M/Im(f),I) == Hom 4 (M, I) EEN Homa(M', 1) —
0. En particular f, es sobreyectiva. Luego para 7: M’ — [ existe h : M — [
tal que 7 = fiu(h) = ho f.

Supongamos que I es inyectivo y sea 0 — I i> M 2y M” — 0 una sucesién
exacta. Entonces considerando g = id : I — I tenemos que existe h : M — [
tal que id = ho f. Por lo tanto 0 — T o M % M = 0 una sucesién exacta
escindida. .

Considere la sucesién exacta 0 — I - M s M/I — 0. Entonces como [
es inyectivo, tenemos que la sucesién exacta anterior escinde, es decir existe
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h: M — I tal que ho¢ = id. Luego, como la escisién de sucesiones exactas
de moédulos es equivalente a la escritura como producto, tenemos que M =
Im(i) @ ker(h) = I @ ker(h). Se concluye lo pedido tomando @ = ker(h).
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Ayudantia 14: En esta ayudantia estudiaremos tensores de médulos y en
particular trabajaremos con algunos ejemplos de moédulos sobre DIP.

Problema 1: Sean (M;);c; un conjunto de A-médulos, M = @;e;M; y N
un A-médulo cualquiera. Demuestre que:

M®AN2@M1-®N.
i€l

Demostracién: Por claridad, en lo que sigue denotaremos a los elemen-
tos de la suma directa M como sumas finitas de elementos en M;, i € I.
Considere el A-homomorfismo bilineal f : M x N — @,.; M; ® N definido
por f(>_m;,n) => m; ®n. Luego, por la propiedad universal del produc-
to tensorial, tenemos que existe una unica funcién A-lineal ¢ : M ® N —
Dicr M; @ N tal que (3} m; @ n) = Y m; ® n. Por otro lado, exite el
A-morfismo bilineal g : M; x N - M ® N definido por g(m;,n) = m; @ n,
en donde en el miembro de la izquierda entendemos que m; € M. Nueva-
mente por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos que existe
9 M; ® N - M ® N definido por g(m; ® n) = m; ® n. Por ende podemos
construir el A-homomorfismo:

¢:PMeN-MeN,
iel
definido por ¢(>_m; ® n;) = >.m; ® n;, donde cada n; € N. Finalmente,
es sencillo probar que ¥ o ¢ = idyg, N ¥ que ¢p oY = id@iel M;oN- Esto
concluye lo pedido.

Problema 2: Sea M un A-médulo y S C A un conjunto multiplicatico con
uno. Se define el médulo localizado S~'M por:

SilM:{%:meM7 SGS},
con la identificacién = = 7;’—// < 3JteS: t(s'm—sm’) =0. Tomando M =
A y empleando la misma construccién podemos definir el anillo localizado
S71A, el cual resulta ser un anillo con la multiplicacién evidente.
Pruebe que S~™'M es un S~ A-médulo.
Muestre que M ®4 S~1A = S~'M.
Concluya que si A es un DI y K = Quot(A) entonces M ®4 K es un K-
modulo libre.

Desarrollo:
Definimos la accién de S~'A sobre S™!M por . = 2%, donde a € A,
s,t € Sym € M. Observe que si £ = ‘SI—' y &t = T—,l entonces existen

s’ t" € S tales que s”(as’ —a's) = Osy t"(t'm —ttm’) = 0. Luego tenemos
que s"t"(s't'am — sta’m’) = 0. Por lo tanto la accién estd bien definida. Es
relativamente sencillo demostrar que se cumplen los axiomas de moédulo en
este caso.

Considere el A-morfismo bilineal ¢ : M x S™*A — S~'M definido por
¢ (m, %) = . Se sigue, de un argumento andlogo al dado en [i], que ¢ esta
bien definido. Por la propiedad universal del producto tensorial tenemos que
existe un tinico homomorfismo de A-médulos @ : M ®4 S™'A — S™'M
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tal que ¥ (m® %) = ¢ (m, %) = “2. Por otro lado, considere la funcién

) s

©:ST'M — M ®4 S A definida por ¢ () = m ® L. Observe que ¢ estd

bien definida, pues si % = ™ entonces existe ¢t € S tal que ts'm = tsm/,
1 _ 4o/ 1 _ ! 1 _ / 1
luego tenemos que m ® S =M L =tsm' ® s = m' ® 5. Observe

que ¢ 0¥ = idpygs-14 Y Y o = idg-1p. Luego tenemos que ¥ es un
homomorfismo biyectivo. Concluimos que v es un isomorfismo.

Se deduce, de lo mostrado en [i] e [ii] que M ® 4 K es un K-mddulo. Luego
tenemos que M ® 4 K es un K-espacio vectorial. Por lo tanto M ® 4 K es
libre sobre K.

Problema 3: Sea K una extension finita de Q y considere:
Ok = {a € K : « es entero sobre Z}.

Pruebe que en general, si M = A" @ Tor(M) y K = Quot(A) entonces
M®s K= K™

Usando el hecho de que Ok es un Z-mdédulo finitamente generado, pruebe
que O = 7", donde n = [K : Q).

Desarrollo:

En lo que sigue usaremos que M @4 @, ; M; = @, (M @4 M;). En efecto
tenemos que M @4 K =~ @ (A ®4 K) @(Tor(M) @4 K). Es un ejercicio
probar, via la propiedad universal del producto tensorial, que A®4 K = K.
Por otro lado, como Tor(M) es un médulo de torsién, para todo m € Tor(M)
existe s € S tal que sm = 0. Luego todo elemento m @t € Tor(M) ®4 K es
igual a sm ® ts~! = 0. Concluimos que Tor(M) ®4 K = {0} y por lo tanto
M@s K=2K™.

Sabemos que Ok es un Z-médulo libre de torsién. Usando el hecho de que O
es un Z-médulo finitamente generado concluimos, por teorema de estructura,
que O = 7!, para cierto t € N. Sea x € K un elemento cualquiera. Sea n =
[K : Q. Observe que el conjunto {1,z,--- ,2"} es linealmente dependiente.
Por lo tanto existen constantes ag,--- ,a, € Q, no todas nulas, tales que
Z?:o a;z" = 0. Multiplicando por el méximo comun divisor de los divisores
de a; € Q, obtenemos b; € Z, no todos nulos, tales que Z?:o a;z" = 0. Sin
perdida de generalidad podemos admitir que a,, # 0. Multiplicando la iltima
igualdad por a”~! obtenemos (a,z)" + an_1(apx)" t 4+ -+ + apa? 1 = 0.
Luego a,x € Ok. Esto prueba que Q ®7 Og = S™'O0x = K, donde S =
7 — {0}. Por otro lado, tenemos, por [i], que Q ®z O = Qt. Igualando
las dimensiones sobre Q de Q' y K, concluimos que ¢t = n. Esto prueba lo
pedido. Esto da una segunda demostracién al hecho citado en la ayudantia
12.

Problema 4: Sea A un dominio de integridad. Pruebe que si f: A™ — A™
es un homomorfismo sobreyectivo de A-mdédulo entonces m < n.

Demostracion: Sea K = Quot(A). Considere el K-homomorfismo g :
K™ — K™ definido por g (3;"; aie;) = aif(e;), donde e; = (8;;)}—,. Note

que g : K™ — K" es el morfismo inducido por f sobre K" = A™ ® 4 K, via:

G:A"@s K > A"Q4 K, Gover) =Gv)®r.
Sea e; € K™, como f es sobreyectiva, existe v; € A™ C K™ tal que
f(v;) = e;j. Luego g es sobreyectiva, pues para todo v € K™ escrito de la
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forma v = 377" | bje; existe w =Y, bjv; € K™ tal que g(w) = v. Observe
que g es una transformacién K-lineal sobreyectiva, luego m < n.

Problema 5: Este problema tiene por objetivo probar que si M es un A-
mdédulo finitamente generado, con A un DIP, entonces M ® 4 M = {0} en-
tonces M = {0}.
Pruebe que si I, J son ideales de A entonces A/T ®4 A/J = A/(1+ J).
Pruebe que si M ® 4 M = {0} entonces M = {0}.
Desarrollo:
Considere ¢ : A/T x A/J — A/(I + J) la funcién A-bilineal definida por
¢(a,b) = ab, donde a € A/I y b e A/J. Note que dicha funcién bilineal estd
bien definida, pues si a1 = as+14, by = ba+j, donde a;,b; € Aeie I, je J,
se tiene que:

arby = (az +14)(ba + j) = asbs + boi + agjij
Por ende a;b; = asbs € A/(I + J). Luego, por la propiedad universal del
producto tensorial, existe un dnico morfismo ¢ : A/T®4 A/J — A/(I + J)
definido por ¢ (a ® b) = ab. Considere g : A/(I +J) = A/I ®4 A/J la
funcién definida por g(a) = a ® 1. Observe que g estd bien definida, pues si
x=y+(i+j),dondeielyjec Jentoncesz®1=yR1+i®1+j1=
YyR1+1®j=y®1. Ademsds se tiene que o g = id, g oy = id. Concluimos
que 1 es un isomorfismo.
Por el teorema de estructura de médulos sobre DIP tenemos que existe k € Z
v {p1, - ,pm} ideales primos en A tales que:

M= Ak e DA A/,

i=1 j=1
donde e;; < -+ < e4q,. Recordemos que el tensor distribuye sobre las sumas
directas, luego si M ® 4 M = {0}, tenemos que en particular que:
AR = Ak @ AF = {0},
y ademas:
A/(p;7) @a A/ (p;") = {0}.
De esto se sigue que k =0y que A/(p;?) = A/(p;”)®a A/(p;”) = {0}. Por

? ?
lo tanto cada factor invariante es nulo. Concluimos que M = {0}.
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3.1. Interludio: Mdédulos planos: En esta ayudantia estudiaremos la
categoria de médulos planos.

Problema 1: Se dice que un A-mdédulo M es plano si para todo homomorfis-
mo inyectivo ¢ : K — L, el homomorfismo inducido ¢ : M®@4 K — M ®a L
es inyectivo, donde ¢ * (m ® k) = m ® ¢(k).

Pruebe que M es un mddulo plano si y solamente si M ® 4 — es un functor
exacto.

Muestre que si M es plano e I es un ideal de A, entonces existe un homo-
morfismo inyectivo I ® 4 M — M.

Desarrollo:
Supongamos que M ® 4 — es un functor exacto y sea ¢ : K — L un homo-
morfismo inyectivo. Entonces tenemos la sucesion exacta:

0 K3 LI L/Im(f) — 0.

Aplicando la exactitud del functor M ® 4 — obtenemos la sucesién exacta:

0 MeaK 25 MoiL =5 Moy L/In(f) — 0.

En particular, se tiene que el homomorfismo inducido ¥ es inyectivo.

. ¢ g < s
Reciprocamente, sea 0 — K — L = P — 0 una sucesion exacta. Sabemos
que siempre se tiene la siguiente sucesion exacta:

K2 L% p_o.

Ahora bien, como ¢* es inyectiva por hipdtesis, tenemos que podemos ex-
tender la sucesion anterior y agregar un modulo nulo a la izquierda.
Considere el homomorfismo inclusién i : I — A. Como M es plano, tenemos
que existe un homomorfismo inyectivo ix : I® 4 — A ® 4 M. Por otro lado,
tenemos que A ® 4 M = M. Componiendo i* con el isomorfismo anterior,
obtenemos un homomorfismo inyectivo I ® p M — M.

Problema 2: Muestre que los siguientes médulos tienen o no la propiedad
de planitud.

Si § C A es un conjunto multiplicativo, muestre que S™'A4 es un A-médulo
plano.

Mustre que todo médulo libre es plano.

Pruebe que Z/nZ no es un Z-médulo plano.

Desarrollo:

Sea M = S7'A y sea ¢ : K — L un homomorfismo inyectivo. Entonces
tenemos que el homomorfismo f*: M ® K — M ® L se factoriza al homo-
morfismo *f : ST'K — S™1L definido por *f (%) = @ Esto se debe a que
M®K =~ S1K via (2)®k — % y lo mismo se tiene para M @ L = S~1L.
Supongamos que xf (£) = 0, entonces existe t € S tal que tf(k) = 0. Luego
tenemos que f(tk) = 0. Como f es inyectivo, tenemos que tk = 0, es decir
% = 0. Esto prueba que *f es inyectiva. Por ende f* es inyectiva. Concluimos

que M es plano.
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Sea M = @,;c; A ysea ¢ : K — L un homomorfismo inyectivo. Entonces
tenemos que el homomorfismo fx : M ® K — M ® L se factoriza al ho-
momorfismo *f : @,.; K — @,.; L definido por *f((k;)ier) = (f(k:))icr-
Esto se debe a que M @ K = @, ; K via (a;)ic1 ® k = (aik)ier y lo mismo
para M ® L = @, ; L. Observe que, como f es inyectivo, se tiene que *f es
inyectivo. Concluimos que f* es inyectivo y por ende M es plano.
Supongamos que Z/nZ es un Z-médulo plano. Considere el homomorfismo
inyectivo f : Z — Z definido por f(z) = nz. Para dicho f, existe el homo-
morfismo inyectivo fx : Z/ZQyZ — 7./7ZQ3Z. Recordemos que M®4 A = M
via m ® a — am. Componiendo f* con el isomorfismo previo obtenemos un
homomorfismo inyectivo g : Z/nZ — Z/nZ definido por g * (z) = nx = 0.
Esto nos lleva a una contradiccién.
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4. CUERPOS:

Ayudantia 15: En esta ayudantia comenzaremos a estudiar cuerpos. En
particular, analizaremos problemas asociados al grado de extensiones e in-
crustaciones de cuerpos.

Problema 1: Sea F' un cuerpo y « un elemento algebraico sobre F'.
Pruebe que si [F(a) : F] es impar, entonces F(a) = F(a?).

Suponga que F' = Q y a € C es algebraico sobre Q. Sea p(x) = irrq o(z).
Muestre que « es un cuadrado en Q(«) si y solamente si p(x?) es reducible.
Desarrollo:

Considere la extensién de cuerpos F' C F(a?) C F(a). Note que « satisface
el polinomio cuadratico p(z) = 22 — a? € F(a?)[z]. Luego, como [F(a) :
F(a?)] = deg(irra, ra2)(2)) ¥ it pa2)|p(z) se tiene que [F(a) : F(a?)] €
{1,2}. Si [F(a) : F(a?)] = 2, tenemos que [F(a) : F] = 2[F(a?) : F], lo
que contradice la imparidad de [F(«) : F]. Esto no perdite concluir que
[F(a?): F(a)] =1y por lo tanto F(a) = F(a?).

Primero supongamos que o = 32, para cierto 8 € Q(«). Note que /3 satisface
el polinomio ménico p(x?). Por lo tanto irrg g(z)|p(z?). Por otro lado, como
Q(B) = Q(w), se tiene que deg(irrgg(x)) = deg(p(z)). Esto implica que
p(z?) = irrg g(z)s(x), donde deg(s(x)) = deg(p(z)) > 0. Concluimos que
p(x?) es reducible sobre Q[x]. Supongamos ahora que a ¢ Q(a)? y sea 3 €
Q un elemento tal que 82 = . Es facil probar que [Q(3) : Q(a)] = 2.
De la multiplicatividad de los grados en torres, tenemos que [Q(5) : Q] =
2deg(p(z)). Por otro lado, como p(z?) es un polinomio ménico que se anula
en 3, tenemos que irrg g = p(x?). Esto prueba que p(x?) es irreducible.

27

Problema 2: Sea w = €73
Pruebe que [L : Q] = 6.
Muestre que v/2 ¢ L, para todo L = Q(fy,--- ,6,), donde 67 € Q.

y considere el cuerpo L = Q(v/2,w).

Desarrollo:

Sabemos que [Q(V/2) : Q] = deg(z® — 2) = 3. Por la multiplicatividad
del grado, para probar lo pedido, basta demostrar que [L : Q(¥/2)] = 2. En
efecto, sabemos que ¢(z) = 2+ +1 es un polinomio que se anula en w. Por
otro lado, sabemos que L = Q(3/2)[z]/(p(z)), donde p(x) es un polinomio
irreducible. Luego p(x) divide a 22 + 2 + 1. Por lo tanto [L : Q(¥/2)] < 2.
Si [L : Q(3/2)] = 1, entonces el cuerpo Q(3/2) C R conincide con L, el cual
contiene el elemento no real, a saber w € L. Esto implica que [L : Q(+/2)] = 2
y se concluye lo pedido.

Definimos L; = Q(0y,--- ,0;), parai € {1,---n}. Note que L;+1 = L;(0;41),
donde 07, , € L;. Por lo tanto [L;11 : L;] € {1,2}. Esto implica que [L : Q] =
2!, para cierto t < n. Luego, si v/2 € L, se tiene que Q(3/2) C L, por lo que
3 divide a 2'. Esto nos lleva a una contradiccién.
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Problema 3: Sea p # 2 un nimero primo y sean (, =e » , K = Q((p). Se
define el simbolo de Legendre de n médulo p por:

0 si pln
(n>: 1 si ptnymelF;
-1 si pinyn¢F;

Pruebe que Zﬁ;ll (Z) =01y que (Z) (ZL) = (";").

Se define la suma de Gauss por S := Efl;ll (Z) ¢, - Pruebe que 52 = (;1)}9.
Pruebe que (_pl) =1,sip=1(4) y que (_pl) =—1,sip=3(4).

Concluya que Q(y/p) C K, si p=1(4) y que Q(y/—p) C K, si p = 3(4).
Desarrollo:

Sea G =T} el grupo de elementos invertibles en F;,. Definimos el homomor-
fismo p : G — G por u(a) = a®. Note que ker(u) = {1,—1}. Por lo tanto

Im(p)| = 1’2;1. Esto implica que en F; existen tantos elementos cuadrados
n
p
la demostracion anterior nos dice que Fj / ]F;‘,2 2 (5. Por lo tanto el produc-

to de dos elemntos no cuadrados en F, es un cuadrado. Esto prueba que

() () = ()

como no cuadrados. De esto se sigue que Zfl;ll ( ) = 0. Note ademds que

Por definicién, se tiene que S? = > nm (Z) (’;‘) (™. Luego por lo mostrado
en [i], tenemos que S? = Y nm ("ZI)C;‘*”’. Sea r = n + m, entonces S? =

— . £0 -1 _ 14
S (NG = (T, NG = 0 G o (™, ) Note que
sir # 0 entonces rm~! —1 = rs~! — 1 si y solamente si s = m. Por lo tanto
{rm=' —1:m e F;} = F; — {-1}. Por lo tanto S* = =2 rt0 (;1) +(p—

- - -1

1)( pl) =p( pl), dado que >°P_ ¢, = 0.
Sabemos que Fj es un grupo ciclico con p — 1 elementos. Sea z € F, un
generador de dicho grupo. Note que (;1) = 1 si y solamente si existe a € F,

tal que |a| = 4. Luego, si (_pl) = 1, tenemos que por teorema de Lagrande
4|p — 1. Esto nos dice que p = 1(4). Por otro lado, si p = 1(4), se tiene que

2

a= 2" satisface a2 = —1 y por ende (_ ) =1.

1
p

Esto se sigue directo, del hecho de que S? € K y de los items [ii], [iii].
Problema 4: Sea K/F una extensién finita de grado n y sea ¢ : K — F un
homomorfismo tal que ¢|r = id.

Sea oo € K. Mustre que ¢(«) es una raiz de p(z) = irrq, p(x).

Asuma que K = F(a) y sea G = {¢: K — F : ¢|p =id}. Muestre que
|G| < nyque |G| =nsiy solamente si p(x) = irr,, p(z) tiene toda sus raices
distintas.

Sea ¢, = e, como en [2]. Asuma que F = Q y K = Q((, 4 ¢ 1). Pruebe
que ¢(K) C R, para todo ¢ € G.

Desarrollo:

Basta probar que S = ¢(«) cumple con p(8) = 0. En efecto, se tiene que
si p(z) = ag + a1z + - -+ + a,a™ entonces p(B) = ag + a1¢(a) + a, (™) =
¢(p(a)) =0, debido a que ¢(a;) = a;.
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Note que si dos homomorfismos ¢1,¢> : K — F cumplen con ¢;(a) =
¢1(), entonces ¢1 = ¢o. Por otro lado, dada una raiz 8 de p(x), existe
un isomorfismo ¥, : Flz]/(p(z)) — F(B) definido por ¥, (Z) = 3. Por la
misma razén existe un isomorfismo ¥y : F[z]/(p(x)) — F(«) definido por
Uy(Z) = a. Por lo tanto, existe un isomorfismo ¢ : F(a) — F(8) C F
definido por ¢ = \11271 o U;. Note que ¢(a) = . Esto nos permite concluir
que G estd en biyeccién con el nimero de raices de p(z). De esto se sigue lo
pedido.

Sea ¢ € G un elemento cualquiera. Extendiendo ¢ al cuerpo Q(¢,) (Ver
Teorema 2.8 Segre Lang, Algebra), por lo mostrado en [i], tenemos que

#(Cn) = ¢, para cierto a € Z. Por lo tanto ¢((, + ¢ = €2 4 ¢, Sea (-)
la funcién conjugacién. Note que (¢ = ¢ ?, pues (2 es una raiz de la unidad.
De esto se sigue que ¢(Cn + o) = ¢(Ca + ¢, v por ende (G +¢, ) € R.
Concluimos que ¢(K) C R.
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Ayudantia 16: En esta ayudantia estudiaremos cuerpos finitos.

Problema 1: Sea n € N y I, el cuerpo de p elementos con p primo, y sea
L C T, el cuerpo de descomposicién de G(z) = 2P — x € F[x].

Demuestre que el conjunto de raices de G(z) es un subcuerpo de L.
Demuestre que L es igual al conjunto de raices de G(x) y que |L| = p™.
Muestre que todo cuerpo IF, C K C ]FT, de grado n es igual a L. En lo que
sigue denotamos a L por Fyn.

Desarrollo:

Sean «, 8 dos raices de G(x). Entonces (« + 8)? = o + 8P = o + . Luego
a+f es unaraiz de G(z). Por el mismo argumento a.— /3 es raiz. El argumento
para el producto y el inverso es inmediato. Luego se tiene lo pedido.

Note que el conjunto de raices de G(z) es un cuerpo el cual contiene a Fy,.
Por ende L es igual al conjunto de raices de G(z). Esto demuestra lo pedido.
En lo que sigue mostraremos que |L| = p". En efecto, si G tiene una raiz
repetida, entonces G(z) = (z — a)?s(z). Por lo tanto x — a divide a G(z) y
G'(z), pero esto es falso ya que G'(z) = —1. Concluimos que G(x) tiene p”
raices y de esto se sigue lo pedido.

Supongamos que K es una extensién de grado n de F,. Entonces K* es un
grupo de p” — 1 elementos y por ende todo o € K satisface que o = a.
Esto equivale a que « sea una raiz de G(z). Luego K C L, y concluimos la
igualdad de conjuntos de la igualdad de sus cardinalidades.

Problema 2: Sean Fjn, Fpm C IFT) cuerpos finitos.

Muestre que Fpn C Fpm si y solamente si n|m.

Concluya que 2P" — z divide a 2P —  si y solamente si njm.

Muestre que Fg ¢ Fso.

Desarrollo:

Supongamos primero que Fp» C F,m. Entonces tenemos que [Fpm : Fp] =

[Fpm : Fpn][Fpn : Fp]. Por lo tanto n = [Fp» : Fp] divide a m = [Fpm : F,].

Supongamos ahora que n|m. Sabemos que todo elemento ¢ € F,n cumple

con a?" = a. Luego a?” = a?""'?" = a. Por lo tanto a € Fpmn = {a € F,, :

a?” = a}. Esto implica que Igpn CFpm. N

Primero supongamos que z? — z divide a 2P — x. Entonces tenemos que

Fpn ={a€F,:a? =a} C{a€F,:a’ = a} = Fpm. Luego, por [i,

concluimos que n|m. Por otro lado, si n|m entonces podemos escribir:
IO L

Luego:

m n n

" — = (P )PP (2P — )P 4 (2P

" 2,
Por ende 27" —x = (27" — x)s(z). Concluimos que zP" —z divide a 27" — .
Observe que Fg = Fos y F3o = Fos. Luego si Fg C F3o tendriamos que 3
divide a 5, lo cual nos lleva a una contradiccién.

Problema 3*: Determine el niimero de polinomios distintos de cada grado
que tiene la factorizaciéon en irreducibles en Fy[z] de P(z) = 2256 + .

Desarrollo: En todo lo que sigue fijamos una clausura algebraica Fy de F5.
Note que si p(x) es un polinomio irreducible que divide a P(x) entonces toda
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raiz a € K de p(z) satisface a2” = a2 = a. Por lo tanto o € Fas, donde

Fys es la tinica extensién de grado 8 de Fy contenida en Fy. Por otro lado, si
a € Fys, entonces p(z) = irry r, (x) divide a P(z), puesto que P(a) = 0. Note
que, por lo demostrado en el Problema 1, se tiene que P(x) no tiene raices
repetidas en Fas. En particular, cada uno de los factores irreducibles de P(x)
tienen potencia uno en su factorizacién y todos son separables. Concluimos
que P(x) es el producto de los polinomios minimales de elementos en Fas. En
particular, solo existen polinomios de grado 1,2,4 y 8 que dividen a P(z).
Es sencillo ver (Ejericicio), a partir del Problema 2, que:

]F22i D) F22i—1 D---DFy,

y que, como para todo k& € N se tiene que [F,or : Foor-1] = 2, no existen
cuerpos Ly distintos de F,or,Foor—1 tales que Foore O Ly D Foor-1. Por
lo tanto, todo elemento o € Fp,i — F,pi-1 es un elemento primitivo de la
extension F.,: /Fa. Por ende irr, g, () tiene grado 2°. Via esta caracterizacién
determinamos la factorizacién de P(z) como sigue.

Note que los polinomios de grado 1 que dividen a P(x) son tantos como
elementos en Fy. En efecto, estos son z,x — 1.

Por otro lado el niimero de polinomios irrecibles de grado 2 que divide a
P(z) es §(|Fa2| — [F2|) = 1. En efecto, dicho polonimio es 2% + z + 1.

El ntimero de polinomios irreducible de grado 4 que divide a P(z) es 1 (|Faa|—
|Faz]) = 3.

Por dltimo, el nimero de polinomios irreducible de grado 8 que divide a P(x)

es 1(|Fas| — [Fas|) = 30.

Problema 4*: Demuestre que para todo entero positivo n existe un polino-
mio irreducible f, € Fp[z] y de grado n.

Demostracion: Sea z € Fy» un generador del grupo ciclico F.. Entonces
el orden de z satisface que |z| = p™ — 1. Supongamos que z es un elemento
en algin subcuerpo propio de Fyn, es decir z € Fpm, para m|n. Enton-
ces 2P =1 = 1 y por ende tiene orden menor a p” — 1. Concluimos que
z € Fpn no estdn en ningin subcuerpo propio de F».Note que esto implica
que F,(2) = Fyn. Por ende p,(x) = irr,r, es un polinomio irreducible de
grado n.

Problema 5%*: Sean p y ¢ ntimeros primos diferentes. Demuestre que el
polinomio:

plx)=aP ™t P24 f a1,

tiene una raiz en F,2 si y solo si ¢*> = 1( mod p).

Demostracion: Observe que las raices de ¢(x) son las raices de G(z) = 2? —
1 distintas de 1. Por lo tanto si ¢(x) tiene un raiz a € F 2 se tiene que o =1
y @ # 1. Por ende a € F, tiene orden p. Por teorema de Lagrange obtenemos
que ¢> = 1( mod p). Ahora bien, supongamos que ¢> = 1( mod p). Entonces,
como ]FZ2 es un grupo ciclico, tenemos que existe o € Fg2 tal que o? =1y
a # 1. De esto se sigue lo pedido.

Problema 6: Sea L = F5(\/§) C F5 el minimo cuerpo que contiene a Fy y
una raiz de 2 € Fs.
Muestre que L = Fo5.



ii.-

i-

ii.-

53

Pruebe que 22 + 2 se descompone en L[z].

Desarrollo:

Sabemos que L = F5[x]/(p(z)), para cierto polinomio irreducible p(z) €
Fy[x] tal que p(v/2) = 0. Por definicién, 22 — 2 se anula en /2. Por lo tanto,
si demostramos que 22 — 2 es irreducible en F5[z], tenemos que [L : F5] =
deg(2? — 2) = 2. Observe que F2 = {0,1,—1}. Por lo tanto 22 — 2 no tiene
raices en F5. Esto implica que 2% — 2 es irreducible sobre Fs|x].

Note que (2v/2)?> =8 = —2 en L. Por lo tanto 22 4 2 = (z — 2v/2)(z + 2v/2)
en Lix].
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Ayudantia 17: En esta ayudantia trabajaremos con cuerpos de descom-
posicién de polinomios.

Problema 1: El siguiente problema tiene por objetivo calcular cuerpos de
descomposicién.

Sea F un cuerpo, F su clausura algebraica y p(z) € F[z] un polinomio
cualquiera. Muestre que el cuerpo de descomposicién K C F de p(z) sobre
Fes K = F(ag, -+ ,ay), donde {a;}"_; C F es el conjunto de raices de
p().

Demuestre que el cuerpo de descomposicién de p(z) = z* + ax? + b? sobre

Q es Q(z), donde z = 4/ =tv/a==4b"

Demuestre que el cuerpo de descomposicén de 28 — 3 sobre Fy5 tiene grado
dos.

Desarrollo:

Es sencillo ver que p(z) = [[;-,(z — o) en F(ay,- -+ ,ay)[z]. Supongamos
que F' C M C F es otro cuerpo en el que p(r) se factoriza linealmente. Como
los factores lineales de p(z) son de la forma x — «; se tiene que a; € M, para
todo ¢ € {1,---,n}. Por lo tanto F(ay, -+ ,a,) C M y en particular la
inclusién F(aq,- - ,a,) = M es un homomorfismo no trivial que extiende
la inclusién F' — M. Para efecto de todos los calculos que siguen entendemos
los cuerpos de descomposicién como subconjuntos de la clausura algebraica
respectiva.

Note que las raices de p(x) son de la forma =41/ —akva?-d4b? W. Luego el cuerpo

de descomposicién de p(x) sobre Q es Q(z,2'), donde 2’ = 4/ =2&=¥g=20" V§2_4b2 y
z es como antes. Por otro lado tenemos que zz’ = b. Por lo tanto 2z’ = g y

se tiene que Q(z) es el cuerpo de descomposicién de p(z).

Observe que 3 = 23 en F5, por ende 26 —3 = (22 —2)(2*+222+4). Escribiendo
vt + 202 +4 = (22 + ax + b)(2® + cx + d) se obtiene que a = —c = 2y
b=d= —2. Por lo tanto 2° — 3 = (2? — 2)(2? + 2z — 2)(2® — 22 — 2).
Sea § € F5 un elemento tal que #? = 2. Escribimos z = af + b. Luego si
22422 —2=0, se tiene que z = 20 F 1 0 z = —20 F 1. Esto implica que el
cuerpo de descomposion de p(z) es L = F5(6), el cual sabemos tiene grado
2 sobre [Fs.

Problema 2: Sea a = v2+ /3 € C y L = Q(a). Considere el cuerpo de
descomposicién K = Q(v/2,+/3) del polinomio p(z) = (z2—2)(2?—3) € Q[z].
Pruebe que V6 e L.

Pruebe que [K : Q] = 4.

Demuestre que L # Q(+/6).

Concluir que L = K.

Encontrar un polinomio irreducible sobre Q[z] que se anule en a.
Desarrollo:

Note que a? = 5 + 2/6. Luego, tenemos que v/6 = # e L.

Sabemos que [Q(v/2) : Q] = 2. Luego, para probar que [K : Q] = 4, basta de-
mostrar que [K : Q(v/2)] = 2. Note que K = Q(v/2)(v/3) = Q(v2)[z]/(p(z)),
donde p(z) divide a 22 — 3, puesto que 2 — 3 se anula en v/3. Luego [K :
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Q(v2)] € {1,2}. Observe que si [K : Q(v/2)] = 1, entonces v/3 = a + bv/2,
para ciertos a, b € Q. Luego, tenemos que 3 = a? 4 2b% 4 2aby/2. Por lo tanto
b =0, lo que implica que V3 € Q. Esto es contradictorio. Concluimos que
K Q(v2)] = 2.

Supogamos que L = Q(v/6). Entonces [L : Q] = 2 y entonces existe a,b € Q
tales que (ﬂ +3)% + a(\/i + \/3) + b = 0. Por lo tanto, se tiene que
26 + av/2 4+ av/3 + 5 + b = 0. Por otro lado, lo demostrado en [ii] implica
que {1,v/2,/3,4/6} es un conjunto linealmente independiente (ver teorema
1.2.3 del apunte). Este hecho, nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto
L # Q(VB).

Claramente se tiene que L C K. Por [i e [iii] tenemos que Q(v/6) C L. Por lo
tanto [L : Q] = 4. Esto nos permite concluir que [K : L] = 1. Luego L = K.
En efecto a? = 5+ 2v/6, luego tenemos que (a? — 5)2 = 24. Por lo tanto,
se tiene que g(z)(x) = 2* — 1022 + 1 es un polinomio que se anula en a. Lo
mostrado en [iv] implica que L = Q[z]/(p(x)), donde p(z) es irreducible de
grado 4. Por otro lado, tenemos que p(z) divide a ¢(x). Por igualdad en el
grado, tenemos que p(z) = ug(z), donde v € Q. Esto implica que g(x) es
irreducible.

Problema 3*: Sea F, el cuerpo finito de ¢ elementos y sea:
9 =y +y’ +y  +y+ 1.

Demuestre que si g(y) tiene una raiz en F,, entonces g(y) se factoriza lineal-
mente sobre F,. Demuestre que esto pasa si y solamente si ¢ = 0, 1(mod 5).
Suponga que en F, el polinomio g(y) tiene un factor h(y) irreducible, ménico
y de grado 2. Muestre que h(0) = 1.

Desarrollo: .

Observe que g(y) = yy__ll. Por ende estudiamos la raices de y° — 1. Sea
X ={z € Fy} : 2° =1} C F;. Como F} es un grupo ciclico, tenemos que
X # 1} si y solamente si 5|¢ — 1, es decir ¢ = 1(mod 5). Por otro lado, el
polinomio y® — 1 tiene raices repetidas si y solamente si car(F,) = 5. En
dicho caso g(y) = (y — 1)* y ¢ = 0(mod 5). En cualquier otro caso g(y) no
tiene raices en F,. Note que en cualquier caso X es un subgrupo ciclico de
7 y por ende cualquier raiz de q(y) genera X. Esto demuestra lo pedido.
Por la parte [i], si g(y) tiene un factor irreducible de grado dos, entonces este
se factoriza como producto de dos polinomios irreducibles de dicho grado.
Sea . C F, el cuerpo de descomposicién de g(y) sobre F,. Entonces L = Fgeo.
Luego, por [i], tenemos que ¢> = 1(mod 5), y por ende ¢ = —1(mod 5). Sea
Yo € L un generador del grupo X. Entonces h(y) = (y — y§)(y — yé) =
v2 — (v + vy + v € Fyly]. Luego, si i+ j # 5 tenemos que yi™ € F,
genera X y por ende X C Fg, lo cual es contradictorio. Conclimos que
h(0) =yt =1.

Problema 4: Sean p,q € Z primos distintos si.

Encuentre el cuerpo de descomposicién K del polinomio p(z) = 2P — ¢ sobre
Q y determine [K : Q).

Para p = 3, exhiba una base de K como Q-espacio vectorial.

Para p = 3, encuentre un elemento primitivo de K/Q.

Desarrollo:
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En todo lo que sigue consideramos el cuerpo algebraicamente cerrado C que
contiene a Q y en este cuerpo estudiamos K. Sea (, = ¢t € C. Clara-
mente el conjunto de raices de p(z) es X = {(; ¢/q: a € {1,---,p}}. Luego
como todos los elementos de X estan generados por ¢, y ¢/p se tiene que
K = Q(Cp, ¥/q)- Sea Ly = Q(¢/q) y Lz = Q(¢p)- Note que, por criterio de
Eisenstein y Gauss, tenemos que [L1 : Q] = py que [Ly : Q] = p—1. Por otro
lado, como K = La(¢/q) y {/q se anula en p(x), tenemos que [K : L] < p.
Esto dltimo implica que [K : Q] < p(p—1). Ahora bien, por la multiplicativi-
dad del grado, tenemos que [L; : Q], [L2 : Q] dividen a [K : Q]. Por lo tanto
p,p—1 dividen a [K : Q]. Como p, p—1 son relativamente primos, lo anterior
implica que p(p — 1) divide a [K : Q]. Concluimos que [K : Q] = p(p — 1).
Note que una base de L; sobre Q es {1, {/q, {’/(72} Por otro lado, como
[K : Lo] = 2, tenemos que el conjunto generador {1,(3} es una base de K
como Ly espacio vectorial. Luego una base de K sobre Q consiste en tomar
todos los productos posibles de los elementos de las dos bases anteriores, es
decir 8 = {1, (3, ¥/q, (334, W, (3 W} es una base de K/Q.

Demostraremos que el elemento 2 = ¢/q + (3 es un elemento primitivo para
la extensién. De la identidad Cf, = —(, — 1, se sigue que 2% = {/¢?2 — 1 —

(3 —23¢qy que 2 = (14 q) — 3¥q — 3¢3¥/q + 3(33/¢>. Por lo tanto, los
vectores 1, z, 22, 2% se pueden reescribir en la base 3 como:

1=(1,0,0,0,0,0),
z=(0,1,1,0,0,0),
2% =(-1,-1,0,2,1,0),
23 =(14¢,0,-3,-3,0,3).
Note que estos cuatro elementos son linealmente idenpendientes. Por ende
la extensién F' = Q(z) es una extensién de grado a lo menos 4, contenida

en K. Por la multiplicavidad del grado tenemos que [F' : Q] € {1,2,3,6}.
Concluimos que [F': Q] = 6 y por ende F = K.

Problema 5: Sea K una extensién finita de F. Pruebe que K es el cuerpo
de descomposicién de un polinomio en F[z] si y solamente si todo polinomio
irreducible en F[z] que tiene una raiz en K se factoriza completamente en
Klx].

Demostracién: Supongamos que todo polinomio irreducible que tiene una
raiz en K se factoriza completamente. Escribimos K = F(61,---,0,) y sea
pi(z) = irrg, r(x). Note que p;(x) es irreducible y tienen una raiz en K. Por
lo tanto p;(x) se descompone completamente en K. Esto implica que K es
el cuerpo de descomposicién de p(z) = [],_, pi(x). Supongamos ahora que
K es el cuerpo de descomposicién de un polinomio ¢(z) € F[z] y sea F una
clausura algebraica de F' que contiene a K. Para concluir lo pedido basta
probar que si o, 8 € F son raices de un polinomio irreducible p(z) € F|[x]
v a € K, entonces 8 € K. Por la proposicién 1.2.11 vista en clase, se tiene
que existe un isomorfismo i : F(a) — F(3) tal que i|p = id. Note que, por
el ejericicio 1i, K es un cuerpo de descomposicién de ¢(x) € F(a)[z]. Por el
mismo argumento K () es un cuerpo de descomposicién de ¢(z) € F(8)[z].
Luego, por el Teorema 1.2.9 existe un isomorfismo ¢ : K(«) — K(B) tal
que |pq) = id. Por lo tanto, si a € K, tenemos que 1 = [K(«a) : K| =



ii.-

ii.-

57

[K("):%?I)IL[]F(“):F] = [K(B):ﬁﬁf}}[}F(m:F} = [K(8) : K]. Concluimos que 3 € K.

Problema 6: Sea K una extensién algebraica de F contenida en F. De-
cimos que K/F satisface (N) si toda F-incrustacién de K en F induce un
automorfismo de K.

Muestre que si K es el cuerpo de descomposicion de una familia de polinomios
en F[z], entonces K/F satisface (N).

Muestre que si todo polinomio irreducible en F[z] que tienen una raiz en K
se descompone completamente, entonces K/F satisface (N).

Desarrollo:

Sea {fi(x)}icr un conjunto de polinomios tal que sus raices generan K y
o : K — F una F-incrustacién. Considere o € K una raiz de f;(z). Entonces,
por lo mostrado en el problema 4i de la ayudantia 15, tenemos que o(«) es
otra raiz de f;(z). Por lo tanto o(a) € K. Luego, como K estd generado
por las raices de {f;(z)}icr, tenemos que o(K) C K. El Lema 2.1 de §2
Algebra Segre Lang, implica que ¢ es un automorfismo. En el caso en que
[K : F] < oo dicho resultado se sigue de un calculo sencillo con dimensién.
Una forma directa de probar este resultado en invocando la equivalencia
mostrada en el ejercicio previo. Otra forma de demostrarla es la que sigue.
Sea o : K — F una F-incrustacién, o € K y p(z) = irr, p(z). Entonces
nuevamente por el problema 4i de la ayudantia 15, tenemos que o(«) es una
raiz de p(z). Luego, por hipétesis, tenemos que o(a) € K. Esto prueba que
o(K) C K. Concluimos que o es un automorfismo.
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Ayudantia 18: En esta ayudantia trabajaremos con extensiones separa-
bles.

Problema 1*: Sea F, el cuerpo finito de p elementos. Sea L = F,(u,v) el
cuerpo de cocientes del anillo de polinomios Fy[u,v] y sea K = F,(u”,vP) el
cuerpo de cocientes del anillo de polinomios F,[u?, vP].

Demuestre que L/K es una extensién de grado p?.

Demuestre que todo elemento de L es inseparable sobre K o bien pertenece
a K.

Pruebe que L/K no es simple.

Demostracién:

Considere F' = Fp(u,v?) = Quot(F,[u,v?]). Note que F = K(u) y que
L = F(v). El elemento u € F se anula en el polinomio p(z) = 2P — uP €
K(z], donde u? es un elemento primo en el anillo Fp,(v?)[u”]. Por lema de
Einsenstein tenemos que p(z) es irreducible en I, (v?)[u?]. Luego, por lema de
Gauss, tenemos que p(x) es irreducible en K [z]. Esto implica que [F' : K] = p.
Por otro lado v € L se anula en el polinomio ¢(z) = P —v? € F[z], donde v?
es un elemento primo en el anillo F,,(u)[v?]. Por lema de Einsenstein tenemos
que p(z) es irreducible en Fp(u)[v?]. Luego, por lema de Gauss, tenemos que
p(z) es irreducible en F[z]. Esto nos lleva a que [L : F] = p. Concluimos que
[L:K]=7p

Considere ahora un elemento y € L cualquiera. Por definicién de cuerpo de
ZEZE%, donde s(u,v) # 0. Note que todo polinomio 7(u,v) =
po(u) + p1(w)v + - + pp(w)v™ € Fplu, v] satistace que r(u, v)? = po(u)? +
p1(w)PvP + -+ + p,(u)Pv™. Ahora bien, todo polinomio g(u) = ag + ayu +
-+ apu” € Fplu] cumple con ¢(u)? = ap + a1u” + - - - + a,u"P, puesto que

al = a;, para todo a; € F,. De esto se sigue que r(u,v)? = r(u”,v?). Por

' r(uP,v?
s(uP,vP)
polinomio p(z) = 2 — «, con a € K. Por lo tanto irr, x(x) divide a 2? — .
Note que p(z) = (x—y)P en F'. Por ende irry, x(x) es inseparable o bien tiene
grado 1. Esto nos permite concluir que y € L es inseparable sobre K o bien
yeK.

Note que lo probado en el item [ii] demuestra que para todo a € L se cumple
que irrg o () tiene grado menor o igual a p. En particular ninguno de estos
elementos genera la extensién L de grado p? sobre K.

cocientes y =

lo tanto y? = € K. Esto implica que el elemento y € L satisface el

Problema 2*: Sea K = F,(z) el cuerpo de funciones en una variable so-
bre ), y sea L el cuerpo de descomposicién del polinomio y? —z € K[y].
Demuestre que el grupo de los automorfismos del cuerpo F que fijan K es
trivial.

Demostracién: Sea o € K una raiz de y? — 2 € K[y|. Entonces y? — z =
yP —aP = (y — a)P. Por lo tanto L = K («). Ahora bien, cualquier automor-
fismo que L que fija K envia « a una raiz de y? — x. Como dichas raices son
todas iguales a «, obtenemos que el tnico automorfismo posible es el trivial.

Problema 3*: Sea F un cuerpo y g(x) € F[z] un polinomio irreducible y
monico. Suponga que en alguna extensién de F el polinomio g(z) tiene una
raiz « y otra raiz o + 1. Demuestre que F tiene caracteristica finita.
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Demostracion: Dado que g es un polinomio ménico irreducible que anula a
a, tenemos que g(x) = irry p(z). Ahora bien, como el mismo hecho se cumple
para o+ 1, se tiene que irrq41, r(z) = g(x). Utilizando el automorfismo o de
F[z] definido por = — x — 1, se tiene que irr, g(z) = g(z — 1). Por lo tanto
g(x) = g(x — 1). Es decir g(z) es invariante por la accién de automorfismo
0. Luego g(z) = o'(g(x)) = g(x — i), para todo i € Z. En particular « + i
es una raiz de g(x), para todo ¢ € Z. Como g(x) tiene un nimero finito de
raices, tenemos que o + ¢ = «, para cierto ¢ € Z — {0}. Esto implica que
i = 0, para cierto ¢ € Z — {0}. Por lo tanto F tiene caracteristica finita.

Problema 4: Sea K un cuerpo de caracteristica p y @ € K un elemento
separable. Pruebe que K (o) = K (a?'), para todo i € N.

Demostracién: Es facil probar que K(a?') C K(a), por ende solo de-
bemos demostrar que K(a?') D K(a). Note que a satisface el polinomio
r(z) € K(a?") definido por r(z) = 2P — aP'. Por otro lado tenemos que
T, g (oot (@) divide a irro, i (2), puesto que irrq () € K(a?")[z] es un
polinomio que se anula en a. Por el mismo argumento irr% K(api)(x) divide
a r(z). Por hipétesis sabemos que irr, i es separable. Luego, el hecho de
que irra’K(apqz)(x) divide a irr, g (z), implica que irr%K(api)(x) es separable.
Ahora bien, en K (a) se tiene que r(z) = (z — )P . Por ende la condicién
de que irr,, 0,4\ (2) divida a r(z), implica que irr, i) (z) =z — a. Esto

nos permite concluir que o € K(aP").
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Ayudantia 19: En esta ayudantia estudiaremos extensiones galoisianas y
grupos de automorfismo de cuerpos. Denotamos por Aut(L/K) al grupo de
automorfismos de L que fijan K y por Gal(L/K) a los automorfismos de L
que fijan K, para L/K una extensién galoisiana.

Problema 1:

Calcule Aut(F,(x)/Fp(z?)).

Calcule Aut(F,(z)/F,(aP — z)). Demuestre que Fp(z) es una extensién ga-
loisiana de Fp(z? — x).

.Es Fo(¥/t) una extensién galoisiana de Fy(t)?

Desarrollo:

Este ejercicio de desarroll6 en la ayudantia anterior y se cumple que
Aut(F,(2)/F,(a”)) = {id}.

Al igual que en [i], es sencillo notar que la extensién K = Fp(z) de F =
F,(z? — z) se cumple que K = F(z), donde € K es anulado por el po-
linomio p(y) = y?» —y — a2 + & € F[y]. Note que p(y) tiene por raices a
los elementos {x + i : i € Fp}. Por lo tanto p(y) es un polinomio separa-
ble y en particular irr, (y) lo es. Como p(y) tiene todas sus raices en K,
tenemos que irr, p(y) tiene todas sus raices en K. Esto prueba que K/F
es una extensién galoisiana. Note que existen p incrustaciones ¢ : K — F
que son la identidad sobre F'. Se sigue directamente de la definicién de las
funciones {¢; : x — x+i: i € F,}, que estas son homomorfismos no triviales
entre espacios de igual dimensién y por ende F-automorfismos. Luego, co-
mo la extensién es galoisiana, tenemos que Gal(K/F) tiene p elementos. Es
inmediato, de la defincién de ¢1, que este automorfismo tiene orden p. Por
lo tanto Gal(K/F) = C,. En particular, como p = |Gal(K/F)| = [K : F],
tenemos que irr, g (y) = p(y).

Note la extensién K = Fy(3/t) de F = Fy(t) cumple con K = F(+/t), donde
irr g7 -(y) = y* — t. Esto 1ltimo pues V/¢ se anula en p(y) = y* — ¢ y dicho
polonomio es irreducible por criterio de Einsenstein. Note que las distintas
raices de p(y) son {V/tw’ : i = 0,1,2}, donde w es una raiz primitiva de la

320N 3
unidad. No obstante, si (T(‘/E)) = 1 en K, se tiene que la factorizacion

s(V) ,
en irreducibles de r(¥/#) y de s(¥/%) es la misma. Por ende rVh ¢ Fs y en

s(Vt)
dicho cuerpo la tnica raiz de la unidad es 1. Concluimos que K/F no es una
extension normal y por ende no es galoisiana.

Problema 2: Sea K el cuerpo de descomposicién de p(x) = 25 — 3 sobre
Q(v=3).

Pruebe que K es una extensién galoisiana de Q(v/—3).

Calcule Gal(K/Q(v/=3)).

Desarrollo:

Note que por ser K un cuerpo de descoposicién sobre Q(v/—3), este cuerpo
es una extensién normal de Q(y/—3). Por otro lado, como car(Q(y/—3)) = 0,
tenemos que K/Q(v/—3) es una extensién separable. Concluimos que dicha
extension es galoisiana. _

Es inmediato de la expresién de w = e*3 como nimero complejo que
Q(w) = Q(v/=3). Por otro lado, las distintas raices complejas de p(z) =
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(23 —/3) (2% ++/3) son {£v/3w’ : i = 0,1,2}. Por lo tanto K = Q(v/3,w) =
Q(v=3)(V/3). Note que [K : Q(v/=3)] < 6, puesto que el elemento primi-
tivo v/3 de K/Q(y/=3) se anula en p(z). Por otro lado [K : Q(v/3)] = 2,
puesto que K # Q(v/3) y w se anula en s(x) = 2% + z + 1. Esto impli-
ca que [K : Q]] = 12 y por lo tanto [K : Q(v/—3)] = 6. En particular
p(x) = irr 93,0(v=3)(®)- Por otro lado, como las Q(v/—=3)-incrustaciones de

K llevan /3 a sus raices conjugadas, tenemos que dichos homomorfismos
estan definidos por:

¢:\7§Hi\€7§wi, w = w.

Observe el isomorfismo ¢ : V3 — —+/3w tiene orden 6. Por lo tanto, como
|Gal(L/Q(v/—3)| = 6, concluimos que Gal(K/Q(y/—3)) = Cs.

273

Problema 3: Sea (, = e » , para p primo distinto de 2 y considere F =
QG)-

Pruebe que existe una unica extensién L C F tal que [L: Q] = 2.

Para p = 7, encuentre todos los cuerpos L tales que Q C L C F.
Desarrollo:

Observe que F' es el cuerpo de descomposicion de P — 1 sobre Q. Por lo
tanto F' es una extensién normal y separable de Q, luego dicha extension
es galoisiana. Por la correspondencia entre subcuerpos F' y subgrupos de
Gal(F/Q), tenemos que basta probar que Gal(F'/Q) tiene un tinico subgrupo
de indice 2. En efecto, calculemos el grupo de Galois de K/Q. Sabemos que
una Q-incrustacién lleva ¢, a C;,, donde (i,p) = 1, puesto que esta dltimas
son las raices de irrg¢, () = I;:f. Por lo tanto los automorfismos de K,
que fijan a Q obligadamente, son {¢; : ¢ =1,--- ,p — 1}, donde:

$i(Cp) = G-

Es sencillo notar, calculando la imagen sobre el elemento primitivo (,, que
¢io¢; = ¢;;, paratodo ¢,j € {1,---,p—1}. Esto determina un homomorfis-
mo ¢ : Gal(K/Q) — ¢,—1 definido por 9(¢;) = i. Note que ¢ es claramente
sobreyectivo y que si 1(¢;) = 1, entonces i = 1 y por ende ¢;(¢y) = (p.
Esto ultimo equivale a que ¥(¢) = id. Concluimos que Gal(KQ) = Cp,_1. Se
sigue del hecho de que Gal(KQ) es un grupo ciclico de orden divisible por
2, que existe un unico subgrupo de incice 2. Otra obsevacién, es que dicho
cuerpo L fue determinado en el problema 2 de la ayudantia 19 y corresponde
a Q(\/p) C K, si p=1(4) o bien Q(y/—p) C K, si p = 3(4).

Por el teorema de correspondencia entre subgrupos y subcuerpos de una
extension galoisiana, tenemos que los los cuerpos L tales que Q C L C F
estan en correspondecia con los subgrupos de Gal(L/Q) = Cs. En efecto
dichos subgrupos son {Cg, Cs, Co,{id}}. Note que [Cs : C3] = 2 y por lo
tanto F¢2 = Q(v/=7). Por otro lado [Cs : Cy] = 3 y por ende Fy es el
tinico subcuerpo de F tal que [F : F¢2] = 2. Note que L; = Q(¢7 + C;l)
cumple con Ly # F, puesto L7 es un subcuerpo de R y (7 satisface ¢(z) =
22 — 2(¢r + (1) + 1 € Ly[z]. De esto se sigue que [F : L] = 2. Por ende
FC =], = Q(C7+C;1). Concluimos que os cuerpos L talesque Q C L C F
son {F,Q(¢r + ¢, Q(v=T7),Q}.
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Problema 4*: Sean {p1, - ,p,} un conjunto de primos distintos entre si
Yy sea K= Q(\/plv T 7\/pn)~

Pruebe que [K : Q] = 2™.

Demuestre que K es una extensién galoisiana de Q y determine G = Gal(K/Q).
Demuestre que a = Z?:1 p; es un elemento primitivo para la extension
K/Q.

Desarrollo:

Probemos, por inducccion sobre n, que dado un conjuto de primos distintos:

{pla"' yPnyq1, - >Qm}7

se tiene que \/q1 - ¢m ¢ Q(\/P1, -+ »/Pn)- Paran = 1 se sigue del hecho que
seala que si dy, dy, d1ds ¢ Q? entonces Q(v/dy, v/dz) es una extensién cuartica
de Q. Supongamos que la afirmacién es cierta para todo natural menor a n.
Sea F' = Q(\/p1, -+ ,\/Pn-1) ¥y L = F(\/pn). Note que irr - p(z) divide
a 2?2 —p, y por lo tanto [L : F] < 2. Si L = F entonces VPn € F, lo
que contradice la hipétesis de induccién al tomar m = 1 y ¢1 = p,. Esto
implica que [L : F] = 2y que {1,,/p,} es una base de L/F. Supongamos
que \/q1 - Gm = a+b,/p,, donde a,b € I'. Si a = 0 entonces \/q1 - - GmPn =
bp, € F, lo que contradice la hipdtesis de induccién. De la misma forma, si
b = 0 tenemos que \/q1, ¢ = a € I, lo que nos lleva a una contradiccién.

Por tltimo, si a,b # 0 tenemos que /p, = %‘z‘:*bzp" € F, lo que nos
lleva a una contradiccién. De la demostracién anterior anterior se desprende
que [K : Q] =2".

Observe que K es el cuerpo de descomposicién sobre Q del polinomio p(z) =
[T, (x* — p;). Por lo tanto K es una extensién normal de Q. Esto implica
que K es una extensién galoisiana de Q. En particular tenemos que |G| =
[K: Q] =2". Sea ¢ : K — K un automorfismo cualquiera. Como ¢(/p;) es
otra raiz de z? — p;, se tiene que ¢(/p;) € {,/pi}. Por lo tanto el conjunto
de funciones ¢ : K — K definidas por ¢(,/p;) = £,/p; constituye el conjunto
de todos los posibles automorfismos de K. Dado que |G| = 2™, tenemos que
las funciones anteriores son los automorfismos de K. Note que todo ¢ € G
cumple con ¢? = id, por ende G es abeliano. Por el teorema fundamental de
modulos sobre DIP concluimos que G = H:-L:l C5. Esmés, sean 0; : K - K
los automorfismos definidos por o(/p;) = —/pi y o(\/P;) = /Pj, para todo
j # i, entonces G = (0; : 07 = id, 050; = 0j0;) 2 [, Cs.

Sea E = Q(a) C K. Note que si ¢ € Gal(K/FE) entonces ¢(a) = a. Pero
d(a) =D icav/Pi— > ien V/Pi» donde ANB =0, AUB = {1,--- ,n} y donde
A es el conjunto de indices i tales que ¢ deja fijo a /p;. Por Q-independencia
lineal de {,/p1---,\/Pn} se tiene que ¢(a) = a si y solamente si ¢ = id. Por
el teorema de correspondencia de Galois concluimos que F = K.

Problema 5*: Sea K = Q(v/2,v/3) y o el Q-automorfismo de F tal que
o(v/2) =v2y o(v3) = —V3. Sea a = (2 +v2)(3 + V/3). Prube que:

Si b€ K es tal que b> = a, entonces bo(b) € Q(v/2).

Demuestre que a no es un cuadrado en K.

Desarrollo:

Es sencillo probar que K7 = Q(v/2) (ejercicio). Por ende, para demos-
trar que bo(b) € Q(v/2), basta probar que dicho elemento es fijo por el
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automorfismo o. En efecto o(ba(b)) = o(b)a?(b). Pero o2 = id, por lo que
o(ba(b)) = bo(b). Esto demuestra que bo(b) € Q(v/2).

Supongamos que a es un cuadrado en K, entonces existe b € K tal que
b?> = a. Por lo mostrado en [i] tenemos que ba(b) € Q(1/2). Por lo tanto
ac(a) = b*c(b)? es un cuadrado en Q(v/2). Pero ao(a) = 6(2 + 1/2)?, es un
elemento de norma N(ac(a)) = 72 ¢ Q2. Esto implica que ac(a) no es un
cuadrado en Q(v/2). Concluimos que a no es un cuadrado en K.

Problema 6*: Sea f = 22 + 272 € C(z), donde C(z) es el cuerpo de
funciones racionales sobre C. Sea k = C(f) C C(z). Determine si la extensién
C(z)/k es galoisiana.

Desarrollo: Observe que C(x) = k(z), donde z satisface el polinomio s(y) =
y* + 1 — 4% f. De hecho, el conjunto de raices de s(y) es {£z, 2~} C C(z).
Esto implica que C(x) es el cuerpo de descomposicién del polinomio s(y)
sobre k. Como car(k) = 0, concluimos que C(z)/k es galoisiana.

27

Problema 7: Sea K = Q(3/2,w), donde w = e75 .
Demuestre que K es una extension galoisiana de Q y determine G = Gal(K/Q).
Determine los cuerpos fijos por cada uno de los subgrupos de G.
Desarrollo:

Observe que K es el cuerpo de descomposicion, contenido en C, del poli-
nomio separable p(z) = 3 — 2. Esto implica que K/Q es una extensién
galoisiana. En particular tenemos que |Gal(K/Q)| = [K : Q] = 6. Por otro
lado, como los automorfismos de K llevan los generadores w, v/2 a sus con-
jugados tenemos que las Unicas funciones candidatas a Q-automorfimos de
K son:

bij V2 - \?’/iwi, w—)wj,
donde i = 0,1,2 y j = 1,2. Dado que ya sabemos que existen 6 automorfis-
mos de K, tenemos que Gal(K/Q) = {¢;;}. Considere:

o V2= V2w, w—w,
V2 = V2, w— Wi
Note que 72 = id y ¢ = id. Ahora bien, como ¢°(¥/2) = /2w’ tenemos
que {¢;;} = {0’17 :i=0,1,2, y j = 1,2}. Esto prueba que G = (o, 7). Por
dltimo note que 0?7 = 7o. Esto nos permite concluir que:
G=(o,7:0°=1id,7? =id, 0%t = 70) = Ds.

Los subgrupos no triviales de G son (o), (1), (o) y (t?). Por otro lado, se
sigue del problema 2 de la prueba 1, tenemos que:

B ={1,V2, V4w, wV2,wV4},

es una Q-base de K. Por lo tanto, z = a1 + a2V/2 + a3 V4 + agw + asw/2 +
agw/4 € K(7) siy solamente si z = a1 +ag 2+ a3 V4+a,w™ ' +asw 12+
agw™'/4. Perow™! = =1 —w y por ende z = a; — a4 + (az — a5) V2 + (a3 —
ag) V4 —asw—asw+/2—agw /4. Por la independencia lineal de 3 tenemos que
z = ay + aaV/2 + a3 /4. Esto implica que K{7 = Q(\Vﬁ) Por un argumento
andlogo se tiene que K(7% = Q(w+/2) y Ko = Q(w?+/2) (ejercicio).
Por otro lado z = a; + asv/2 + as¥/4 + aqw + asw2 + agw/4 € K{o
si y solamente si z = a; + 042’(1)\375 + ang\%I + asw + a5w2\‘7§ + aG\B/Z =



64

a1 +asw/24az(—w —1) V4 +agw + as(—w — 1) /2 + ag /4. Nuevamente por
la independencia lineal de 8 tenemos que as = ag = a5 = ag. Esto nos lleva
a que K{7 = Q(w). Es sencillo ver que K14} = K y que K¢ = Q(w)¢ = Q.
Concluimos que {Q, Q(w), Q(+/2), Q(¥/2w), Q(/2w?)} son los cuerpos fijos
por los subgrupos de G.
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Ayudantia 20: En esta ayudantia seguiremos estudiando extensiones ga-
loisianas.

Problema 1: Sea K/F una extensién galoisiana cuyo grupo de Galois es G.
Sean L, L’ dos cuerpos intermedios y H = Gal(K/L), H' = Gal(K/L").
Pruebe que Gal(K/LL') = H N H'. Concluya que K#"H" = LI/,

Pruebe que K{7H') = LN [/, Concluya que Gal(K/LNL') = (HH').
Desarrollo:

Como KHNH' 5 KH KH' setiene que KTNH' 5 L, L. Por lo tanto tenemos
que KHANH "5 LL'. Si consideramos los grupos de Gaolois relativos y usamos
la correspondencia de Galois, tenemos que la contensién anterior implica que
HnNH C Gal(K/LL"). Sea 0 € Gal(K/LL'), entonces o(a) = a, para todo
a € L y para todo a € L'. Esto implica que ¢ € H N H'. Concluimos que
Gal(K/LL'") = H N H'. Ahora bien, por el teorema de correspondencia de
Galois, definido por Gal(K/KH") = H”, tenemos que K*"H' = LI/,

Es sencillo probar, a partir del hecho de que K(HH) KH,KHl, que
KHH) « NI Sean 0 = [[[_, oiuoi € (HH') y a € LN L, don-
de o,y € Hy o, pr € H'. Entonces o(a) = [[;_, on o om/(a) = a, para
todo a € HN H'. Por lo tanto L N L' = K‘HH") Se sigue directamente la
correspondecia de Galois definida por Gal(K/K"") = H” que se tiene la
identidad de grupos Gal(K/LNL'") = (HH').

Problema 2: Sea F, una clausura algebraica de F, y K = F,» la extensién
de grado n de F,, contenida en I[Tp.

Determine el grupo G = Gal(K/Q).

Determine los cuerpos fijos por cada uno de los subgrupos de G.
Desarrollo:

Sabemos que |G| = [K : Fp,| = n. Ahora bien, el automorfismo ¢ : Fpn — Fpn
fija el cuerpo F,, y cumple con ¢™ = id. Por otro lado, si ¢? =1id, para d < n,
se tiene que Fyn C {a € T, : ar’ = a} = F,a. Esto tltimo es un absurdo.
Concluimos que ¢ es un generador de G y por ende G = C,.

Por la ciclicidad de G tenemos que todos sus subgrupos son también ciclicos.
Es mas, todos los subgrupos de G son de la forma H = (¢?), donde d|n. Note
que K = {a € K : a?" = a} = F,a. Esto nos dice que {F,s : d|n} es el
conjunto de los cuerpos fijos por los subgrupos de G.

Problema 3*: Sea f(zx) € Q[z] un polinomio de grado n > 3 sin raices
miltiples en C. Sea E C C el cuerpo de descomposicién de f(x) sobre Q, y
suponga que Gal(F/Q) = S, el grupo de permutaciones de n objetos.
Demuestre que f(z) es irreducible en Q[z].

Sea « € C una raiz de f(z). Demuestre que la identidad es el tinico auto-
morfismo del cuerpo Q(«).

Desarrollo:

Supongamos que f(x) es reducible y sea «; una raiz de f(z). Entonces
¢1(z) = irrg, p(x) divide a f(z) y deg(q1(x)) < n. Por lo tanto la extensién
F, = Q(ay) cumple con [Fy : Q] < n. Por otro lado, dado que adjuntamos
la raiz «y de f(x) en Fi, se tiene que F es el cuerpo de descomposicién de

fo(z) = % En este caso, tenemos que f2(z) puede ser reducible o no
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en Fi[z]. Por lo tanto, si ay es una raiz de ¢i(x) y Fo = Fi(as) tenemos
que [Fy : Fi] < n — 1. Repitiendo el mismo argumento inductivamente,
obtenemos extensiones F; = Q(ay, - ,a;) de Q, donde {ay, - ,a;} es un
conjunto de raices de f(x) y tales que [F;11 : F;] < n — i. Definimos Fj
como Q. Note que E = F,, y que [E : Q] = |Gal(E/Q)| = n!, pues E/Q
es una extension galosiana. Por construccion de los cuerpos Fj, tenemos que
[E:Q] = H?:_()l [F; : Fit1] <n!l, lo que nos lleva a una contradiccion.

Sea {aq, - ,an} el conjunto de raices de f(z). El argumento dado en [i]
prueba que los cuerpos F; = Q(ay, -+ , ;) cumplen con [Fy; : F;] =n —i.
En particular, para una raiz « fija, se tiene no existe otra raiz de f(z) en
Q(«@). Sea ¢ : Q(a) = Q(a) un automorfismo cualquiera. Entonces, como
¢(a) es una raiz de f(x) en Q(«), tenemos que ¢(«) = . Esto nos permite
concluir que ¢ = id.

Problema 4*: Sea f(x) € Q[z] un polinomio irreducible y sean «, 8 € C
raices de f. Suponga que K/Q es una extensién galoisiana finita con K C C.
Demuestre que el cuerpo K N Q(«) es isomorfo a K NQ(5).
Demostracién: Como a y S son raices del mimo polinomio irreducible,
existe un isomorfismo ¢ : Q(a) — Q(3). En particular, la restriccién ¢ de ¢
a K NQ(«) satisface:

¢ KNQa) — Q(B).
Sea z € KNQ(«), entonces Q(z) es una extension finita de K. Por lo tanto, el
homomorfismo 15 : Q(z) — C definido por ¥s(z) = 1(z) se puede extender
a un homomorfismo 7 : K — C. Luego, como K es normal, tenemos que
7(K) = K, y por ende 9(z) € K. Concluimos que ¢ : KNQ(a) = KNQ(B).
Usando el mismo argumento que antes, para 1)~! se prueba que existe un
homomorfismo:

P KNQ(B) — KNQ(a),

tal que ¢ = ¢_1|1m@(5). Luego tenemos que ¥ o)’ = id y ¢’ o7 = id.
Concluimos que el cuerpo K N Q(a) es isomorfo a K N Q(S).

Problema 5*: Sea f(z) € Z[z] un polinomio ménico, irreducible sobre Q[z],
de grado n > 2 y tal que:

2" f(a™) = f().
Sea o € C una rafz de f y sea K = Q(a+ a7 1).
Demuestre que [Q(«) : K] < 2.
Demuestre que [Q(a) : K] = 2.
Desarrollo:
Observe que Q(a) = K(a) y « satisface el polinomio 22 —z(a+a~ 1) +1 €
K|z]. Por lo tanto [Q(a) : K] < 2.
Note que z = 0,1, —1 no son raices de f, pues en dicho caso f(z) = irr, o(z)
es un polinomio de grado 1. Observe ademds que a~! es una raiz de f,
pues a"f(a™!) = f(a) = 0. Como 1 y —1 no son raices de f se tiene que
a # a7 Por lo tanto existe un isomorfismo no trivial ¢ : Q(a) — Q(«)
definido por c(a) = a~!. Ahora bien ¢ : K — K es el morfismo identidad,
ya que c(a + a~!) = a + a7l Esto prueba que K # Q(«). Por lo tanto
Qo) : K] = 2.
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