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Introduccion

Este curso necesita del curso previo Grupos y Anillos. En particular, todo resul-
tado y notacién de este curso se asume como conocido. El curso Cuerpos y /flgebms
es un curso mas avanzado sobre estos dos objetos. Los conocimientos son més pro-
fundos pues es un curso terminal de algebra. Estos apuntes estan basados en los
apuntes del curso dictado por Alicia Labra el 2016.

Objetivos Generales:

1.

2.

Conocer més profundamente propiedades de cuerpos, diferentes tipos de ex-
tensiones de cuerpos, solubilidad por radicales.

Tener una buena base sobre el estudio de algunos tipos de algebras, algebras
tensorial simétrica y exterior.

Objetivos Especificos:

10.

Conocer y aplicar propiedades de extensiones finitas y algebraicas.

Conocer el teorema de extensién de homomorfismos y la unicidad de la clau-
sura algebraica.

Comprender las extensiones separables e inseparables, los cuerpos perfectos.

Conocer la relacion entre extensiones normales y el cuerpo de descomposicion
de un polinomio.

Conocer y trabajar con extensiones Galoisianas. Teorema de Galois.
Comprender y trabajar las extensiones de Kummer y Artin-Schreier.
Conocer las extensiones ciclotémicas y la solubilidad por radicales.

Conocer algunos ejemplos de algebras como son: algebras de funciones y
algebra de matrices.

Comprender el producto tensorial de algebras y la extensién del cuerpo de
escalares. Conocer las algebras tensorial, simétrica y exterior.

Optativo: Conocer y comprender algebras simples y semisimples. Teorema de
Wedderburn.



1. Cuerpos

1.1. Parte Basica

Comencemos por la nocién de caracteristica de un anillo (la cual es interesante
solo en teoria de cuerpos). Sea R un anillo conmutativo y unitario. Podemos en-
tonces considerar el homomorfismo de anillos ¢ : Z — R que envia 17 a 15 (y por
ende envia n a la suma de n veces 1g).

Notacién. Para cada n € Z escribimos n - 1, o sencillamente n, la imagen p(n) de
nen R.

Definicién 1.1.1. Definimos la caracteristica car(R) de R, como el unico entero
no negativo n € Z tal que ker(p) = nZ. En particular, n es el menor entero no
negativo tal que n-1=0-en R.

Ejemplo 1.1.2. El anillo Z/nZ tiene caracteristica n.

Ejemplo 1.1.3. Un anillo de polinomios R[z] posee la misma caracteristica que
el anillo R ya que 1gp,) € R.

En general, todo anillo conmutativo y unitario contiene un subanillo isomorfo a
Z o a Z/nZ para algin n € N y es éste el que define su caracteristica. En efecto, se
trata de la imagen de ¢ : Z — R la cual, como sabemos, es isomorfa a Z/ ker(¢p).
En particular, un anillo es de caracteristica 0 si y solo si éste posee un subanillo
isomorfo a Z.

Recordemos ahora rapidamente la definicion de un cuerpo.

Definicién 1.1.4. Un cuerpo es un anillo conmutativo unitario K en el que todo
elemento no nulo es invertible, es decir, K* = K ~ {0}. Un subcuerpo L C K es
un subanillo que ademés es un cuerpo.

Por convencién, decimos que el anillo trivial {0} NO es un cuerpo. Es decir
que, al considerar un anillo unitario, asumimos que 1 # 0.

Ejemplo 1.1.5. Ejemplos de cuerpos son Q, R, C, Z/pZ = F,, con p primo. Q es
un subcuerpo de R y éste es un subcuerpo de C. Otro ejemplo de cuerpo es F'(x),
el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios F'[z] para F' otro cuerpo. En este
caso, F' es un subcuerpo de F(x).

Veamos ahora un criterio para saber si estamos en presencia de un subcuerpo:

Proposicion 1.1.6. Sea L un subconjunto de un cuerpo K con al menos dos
elementos, entonces L es subcuerpo de K si y solo si

1. Ve,yeL,xz—y € L;



2. Va,ye L~{0}, zy~' € L.

Demostracion. La primera propiedad nos dice que L es un subgrupo aditivo de K.
La segunda propiedad aplicada a y = x nos dice que 1 € L (ndtese que existen
elementos en L~ {0} ya que L posee al menos dos elementos). La misma propiedad
aplicada a # = 1 nos dice entonces que para todo y € L, y~! también pertene-
ce a L. Finalmente, la misma propiedad con ! nos dice que L es cerrado por
multiplicacién, por lo que se trata de un subanillo unitario (y conmutativo) donde
todo elemento es invertible. Es decir, L es un subcuerpo. El sentido inverso de la
proposicién es obvio de la definicion de subcuerpo. O]

La caracteristica de un cuerpo, a diferencia de la caracteristica de un anillo
arbitrario, no puede ser cualquier entero n € N.

Teorema 1.1.7. Sea K un cuerpo. Entonces car(K) =0 o car(K) = p con p un
nimero primo. Ademds, si car(K) = 0 (resp. car(K) = p), entonces K contiene
un subcuerpo isomorfo a Q (resp. F,).

Para demostrar este teorema, recordemos un resultado importante del curso de
Grupos y Anillos:

Teorema 1.1.8. Sea R un dominio de integridad. Entonces todo cuerpo que con-
tiene a R contiene a su cuerpo de fracciones Q(R).

Demostracion del Teorema[1.1.7. Consideremos el homomorfismo ¢ : Z — K :
17 — 1k que define la caracteristica de K. El nucleo de este homomorfismo es nZ
con n = car(K), por lo que debemos demostrar que n = 0 o bien n = p con p
primo.

Supongamos que n # 0 y que no es un numero primo. Entonces podemos
escribir n = ab con 1 < a,b < n, lo que nos dice que p(a) # 0y p(b) # 0. Pero
p(a)p(b) = p(ab) = 0y por ende p(a) = 0 o p(b) = 0 ya que K es un cuerpo.
Como a,b < n, esto contradice la definicién de n. Tenemos entonces que n = 0 o
n = p con p primo.

Ahora, si n # 0, entonces n = p, por lo que ¢(Z) ~ Z/pZ = F, es un subcuerpo
de K. De lo contrario, tenemos que ¢(Z) ~ Z y entonces Z es un subanillo de
K. El Teorema nos dice entonces que K posee un subcuerpo isomorfo a

Q=0Q(Z). O

Observacion.
Si K es un cuerpo de caracteristica p > 0, entonces para todo a € K tenemos que
pa = 0. En efecto:

pa=pla-1)=p(l-a)=(p-1)a=0-a=0.



Definicién 1.1.9. El subcuerpo de K del Teorema|l.1.7]se llama subcuerpo primo
de K. Lo denotamos P.

Observacion.
P es el subcuerpo mas pequenio de K y corresponde a la interseccién de todos los
subcuerpos de K. Si car(K) = 0, entonces P ~ Q. Si car(K) = p, entonces P ~ F,,.

Ya vimos la nocién de subcuerpo. Siguiendo la similitud con grupos, anillos y
modulos, deberfamos estudiar ahora los homomorfismos de cuerpos y los cocientes
de cuerpos. Sin embargo, estas dos nociones se portan de una forma bien peculiar en
el caso de los cuerpos. Es mas, basta con recordar un poco la teoria de anillos para
darse cuenta que no podemos obtener un cuerpo al cocientar por un subcuerpo,
por lo que no vale la pena buscar una nocién de cociente en este marco. Los
homomorfismos si tienen un sentido sin embargo:

Definicién 1.1.10. Un homomorfismo de cuerpos es un homomorfismo de anillos
que respeta la unidad, es decir, un homomorfismo de anillos ¢ : K — L tal que

Pero como dijimos, éstos se comportan de una forma peculiar.

Lema 1.1.11. Sea ¢ : K — L un homomorfismo de cuerpos. Entonces ¢ es
myectivo.

Demostracion. Basta con recordar que ker(p) es un ideal de K y que K es un
cuerpo. Luego, sus unicos ideales son los triviales: K y {0}. El primero corresponde
al homomorfismo trivial de anillos ¢ = 0, el cual no respeta la unidad y por ende
no es un homomorfismo de cuerpos. El segundo nos dice precisamente que ¢ es
inyectivo. [l

Observacion.

Es precisamente esta observacion sobre los ideales de un cuerpo la que nos dice
que no existe una buena nocién de cociente (recuerde que los cocientes de anillos
se definen con ideales).

Si no podemos fabricar cocientes y tan solo podemos comparar cuerpos metien-
do unos dentro de otros con homomorfismos, veamos si dado un cuerpo podemos
construir otros mas grandes que lo contengan. El siguiente teorema va en esta
direccion.

Teorema 1.1.12 (Teorema de Kronecker). Sea K un cuerpo y sea @ € Klx] un
polinomio. Entonces existe un cuerpo L que contiene un subcuerpo isomorfo a K
en el cual Q) tiene una raiz.



Demostracion. Consideremos el anillo K[z] y el ideal (P) con P un factor irredu-
cible de ). Como P es irreducible y K[x] es un DIP, sabemos que se trata de un
ideal maximal. Definamos entonces L como el cociente K[z|/(P), que es cuerpo
por maximalidad de (P). Tenemos entonces la proyeccién canénica m : Klzx| — L,
mientras que por otra parte tenemos la inyeccién ¢ : K — K[x] que a a € K le
asocia el polinomio constante (i.e. de grado 0) a € K|[z|. Entonces podemos consi-
derar el homomorfismo compuesto wo¢: K — L. Como 7 y ¢ son homomorfismos
de anillos que respetan la unidad, la compuesta también lo hace. Por lo tanto, ton
es un homomorfismo de cuerpos y, por el Lema |[1.1.11] se trata de una inyeccion.
Esto prueba que L contiene una copia de K.

Para ver que existe a € L tal que P(a) = 0, consideremos el polinomio z €
K[z] y sea a = mw(z). Entonces P(a) = P(w(z)) = n(P(z)) = n(P) = 0, lo que
concluye la demostracion. (Nétese que podemos dar vuelta P y 7 ya que 7 es un
homomorfismo y por ende respeta las sumas y multiplicaciones que aparecen en

P). 0

Notacién. A partir de ahora, veremos muchos casos de anillos de polinomios
cocientados por ideales maximales (generados por polinomios irreducibles). Para
evitar una notaciéon desagradable del estilo 7(z) = x + (P), preferiremos a menudo
una notacién simplificada como mw(z) = Z, dejando el ideal por el que estamos
cocientando subentendido.

En el curso de Grupos y Anillos vimos que el anillo de polinomios K [x] puede ser
visto como un K-modulo de forma natural. Como K es un cuerpo, esta estructura
es de hecho una estructura de espacio vectorial. Lo mismo corre de hecho para todo
cociente de K[z| por un ideal maximal y por ende los cuerpos que hemos fabricado
con el teorema anterior resultan tener un base bien explicita.

Teorema 1.1.13. Sea P € K|z| un polinomio irreducible de grado n. Sea L =
Klz]/(P) y sea a« = T € L. Entonces los elementos 1,a,a?,... o™ forman una
base de L como K-espacio vectorial y, en particular,

L={a+aa+-+a,_1a" " |a €K}

Demostracion. Demostremos primero que el conjunto del enunciado es un conjunto
generador de L como K-espacio vectorial. Para ello, consideremos un elemento
non nulo B € L* y escribamos 3 = Q con Q € K[z]. Como K|[z] es un dominio
euclideano, sabemos que existen R, S € K|z| tales que Q = PS+R condeg(R) <n
(R # 0 ya que de lo contrario f = Q = 0). Vemos entonces que 3 =Q = R € Ly,
como deg(R) < n, sabemos que R = > a;2" con a; € K. Esto nos dice que

R = ;T = a;o'  con a; € K,



lo que prueba que {1,a,a? ..., a" '} genera a L como K-espacio vectorial.
Demostremos ahora que se trata de una base, es decir, que los elementos en

{1,a,a?,...,a" 1} son K-linealmente independientes. Supongamos entonces que
n—1
Zaio/ =0e€L congq; €K.
i=0

Si definimos entonces Q@ = .1 a;a’ € K|[z], vemos que Q = Y7 a;3' = 0 € L
y por ende @ € (P), es decir Q = PR con R € K|[z|. Ahora, todo miltiplo no
nulo de P tiene un grado que divide a deg(P) = n, pero deg(Q) < n — 1 (no hay
necesariamente igualdad ya que no hemos dicho que a,_; # 0), por lo que RQ=0y
por ende a; = 0 para todo i. Esto prueba que los elementos en {1, a, o am” 1}
son K-linealmente independientes.

Ejemplo 1.1.14. Consideremos el cuerpo R y el polinomio irreducible 22 4 1. Con
la construccién de mas arriba obtenemos pues el cuerpo K = R[z]/{2? + 1), en el
cual todo elemento se escribe de la forma a + bZ con a,b € R. La suma en este
cuerpo es la suma coordenada a coordenada, como en todo espacio vectorial. La
multiplicacion, por su parte, viene dada por

(a+ bz)(c + dx) = ac + adz + bex + bdz* = (ac — bd) + (ad + be)7,

donde podemos ver que 2 fue reemplazado por —1, lo que tiene sentido ya que 2%+
1 = 0 en este cuerpo. Evidentemente, como estas formulas de suma y multiplicacion
corresponden a las de los nimeros complejos, tenemos entonces un isomorfismo de
cuerpos

p: K —=C,
a+br — a+ bi.

Ejemplo 1.1.15. Consideremos el cuerpo Q y el polinomio irreducible 23 — 2
(use por ejemplo el critero de Eisenstein). Obtenemos entonces el cuerpo L =
Qlz]/(z® — 2), en el cual todo elemento se escribe de la forma a + bz + cz* con
a,b,c € Q. De nuevo, la suma es coordenada a coordenada y la multiplicacién se
calcula multiplicando los polinomios en x y reemplazando toda apariciéon de ™ con
n > 3 por 22" 3. Asi, obtenemos

(a+bz+cz?)(d+ex+ fz°) = (ad+2bf +2ce) + (ae+bd+2cf)Z + (af +be + cd) >

Ejercicio. Considere el cuerpo Fy y el polinomio P € Fy[z] dado por P(x) =
22+ 2+ 1. Pruebe que P es irreducible y encuentre la férmula de la multiplicacién
en K = Fy[z|/(P). Encuentre en particular el inverso multiplicativo de z € K.



1.2. Extensiones de cuerpos

Ya vimos que la inica comparacion interesante que podemos hacer entre cuerpos
es inyectando unos dentro de otros. Es por esto que la nomenclatura clasica de
subcuerpo es reemplazada en este marco por una nueva definicién.

Definicién 1.2.1. Sea L un cuerpo y K un subcuerpo de L. Decimos entonces
que L es una extensiéon de K y anotamos L/K (léase “L sobre K”), 0 K C L, 0 a
veces también

L
\

Observacion.

Ojo, la notacion que acabamos de definir no debe ser confundida con un cociente
ya que, como ya vimos, no existen cocientes interesantes de cuerpos. El simbolo
“/” seguirda denotando un cociente sin embargo cuando tratemos con anillos de
polinomios y sus cuerpos cocientes.

La gran mayoria de las extensiones que estudiaremos son como la que cons-
truimos en la seccién precedente. Como vimos, éstas correspondian a un espacio
vectorial sobre el subcuerpo. Esto es un hecho general para las extensiones de
cuerpo: en efecto, dada una extensién L/K, L es claramente un K-mdédulo bajo la
accién de suma y multiplicacion evidentes, lo que hace de L un K-espacio vectorial.

Definicién 1.2.2. Sea K un cuerpo y L una extensién de K. Definimos el grado de
la extensién L/ K, anotado [L : K|, como la dimensién sobre K de L, es decir como
dimg(L). Si [L : K] es finito, decimos que la extensién es finita, de lo contrario
decimos que es infinita.

Observacion.
Cada cuerpo puede considerarse como espacio vectorial sobre su cuerpo primo.

El hecho que el grado sea definido como una dimension de espacios vectoriales
hace que éste goce de ciertas propiedades interesantes, como la siguiente:

Teorema 1.2.3. Sean M/L/K extensiones de cuerpos. Entonces M/K es finita
siy solo si M/L y L/K lo son. Y en ese caso tenemos

M : K]=[M:L|[L:K].

Demostracion. Si M/K es finita, entonces L es un sub-K-espacio vectorial de M
y es por ende de dimensién finita. Ademas, una K-base de M es claramente un
conjunto generador de M como L-espacio vectorial, por lo que M /L también es
finita.



Supongamos ahora que M /L y L/K son finitas de grados respectivos [M : L] =
my [L:K]=n.Sean {ay,...,am} y {b1,..., s} respectivamente una L-base de
M y una K-base de L. Demostraremos que el conjunto

{a;f; |1 <i<m, 1 <j <n},

es una K-base de M.

Consideremos entonces un elemento arbitrario x € M. Como los «; forman una
L-base, existen unicos ai,...,a, € L tales que z = > " a;c;. Ahora, para cada
a; € L, existen wunicos b;; € K tales que a; = Z?zl b; j8; ya que los (3; son una
K-base de L. Tenemos entonces que

m m n m n
0= 3 a0 = 303 bt = 3 Y b,
=1 i=1 j=1 i=1 j=1

donde los b;; € K son unicos. Esto prueba que los «;3; forman una K-base de
M. m

Observacion.
Si asumimos que “co - n = 0o” para todo n € NU {oo}, entonces la igualdad del
enunciado sigue estando correcta para extensiones infinitas.

Recordemos ahora la nocién de “anillo generado por un conjunto” en el marco
de cuerpos.

Definicién 1.2.4. Sea K un cuerpo, L/K una extension y «y, ..., a, € L. Defini-
mos el subcuerpo generado por oy, ..., o, K(aq,. .., a,) como el menor subcuerpo
de L que contiene a Ky a oy, ..., q,. Denotamos este cuerpo por K(aq,...,a,).

Si L/K es una extensién tal que L = K(«) para algin « € L, decimos entonces
que L/K es una extension simple de K. En este caso, llamamos a « un elemento
Pprimaitivo.

Ejemplo 1.2.5. Sea K un cuerpo y sea P un polinomio irreducible. Entonces el
cuerpo L = Klz]/(P) del Teorema [1.1.12| es generado por a = z. En efecto, todo
cuerpo que contiene a o y a K debe contener a o?,...,a" ! y por ende a las

combinaciones K-lineales de éstos elementos, las cuales generan ya todo el cuerpo
L.

Este fenémeno es mas general de lo que parece. Con el siguiente teorema de-
mostraremos en efecto que la construccion del Teorema [1.1.12] aparece dentro de
extensiones abstractas de la forma mas natural.

Teorema 1.2.6. Sea K un cuerpo, L/K una extension y P € K[x] un polinomio
irreducible. Supongamos que existe o € L tal que P(a) = 0. Entonces

K(a) ~ K|x]/({P).

10



Observacion.

Este Teorema nos dice de hecho que todo cuerpo que contiene una raiz de P posee
un subcuerpo isomorfo al construido en el Teorema [I.1.12]y que éste dltimo es por
ende el cuerpo mas pequeno que posee una tal raiz, salvo isomorfismo.

Demostracion del Teorema[1.2.6. Consideremos el homomorfismo de anillos

¢: Klz] » K(a) C L,
Q— Q(a).

Verificar que se trata de un homomorfismo de anillos es un simple ejercicio. Ahora,
por definicién de «, vemos que P € ker(yp), por lo que (P) C ker(y). Pero el ideal
(P) es maximal ya que P es irreducible. Esto nos dice que o bien ker(¢) = K[z] o
ker(¢) = (P). La primera opcién no es posible sin embargo ya que la restriccién de
¢ a K corresponde claramente a la identidad y no al homomorfismo nulo. Tenemos
pues que ker(yp) = (P) y por ende

K[z]/(P) = Klz]/ker(¢) ~ Im(p) = K(a),

lo que prueba el teorema. Para ver la tltima igualdad, basta con notar que Im(yp)
contiene a K y contiene a o« = (), por lo que contiene a K («) por definicién de
éste. O

Del Teorema [1.1.13| deducimos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.2.7. Sea K un cuerpo, L/K una extension y P € K|x] un polinomio
irreducible de grado n. Supongamos que existe o € L tal que P(a) = 0. Entonces

K(a) ={ao+ a1+ aza® + -+ +a,_10" ' | a; € K} C L.
Veamos ahora la transitividad de estas definiciones.

Lema 1.2.8. Sea L/K wuna extension de cuerpos y sean o, € L. Entonces
K(a, ) = K(a)(B).
Demostracion. Por definicién, K («)(S) es el menor subcuerpo que contiene a K ()
y a /3. Por lo tanto, K («)(f) contiene a K, a oy a /3, por lo que K (o, 8) C K(«)(p)
ya que K(a, ) es el menor cuerpo que contiene a K, a a 'y a f3.

Por otro lado, K (a, ) contiene por definicién a K y a «a, por lo que K(«a) C

K(a, 8). Como ademds contiene a (3, vemos que K («)(8) C K(«, ), lo que con-
cluye la demostracién. O

El siguiente corolario se demuestra facilmente por induccion.

Corolario 1.2.9. Sea L/K una extension de cuerpos y sean i, ...,«, € L. En-
tonces K(aq,...,a,) = K(ag)(ag) ... ().

11



Definicién 1.2.10. Una extensién L/K es finitamente generada si existen ele-
mentos ar,...,q, € L tales que L = K(ay,...,a,).

Terminemos esta secciéon mostrando que todas estas construcciones son inva-
riantes si cambiamos los cuerpos por cuerpos isomorfos. Notemos entonces que,
dado un homomorfismo (forzosamente inyectivo) de cuerpos ¢ : K — L, tenemos
un homomorfismo natural de anillos (también inyectivo)

Y Klz] — L[z,
Z a;x’ ng(ai)xi.

Es facil ver ademas que v es un isomorfismo si ¢ lo es. Un tal isomorfismo envia
claramente polinomios irreducibles a polinomios irreducibles.

Proposiciéon 1.2.11. Sea ¢ : K — L un isomorfismo de cuerpos. Sea o una raiz
del polinomio irreducible P € K[x] en alguna extension de K. Sea Q la imagen
de P en L{z| y sea B una raiz de Q en alguna extension de L. Entonces existe un
isomorfismo de cuerpos o : K(a) — L(B) tal que o|x = @, es decir, o extiende .

Demostracion. Consideremos el isomorfismo ¢ : K[x] — L[z| de més arriba que
envia P a () y notemos que ¥|x = . Si lo componemos con la proyeccién candnica
7@ Llx] — L[z]/{Q) y luego con el isomorfismo 6 : L[z]/(Q) — L(5), obtenemos
un homomorfismo de anillos epiyectivo

Qomo): Klx] — L(B),

ya que los tres homomorfismos son epiyectivos. Ahora, como @ y 6 son isomorfismos
y ker(m) = (@), tenemos que

ker(§ o o) = (6 omorh)(0)

Ademads, como 7|, = idy y 0|, = idy, vemos que (f o w0 ¢)|x = ¢. Por el
teorema de isomorfismo deducimos entonces que 6 o 7 o ¢ induce un isomorfismo
¢ Klz]/(P) — L(B) cuya restriccién a K C K[x]/(P) es ¢. Componiendo con el
isomorfismo K(«) ~ K[x]/(P), cuya restricciéon a K es claramente la identidad,
tenemos el isomorfismo deseado. []
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1.3. Extensiones Algebraicas

La extension de cuerpos C/Q nos ofrece dos tipos de elementos del cuerpo C
que no estan en Q. Aquellos que se pueden obtener como raiz de un polinomio con
coeficientes en Q, como i 6 /2, llamados nimeros algebraicos; y aquellos que no
pueden ser obtenidos de esta manera, como 7 o ¢, llamados ntimeros trascendentes.
La nocion de extension algebraica generaliza este ejemplo particular.

Definicién 1.3.1. Sea L/K una extensién de cuerpos. Un elemento a € L se dice
algebraico sobre K si « es raiz de un polinomio no nulo P € KJz|. Un elemento
que no es algebraico sobre K se dice trascendente sobre K.

Observacion.

La demostracién de que un ntimero es trascendente no es facil. Por ejemplo Her-
mite en 1873 dié la primera demostracion de la trascendencia de e. Para 7, esto
fue demostrado por primera vez por Lambert en 1766. Véase el libro Proofs from
The Book de Aigner y Ziegler para una linda demostracién de estas (y mas) tras-
cendencias.

Observacion.

Todo elemento « € K es algebraico sobre K ya que es raiz del polinomio P(z) =
xr — a. En particular, 7 y e son algebraicos sobre R.

También vemos facilmente que si a € L es algebraico sobre K, entonces « es
algebraico sobre cualquier cuerpo intermedio K C M C L.

Ejemplo 1.3.2. El elemento o = /2 es algebraico sobre Q, ya que es raiz del
polinomio P(x) = x? — 2. También el elemento o = v/3 + /5. En efecto, a es raiz
del polinomio

P(z) = (z +V3+V5)(z+ V3 - V5)(x — V3+V5)(x — V3 —5)
= (@ + VB = VB (= VB ~V5)
= (22 +3+22V3 - 5)(2® + 3 — 223 - 5)
= (22 — 24 22V3)(2* — 2 — 22V/3)
= (2* = 2)* —(21'\/_)
=t —42® +4 - 1227
=a* — 162 + 4 € Q[x].

A priori, dado un elemento o« € L algebraico sobre K C L, pueden haber
muchos polinomios P € K|[x] para los cuales « es raiz. Basta de hecho con tomar
uno de ellos y considerar todos sus miltiplos en el anillo K[z]. Ahora, existe uno
que es mas importante que todos los otros.
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Proposicién 1.3.3. Sea L/K una extension de cuerpos y sea o € L un elemento
algebraico sobre K. Entonces existe un tnico polinomio monico irreducible mq x €
Klz] tal que o es raiz de my k. Ademds, ma x es el polinomio mdénico de menor
grado en K|x] del cual o es una raiz y todo otro tal polinomio es un mailtiplo de
éste.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de evaluacién ¢ : Klx] — L defi-
nido por ¢(p) = p(a). Como K[x] es un DIP, el niicleo de ¢ estd generado por un
polinomio m, x que podemos suponer ménico. Como K[z]/(mq k) = ¢(K|z]) C L
es un dominio, sabemos que m, i es irreducible. Si p(z) € K|[z] es tal que p(a)) = 0,
entonces p € ker(p) por lo que p(z) es divisible por m, k. Esto demuestra ademas
la minimalidad del grado de m, x y su unicidad. O]

raiz, podemos considerar uno de éstos con grado minimal, el cual denotamos por
P € K|[z]. Podemos suponer ademéds que P es ménico, ya que basta con dividirlo
por su propio coeficiente dominante y esto no afecta sus raices. Afirmamos que
Marx = Py que éste es inico. P = QR con @, R € K|[z] polinomios de grado
mayor o igual a 1 y por ende deg(Q),deg(R) < deg(P). Entonces Esto contradice
la minimalidad del grado de P, por lo que esta situacién es imposible y P es
irreducible. multiplo de P. Por divisién euclideana tenemos que (Q = PS + R con
S,R € K[z] y R = 0 o deg(R) < deg(P). Vemos entonces que, como P(a) =
Q(«) = 0, otra vez la minimalidad del grado de P. polinomio @) € K[x] del mismo
grado y tal que Q(a) = 0 es un multiplo de éste por lo que acabamos de ver.
Entonces P = QR con deg(R) = deg(P) — deg(Q) = 0, por lo que R es constante
y entonces () es ménico si y solo si R = 1.

Definicién 1.3.4. Sea L/K una extensién de cuerpos y sea « € L un elemento
algebraico sobre K. El polinomio m, x de la tdltima proposicién es llamado el
polinomio minimal de «. Definimos el grado de a como el grado de su polinomio
minimal.

De la segunda afirmacion de la Proposicion deducimos inmediatamente el
siguiente corolario.

Corolario 1.3.5. Sean K C L C M extensiones de cuerpos y sea o« € M un
elemento algebraico sobre K. Entonces o es algebraico sobre L y my, 1 divide a
Max en Llz].

Demostracion. La primera afirmacion fue observada un poco mas arriba. La se-
gunda es una consecuencia directa de la segunda parte de la Proposicion [1.3.3] [

Otro corolario interesante para encontrar polinomios minimales es el siguiente:
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Corolario 1.3.6. Sea L/K wuna extension de cuerpos, sea o« € L un elemento
algebraico sobre K y sea P € K|x] tal que P(a) = 0. Entonces P = mg i $i y solo
si P es monico e irreducible en K|z].

Ejemplo 1.3.7. v/2 es algebraico de grado 2 sobre Q ya que mz0(T) = 22 -2y
éste polinomio es irreducible en Q[z]. Sin embargo, v/2 es de grado 1 sobre R ya
que msp = — V2.

Ejercicio. Pruebe que a@ = v/3 4 /5 es algebraico sobre Q, Q(v/3) vy Q(v/5) de
grados respectivos 4, 2 y 2.

Recordemos ahora el Teorema y su Corolario[I1.2.7} A la luz de estas nuevas
definiciones y resultados, obtenemos inmediatemante lo siguiente:

Teorema 1.3.8. Sea L/K una extension de cuerpos. Sea o € L un elemento
algebraico sobre K. Entonces

Klz]/(max) = K(a) C L,

y por lo tanto
[K(a) : K] = deg(ma.x)-

Demostracion. Ejercicio -~ O]

Visto este teorema, deducimos inmediatamente que toda extension generada
por un elemento algebraico a es finita ya que su dimension es igual al grado del
polinomio minimal de a. Esto admita un resultado reciproco.

Proposicién 1.3.9. Sea L/K una extension de cuerpos y sea o € L. Entonces «
es algebraico sobre K si y solo si K(«) es una extension finita de K.

Demostracion. Como ya vimos, si « es algebraico, entonces [K(«) : K] = deg(ma.x) <
0o. Veamos entonces el caso opuesto. Sea a € L y supongamos que [K(a) : K] =
n < oo. Entonces la familia de n + 1 elementos 1,a,a?,...,a" € K(a) es K-
linealmente dependiente y por ende existe una combinacion K-lineal no trivial de
estos elementos que es nula. Es decir, existen ag, ay,...,a, € K, no todos nulos,
tales que

ap + a1 + axd® + - - - + aa” = 0.

Esto nos dice que el polinomio no nulo P(z) = Y"1 ja;a" € K] es tal que P(a) =
0, lo que prueba que « es algebraico. O

Ejemplo 1.3.10. Retomemos algunas extensiones ya vistas:
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2. [R(m) :R] =1 (en general, [L: K] =1 < L=K)
3. [Q(v3,v5) : Q] = 4,
4. [C:R] =2, yaque C=R(i) y mr(x) = 2> + 1.
Ejercicio. Pruebe que v/I5 € Q(v/3,v5) y que [Q(v3, v5) : Q(v/15)] = 2.
Todos estos ejemplos son casos de extensiones algebraicas.

Definicién 1.3.11. Decimos que L es una extension algebraica de K si todo ele-
mento de L es algebraico sobre K.

Observacion.

Atencién. Esta nocion es més general que las extensiones del tipo K (aq, ..., o)/ K.
En efecto, todas éstas son de dimension finita (véase un poco méas abajo), mien-
tras que existen extensiones algebraicas de dimensién infinita, como veremos mas
adelante.

Contentémonos por ahora con demostrar la afirmacién contrapuesta, que es un
facil corolario de la Proposicion [1.3.9

Proposicién 1.3.12. Toda extension finita L/ K es algebraica.

Demostracion. Debemos demostrar que todo elemento o« € L es algebraico sobre
K. Ahora, como o« € L'y K C L, tenemos que K(a) C L. El Teorema nos
dice entonces que K(«)/K es finita y por ende « es algebraico sobre K por la
Proposicién [1.3.9] [

Demostremos ahora lo que mencionabamos en la ultima observacion.

Proposicién 1.3.13. Sea L/K una extension de cuerpos y sean «, 3 € L elemen-
tos algebraicos sobre K. Entonces K(a, ) es finita y por ende algebraica sobre

K.

Demostracion. Tenemos la torre de cuerpos
K(a, )

\
K(‘oz)
K.

Ahora, como « es algebraico, la extension K(«)/K es de dimension finita. Por
otra parte, como [ es algebraico sobre K, también lo es sobre K(«). Recordando
entonces que K (o, ) = K(a)(f), vemos que la extensiéon K (a, 3)/K(«) es finita
por el mismo argumento. El Teorema nos dice entonces que K(a,3)/K es
finita de dimension igual a [K(«, 5) : K(a)][K(«) : K]. O
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Tenemos los siguientes corolarios inocentes de esta tltima proposicion.

Corolario 1.3.14. Sea L/K una extension de cuerpos y sean oy, . ..,q, € L ele-
mentos algebraicos sobre K. Entonces K (o, ..., ay) es finita y por ende algebraica
sobre K.

Demostracion. Esto se demuestra por induccion sobre n a partir de la proposicién.
O

Corolario 1.3.15. Sea L/K una extension de cuerpos y sean «, 3 € L elementos
no nulos algebraicos sobre K. Entonces a £+ 3, a8 y a/B son algebraicos sobre K.

Demostracion. En efecto, K(a, ) contiene a o + 3, af y a/f y ya probamos que
K(a, B)/K es algebraica. ]

Un corolario harto menos inocente es el siguiente.

Corolario 1.3.16. Sea L/K una extension de cuerpos. Entonces el subconjunto
A:={a € L| a algebraico sobre K},

es un subcuerpo de L. [

En otras palabras, si a es la raiz de un polinomio en Klz| y £ es la raiz de otro
polinomio en K|x], entonces su suma, producto y cociente también son raices de
algiin polinomio en K [x]. Esto no es nada de evidente a priori. De hecho, encontrar
estos polinomios puede ser muy dificil en general.

Ejercicio. Sean K = Q, a = 2y 8 = /3 + 1. Encuentre ma 5.0, Ma—p.0, Mas.0
Y Mayp,q- Hint: Mire cémo encontramos el polinomio minimal en los ejemplos mds
arriba.

Ahora ya podemos caracterizar las extensiones finitas:

Teorema 1.3.17. Una extension L/K es finita si y solo si L = K(ay,...,on)
con oy, ..., o, € L elementos algebraicos sobre K. Es decir, una extension L/K
es finita si y solo si es algebraica y finitamente generada.

Demostracion. Acabamos de ver que K(aq,...,q,) es finita si cada uno de los «;
es algebraico sobre K.

Por otra parte, si L/K es finita, entonces es finitamente generada (por los
elementos de una base como K-espacio vectorial) y es algebraica.

bastara con demostrar que es finitamente generada. Demostraremos esto por
induccién sobre n = [L : K]. Sin = 1, entonces L = K y la afirmacién es por
ende evidente. Si n > 1, nuestra hipétesis de induccion es que el teorema es valido
para toda extensién de grado menor que n. Ahora, sea a; € L~ K. Entonces K C
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K(ay) C Lyporloquen = [L: K(ay)|[K(a) : K]y [K(aq) : K] > 1. Esto nos dice

que [L : K(aq)] < ny por ende, por hipétesis de induccién, existen ag, ..., ay, € L
algebraicos sobre K (o) tales que L = K(aq)(ag, ..., o) = K(aq, ..., an), lo que
concluye la demostracion. O]

Estudiemos ahora un caso particular de extension generada por dos elementos.

Lema 1.3.18. Sea L/ K una extension y sean «, 3 € L elementos algebraicos sobre
K. Seanm = [K(«a) : F] yn = [K(B) : F] y supongamos que (m,n) = 1. Entonces
[K(o, B) : K(a)] =n, [K(a,8) : K(B)] =m y [K(«, ) : K] =mn.

Demostracion. Consideremos la torre de cuerpos

\K. —
Sea t = [K(a, 3) : K(«)] = deg(mg,k(a)). Tenemos entonces que
(e, ) : K] = [K(a,8) : K(@)][K(0) : F] = tm.

Bastara entonces con probar que t = n. El caso de [K(«, ) : K(B)] = m se
demuestra de la misma manera intercambiando « y 5.

Como K C K(f8) C K(«, ), tenemos que n|mt. Pero (m,n) = 1, por lo que
n|t. Ahora, n = [K(8) : K] es también el grado de mg y, por el Corolario [1.3.5]
tenemos que mg k(o) divide a mg k. Esto nos dice que

t=[K(o,pB): K(o)] = deg(mp,r(a) < deg(mp i) =n,
por lo que obtenemos que n = t, lo que concluye la demostracion. O

Observacion.

De la demostracién deducimos también lo siguiente: Sea L/K una extensién y sean
a, B € L elementos algebraicos sobre K. Sean m = [K(«a) : K]y n = [K(8) : K].
Si (m,n) # 1, todavia podemos deducir que ¢t < n y por ende [K(«a,f) : K] =
mt < mn.

Esto es un caso particular del composito de dos extensiones de cuerpos (aqui,
K(a)/K y K(B)/K). En general, dada una extensiéon L/K y dos subextensiones
M/K y N/K, se define el composito MN C L de M y N como el subcuerpo més
pequeno de L que contiene a M y a N.

Ejercicio. Pruebe que, en particular, los elementos o/4? con 0 < i < m — 1y
0 < j < n—1 forman un conjunto generador del K-espacio vectorial K(«, f3),
que es una base si (m,n) = 1. (Esto también se puede generalizar para exhibir un
conjunto generador de un composito M N/K como K-espacio vectorial).
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Analicemos ahora el caso particular de las extensiones cuadraticas (i.e. de grado
2). Para un cuerpo K, notemos (K*)? el conjunto de los cuadrados no nulos en K.

Ejemplo 1.3.19. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Entonces una
extensién L/K es de grado 2 si y solo si L = K(v/D) para algin D € K* ~ (K*)2.

En efecto, el Teorema nos dice que [K(v/D) : K] = 2 ya que el polinomio
mp i es claramente 2> — D si D no es un cuadrado en K. Por otra parte, sea
L/K una extensién de grado 2 y sea aw € L~ K. Como [L : K] = 2, los elementos
1, o, a? son K-linealmente dependientes, lo que nos dice que existen a, b, c € K no
todos nulos tales que aa® + bar + ¢ = 0. Ahora, si a = 0, entonces o = -7 €K, lo
que contradice nuestra hipdtesis sobre a.. Por ende, a # 0 y entonces el polinomio
ax? 4+ bx + c es de grado 2 y tiene a a como raiz. Esto nos dice que

~b++D
o= —
2a
En efecto, si D fuese un cuadrado, entonces @ € K, lo que es nuevamente una
contradiccién. Como ya vimos, esto nos dice que [K(v/D) : K] = 2. Pero

2=[L:K]=[L: KNVD)[K(VD):K]=2[L:K(D)],
y por ende [L : K(v/D)] = 1, lo que nos dice que L = K (/D).

donde D = b*> — 4ac € K* \ (K*)2.

Conluyamos esta seccién sobre las extensiones algebraicas demostrando la tran-
sitividad de éstas.

Teorema 1.3.20. Sean L/K y M/L extensiones algebraicas de cuerpos. Entonces
M/K también es algebraica.

Observacion.
Noétese que en el caso particular de las extensiones finitas (que son todas algebrai-
cas) esto ya fue demostrado en el Teorema [1.2.3]

Demostracion. Debemos mostrar que todo elemento « € M es algebraico sobre
K. Ahora, sabemos por hipdtesis que « es algebraico sobre L, lo que nos dice que
existe un polinomio P € L[z| tal que P(a) = 0. Escribamos P(x) = Y i, ;"
con a; € L para 0 < i < n y consideremos el cuerpo N := K(ay,...,a,) C L.
El Teorema nos dice entonces que N/K es una extensién finita. Ademas,
vemos que P € N|x] y, como P(«) = 0, vemos que « es algebraico sobre N. Esto
nos dice que la extension N(«)/N es una extension finita y por ende la extension
N(a)/K también es finita. Vemos entonces que a pertenece a una extensién finita
(por ende algebraica) de K y por lo tanto se trata de un elemento algebraico sobre
K. O

Observacion.
Evidentemente tenemos la afirmacién reciproca: si L/K y M /L son extensiones y
M/ K es algebraica, entonces L/K y M /L también lo son.
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1.4. Cuerpo de descomposicion de un polinomio

La construccién dada en el Teorema nos asegura que, dado un cuerpo
K y un polinomio irreducible P € K|z|, podemos encontrar una extensién L/K,
definida por L = K[x]/(P) tal que P tiene una raiz « en L. Esto significa que,
cuando miramos el polinomio P como un elemento de L[x], éste es divisible por el
polinomio x — a. Una pregunta natural que uno puede hacerse entonces es ;jqué
podemos decir del polinomio Q € L[z] tal que P = (z — «)Q? Veamos algunos
ejemplos sencillos:

Ejemplo 1.4.1.

K P L « Q) factorizado en L[z]

R 22 +1 C i=+/—1 T+

Q| 22 Qw3 | VI 3
Q|at+aP+a?+a+1| Q) |G=eF (z =)z =)z —¢)

Q| 2*—1622+4 | QW3,V5) | V3+V5| (x—V3+VE)(z+V3—VE)(x+V3+Vh)
Fy o+l Fy a (x 4+ a®)(z + a® + )

A la vista de estos ejemplos, uno podria pensar que el polinomio () siempre
se factoriza en pedazos de grado 1. En otras palabras, la extensién L = K[z]/(P)
contendria todas las raices del polinomio P. Sin embargo, esto se debe solo a que
hemos tomado ejemplos muy pequenos. La realidad es en verdad otra:

Ejemplo 1.4.2. Consideremos la extensiéon R/Q y sea P € Q[z]| dado por P(x) =
2% — 2. Entonces Q[z]/(P) ~ Q(+/2) C R. Sin embargo

2~ 2= (x — V)& + V22 + V1) € QV2)[a),

y el polinomio 2% + /22 + /4 es irreducible en Q({‘Vi)! Para probar esto basta con

. .. 2 .
ver que su discriminante es A = /2" — 4v/4 = —3/4 < 0. Esto nos dice que las
raices de este polinomio son complejas y por lo tanto no pertenecen a @(\?/5) CR.

Esto justifica la definiciéon a continuacion.

Definicién 1.4.3. Sea L/K una extensién de cuerpos y sea P € K|[z| un polinomio
de grado > 1. Decimos que L es un cuerpo de descomposicion de P si:

1. al ver P como un elemento de L[x], éste se factoriza en un producto de
factores lineales (i.e. de grado 1);

2. L es el cuerpo mas pequeno con esta propiedad, es decir, para todo otro cuer-
po M con la propiedad 1, existe un homomorfismo de cuerpos (forzosamente
inyectivo) L — M que extiende la inclusion K — M.
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Observacion.

El cuerpo de descomposicién es el cuerpo mas pequeno en el que P se descompone
en un producto de factores lineales, lo que justifica su nombre. Siguiendo esa linea,
si P es irreducible, el cuerpo K |[x]/(P) es el cuerpo méas pequeno tal que P se rompe
en al menos dos factores, de los cuales uno es lineal. Por esto se le suele llamar
cuerpo de ruptura. Notese sin embargo que la nocién de cuerpo de ruptura tiene
sentido solo para polinomios irreducibles, mientras que el cuerpo de descomposicién
tiene sentido para todo polinomio P de grado > 1.

No es claro a priori que un tal cuerpo exista. Es por ello que demostraremos
ahora su existencia.

Teorema 1.4.4. Sea K un cuerpo y sea P € Klz| un polinomio de grado n.
Entonces existe un cuerpo de descomposicion L de P. Ademds, L es una extension
finita (y por lo tanto algebraica) de K y [L : K| < nl.

Observacion.

Dada la segunda propiedad de un cuerpo de descomposicion, esta claro que si
tenemos dos cuerpos de descomposicién Ly, Lo de P, entonces L; ~ L. En efecto,
esta propiedad nos da inyecciones Ly — Loy Ly — Ly de K-espacios vectoriales de
dimension finita, lo que basta para probar que estas inyecciones son isomorfismos.

Demostracion. La demostracion del resultado serd por induccién sobre n = deg(P).
Supongamos primero que n = 1. Entonces claramente P ya es lineal en K{[z| y por
ende L = K es un cuerpo de descomposicién de P (la segunda propiedad es obvia
en este caso).

Supongamos ahora que n > 1 y que el resultado es cierto para todo polinomio
P tal que deg(P) < n. Sea R un factor irreducible de P y consideremos el cuerpo
de ruptura K’ = Klz]/(R). Entonces P = (z — )@ para algin a € K’ y algin
Q € K'[z] con deg(Q)) = n — 1. La hipétesis de induccién nos dice que existe un
cuerpo de descomposicion L/K’ de @ € K'[z]. Demostremos que la extension L/K
es entonces un cuerpo de descomposicion de P € K|z].

Es evidente que si @ es un producto de factores lineales en L[z], entonces
P = (x — )@ también lo es, lo que prueba la primera propiedad de un cuerpo de
descomposicién. Por otra parte, si M /K es otra extensién tal que P se descompone
de esta manera en M |[x], tomemos un elemento 8 € M tal que R(/3) = 0. Entonces
K' = Klz]/(R) ~ K(8) C M por la Proposicién y por lo tanto podemos
ver K’ como un subcuerpo de M y esta inclusion extiende la inclusion de K en M.
Usando la hipétesis de induccién nuevamente sobre el cuerpo de descomposicion L
de @, vemos entonces que existe un homomorfismo inyectivo L — M que extiende
la inclusién de K’ en M, por ende también la de K. Esto prueba que L es un
cuerpo de descomposicion de P.
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Finalmente, notemos que por hipétesis de induccién [L : K'] < (n — 1)!, mien-
tras que claramente [K’ : K| = deg(P) = n, por lo que [L : K] < nl.

]

Ejemplo 1.4.5. El cuerpo de descomposicién K/Q de P € Q[x] definido por
P(z) = 2* —2 es Q(+/2,4). En efecto, en este cuerpo tenemos que iv/2 es una rafz
de P para a = 0,1, 2,3, por lo que

Pz)=a"—2=(z—V2)(x —iv2)(x + V2)(z +iVv2) € K[x].

Para probar que se trata del cuerpo més pequeno que factoriza a P de esta manera,
basta con notar que tanto \4/5 como 2{4/5 tienen que estar en K ya que ambos son
raices de P. Esto implica que 2\4/5/ v/2 = i también debe estar en K. Es decir,
Q(v/2,i) C K.

Ejemplo 1.4.6. El cuerpo de descomposicién K/Q de P € Q[z] definido por
P(z) = (22 =5)(2® = 7) es Q(+/5, V7). En efecto, en este cuerpo tenemos que ++/5
y /7 son raices de P, por lo que

P(z) =o' =2 = (z = V5)(x + V5)(z = VT)(z + V7) € K[a].

Para probar que se trata del cuerpo méas pequeno que factoriza a P de esta manera,
basta con notar que tanto v/5 como /7 tienen que estar en K ya que ambos son
raices de P. Esto implica que Q(v/5,V7) C K.

Ejercicio. Determine el grado [K : Q] en los ultimos dos ejemplos. ;Son iguales a
los grados de los cuerpos de ruptura respectivos?

Ejemplo 1.4.7 (Cuerpos ciclotémicos). Un cuerpo ciclotdmico es el cuerpo de
descomposicién del polinomio 2" — 1 € Q[x] para algin n € N. Sabemos que las
raices n-ésimas de 1 en C son de la forma:

e2nkzcos<L)—|—isin(L), ]{1:0,...,71—1.
n n

Nétese que estas raices forman un grupo ciclico para la multiplicacion. En parti-
cular, si K/Q es un cuerpo que contiene a e%, entonces K contiene a todas las
raices de 2" — 1 y por ende al cuerpo de descomposicion correspondiente. Esto nos
dice que un cuerpo ciclotémico es siempre de la forma Q(e%) para algin n.

Definicién 1.4.8. Una raiz primitiva n-ésima de la unidad, es un generador del
grupo ciclico de las raices n-ésimas de 1. La denotamos por (,.
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Como ya vimos, e es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, lo que nos
dice que un cuerpo ciclotémico es siempre de la forma Q((,) para algin n. Pero
claramente no es la unica. Recordando lo que sabemos de grupos ciclicos, vemos
que si (, es una raiz primitiva, entonces todas las otras raices primitivas son de la
forma (¢ con (a,n) = 1.

Mas adelante veremos que [Q((,) : Q] = ¢(n), donde ¢ es la funcién de Euler,
la cual cuenta los enteros a entre 0 y n que son coprimos a n. Veamos por ahora
el caso particular del polinomio 2 — 1 con p primo. En este caso, tenemos que

o —1=(@—-D@r+a2P 2+ ra+1).

Por lo tanto, como ¢, es una raiz de ¥ — 1y (, # 1 (ya que 1 no genera el grupo),
tenemos que (, es una raiz de

P!

®,(z) = =2+ aP? 4+ 4+ 2+ 1€Q[z)

z—1

Ahora, este polinomio es irreducible sobre Q. En efecto, consideremos el polinomio

Q) == By(s+1) = ““p‘li()

r+1-—-1

Como p divide a (f) para todo 1 < ¢ < p pero (g) =1y (11”) = p, vemos que
verifica el criterio de Eisenstein y es por ende irreducible. Entonces ®, también
lo es, ya que toda factorizacion de (I>p induce claramente una factorizacion de Q).
Todo esto nos prueba que [Q((,) : Q] =p — 1.

Ejercicio. Pruebe que el cuerpo de descomposicion K/Q de P € Q[x] definido
por P(z) = 2P — 7 es Q(¥/7,(,) para p un niimero primo. Determine [K : Q]. Hint:
use el método de los ejemplos precedentes.

Concluyamos esta seccién mostrando que, al igual que los cuerpos de ruptura,
los cuerpos de descomposicién son invariantes si cambiamos los cuerpos de base
por cuerpos isomorfos.

Teorema 1.4.9. Sea ¢ : K — K' un isomorfismo de cuerpos, sea P € K|x] un
polinomio de grado > 1 y sea P' € K'[x] el polinomio obtenido al aplicar ¢ a
los coeficientes de P. Sea L un cuerpo de descomposicion de P sobre K y sea L'
un cuerpo de descomposicion de P’ sobre K'. Entonces existe un isomorfismo de
cuerpos o : L — L' que extiende ¢, es decir o|x = ¢.

Demostracion. Esto es una sencilla consecuencia de la segunda propiedad de un
cuerpo de descomposicién. En efecto, el homomorfismo ¢ : K — K’ nos permite
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ver K como un subcuerpo de L'. Esto induce un homomorfismo (inyectivo) o :
L — L' que extiende la inclusion de K en L' (la cual no es nada mas que ).
De la misma manera, usando el isomorfismo inverso ¢! : K’ — K, obtenemos
un homomorfismo (inyectivo) L' — L. Como ambos son K-espacios vectoriales de
dimensién finita por el Teorema [1.4.4] esto prueba que ¢ es un isomorfismo. O

1.5. Cuerpos Algebraicamente Cerrados y Clausura Alge-
braica de un cuerpo

El teorema fundamental del dlgebra nos asegura que todo polinomio P € C[x]
no constante posee raices en C. Es mas, nos dice que C es el cuerpo de descompo-
siciéon de P. Visto lo que hemos aprendido, C es entonces un cuerpo que no posee
extensiones algebraicas no triviales. Pero no es el tnico tal cuerpo.

Definicién 1.5.1. Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo P € K |x]
no constante tiene una raiz en K.

Observacion.

En un cuerpo algebraicamente cerrado K, todo polinomio P € K[z] no constante
tiene todas sus raices en K. En efecto, si P admite una raiz o € K, entonces
P = (z —a)Q con Q € KJ[z]. Pero entonces @ tiene una raiz no trivial. Iterando
este proceso, llegamos a una factorizacién de P en K[z en factores lineales y por
ende todas sus raices estan en K.

Definicién 1.5.2. Sea K un cuerpo. Una clausura algebraica de K es una extension
K que es algebraica sobre K y tal que todo polinomio P € K [z] no constante se
factoriza totalmente en Kz], es decir

P=a(z—a)) - (x—0ay), 0#£a€K,a; €K.

Una clausura algebraica K de K es entonces una extensién que descompone
todo polinomio no constante en K|[z] en factores lineales. El nombre “clausura
algebraica” sugiere sin embargo que K es algebraicamente cerrado. Esto no es
evidente a priori, ya que hay més polinomios en K[z] que en K[z]. De esto se trata
el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.3. Sea K una clausura algebraica de un cuerpo K. Entonces K
es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Sea P € K[z] un polinomio y sea o una raiz de P en alguna exten-
sién L/K. Entonces K(a)/K y K/K son extensiones algebraicas. Esto nos dice
que K(a)/K es una extensién algebraica también, por lo que existe un polinomio
Q € Klz| tal que « es raiz de Q). Ahora, como @ € K|[z], tenemos que

Q=alr—ay) - (r—a), 0#a€ K, o €K,
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por lo que alguno de los o; € K debe ser nuestro « inicial. Esto prueba que a € Ky
por ende P tiene al menos una raiz en K, lo que nos dice que K es algebraicamente
cerrado. O]

Queremos probar ahora que todo cuerpo K posee una clausura algebraica.
Intuitivamente, uno querria “juntar” todos los cuerpos de dscomposicién para los
infinitos polinomios en K [x], pero la unién solo tiene sentido si vemos estos cuerpos
inmersos en un cuerpo mas grande para empezar. Existe una forma de hacer esto sin
invocar un cuerpo mas grande que contenga a todos los cuerpos de descomposicion,
pero esto implica el uso del lema de Zorn y de la nociéon de “limite inductivo”. Para
evitar este problema, haremos la demostracién en dos pasos.

Proposicién 1.5.4. Sea K un cuerpo y sea L/K un cuerpo algebraicamente ce-
rrado. Entonces
M ={«a € L |« es algebraico sobre K},

es una clausura algebraica de K.

Demostracion. El Corolario nos dice que un tal conjunto es un subcuerpo
de L, el cual es claramente algebraico por definicién. Bastara con probar entonces
que todo polinomio no constante en K[x] se descompone en factores lineales en

Sea P € K|[z] un polinomio no constante. Como L es algebraicamente cerrado,
tenemos que

P=ar—ay) - (r—a), 0#a€ K, a; € L.

Esto nos dice que cada uno de los «; € L es algebraico sobre K, por lo que a;; € M.
Por lo tanto, tenemos la misma descomposicién ya en M|z], lo que implica que M
es una clausura algebraica de K. O

Ya sabemos entonces como construir la clausura algebraica si somos capaces
de encontrar un cuerpo suficientemente grando como para contener a K y ser
algebraicamente cerrado. Esto se puede hacer con harto menos esfuerzo que el
argumento que sugeriamos precedentemente, siguiendo una idea de Artin (que de
todas formas utiliza Zorn).

Proposicion 1.5.5. Para todo cuerpo K existe un cuerpo algebraicamente cerrado
L que lo contiene.

Demostracion. Para cada polinomio P € K[x] moénico y no constante, conside-
remos una variable zp y definamos el anillo de polinomios en infinitas variables
R:K[,Z‘p,]

Dentro de este anillo, definimos el ideal

I:= (P(zp) | P € Kl[z]),
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esto es, evaluar el polinomio P (que tiene una sola variable) en la variable zp, lo
que nos da un polinomio de una variable en R, luego tomar el ideal generado por
éstos, es decir

I:={Q1Pi(xp)+ - QuPu(xp,) | Qi € R, P, € K[z], n € N}.

Probemos por contradiccién que I # R, lo que equivale a probar que 1 & I. De
lo contrario, tendriamos

Q1P1<CUP1) + -+ ann(xPn) = 17

para ciertos @; € R, P, € K[z], n € N. Denotemos zp, simplemente por x; y
denotemos w1, ..., x,, las otras eventuales variables que podrian aparecer en los
polinomios @; € R (ndtese que cada uno tiene una cantidad finita de variables; es
el anillo R que tiene infinitas variables). Entonces podemos ver cada uno de los
polinomios @); como elementos de K|z, ..., x,], con lo que obtenemos la igualdad

Q1(z1, ..., xm)Pi(xy) + - Qu(xr, ..., Tp) Po(xy,) = 1.

Sea ahora K'/K una extensién finita que contiene una raiz a; de P; € K|[z] para
cada 1 <17 < n. Entonces al evaluar esta igualdad en x; = a; para 1l <i < nyen
x; =0paran+1<i<m, como P(«a;) =0, obtenemos la contradiccién 1 =0 en
K'. Esto prueba que I # R

Sabiendo que I # R, tenemos que existe un ideal maximal M C R que contiene
a I (es aqui donde usamos el Lema de Zorn, véase el curso de Grupos y Anillos).
El cociente Ly = R/M corresponde entonces a un cuerpo que contiene a K de
forma natural, pero no es necesariamente algebraicamente cerrado. Ahora, por
construccion, todo polinomio P € K|z| tiene como raiz en L; = R/M a la imagen
de zp, ya que P(zp) € I C M y por ende P(Zp) = P(zp) =0 € L.

Pero esto no basta, ya que debemos construir un cuerpo L tal que todo po-
linomio en L[z] tiene una raiz en L. Construyamos entonces, siguiendo el mismo
procedimiento, un cuerpo Lo que contiene a Ly y tal que todo polinomio P € L[]
tiene una raiz en Lo, también un cuerpo L3 que contiene a Lo y tal que todo poli-
nomio P € Ls[z] tiene una raiz en L, y asi sucesivamente, de forma que tendremos
una cadena de cuerpos

KcLiCL,C---CLyC---,

en la cual todo polinomio P € Li[x] tiene una raiz en Ly, para todo k € N.
Definamos finalmente entonces

L= L

keN
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y demostremos que es el cuerpo que buscamos (ejercicio: demuestre que es un
cuerpo!). Como L es la reunién de los Ly, dado un polinomio P € L[z], cada uno
de sus coeficientes esta en algun L, y por ende estan todos contenidos en el mas
grande de ellos, digamos Ly,. Por ende existe una raiz de P en Ly,41 C L y esto
prueba que L es algebraicamente cerrado. O

Teorema 1.5.6. Sea ¢ : K —>_K’ un isomorfismo de cuerpos, sea K/K una
clausura algebraica de K y sea K'/K' una clausura algebraica de K'. Entonces
existe un isomorfismo de cuerpos ¢ : K — K' que extiende ¢, es decir ¢|x = ¢.

Observacion.

Este teorema nos permite hablar de LA clausura algebraica de un cuerpo en lugar
de UNA clausura algebraica, ya que dos clausuras distintas son isomorfas. Si bien
haremos el abuso de lenguaje al hablar de “LA” clausura algebraica, es importante
saber que el isomorfismo entre dos clausuras no es tinico en general, lo que introduce
una ambigiiedad en la forma en la que identificamos dos clausuras algebraicas y
por ende siembra la duda con respecto a su “unicidad”. Lo mismo ocurre con “EL”
cuerpo de descomposicién de un polinomio y es precisamente la Teoria de Galois
la que mide en cierta manera esta ambigiiedad en ambos casos.

Demostracion. Esto es una consecuencia de la unicidad del cuerpo de descompo-
sicion, es decir, del Teorema y del Lema de Zorn. En efecto, consideremos el
siguiente conjunto

E={¢y: LK |KCLCK,¢|x=e¢}

y ordenémoslo de la siguiente manera: decimos que (91, L1) > (19, Lo) si L1 D Lo
y U1|r, = ¥a. Queremos aplicar el Lema de Zorn a este conjunto ordenado.

Notemos ante todo que E # ), ya que ¢ nos da una inclusién de K en K’. Sea
entonces C C F una cadena, es decir, un subconjunto de F totalmente ordenado.
Consideremos el subconjunto de K definido por

Le = U L.

(y,L)eC

Es fécil ver entonces, gracias a la Proposicién [1.1.6] que se trata de un subcuerpo
de K que contiene a K. Definamos un homomorfismo ¢ : Le — K’ de la siguiente
manera: para x € Le¢, sea (1, L) € C tal que # € Ly definamos ¢ (z) := ¢(v) € K'.
La definicién de (1, L1) > (9, L2) nos asegura que esta definiciéon no depende de
la eleccién de (¢, L) € C y por ende 9 estd bien definida. Es un fécil ejercicio el
ver que Y¢ es un homomorfismo de cuerpos tal que t¢|x = ¢, por lo que (Y, L¢)
es un elemento de E y una cota superior de C. Podemos entonces aplicar el Lema
de Zorn a E.
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El Lema de Zorn nos asegura que existe un elemento maximal en F, es decir,
un subcuerpo Ly C K y un homomorfismo vy : Ly — K’ tal que vl = ¢
que no admite elementos més grandes en E. Sea L) la imagen de ¢ en K’ y sea
a € K. Como K es una clausura algebraica de K, tenemos que « es algebraico
sobre K y por ende algebraico sobre Ly. Podemos entonces considerar el cuerpo
de descomposicién Ly C My C K del polinomio minimal m,, 1, y su imagen via
1o, la cual corresponde a un polinomio irreducible en Ly[x]| y nos permite definir el
cuerpo de descomposicién Ly C M} C K'. El Teorema nos asegura entonces
que existe un homomorfismo 120 : My — M) cuya restriccion a Ly es 1y, es decir
(@ZNJO,MO) > (1o, Lp). La maximalidad de (g, Lg) nos dice entonces que My = Lo
y por ende la extensién es de grado 1, lo que nos dice que deg(P) = 1 y por ende
a € Ly. Esto prueba que K = Ly y por ende, definiendo ¢ := 1), tenemos el
homomorfismo buscado.

Falta mostrar que ¢ es un isomorfismo. Sea o' € K’y sea P’ € K'[z] su
polinomio minimal. Entonces existe P € K[z]| cuya imagen es P’. Ahora, sabemos
que

P=(x—a)) - (r—a,) € K[z],

por lo que B
Pr=(z—¢(an)) (2 — plon)) € K'[x].

Esto nos dice que o' es uno de los ¢(a;) y por ende estd contenido en la imagen
de ¢. Esto prueba que ¢(K) = K’ y por ende ¢ es un isomorfismo. O

Para otra demostracién de la existencia de la clausura algebraica, supondre-
mos que el lector tiene conocimientos basicos sobre cardinalidad. Necesitaremos el
siguiente lema:

Lema 1.5.7. Si E/K es una extension algebraica de cuerpos, entonces el cardinal
de E no puede exceder al cardinal de Klx|. En el caso de que K sea un cuerpo
infinito, esto quiere decir que |E| = |K]|.

Demostracion. Sea S el conjunto de los pares (f,«), con f € KJ[z] un polinomio
no nulo y o € E tal que f(a) = 0. Como para cada polinomio f, el nimero de «
tales que (f,«) € S es finito, tenemos que |S| < Ro|K[z]| = |K[z]|. Por otra parte
E se inyecta en S enviando o — (mq i, &) de manera que |E| < |S|. O

Demostracion alternativa de la existencia de K. Fijemos un conjunto S de cardi-
nalidad mayor a la de K[x] (podria ser el conjunto potencia de K|[z]) y elijamos
cualquier funcién inyectiva de K en S de manera de indetificar a K con su imagen
dentro de S. De esta manera podemos suponer que K C S.

Muchos de los subconjuntos de S pueden convertirse en cuerpos definiendo las
operaciones necesarias en ellos. Denotaremos un cuerpo construido de esta forma
por un par (F,€) donde E C S es el conjunto subyacente al cuerpo y £ denota
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la estructura que convierte a E en un cuerpo. (En otras palabras, £ es un par de
funciones £ x E — E que definen la suma y el producto en E.) En particular
nuestro cuerpo original es el par (K, K) para cierta estructura fija K.

Definimos una relacién de orden (E, &) < (Es, &) si By C Ey como subcon-
juntos de Sy la restriccion de la estructura & a E; es exactamente la estructura
&1. En otras palabras, (F1, &) < (Es, &) quiere decir que (Es, &) es una extension
de cuerpos de < (Ey, &).

Ahora sea P el conjunto de todos los cuerpos (F,E) con E C S tales que
(K,K) < (E,€) y esta extensién es algebraica. Notemos que P no es vacio pues
(K,K) e P.

Como pretendemos aplicar el lema de Zorn al conjunto parcialmente ordena-
do P, debemos verificar que si £ es un subconjunto totalmente ordenado de P,
entonces tiene una cota superior en P. Para construir una cota superior (BB),
ponemos B = | J F donde (E, ) recorre L y definimos B como sigue: si x,y € B,
entonces, dado que L es totalmente ordenado, podemos encontrar (F,€) € L tal
que z,y € E. Definimos zy y x + y de la misma forma como estan definidos en
(E, €). Faltaria verificar que esto estd bien definido y que realmente hace que (BB)
sea una extensién algebraica de (K, K). Esos detalles se los dejaremos al lector.

Ahora sea (M, M) un elemento maximal de P. Para demostrar que este cuerpo
es una clausura algebraica de (K, K), mostraremos que no existe una extension
algebraica no trivial del cuerpo (M, M). Supongamos que L fuera una tal exten-
sién. Por el lema [1.5.7, |L| < |S| y por lo tanto |L \ M| < |S\ M| y existe una
inyeccién de L\ M en S\ M. Identificando L \ M con su imagen en S\ M, te-
nemos L C S y podemos transportar la estructura de cuerpo de L por medio de
esta identificacion. Lo que resulta es un elemento de P estrictamente mayor que
(M, M), contradiciendo su maximalidad. O

1.6. Extensiones Separables e Inseparables

Cuando definimos la nocién de cuerpo de descomposicién L/K de un polinomio
P € Klz|, dijimos que éste debia escribirse como un producto

Plz)=a(r—a1) - (r—0a), 0#a€ K, a; € L.

Es natural el querer ver a los elementos «q, ..., a; como elementos distintos en L.
Sin embargo, esto no tiene por qué ser cierto en general, incluso si P es irreduci-
ble. La presencia de repeticiones en las raices de un polinomio irreducible es un
fenémeno particular que da origen a las nociénes de extensién separable e insepa-
rable.

Definicién 1.6.1. Sea P € K|[z] un polinomio dado por P = """ ; a;2". Definimos

29



el polinomio derivado de P como el polinomio P’ € K|[z] dado por
P'(z) := Ziaixi_l.
i=1

Observacion.

La derivacién P +— P’ respeta la suma, es decir (P4+Q) = P'+ Q' para todo P,Q €
K[z]. La multiplicacién no es respetada, pero tenemos que (PQ) = PQ’ + P'Q
para todo P, Q € K|z].

La nocién de polinomio derivado permite detectar si hay raices repetidas en un
polinomio y calcular su multiplicidad, esto es, la cantidad de veces que aparecen.
Definamos pues este concepto y demostremos esta afirmacion.

Definicién 1.6.2. Sea P € K|[z| y sea o una raiz de P en K. Decimos que « es
una raiz de multiplicidad m si P = (xr —a)™Q con Q € K[z] y Q(a) # 0. Sim =1,
decimos que « es una raiz simple.

Teorema 1.6.3. Sea K un cuerpo y sea K la clausura algebraica. Sea P € K|z]
un polinomio no constante y sea o € K una raiz de P. Entonces la multiplicidad
de a es mayor a 1 siy solo si P'(a) =0 (i.e. si « es raiz de P').

Demostracion. Escribamos P = (z — a)™(Q con Q(«) # 0. Entonces
P = mfe - )" Q+ (1 — a)"Q = (x — )" (mQ + (x — ) Q).

Vemos entonces que, sim > 1, P'(a) =0. Ysim=1, PP =Q + (x — a)Q" y por
ende
P'(a) = Q(a) + (a — 0)Q'() = Q(a) # 0.
]

Definicién 1.6.4. Sea P € K|[z] un polinomio no constante. Decimos que P es
separable si todas sus raices en su cuerpo de descomposicién son simples. En caso
contrario, decimos que P es inseparable.

Ejemplo 1.6.5. Todo polinomio de grado 1 en K|[z] es separable.

Ejemplo 1.6.6. El polinomio P € Q[z] dado por P(z) = (z* — 3)(2® — 5) es
separable ya que, en K = Q(v/3,v5),

P(x) = (x — V3)(z + V3)(z — V5)(z + V5).

Por otra parte, el polinomio @ € Q[z] dado por Q(z) = (x — 2)3(2* + 1) no es
separable ya que 2 no es una raiz simple.
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Ejemplo 1.6.7. El polinomio P € F,[z] dado por P(x) = 2P — 1 es inseparable,

ya que
Plz)=aP —1=2aP — 1P = (x — 1)P,

y por ende 1 no es una raiz simple.

A pesar de que la definicién de (in)separabilidad depende del cuerpo de des-
composicion, se puede averiguar si un polinomio es separable o inseparable sin
necesidad de fabricar la extension correspondiente. Todo pasa por el siguiente re-
sultado.

Lema 1.6.8. Si dos polinomios P,Q € Klz| tienen un factor comin no trivial
en alguna extension L[x] (por ejemplo, en el cuerpo de descomposicion de uno de
ellos), entonces tienen un factor comin no trivial en K|z].

Demostracion. Un factor comtn de los polinomios, divide al maximo comun divisor
de estos en L|[x]. Pero el maximo comun divisor de Py @ estd en K|x] por lo que
es un factor comun no trivial de éstos en K|x]. O

Lema 1.6.9. Sean P,Q € K|z| polinomios. Entonces PQ es separable si y solo si
P y Q son separables y (P, Q) = 1.

Demostracion. Si (P,Q) = R # 1, entonces toda raiz de R aparece dos veces en el
producto PQ, por lo que P(Q es inseparable. Y si alguno de los dos es inseparable,
es evidente que P también lo es.

Por otro lado, si (P, Q) = 1 y ambos polinomios son separables, entonces todas
las raices de P son distintas y lo mismo ocurre con las de Q). Ademds, como (P, Q) =
1, estos polinomios no pueden compartir raices dada la observacion de mas arriba.
Por lo tanto, P() es separable. n

Proposicién 1.6.10. Sea P € K|[z] un polinomio no constante y sea P’ su poli-
nomio derivado. Entonces P es separable si y solo si (P, P') = 1.

Demostracion. Por definicién, P es separable si y solo si toda raiz o de P es de
multiplicidad 1. El Teorema nos dice que esto ocurre si y solo si, para toda
raiz « de P, tenemos que P'(a) # 0. Esto es equivalente a decir que Py P’ no
tienen raices en comun. Finalmente, el Lema [1.6.8] nos dice entonces que esto es
equivalente a (P, P’) = 1. O

Con este criterio a la mano, podemos concentrarnos en los polinomios irredu-
cibles para probar el siguiente resultado:

Proposicion 1.6.11. Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Entonces todo polino-
mio irreducible P € K|x] es separable. En particular, todo polinomio es producto
de polinomios separables.
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Demostracion. Sea P € K[z] un polinomio irreducible. Escribamos P(z) = > 1" a2

con n > 1 (P es irreducible y por ende no invertible y no nulo). Entonces su de-
rivado se escribe P'(z) = Y ia;z""'. Ahora, como na, # 0 € K, vemos que P’
es un polinomio de grado n — 1, en particular no nulo. Y como los tnicos divisores
de P son si mismo o 1 (salvo constantes), vemos entonces que (P, P') = 1y por lo
tanto P es separable gracias a la Proposicién [I.6.10} O

Ejercicio. ;Qué falla en esta demostracion si K es de caracteristica p # 07

Veamos ahora qué podemos decir del caso de caracteristica positiva. El siguiente
lema nos ayudara a entender qué es lo que ocurre en este caso con los polinomios
irreducibles.

Lema 1.6.12. Sea K cuerpo de de caracteristica p > 0 y sea P € K[x] un poli-
nomio. Entonces P' =0 si y solo si P € K[a?], es decir, P(x) =Y, a;i(zF)" con
a; € K.

Demostracion. Escribamos P(z) = > ™ bja’ con b; € K. Entonces P'(z) =
Z;;l jbjx?~t. Vemos entonces que P’ = 0 si y solo si jb; = 0 para todo 1 < j < m.
Ahora, como p =0y j # 0 para todo j primo a p, tenemos que P’ = 0 si y solo si
b; = 0 para todo j primo a p. En otras palabras, b; # 0 solo si j = ¢p para algin
1 € N, por lo que podemos escribir

n

Pla) =) by =) aa)’

i=0
donde a; := b;, € K. O
Y la consecuencia no se hace esperar.

Proposicién 1.6.13. Sea K cuerpo de de caracteristica p > 0 y sea P € K[z]| un
polinomio irreducible. Entonces P es inseparable si y solo si P' =0, es decir, siy
solo si P € K[zP].

Demostracion. Supongamos que P’ = 0. Entonces (P, P') = P # 1, por lo que P
es inseparable gracias a la Proposicion [1.6.10] Por otra parte, si P es inseparable, la
Proposicién nos dice entonces que (P, P’) # 1, por lo que existe un polinomio
no constante @ € K|[z] tal que Q|P y Q|P’. Ahora, como P es irreducible, esto
implica que ) = P salvo una constante, por lo que P|Q y por ende P|P’. Pero
como deg(P’") < deg(P), la tnica posibilidad es que P’ = 0. La tltima afirmacién
viene del lema anterior. O

Ejemplo 1.6.14. Un ejemplo de polinomio irreducible e inseparable es el siguiente:
consideremos el cuerpo K = [F,(¢) de funciones racionales sobre el cuerpo F,.
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Entonces el polinomio P € K|[z| dado por P(z) = 2P —t es irreducible e inseparable
ya que P" = 0. Para probar que es irreducible, basta con tomar una raiz o de P
en alguna clausura algebraica de K y ver que

(x —a)f =2P —a? =2aP —t = P(x),

lo que prueba que P tiene una unica raiz con multiplicidad p. Esto prueba en
particular que IF,(f) no es perfecto.

Vemos entonces que el fenémeno que debemos estudiar en caracteristica posi-
tiva, es cudndo un polinomio irreducible P € K|x] proviene de K |[2?]. La siguiente
definicion va en este sentido.

Definicién 1.6.15. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0. Llamamos homo-
morfismo de Frobenius al homomorfismo de cuerpos

F:K—K,

z — P,

Noétese que se trata realmente de un homomorfismo de cuerpos (inyectivo, dado
el Lema [1.1.11]), ya que, como todo alumno de ensenanza media adoraria, en un
cuerpo de caracteristica p tenemos que

p
(r+up =3 (p) Y =al
1=0

En efecto, como (’;) =2 Y los divisores de i! y (p — 7)! no pueden incluir a p a

il(p—1i
menos que i = 0, p, vemos que p| (’l’) si 1 # 0, p. Por otra parte, es evidente ver que
(xy)P = 2Py? y que 17 = 1, lo que prueba que ¢ es un homomorfismo de cuerpos.

De esta definiciéon podemos sacar lo siguiente.

Proposicion 1.6.16. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0. Entonces el con-
Junto
KP = {a? |2z € K},

es un subcuerpo de K.
Si K es ademds finito, entonces KP = K, es decir, todo elemento de K puede
ser escrito como una potencia p-ésima.

Demostracion. El conjunto K? no es nada menos que la imagen F(K) del homo-
morfismo de Frobenius, por lo que es un subcuerpo.

En el caso en que K es finito, tenemos que K? es un subcuerpo de K con el
mismo cardinal que K (recuerde que F' es inyectivo), por lo que K? = K. O]
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Ejercicio. Sea K =T,(t). Calcule el grado [K : K?|.

Esta propiedad de los cuerpos finitos es interesante y exige por ende una defi-
nicion.
Definicién 1.6.17. Decimos que un cuerpo K es perfecto si car(K) = 0 o bien
car(K)=py K?P = K.

Ejemplo 1.6.18. Dada la definicién y la proposicién anterior, vemos que todo
cuerpo finito es perfecto. Vemos también que F,(¢) no es perfecto gracias al ejercicio
anterior.

Definicién 1.6.19. Una extensin algebraica E/K se dice puramente inseparable
si los nicos elementos separables son los elementos de K.

Ejercicio. Sea K cuerpo de de caracteristica p > 0 y sea K su clausura algebraica.
Considere el subconjunto

K™ ={reK|3IneN " ¢ K} C K.

Pruebe que L es un subcuerpo de K, que K~ /K es puramente inseparable y que
KP™™ es perfecto.

Como vimos, lo que falla en la demostracion de la Proposicién para
cuerpos de caracteristica positiva es que el polinomio derivado de un polinomio
irreducible puede ser nulo, lo que no ocurre en caracteristica 0. La separabilidad
de los polinomios irreducibles no estd entonces asegurada en un cuerpo de carac-
teristica p > 0. Sin embargo, esta situacion se arregla en el caso de los cuerpos
perfectos.

Proposicion 1.6.20. Sea K un cuerpo perfecto. Entonces todo polinomio irreduci-
ble P € K|[z] es separable. En particular, todo polinomio es producto de polinomios
separables.

Demostracion. El caso de caracteristica 0 corresponde a la Proposicién por
lo que podemos suponer que car(K) = p > 0. Sea P € K|z| un polinomio irreduci-
ble y supongamos que es inseparable. La Proposicion nos dice entonces que
P € K[zP], es decir que podemos escribir P(z) = Y  a;z" con a; € K. Ahora,
como K es perfecto, sabemos que K = K? y por ende, para todo 0 <1 < n existe
b; € K tal que a; = b¥. Tenemos entonces que

P(x) = Zaixip = be(xl)p = Z(bixi)p = (Z bixi> :

Esto nos dice que P = Q” con Q(z) = Y ", biz*, lo que contradice el hecho que P
es irreducible. Por lo tanto P es separable. ]
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Definicién 1.6.21. Decimos que una extensién algebraica de cuerpos L/K es
separable si todo elemento de L es raiz de un polinomio separable sobre K. Una
extension algebraica que no es separable se dice inseparable.

Ejercicio. Pruebe que toda extension finita de QQ es separable.

Recordemos que todo elemento algebraico o € L en una extensién L/K es
rafz de un polinomio irreducible m, x € KJz|. Dada la Proposicién y la
ultima definicién, tenemos entonces que toda extension de un cuerpo perfecto es
separable. Esto justifica de hecho la nomenclatura de los cuerpos perfectos, ya que
las extensiones separables son aquéllas con las que uno quiere trabajar. Una de las
razones es el corolario al siguiente teorema, muy importante en teoria de cuerpos.

Teorema 1.6.22. Sea L/K una extension separable y sean o, € L elementos
algebraicos sobre K. Entonces K(a, 5)/K es simple, es decir, existe un elemento
v € K(a, ) C L tal que K(o, ) = K(7).

Corolario 1.6.23 (Teorema del elemento primitivo). Toda extension L/K finita
y separable es simple.

Demostracion. Asumiendo el teorema, vemos inmediatamente por induccién que el

resultado es cierto para todo subcuerpo K(ay,...,a,) C L con «; € L algebraico
sobre K. Ahora, como L/K es finita, el Teorema nos dice que es algebraica
y finitamente generada, es decir L = K(ay,...,q,) para ciertos o; € L, lo que
prueba el resultado. O

Demostraciéon del Teorema[1.6.22. La demostracion es distinta dependiendo de si
K es finito o infinito. Supongamos primero que K es finito de cardinal g. Como
K(a, B) es una extensién algebraica y finitamente generada, se trata de una ex-
tensién finita de K por el Teorema y por ende de un K-espacio vectorial
de dimension finita. Vemos entonces que el cardinal de K («, 3) es ¢" para algin
m € N. Recordemos ahora un resultado del curso de Grupos y Anillos:

Lema 1.6.24. Sea K un cuerpo finito. Entonces K* es un grupo ciclico.

Usando este lema, vemos que K («, 5)* es un grupo ciclico de érden ¢ — 1. Sea
v € K(o, ) un generador de K (o, 3)* como grupo. Entonces existen mq, my € N
tales que v™ = oy 4™ = 3. Esto prueba que «, 5 € K(v) y por ende K(«, ) C
K (7). Pero como v € K(a, ), tenemos que K(a, ) = K(v), lo que concluye la
demostracion en este caso.

Supongamos ahora que K es infinito. Sean P = m, x y () = mg k los polinomios
minimales de v y 3 en K[z]. Como L/K es separable, sabemos que « es raiz de un
polinomio separable P; € K[x], pero como P es el polinomio minimal de o, vemos
que P|P; y por ende P es separable también. El mismo argumento con /3 nos dice
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que () es separable y por ende las raices de estos dos polinomios son todas distintas
entre si.

Sean ao, ..., q,, las otras raices de P y sean (3, ..., 3, las otras raices de () en
algin cuerpo de descomposicion. Consideremos los elementos

o —
B=B;

Como K es infinito, existe un elemento vy € K que es distinto a todos estos
elementos. Sea 7 = « + . Tenemos entonces que K(y) C K(a, ) de forma
obvia, ya que vy € K. Para concluir, debemos probar ahora que K(«, 5) C K (7).
Y para esto bastard con probar que «, 5 € K(7).

Comencemos con . Notemos que por definicién tenemos que v —~y8 = «, pero

2<i<m,2<j<n.

Y =8 =a+ (B —6)#Fa, 2<i<m,2<j<n,

y claramente v — 73; # « ya que B # [3;. En otras palabras, la tunica forma
de obtener una raiz de P con la expresién v — yox para x € {3, [fs,...0,} es
la primera igualdad. Consideremos entonces el polinomio R € K(v)[z] dado por
R(z) = P(y — 70x). Entonces § es una raiz de R ya que

R(B) = P(y —pB) = P(a) = 0.

Por otra parte, para todo 2 < j < n, tenemos que 3; no es raiz de R. En efecto,

R(B;) = P(y —B;) # 0,

ya que de lo contrario o + vo(5 — ;) seria igual a alguno de los «;, lo cual descar-
tamos al construir 7.

Tenemos entonces que [ es la dnica raiz comin de @ € Klx] C K(vy)[z] y
R € K(v)[z], lo que nos dice que (x — ) divide a Q en K(v)[x] y por ende
B € K(v). Es facil ver entonces que o = v — v € K(v), lo que concluye la
demostracion. O

Definicién 1.6.25. Supongamos que E/K es una extensién algebraica y K es la
clausura algebraica de K. El grado de separabilidad de la extension se define como
el nimero de K-homomorfismos de E en K y se denota por [E : K],.

Proposicién 1.6.26. Sea K[a|/K una extension algebraica simple. Entonces
1. car(K) =0= [K[a] : K] = [K[a] : K]s

2. car(K)=p> 0= [K[a]| : K] =p"[K|a] : K|s para algin entero m > 0.
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Demostracion. Sea f € K[x] el polinomio minimal de « y supongamos que su
grado es n. Si pK[a] — K, entonces f(p(a)) = 0 y el valor de p(a) determina
completamente el homomorfismo .

Si car(K) = 0, entonces f tiene n raices diferentes en K y, por el teorema
1.2.11} para cada 3 tal que f(8) = 0, existe un K-homomorfismo ¢ : K[a] — K
tal que p(a) = . Concluimos que [K|a] : K| = [K[a] : K]s en este caso.

Si car(K) = p > 0, entonces f = g(a?") para algin entero m > 0 y algtn
polinomio ¢ irreducible y separable. El grado de g es r = :z% y si sus raices son
b1, ... B, entonces

f(z) = (2" = By)...(a"" = B.).

Como cada factor (zP" — ;) tiene una tnica raiz en K, f tiene exactamente r
raices diferentes. Por el mismo argumento anterior, concluimos que [K[a] : K]s =7
y [Kla] : K] = p™"[K][a] : K]s. O

Proposicién 1.6.27. Si F/E/K son extensiones algebraicas sucesivas, entonces
[F: Kl|s =[F: E|s[E: K.

Demostracion. Podemos suponer que £ C K. Un K-homomorfismo ¢ : E — K
se puede extender a o : K — K. Si ¢ : F — K es un E-homomorfismo, entonces
o o1 es un K-homomorfismo que extiende . Reciprocamente, si £ es un K-
homomorfismo que extiende ¢, entonces o~ ! o £ es un E-homomorfismo. Por lo
tanto existen [F : E], homomorfismos de F en K que extienden ¢.

Podemos ahora agrupar los K-homomorfismos F' — K en [E : K], clases segiin
su restriccién a E. Como cada clase contiene [F' : E]; homomorfismos, concluimos
que existen [F': E|4[E : K|, K-homomorfismos. O

1.7. Interludio 1: Cuerpos finitos

Ya sabemos que para todo primo p existe un cuerpo finito F, dado por Z/pZ.
Cabe preguntarse si existen otros cuerpos finitos aparte de éstos. Una primera idea
serfa el considerar las extensiones finitas de [F),, las cuales son finitas ya que se trata
de IF,-espacios vectoriales de dimension finita. ;Cudles son los cardinales de estas
extensiones? ;Habran otros ejemplos?

Para responder a la segunda pregunta, basta con recordar que todo cuerpo
de caracteristica p posee a [F, como subcuerpo. Ahora, dado un cuerpo finito, es
evidente que no puede contener a Z y por ende su caracteristica tiene que ser un
primo p dado y por ende tiene que contener a F,, por lo que se trata de un IF,-
espacio vectorial de dimensién finita y finalmente de una extensién finita de IF,,. No
hay pues otros cuerpos finitos ademas de las extensiones finitas de [, para cada p.
Veamos cuales son sus cardinales y su clasificacion.
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Como se trata de IF,-espacios vectoriales de dimensién finita, tenemos que el
cardinal de estos cuerpos debe ser de la forma p™ con n € N. El siguiente teorema
nos da entonces una respuesta completa a nuestras preguntas.

Teorema 1.7.1. Para todo primo p y todo entero n € N, existe un unico cuerpo
finito (salvo isomorfismo) con p™ elementos, denotado Fyn, el cual corresponde al
cuerpo de descomposicion del polinomio P € F,[z] dado por P(x) = 27" — x.

Demostracion. Consideremos el cuerpo F, y su clausura algebraica F,. Sea P €
FF,[x] el polinomio dado por P(z) = a#" —x. Podemos entonces considerar el cuerpo
de descomposicién K/F, de P en F,. Esto nos dice que

Plz)=(r—o)(z —a) - (x —apm) € K|z],
y las raices «; son todas distintas entre si. En efecto, tenemos que
P'(z) =pa? ' —1=—1,

por lo que P'(«;) # 0 para todo 1 < i < p" y por ende toda raiz es de multiplicidad
1. Esto nos dice que K contiene ya p™ elementos al menos. Debemos probar pues
que no contiene ningun otro.

Como K es un cuerpo de descomposicion, sabemos que es el cuerpo mas pequeno
que contiene a los «;. Bastard con probar entonces que el conjunto de los «;, es
decir, el conjunto L = {z € F, | P(z) = 0} es ya un subcuerpo de F},. Ahora, la
Proposicién [1.1.6] nos dice que este conjunto es un subcuerpo si y solo si

1. Ve,ye L,x—ye€ L;
2. Va,y e L~ {0}, zy~' € L.

Sean entonces .,y € L, es decir, P(z) = P(y) = 0. Tenemos que

" PN ok n_k
P — _ P
(x—y)” =) ( k):v (=",
k=0
pero claramente p | (p,:) sil<k<p"—1, porloque

n s 7 T '3

(z =y =aP + (—y)P =" =y,

va que si (—1)P" = —1 si p es impar y si p = 2 entonces 1 = —1 € L. Vemos
entonces finalmente que

(o

Plx—y)=(x—y) —(z—y)=2" —z—(

(o

—y) = P(z) = P(y) =0,
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por lo que x — y € L. Por otra parte, si z,y # 0, tenemos que

(wy " =2 () = ay
va que 2" =z e y?" = y. Entonces claramente P(zy ') = (zy )P —ay~ 1 =0, lo
que prueba que xy~! € L.

Probemos finalmente la unicidad. Sea M un cuerpo de cardinal p". Como todo
cuerpo es un espacio vectorial sobre su cuerpo primo, vemos que el cuerpo primo
de M tiene que ser [F,, y por ende M contiene a IF,,. Ahora, el grupo M* tiene orden
p" — 1y por ende 2" ! = 1 para todo x € M*. Multiplicando por z tenemos que
2P" = x para todo x € M*. Y como claramente esto también es cierto para 0 € M,
vemos que para todo elemento de M, P(x) = 0 y por ende M contiene al cuerpo
de descomposiciéon de P, que es del mismo cardinal. La unicidad del cuerpo de
descomposicién (Teorema concluye la demostracion. O

Observacion.
Si ¢ = p", entonces el cuerpo de descomposicién de P(z) = 27 — z € F [z] es Fr.

Teorema 1.7.2 (Conteo de polinomios irreducibles). El nimero M(n,q) de poli-
nomios ménicos wrreducibles de grado n en Fy[z] estd dado por la siguiente férmula
descubierta por Gaufs:

Mn,q) = = 3 uld)"
dln

donde p es la funcion de Mdobius definida por

1 sin=1
w(n) =4 (=1)F  sin es producto de k primos distintos
0 sin es diwisible por el cuadrado de algin primo

Demostracién. Recordemos que x7° — x es el producto de todos los polinomios
monicos irreducibles cuyo grado divide a n de manera que

¢" = dM(n,q)
din

Usando la férmula de inversiéon de Mobius con f(n) = M(n,q) y g(n) = ng",
llegamos al resultado propuesto. O

En clase esbozamos una demostracion diferente, sin usar la formula de inversion
de Mobius y le invitamos a escribirla en detalle.
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Lema 1.7.3 (Férmula de inversién de Mobius). Si f y g son funciones definidas
en todos los numeros naturales que satisfacen la relacion

fln) =2 g(d)
dln
entonces también se cumple
n
g(n) = > u(d)f (%)
din
Demostracion. Demostremos primero que
1 sin=1
d) =
dzlnj'”( ) {O sin>1

Si » = 1 no hay més que demostrar. Si n = p*m, con k > 0 y m relativamente
primo con p, entonces podemos agrupar los divisores de n segun la potencia de p
que los divida.

k
doud) = Y p@d) =Y p(d) =) pu(d)=0
dln J=0 d'|m d'|lm d'|m
Para la férmula que sigue usaremos que ¢ | 5 < d | 2

Sou@f (5) = DD udg(e)

dn din c|%

= D> udgle)

cn dl%
= g(n)
[

1.8. Interludio 2: Construcciones con regla y compas y
nuimeros constructibles

La teorfa de cuerpos tiene como aplicacién inesperada la solucién (negativa) a
tres clésicos problemas de la matematica griega clsica:

1. El problema de Delfos: la duplicacion del cubo: Construir, con la ayuda de
una regla y un compas, un cubo cuyo volumen sea exactamente el doble del
de un cubo dado.
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2. La triseccion del dngulo: Construir, con la ayuda de una regla y un compés,
un angulo equivalente al tercio de un angulo dado.

3. La cuadratura del circulo: Construir, con la ayuda de una regla y un compés,
un cuadrado con la misma area que la de un circulo dado.

Recordemos que por “regla”, se entiende un objeto que nos permite trazar una
recta tan larga como sea posible que pasa por dos puntos dados. Pero un tal objeto
no tiene graduacién alguna, por lo que no se puede usar para “medir” distancias.
Para esto se usa el compas, que nos permite copiar distancias de un lado a otro,
asi como construir circulos cuyo radio corresponde a la distancia entre dos puntos
dados.

Para atacar tales problemas, necesitamos pues al menos dos puntos en el plano,
los cuales asimilaremos a los puntos Py := (0,0) y P, := (1,0) del plano carte-
siano R?. A partir de éstos, veremos cuales son los puntos del plano que podemos
construir, lo que nos lleva a al siguiente definicion:

Definicién 1.8.1. Sea C un conjunto de puntos en el plano. Decimos que una recta
es constructible a partir de C si ésta pasa por al menos dos puntos de C. Decimos
que un circulo es constructible a partir de C si su centro corresponde a un punto
de C y su radio corresponde a la distancia entre dos puntos de C.

Decimos que un punto P del plano es constructible si existe una sucesion de
puntos Py, Ps,..., P, = P tal que, si llamamos C,, el conjunto {Py, Py,..., Py}
para todo 1 < m < n, el punto P,,,, corresponde a una de las siguientes opciones:

= la interseccion de dos rectas constructibles a partir de C,,;
= la interseccion de una recta y un circulo constructibles a partir de C,,;
= la interseccion de dos circulos constructibles a partir de C,,.

Decimos que un numero real es constructible si éste corresponde a una de las
coordenadas (z,y) de un punto constructible.

Ejercicio. Pruebe que P = (0, 1) es constructible.

Ejercicio. Pruebe que, dados tres puntos P, (), R, la recta paralela y la recta
perpendicular a PQ) que pasan por R son constructibles a partir de {P,Q, R}.

Pruebe que el punto medio del segmento PQ y la simetral del mismo son
constructibles.

Dada esta definicion, recordemos como la geometria puede ser puesta en rela-
cion con las operaciones aritméticas clasicas que encontramos en teoria de cuerpos.
He aqui las primeras frases del célebre texto La Geometria de René Descartes:
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Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a tales términos,
que mo es necesario conocer de antemano mds que la longitud de algunas lineas
rectas para construirlos.

Y asi como la aritmética no comprende mds que cuatro o cinco operaciones,
que son la adicion, la sustraccion, la multiplicacion, la division y la extraccion de
raices, que pueden tomarse como una especie de division, asi también no hay otra
cosa que hacer en geometria, respecto a las lineas que se buscan, para prepararlas
a ser conocidas, que agregarles o quitarles otras, o bien, teniendo una, que llamaré
la unidad para relacionarla lo mds posible con los nimeros, y que ordinariamente
puede ser tomada a discrecion, y teniendo luego otras dos, encontrar una cuarta
que sea a una de esas dos, como la otra es a la unidad, que es lo mismo que la
multiplicacion; o bien encontrar una cuarta que sea a una de esas dos como la
unidad es a la otra, lo que es lo mismo que la division; o, en fin, encontrar una,
dos, o varias medias proporcionales entre la unidad y alguna otra linea, lo que es
lo mismo que extraer la raiz cuadrada, o cubica, etc. Y yo no temeré introducir
estos términos de aritmética en la geometria, a fin de hacerme mds inteligible.

En términos mas inteligibles, Descartes nos dice que en geometria tenemos
construcciones equivalentes a la suma y resta (esto es facil de ver), pero también a
la multiplicacién y la divisién, je incluso la extraccién de raices cuadradas! Basta
con fijar un largo que equivaldria al ntimero 1, el cual Descartes llama “unidad”.
He aqui algunos ejemplos:

AB=1
BD=3 AB=1
Be=2 BD=3

BE=6,00 cm BE=&

BC=1,6¥ cm

D~ A B D A B
Multiplicacién de 2 por 3 Division de 5 por 3
I
GH=5
FG=1
Gl=2,24 cm
-
G R

Extracciéon de la raiz cuadrada de 5

Ejercicio. Explique por qué estas figuras representan realmente la multiplicacion,
divisién y la extraccion de raices cuadradas y porqué son constructibles.
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Esto nos demuestra inmediatamente lo siguiente:

Proposicion 1.8.2. El conjunto C' de los nimeros constructibles es un subcuerpo
de R cerrado por raices cuadradas. Es decir, para todo x € C tal que \/r € R,
tenemos que \/x € C.

Demostracion. En efecto, las operaciones de Descartes nos dicen inmediatamente
que podemos sumar, restar, multiplicar y dividir distancias entre puntos construc-
tibles. Ahora, como podemos copiar toda tal distancia al eje de las abscisas gracias
al compas, podemos ver que toda tal distancia define un ntimero constructible x
via el punto (z,0). El subconjunto C' C R es entonces un subcuerpo de R.

Para probar que C' es ademas cerrado por raices cuadradas, basta con ver que
la dltima construccién de aca arriba nos permite construir un segmento de largo
V/x a partir de un segmento de largo x > 0, por lo que z € C' = /z € C'si x > 0,
lo que equivale a /= € R. O

Vista esta proposicion, todo lo que tenemos que hacer para resolver los proble-
mas griegos es averiguar lo siguiente:

1. La duplicacion del cubo: El nimero /2 es constructible?
2. La triseccion del dngulo: El nimero cos(%) es constructible si cos(d) lo es?

3. La cuadratura del circulo: El nimero 7 es constructible?

En efecto:

1. Para duplicar el volumen de un cubo, basta con multiplicar su lado por v/2,
por lo que este nimero seria constructible de poderse resolver el problema (y
el problema claramente se resuelve si este nimero es constructible).

2. Todo dngulo que aparece en una construccién geométrica puede ser llevado
al eje de las abscisas en R? e intersectado con el circulo unitario, dando lugar
al punto (cos(6),sin(f)). La triseccion del angulo equivale pues a obtener el
punto correspondiente al dngulo g.

3. El 4rea de un circulo dado es 772, donde 7 es su radio. Un cuadrado de la
misma &rea tiene entonces un lado igual a /7, por lo que debemos construir
el nimero /7, o bien 7, ya que sacar raices cuadradas es siempre posible en

C.

Sin embargo, la Proposicién [1.8.2]y las construcciones geométricas de Descartes
nos indican que el cuerpo C' no es un cuerpo cualquiera y por ende no necesariamen-
te contiene a éstos ntmeros. El teorema clave que resuelve todas estas preguntas
fue enunciado por Wantzel en 1837 y es el siguiente:
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Teorema 1.8.3 (Wantzel). Sea t € R. Entonces t es un nimero constructible si y

solo si existe un entero n > 1 y una sucesion Ky, Ky, ..., K, de subcuerpos de R
tal que:
= Kl = @;

w para todo 1 <m <n, Kp C Kpy1 y [Kngr 0 K] =2;
m i E Kn-

En particular, el cuerpo C' C R de los nimeros constructibles corresponde al cuerpo
mds pequeno de caracteristica 0 cerrado por raices cuadradas de niumeros positivos.

El corolario que nos sera 1til para demostrar que los problemas griegos no tienen
solucidén es el siguiente:

Corolario 1.8.4. Sea t € R un nimero constructible. Entonces [Q(t) : Q] = 2™
para algin m € N.

Demostracion. En efecto, el teorema nos dice que t € K,, y

n—1

n—1
(K Q) = [[[Kipa - K] =[] 2=2""
i=1 i=1
Ahora, [Q(t) : Q] divide a [K,, : Q] = 2" y por ende [Q(¢) : Q] = 2™ para algiin
m € N. O

Ante todo, he aqui un lema geométrico-algebraico que nos ayudara a demostrar
el teorema.

Lema 1.8.5. Sea D una recta R? que pasa por los puntos A = (ai,a2) y B =
(b1,b2). Entonces D estda dada por una ecuacion de la forma ax + By + v =0 con
a, ﬁ, Ve Q(al, as, b17 bg)

De la misma manera, sea C' un circulo de R* de centro A = (ay,az) et radio
igual a la distancia entre los puntos B = (by,by) y C = (¢1,¢2). Entonces C' estd
dado por una ecuacion de la forma x* + y? — 2ax — 2By +v = 0 con o, 3,7 €

Q<a17 as, b17 b27 C1, CQ)'
Demostracion. Ejercicio -~ O]

Demostracion del Teorema de Wantzel. Como t es constructible, sabemos que el
punto P = (¢,0) es constructible. Por definicién, esto significa que existe una
sucesiéon Py, Ps,....P, = P de puntos de R? constructibles cada uno a partir de
los precedentes.

Definamos entonces K7 = Q y definamos inductivamente el cuerpo K,, para
m > 2 como el cuerpo K,,_1(Zm, Ym), donde z,, e y,, son las coordenadas de P,,.
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Ahora, el punto P, corresponde a la interseccién de rectas y/o circulos definidos
con los puntos P; con ¢ < m. El Lema|1.8.5 nos dice entonces que las ecuaciones que
definen estas rectas y/o circulos tienen coeficientes en K, 1 ya que z;,y; € K1
para todo i < m. En particular, las coordenadas x,,, y,, del punto P,, verifican uno
de los siguientes sistemas de ecuaciones:

1T + B1Ym + 11 =0,
Q2T + Bolm + 72 = 0,

o bien
1T + B1Ym + 71 =0,
22, + Yz — 2008, — 2BaYm + 72 =0,

o bien
x2, + Y2, — 200 — 2B1Ym + 11 = 0,
flfgn + y72n - 2062$m - 252%1 + 7 = 07

con o, B;,vi € K,—1. Luego de unos pocos cédlculos, vemos que x,, € y,, pertenecen
a una misma extension trivial o cuadratica de K,,_1, es decir, [K,, : K,,—1] € {1,2}.
Salvo eliminar las repeticiones, la sucesién de cuerpos Ky, Ko, ..., K, es entonces
la pedida en el enunciado del teorema.

Para demostrar la dltima afirmacién del teorema, sea C” el cuerpo mas pequeno
de caracteristica 0 cerrado por raices cuadradas de nimeros positivos. Como C' D
Q y, segun la Proposicion C' es cerrado por raices cuadradas, vemos que
C D C'. Por otra parte, todo elemento t € C' es obtenido a partir de Q tomando
raices cuadradas gracias a lo que acabamos de demostrar (véase el estudio de las
extensiones cuadraticas al final de la seccién . Esto prueba que C' C C". n

Resolvamos entonces los problemas griegos uno por uno. Comencemos por el
problema de Delos.

Proposicion 1.8.6. La duplicacion del cubo con regla y compds es imposible.

Demostracion. Visto todo lo que hemos hecho, basta con probar que /2 no es
3

un niimero constructible. Ahora, estd claro que [Q(¥/2) : Q] = 3, por lo que el
Corolario nos dice que v/2 no es constructible. O

Proposicion 1.8.7. La triseccion del dangulo con regla y compas es imposible.

Demostracion. Basta con demostrar la imposibilidad para un dangulo constructible
dado. Consideremos el angulo 6 = 60°, el cual es claramente constructible. La
igualdad trigonométrica clasica

cos(36) = 4 cos®(#) — 3cos(6),
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nos dice que cos(20°) es una raiz de la ecuacién

1
42 —3x — = =0,
x z—5
la cual no tiene raices en Q, por lo que [Q(cos(20°)) : Q] = 3y por lo tanto cos(20°)
no es constructible. Esto implica que la trisecciéon de 60° con regla y compas es
imposible. O

Proposicion 1.8.8. La cuadratura del circulo con regla y compds es imposible.

Demostracion. Visto todo lo que hemos hecho, basta con probar que m no es un
nimero constructible. Ahora, el Teorema de Wantzel nos dice en particular que
todo ntimero constructible es algebraico sobre Q. Pero 7 es trascendente sobre Q
(lo cual no demostraremos aqui), por lo que no puede ser constructible. O

Observacion.

El teorema de Wantzel sirve también para atacar otro problema geométrico clasico:
la construccion con regla y compés de un n-agono regular para n € N. Esta apli-
cacion necesita sin embargo un poco de teoria de Galois en cuerpos ciclotomicos,
por lo que la dejaremos para mas adelante.

1.9. Interludio 3: Cuerpos y polinomios ciclotémicos

En la seccion estudiamos un poco los cuerpos ciclotémicos y probamos que
el polinomio ciclotémico ®, es irreducible. Ahora los estudiaremos en més detalle,
asi como la extension de Q que éstos generan como cuerpo de descomposicién.
Recordemos entonces:

Definicién 1.9.1. El n-ésimo cuerpo ciclotomico es el cuerpo de descomposicién
del polinomio z™ — 1 € Q[z].

El n-ésimo polinomio ciclotomico ®,, es el polinomio cuyas raices son las raices
n-ésimas primitivas de 1, es decir

oua):= [ @

0<a<n—1
(a,n)=1

En particular, deg(®,) = ¢(n), donde ¢ es la funcién de Euler.

Denotemos por u, el grupo de las raices n-ésimas de la unidad y recordemos
que las raices primitivas corresponden a los generadores de este grupo ciclico. Re-
cordemos también que en u, se encuentran todas las raices d-ésimas de la unidad
para todo divisor d|n (i.e. ptg C ). Ademads, el orden del elemento (2 es igual a

n : a z /7 . ’ . L.
an) lo que nos dice que ¢, aparte de ser una raiz n-ésima, es una raiz primitiva
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d-ésima de la unidad con d = (” (es decir, un generador de pg). Vemos por lo

tanto que en el producto )
" =1= ][ (==,
CEpn
se encuentran todas las raices primitivas d-ésimas de la unidad para cada divisor
d|n. Por otra parte, toda raiz n-ésima de la unidad tiene que ser una raiz primitiva
para algun d|n, a saber, para d igual a su orden. En otras palabras, acabamos de
demostrar lo siguiente.

Proposicion 1.9.2. Tenemos la igualdad polinomial
at—1= H(I)d(a:).
dln

Pero esta igualdad, ;donde tiene lugar? Para ello debemos estudiar los coefi-
cientes de ®,,. Recordemos que si p es primo ya sabemos que

Py(r) ="+ + 1
Por otra parte, claramente ®;(z) = z—1. Dada la Proposicién m, para averiguar
®, tenemos entonces que dividir 2 — 1 por ®;®,, es decir
rt—1 ot -1

o, = = =22+ 1.
e D) 2ol U

De la misma manera, podemos obtener ®¢ dividiendo 2% — 1 por ®;®,®3, lo que
nos da ®g(r) = 2? — z + 1.

Con esto ya podemos empezar a conjeturar que los coeficientes de ®,, son tan
solo 0, 1 y —1. Y de hecho esto es asi hasta n = 104, pero lamentablemente

Bros(z) = 288 4 21T 4 10— g1 A2 gl | g0 39 | 36 4 35
Lot BBy B2 081 08 96 20 22 20 4 17
4+l M B2 % — 2T — P a4+ 1
Pero al menos podemos demostrar que:
Proposicién 1.9.3. Para todo n € N, ®,, es un polinomio mdnico en Z[z].

Demostracion. La demostracion sigue la idea que veniamos usando, a saber, in-
duccién sobre n. Ya tenemos el resultado para n = 1 (y de hecho hasta n = 7 por
lo menos).

Supongamos pues que @, € Z[x] y que es ménico para todo m < n 'y probemos
lo mismo para ®,,. Gracias a la Proposicion [1.9.2] ya sabemos que

2" —1 =[] ®alx),

dn
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lo que nos dice inmediatamente que ®,, es moénico ya que todos los otros polinomios
en la igualdad lo son. Ademés, obtenemos que 2" — 1 = P®,, con P € Z[z], ya que
P corresponde al producto de los ®; con d|n y d < n, los cuales estan todos en
Z[z]. Recordemos ahora un resultado importante del curso Grupos y Anillos:

Lema 1.9.4 (Lema de Gauss). Sea R un dominio de factorizacion unica, sea
F =Q(R) y sea P € R[z]. Si P es reducible en F|x], entonces P es reducible en
Rlx]. Mds precisamente, si P = AB con A, B € Flx] polinomios no constantes,
entonces existe v € F tal que rA(x),r"'B(x) € Rlz], de forma que (rA)(r—'B) es
una factorizacion de P en R[z].

Usando este lema, vemos que existe 7 € Q tal que z" — 1 = (rP)(r~'®,) y
rP r~1®, € Z[x]. Ahora, sabiendo que P y ®,, son ménicos, vemos que P, r~1®,
Z[z] solo si r = 1, por lo que ®,, € Z|x], lo que concluye la demostracion. O]

Gracias a este resultado, vemos que la factorizacién dada por la Proposiciéon
ocurre en Z[z]. Cabe preguntarse ahora si esta factorizacién puede ser redu-
cida a factores més pequenios o si cada ®,, es irreducible en Z[z] (o Q[z], dado el
Lema de Gauss).

Proposicién 1.9.5. Para todo n € N, el polinomio ®,, es irreducible en Q|x].

Demostracion. Como deciamos, bastarda con demostrar que ®,, es irreducible en
Z[z] gracias al Lema de Gauss. Supongamos entonces por contradiccién que ®@,, =
PQ con P,(Q) € Z[z], P irreducible y () no constante, ambos ménicos.

Sea ( una raiz de P. Como se trata de una raiz de ®,,, sabemos que ( es una raiz
primitiva n-ésima de la unidad. Sea ahora p un primo que no divide a n. Entonces
(p,n) = 1y por lo tanto (? es también una raiz primitiva n-ésima de la unidad y
por ende raiz de P,,.

Supongamos por un instante que (P es raiz de (). Entonces ( es raiz del po-
linomio R € Z[z] dado por R(z) = Q(zP). Pero como P es irreducible y ménico
y P(¢) = 0, sabemos que P = m g, lo que nos dice que P|R por la Proposicién
va que R(() = 0. Sea S € Z[z] tal que R = PS y consideremos la reduccién
médulo p de esta igualdad, es decir R = PS € F,[z]. Ahora, notemos que, en F,[z],

P(2)S(z) = R(z) = Q(a") = Qx)",

ya que a? = a para todo coeficiente a € F,. Como F,[z] es un DFU, vemos que P
y () tienen al menos un factor en comtun en [F,[x], lo que nos dice que el polinomio
o, = PQ € [F,[x] tiene al menos una raiz multiple en F, y por ende el polinomio
x" — 1 tiene al menos una raiz multiple en F,,. Pero este polinomio es separable en
F,[z] ya que su derivado es nz"!, el cual es claramente coprimo a 2™ — 1. Esto es
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una contradiccién que nos asegura que (P no es una raiz de Q).

Sabemos entonces que, para toda raiz ( de P y para todo primo p que no divide
a n, (P es una raiz de P. Sea ahora ¢ una raiz de P y a € N un entero tal que
(a,n) = 1. Entonces a = py - - - px con (p;,;n) = 1, por lo que (P es una raiz de P,
por lo que (¢P*)P? es una raiz de P, y asi sucesivamente hasta ver que (¢ = (P*Pr
es una raiz de P para todo entero a primo a n. Esto nos dice que P tiene al menos
¢(n) raices y por ende su grado es al menos ¢(n). Pero deg(P) < deg(®,,) = p(n).
Esto prueba que @ es constante, contradiciendo nuestra hipétesis inicial sobre la
reducibilidad de ®,,, lo que prueba que es irreducible. O

Corolario 1.9.6. [Q(¢,) : Q] = ¢(n).

Demostracion. En efecto, dada la Proposicién anterior, vemos gracias a Proposi-

cién que ®,, = my, o. El Teorema nos dice entonces que [Q((y) @ Q] es
igual a deg(®,,) = ¢(n). O

2. Teoria de Galois

Cuando tomamos un cuerpo de descomposicién de un polinomio P € K]x],
en cierto modo, agregamos a K todas las raices de P. Sin embargo, también en
un cierto modo, todas estas raices son el mismo objeto ya que tienen la misma
definicion, a saber, son “el” objeto tal que P(a) = 0. jPor qué la existencia de
una raiz implica casi inmediatamente la existencia de otras distintas? ;De donde
viene esta diferencia? La Teoria de Galois, cuyo nombre original era “Teoria de la
ambiguedad”, estudia estas diferencias y similitudes entre los diversos elementos
algebraicos que uno agrega a un cuerpo al descomponer un polinomio.

2.1. El grupo de automorfismos de un cuerpo

El objeto crucial que consideraremos es el siguiente:

Definicién 2.1.1. Sea K un cuerpo. Denotamos por Aut(K) el grupo de auto-
morfismos de cuerpo de K, es decir:

Aut(K) = {0 : K — K | o isomorfismo de cuerpos}.

Recordemos que se trata de un grupo con respecto a la composicién de funciones.

Sea o € Aut(K). Diremos que o fija a un elemento o € K si o(a) = a. Diremos
que o fija a un subcuerpo Ky C K si 0|k, = id|k,, es decir, si o fija a a para todo
o € Ko.
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Sea L/K una extensién. Entonces el subgrupo de los automorfismos que fijan
K es denotado por

Aut(L/K) ={o € Aut(L) | o|x = id|x}.
Ejercicio. Pruebe que Aut(L/K) es efectivamente un subgrupo de Aut(L).

Al no mover al cuerpo K, el grupo Aut(L/K) deja invariante al anillo K[x] y
por ende a todos sus polinomios. Sin embargo, el grupo si mueve a los elementos de
L, muchos de los cuales estéan definidos por polinomios en K[z]. En otras palabras,
la accién de Aut(L/K) respeta las “descripciones” de los elementos de L que son
algebraicos sobre K. Més precisamente:

Proposicién 2.1.2. Sea L/K una extension y o € L un elemento algebraico sobre
K. Entonces, para todo o € Aut(L/K), o(a) es una raiz del polinomio ma x €
K[z]. En particular, o y o(«) tienen el mismo polinomio minimal o irreducible.
En otras palabras, o permuta las raices de los polinomios irreducibles.

Demostracion. Sea P = m, g dado por P(x) = > ja;z" con a; € K. Entonces
P(a) = 0 por definicién. Ahora, como o fija a K, tenemos que o(a;) = a; para
todo 7. Y como o es un homomorfismo, obtenemos:

n

P(o(a)) = Z ao(a) =Y o(a)o(a’) =0 (Z al-ozi) = o(P(a)) = 0(0) = 0,

=0
lo que prueba que o(«) es una raiz de P. O
Ejemplo 2.1.3. Determinemos el grupo Aut(L/Q) para L = Q(v/5), L = Q(v/5)
y L =Q(¢).

En el primer caso, sabemos que una Q-base de L es {1, \/5}, por lo que todo
elemento se escribe de la forma a+bv/5 con a,b € Q. Sea o € Aut(L/Q). Como o es

la identidad sobre @ y un homorfismo sobre L, vemos que o(a+bv5) = a+bo(v/5),
por lo que basta con fijar la imagen de v/5. Ahora, dada la Proposicién ,
sabemos que o(v/5) es una raiz de 2> — 5, osea, igual a £v/5. Si o(v/5) = V/5,
entonces o = idy,. De lo contrario tenemos que o(a+bv/5) = a—by/5. Esta férmula
nos da un homomorfismo de cuerpos ya que claramente es Q-lineal (en particular,
respeta la suma) y biyectiva, y en lo que concierne a la multiplicacién, tenemos:

o((a 4 bV5)(c+ dV5)) = o(ac + 5bd + (ad + be)V/5)
= ac + 5bd — (ad + be)V5 = (a — bV5)(c — dV5) = o(a + bV5)o(c + dV5).

Si llamamos entonces o a este automorfismo particular, tenemos que Aut(L/Q) =
{idL7 0'0} ~ Z/QZ
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En el segundo caso, sabemos que una Q-base de L es {1, /5, \3/52}, por lo

que todo elemento se escribe de la forma a + bv/5 + 0\3/52 con a,b,c € Q. Sea
o € Aut(L/Q). Como o es la identidad sobre Q y un homorfismo sobre L, vemos
que o(a + b/5 + 0\3/52) = a + bo(V/5) + co(v/5)?, por lo que basta con fijar la
imagen de /5. Ahora, dada la Proposicién , sabemos que a(%) es una raiz
de 2® — 5. Pero sabemos bien que las otras raices de este polinomio son complejas
v que Q(+/5) estd contenido en los reales. Por lo tanto, la tinica raiz de 2° — 5 que
estd disponible en L es la misma /5, por lo que o = id;. Tenemos entonces que

Aut(L/Q) = {id.} es el grupo trivial.

En el tercer caso, sabemos que una Q-base de L es {1,(s, (2, ¢3}. Una vez
m&s vemos entonces que o € Aut(L/Q) estd completamente determinada por la
imagen de (5. La Proposicion nos dice entonces que o(v/5) es una rafz quinta
primitiva de la unidad, es decir, o((;) = (¢ con a, € {1,2,3,4}. Al igual que en
el primer caso, podemos verificar a la mano que cada uno de estos casos define un
homomorfismo de cuerpos, pero es mas facil usar la Proposicién [1.2.11| para notar
que tal isomorfismo existe y es unico. Si denotamos por o; el automorfismo tal que
a, = i, entonces Aut(L/Q) = {0y = idy, 09, 03,04}, grupo isomorfo a (Z/5Z)* via
el homomorfismo de grupos o; — ¢ mdd 5.

Ejercicio. Demuestre que, para todo cuerpo K de caracteristica 0, Aut(K) =
Aut(K/Q). ;Cuél es la proposicién andloga en caracteristica positiva?

Ejercicio. Determine el grupo Aut(Q(:)(v/3)/Q(i)).

El principio de concentrarse en los generadores de una extension para calcular
automorfismos como hicimos en estos ejemplos, nos permite demostrar el siguiente
corolario de la Proposicion [2.1.2] el cual nos sera ttil mas adelante.

Lema 2.1.4. Sea L/K una extension finita. Entonces el grupo G = Aut(L/K) es
finito.

Demostracion. En efecto, sabemos entonces que L = K(aq,...,a,) para ciertos
elementos algebraicos «; € L para los cuales definimos m; = deg(ma, k). La Pro-
posiciéon nos dice que, para todo 0 € G y para todo 1 < ¢ < n, o induce
una permutacion 7,,; € S,,, de las m; raices de m,, x. Vemos facilmente que esto
define homomorfismos G — S,,, v, tomando el producto de ellos, obtenemos un
homomorfismo de grupos

n
0:G— HSmi
i=1
o= (Tody s Tom)-
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Ahora, si 7,,; = id para todo 1 <7 < n, entonces o fija a todos los «; y por ende fija
atodo L = K(ay,...,a,) ya que fija también a K por definicién. Esto prueba que
o = id y por ende el homomorfismo ¢ es inyectivo. Por lo tanto, G es un subgrupo
del grupo finito []}_; Sp,. O

El caso de un cuerpo de descomposiciéon

La diferencia entre el segundo de los tres ejemplos aca arriba y los otros dos
radica en que el segundo es el Unico que no es un cuerpo de descomposicion.
Cuando lidiamos con un cuerpo de descomposicién, sabemos que todas las raices del
polinomio estan presentes y por ende tenemos mas posibilidades para permutarlas,
lo que lleva a la existencia de automorfismos en Aut(L/K). Cuando el cuerpo
es solo de ruptura, la existencia de otras raices no esta asegurada, lo que se vio
claramente en el segundo caso. Estudiemos pues mas en detalle el caso de los
cuerpos de descomposicion.

Recordemos ante todo que el Teorema |1.4.9| nos dice que, dado un isomorfismo
¢ : K — K’, un polinomio P € K|[z]| y suimagen P’ en K’[z], y los cuerpos de des-
composicion respectivos L y L/, existe un homomorfismo ¢ : L — L’ que extiende
©. Lo que nunca hicimos en ese entonces, es preguntarnos cuantos homomorfismos
1 pueden existir, y esto es crucial para el estudio de Aut(L/K).

Proposiciéon 2.1.5. Sean K, K', o, P, P', L, L' como acd arriba. Entonces el nime-
ro de isomorfismos ¢ : L — L' que extienden ¢ es menor o igual a [L : K| y la
igualdad se obtiene si y solo si L/ K es separable.

Demostracion. Demostraremos el resultado por induccién sobre n = [L : K]. El
caso n = 1 es evidente, ya que entonces L = K y L' = K’, por lo que ¢ estd
forzado a ser ¢ y es por ende tinico (y nétese que L/K es obviamente separable).

Supongamos ahora que el resultado es valido para todo cuerpo de descomposi-
ci6én de grado menor que n sobre otro cuerpo. Escribamos P = QR con Q, R € K|[x]
y @ irreducible y tomemos una raiz o de ). Si denotamos por ' y R’ las imége-
nes respectivas de @ y R en K'[z] via ¢, tenemos que P’ = @)'R’. Entonces, para
todo ¢ : L — L' que extiende ¢, tenemos que Q' (¢¥(a)) = ¥ (Q(«)) = ¥(0) = 0,
por lo que la imagen de « tiene que ser una raiz de )’. Vemos entonces que
toda extensiéon 1 de ¢ genera un homomorfismo de cuerpos o : K(a) — L/
dado por la eleccién de una raiz  del polinomio ). Ahora, no hay més que
deg(Q") = deg(Q) = [K(«) : K| homomorfismos o : K(«a) — L' que extienden
¢ : K — K' ya que no hay més que deg(Q)’) raices 5. Ademds, la Proposicién
nos asegura que existe un tal homomorfismo para cada raiz 5 de @', por lo
que hay ezactamente [K(«) : K| extensiones si y solo si ()’ es separable, lo que
ocurre si y solo si () es separable.

Sabiendo que [L : K] = [L : K(«)][K(«) : K], vemos que solo nos falta contar
las extensiones de un ¢ : K(a) — L' dado a isomorfismos ¢ : L — L’. Fijemos
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entonces un tal o, definamos = o(a) de forma que o(K(«)) = K'(f) y notemos
que [K(a) : K] > 1, porloque [L : K(«a)] < n. Esté claro que L y L' son los cuerpos
de descomposicién respectivos de P € K(«)z] y P' € K'(/). Podemos entonces
usar la hipétesis de induccién con respecto a K («), K'(5),0, P, P, L, L', 1o que nos
dice que no hay mas que [L : K(«)] extensiones ¢ : L — L' de 0 : K(a) — K'(f),
con igualdad si y solo si P es separable.

En conclusion, para cada una de las (a lo més) [K(«) : K| extensiones o de ¢,
hay (a lo més) [L : K(a)] extensiones ¢ de o, por lo que hay (a lo mas) [L : K]
extensiones 1 de ¢, con igualdad si y solo si P es separable. O]

Aplicando esta proposicién al isomorfismo id : K — K y a L' = L, podemos
estudiar Aut(L/K).

Corolario 2.1.6. Sea L el cuerpo de descomposicion de un polinomio P € Klz].
Entonces |Aut(L/K)| < [L : K] y se tiene la igualdad si y solo si P es separable.

2.2. El grupo de Galois, subgrupos y subcuerpos

El tipo de extensiones del 1ltimo corolario es precisamente el que nos interesa
en Teoria de Galois, por lo que les daremos un nombre preciso.

Definicién 2.2.1. Una extensién finita L/K se dice de Galois o galoisiana si
|Aut(L/K)| = [L : K].Si L/K es galoisiana, entonces denotamos el grupo Aut(L/K)
por Gal(L/K) y lo llamamos el grupo de Galois de la extension.

Ejemplo 2.2.2. Si L es el cuerpo de descomposicién de un polinomio separable
P € K|z, entonces L/K es galoisiana. En ese caso, decimos que Gal(L/K) es el
grupo de Galois del polinomio P.

Ejemplo 2.2.3 (Cuerpos ciclotémicos). Sabemos por definicién que Q((,) es el
cuerpo de descomposicién del polinomio z" — 1 € Q[z], polinomio separable ya
que corresponde al producto de los polinomios irreducibles (y distintos entre si) ®
para d|n, los cuales son todos irreducibles (y por ende separables ya que estamos en
caracteristica 0). El Corolario nos dice entonces que Q(¢,)/Q es una extensién
galoisiana y que su grupo de Galois es de orden p(n).

En este caso podemos ir un poco mas lejos y afirmar que Gal(Q((,)/Q) ~
(Z/nZ)*. En efecto, como vimos en el caso de n = 5 més arriba, basta con definir
un isomorfismo

(Z/n2)" — Gal(Q(¢n)/Q) = [a mdd n] = [0 - Q(¢n) = QCn) : G = G-

El hecho de que o, es un isomorfismo viene de la Proposicién [1.2.11] ya que (?
es una raiz primitiva de la unidad al igual que (, (i.e. una raiz del polinomio
irreducible ®,, = m, @) cuando a € (Z/nZ)*. Es un ejercicio facil entonces el ver
que 0, 0 Tp = Tgp.
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Ejemplo 2.2.4. Sea K = Q(v/2,4). Entonces la extensién K/Q es galoisiana y su
grupo de Galois es isomorfo al grupo dihedral de orden 8, es decir, al grupo.

Ds = (r,s|rt=s>=1, sr =13s)

En efecto, K es el cuerpo de descomposicién del polinomio % — 2, cuyas raices son
V2, iv/2, i?v/2 e i34/2. Siendo todas distintas, vemos que el polinomio es separable
y por ende el orden de Gal(K/Q) es igual a [K : Q] = 8. Ahora, un automorfismo
¢ : K — K debe cumplir ¢(+/2) = i*v/2 con a € {0,1,2,3} y también (i) =
(—1)% con b € {0,1}, ya que éstas son las dos raices de 2 +1 = m; o(x). Definamos
entonces una aplicacion

f:Gal(K/Q) — Dg: s s’

donde a y b son los enteros dados acd arriba. Sabiendo que |Gal(K/Q)| = |Ds| = 8,
bastara con demostrar que se trata de un homomorfismo de grupos inyectivo para
probar que son isomorfos.

Consideremos entonces dos automorfismos ¢, ¢ € Gal(K/Q) y sean f(p) =r
v f() = r¢s? sus respectivas imdgenes en Dg. Esto nos dice que

e(V2) =i"(V2), (i) = (-1)%, ¢(V2)=i(V2), ¥()=(-1)%.

aSb

Vemos entonces que
(p 0 )(V2) = p(1(V2)) = (i°V2) = p(i)°p(V2) = (=1)i/2 = iv+e+2e/2,
y

(o)1) = p(1(i)) = p((=1)%) = (—=1)%p(i) = (=1)%(—=1)% = (=1)""%.

Por lo tanto, f(p o) = ratet2egbtd ¢ Do Por otra parte, un cdlculo directo nos

dice que s®r¢ = ret?¢sb por lo que

f(@)f(?ﬂ) o TaSbTCSd TaT’CJr%CSbSd — T.a+c+2bc b+d f(SO o 1/})

lo que confirma que tenemos un homomorfismo de grupos.

La inyectividad es evidente, ya que la imagen de ¢ es trivial si y solo si p(v/2) =
V2 v ¢(i) = i, lo que implica que ¢ fija a todas las raices de 2* — 2. Pero K es el
cuerpo generado por estas raices, por lo que ¢ fija a K y corresponde por ende a
la identidad sobre K.

Ejercicio. ;Es Q(\/g, VT ) una extensién galoisiana de Q7 Si lo es, calcule su grupo
de Galois y diga a qué grupo es isomorfo.
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Ejercicio. Encuentre el cuerpo de descomposicién y el grupo de Galois del po-
linomio P € Q(i)[z] dado por P(z) = a* — 2z + 1. ;A qué grupo es isomorfo?
Hint: Verifique que el discriminante del polinomio es un cuadrado en Q(i) y use la
formula para las soluciones de una ecuacion cubica.

Dejando de lado los ejemplos, volvamos a la Teoria de Galois. Asociando un
grupo G = Gal(L/K) a toda extensién galoisiana L/K, la teorfa de Galois nos
permite mirar y comparar subobjetos en dos contextos distintos: subgrupos H < G
y subcuerpos K C M C L. La siguiente proposicién nos permite comenzar estas
comparaciones.

Proposicién 2.2.5. Sea K un cuerpo, sea G = Aut(K) y sea H un subgrupo de
G. Entonces el subconjunto Fix(H) C K dado por

Fix(H):={a€ K |o(a) =a,Vo € H},
es un subcuerpo de K.

Definicién 2.2.6. El subcuerpo dado por la proposicion anterior se llama el cuerpo
de los invariantes o cuerpo fijo de H y se denota por K.

Demostracion. Siguiendo la Proposiciéon todo lo que tenemos que demostrar
es que:

» Va,y € Fix(H), x —y € Fix(H);
» Va,y € Fix(H) \ {0}, zy~' € Fix(H).

Ahora, vemos claramente que, dados x,y € Fix(H), para todo 0 € H C Aut(K)
tenemos que

» o(z—y)=0(x) —o(y) =x —y, por lo que x — y € Fix(H);
» o(zy™') =o(x)o(y)™ =ay~tsiy #£0, por lo que xy~t € Fix(H).
]

Tenemos entonces una manera de asociar subcuerpos a los subgrupos de un
grupo de Galois. Cabe preguntarse si tenemos algo parecido en el sentido inverso.
El siguiente lema va en esta direccion.

Lema 2.2.7. Sean K C L C M cuerpos. Entonces Aut(M/L) es un subgrupo de
Aut(M/K).

Demostracion. Ya vimos a modo de ejercicio que ambos grupos son subgrupos de
Aut(M), por lo que bastara con notar que Aut(M/L) C Aut(M/K). Ahora, esto
es evidente ya que un automorfismo que fija a L forzosamente fija a K C L. O
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El corolario evidente es que, dada una extensién galoisiana L/K de grupo de
Galois G, un subcuerpo K C M C L define un subgrupo de G = Aut(L/K)
sencillamente como Aut(L/M).

Ejercicio. Sea K un cuerpo, G = Aut(K) y sean H; < Hy < G subgrupos de G.
Pruebe que Fix(H3) es un subcuerpo de Fix(H;).

Vemos entonces que, por una parte, a cada subcuerpo de una extension galoi-
siana L/K podemos asociarle un subgrupo del grupo de Galois G = Gal(L/K).
Por otra parte, a cada subgrupo del grupo de Galois podemos asociarle un sub-
cuerpo de la extensién. Ademas, esta ida y vuelta entre cuerpos y grupos invierte
las inclusiones gracias a los lemas y ejercicios precedentes. El teorema fundamental
de la Teoria de Galois es que esta ida y vuelta es ademas una biyeccién, lo cual no
tiene nada de evidente. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.2.8. Volvamos al ejemplo de la extensiéon K/Q con K = Q(v/2,1).
Sea G su grupo de Galois, el cual es isomorfo a Dg como ya vimos. Intentemos
ahora encontrar todos sus subgrupos y de obtener los cuerpos fijos respectivos. Un
diagrama de los subgrupos de Dg es el siguiente:

(id)

Usando el isomorfismo entre GG y Dg que definimos mas arriba, podemos interpretar
ry s como automorfismos en Aut(K/Q):

r(V2) =iv2, r(i)=i, y s(V2)=vV2, s(i)=—i.

Asi, vemos por ejemplo que el subcuerpo correspondiente al subgrupo (r) co-
rresponde al subcuerpo de los elementos fijos por 7, por lo que v/2 ¢ Fix((r)), pero
i € Fix({r)). Esto nos hace pensar que Fix({r)) = Q(i), pero debemos demostrar
que no hay mas que esto. Notemos entonces que una Q-base del cuerpo K es

(1,0, V2,iv2, 2, iv/2" V2, iv2Y,
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(para convencerse de esto, basta con notar que los 4 reales son una Q(7)-base de
K) y que r y s corresponden en esta base respectivamente a las matrices

0

)

]
o O O

0
0
-1 0
0

O O OO oo
o O O OO

—1

SO OO oo o
SO DO OO oo

-1
0 -1 0

|
—
SO OO+ OO oo
@)

SO OO O o oo

(>l elNeNollS =)

(>l el ool ool S
SO OO oo O
SO OO+ OO o
S OO OO

<
S OO OO oo
S OO O oo
o O OO

0 -1

Un poco de algebra lineal nos dice entonces que Fix((r)) es efectivamente el subes-
pacio de los a + bi con a,b € Q, es decir, Fix((r)) = Q(i). De la misma manera
vemos por ejemplo que Fix({s)) es Q(v/2). Y calculando las matrices correspon-
dientes a los otros elementos de Dg (lo cual es facil dada la simplicidad de las de
Ty s), obtenemos facilmente la lista siguiente:

s Fix

s Fix
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Poniéndolo en forma de diagrama, obtenemos jel inverso del diagrama anterior!

Q(V2,1)

Q(v2)~  QGv2) QW24  QGvZ) QD)

N N

Q(v2) Q%) Q(iv2)

~)7

Q

~

Ejercicio. Encuentre los subgrupos de Aut(Q({5)/Q) y los respectivos cuerpos
fijos. Haga lo mismo con Aut(Q(v/3,+/7)/Q). En ambos casos, dibuje los diagramas
respectivos.

Ejercicio. En cada uno de las 3 extensiones K /Q anteriores (ejemplo + ejercicio),
considere dos subgrupos 1 < H; < Hy < G y compare [Hy : Hy] con [KH : KH2].
. Qué puede concluir?

2.3. El Teorema Fundamental de la Teoria de Galois

Vistos estos ejemplos, uno podria preguntarse si existen otros subcuerpos aparte
de los que acabamos de dibujar. Es a esto que responde el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Sea L/K una
extension galosiana de grupo de Galois G. Entonces existe una correspondencia
biyectiva entre los subcuerpos K C M C L y los subgrupos H < G dada por

C={M cuerpo | K C M C L} <— G={H grupo | H <G}
M — Aut(L/M)
LH i H

Esta correspondencia invierte las inclusiones, es decir, si M, M’ € C corresponden
respectivamente a H, H' € G, entonces M C M' < H' < H. Ademds, en este caso,
tenemos que [M': M| = [H : H'|.

Para demostrar este resultado, necesitaremos previamente la nociéon de carac-
teres de un grupo.

Definicién 2.3.2. Sea G un grupo y K un cuerpo. Un cardcter de G' con valores
en K es un homomorfismo de grupos y : G — K*.
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Si G es un grupo de orden n (n pudiendo ser infinito), entonces podemos ver
el conjunto de las funciones {G — K} como un K-espacio vectorial de dimensién
n, el cual denotaremos por Vi >~ K". Un caracter £ puede ser visto entonces como
un elemento particular de V.

Proposicion 2.3.3. Sean xi,...,Xn caracteres distintos de un grupo G con va-
lores en un cuerpo K. Entonces el conjunto de vectores {x1,...,Xn} C Vg es
K -linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que el conjunto es linealmente de-
pendiente. Entonces existen elementos aq,...,a, € K, no todos nulos, tales que
Yoriaixi =0 € Vg. Como existe al menos una combinacién lineal no nula, po-
demos considerar una de ellas con un nimero minimal m de a; no nulos. Salvo
reordenamiento de los y;, podemos asumir entonces que existen ay,...,a,, € K*
tales que > " a;x; = 0 y que no existe una combinacién lineal nula con menos
sumandos (excepto la trivial).
Ahora, como se trata de funciones, la ltima igualdad es equivalente a 1" | a;x;(g9) =

0 para todo g € G. Sea ahora gy € G tal que x1(g90) # Xm(go). Un tal elemen-
to existe ya que x1 # Xm. Entonces podemos escribir Z?; a;xi(990) = 0 ya que
ggo € G. Esto nos dice que

Zazxz 990) ZazXz 9)xi(90) sz d)aixi(g) =0 VgeG,

=1

y por otra parte, multiplicando derechamente la suma original por x,,(go):

me(QO)aiXi(g) =0 Vged.
=1

Restando ambas igualdades, tenemos entonces que

m

Z(Xi(go) — Xm(90))aixi(9) =0 Vg€QG,

=1

es decir, > (xi(90) — Xm(90))aix; = 0, y esta combinacién lineal es no trivial ya
que Xm(go) — x1(g0) # 0, pero tiene un elemento menos que nuestra combinacién
original ya que el ultimo término desaparece. Esto contradice la minimalidad de
m. [

Notacion. Ya sabemos que todo homomorfismo de cuerpos o : K — L es inyecti-
vo, lo que nos permitié siempre ver K como un subcuerpo de L. A partir de ahora,
estaremos considerando varios homomorfismos o; : K — L a la vez, por lo que serd
importante tener en cuenta el homomorfismo y no solo su imagen como subcuerpo
de L. Es por esto que introduciremos la nocién de incrustacion, que no es mas que
un homomorfismo de cuerpos (forzosamente inyectivo) o : K — L.
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Observacion.

Toda incrustacién ¢ : K — L induce un homomorfismo de grupos multiplicativos
K* — L*, por lo que a toda incrustacion le podemos asociar un caracter x, de K*
con valores en L.

Corolario 2.3.4. Sean o4, ..., 0, incrustaciones distintas de un cuerpo K en un
cuerpo L. Entonces el conjunto de los caracteres {x,,} es linealmente independiente
en Vi«. En particular, st L = K, tenemos que distintos automorfismos de un cuerpo
K inducen caracteres linealmente independientes.

Con esto ya podemos demostrar el resultado que nos dard la ultima linea del

Teorema [2.3.11

Teorema 2.3.5. Sea L un cuerpo, G un subgrupo finito de Aut(L) y sea K = L°.
Entonces [L : K] = |G].

Demostracion. Sea m = [L : K| y supongamos por el contrario que n # m. De-
mostraremos que esto nos lleva a una contradiccién. Recordemos que los elementos
de G pueden ser vistos como incrustaciones o : L — L, por lo que los denotaremos

{0'1, ce ,Un}.

Supongamos entonces primero que n > m. Sabemos entonces que existe una
K-base {vy,...,v,} € L. Podemos formar entonces un sistema de m ecuaciones
con n incégnitas:

o1(v1)z1 + oa(v1) T2+ - - + 0n(v1) 2, = 0;

o1(ve)x1 + o9(va) T2+ -+ - + 0y (ve)z, = 0;

01 (V)21 + 02 (V) Ta+ - - - + 04 (V) 2, = 0.

Como hay mas incognitas que ecuaciones, sabemos que existe al menos una solucién
no trivial {f1,..., 8.} € L™ a este sistema. Ahora, recordemos que los elementos
de G fijan K, es decir o;(a) = a para todo a € K y todo 1 < i < n. Entonces,
si a;j € K para 1 < j < m, podemos multiplicar la primera ecuacién por ai,
la segunda por ay y asi sucesivamente, luego evaluar en los [3; para obtener las
igualdades:

aj(o1(v;)B1 + 02(vj) o+ - - + 0n(vj)f,) =0, 1<j5<m,
o bien, como a; € K,

o1(ajv)B1 + oa(ajvg) By 4 - - + on(a;v;) B, =0, 1< 5 <m.
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Sumando estas m igualdades y aplicando la linearidad de los o;, obtenemos la
igualdad

o1 (Z CLj’Uj) 61 + 09 (Z CLjUj) 62 +---+o, (Z ajvj> En =0.

j=1 j=1 j=1

Ahora, esta igualdad es cierta sin importar los valores que tomen los diversos a;.
Es decir, esta igualdad es cierta para todo elemento de la forma Z;”:l a;v;. Pero
los v; forman una K-base de L, por lo que tenemos la igualdad

o1(a)fy + oa(a)fa+ -+ on(a) B, =0,

para todo o € L. Esto nos dice que la combinacién lineal

/6101 + 520—2 + -+ 5710—77,

es trivial en Vz«. El Corolario nos dice entonces que los f3; son todos nulos,
lo que es una contradiccién ya que se trata de una solucién no trivial del sistema.
Esto prueba que n < [L : K].

Supongamos ahora que n < [L : K]. Esto nos dice que la dimensién de L como
K-espacio vectorial es mayor que n, por lo que existen elementos aq, ..., a,11 € L
que son K-linealmente independientes. Consideremos entonces un nuevo sistema
de n ecuaciones con n + 1 incognitas:

01(041)$1 + 01(042)$2+ R 01(Oén+1)$n+1 =0

oa(an)zy + o2(an)xet -+ + oo(ni1)Tpi1 = 0;

on(a1)r1 + op(az)To+ - + op(Qni1)Tnyr = 0.

Nuevamente, como hay mas incognitas que ecuaciones, sabemos que existe al menos
una solucién no trivial {71, ..., V.s1} € L™ a este sistema. Notemos ademéds que,
para toda tal solucion, al menos uno de los 7; no estd en K ya que, de lo contrario,
éstos podrian entrar en los o; por K-linearidad, de forma de obtener las ecuaciones

n+1
, (3) o,
=1

lo que implica que Z;:rll v;o; = 0y esto contradice la K-independencia lineal de
los «;.

De todas las posibles soluciones {vi,...,Vns1} € L™ a este sistema, consi-
deremos una con la mayor cantidad de ceros. Reordenando las incégnitas de ser
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necesario, podemos suponer entonces que y; # 0 para todo 1 <i <r y v; = 0 para
todo ¢ > r con r minimal. Como el sistema es lineal, podemos dividir esta solucién
por 7., de forma de obtener una nueva solucién {+,...,7._4,1,0,...,0} € L**!
con v, # 0 para 1 <1i <r — 1. Obtenemos entonces las igualdades

i)+ +ojla_1)v_ +oi(a,) =0, 1<j<n. (1)

Y como ya notamos antes, podemos suponer (salvo un nuevo reordenamiento) que
vy € K. Esto implica que existe un cierto k para el cual ox(7]) # 7{. Apliquemos
este automorfismo a cada una de las igualdades para obtener

oroj(ar)or(v) + -+ owoj(ar_1)ok(y,_1) + oroj(a) =0, 1< 5 <n.

Pero como G es un grupo, sabemos que el conjunto {00, | 1 < j < n} es simple-
mente el conjunto GG nuevamente, por lo que estas n ecuaciones corresponden salvo
reordenamiento al conjunto de ecuaciones

oi(ar)or(yy) + -+ oj(ar_1)or(vi_y) + 0j(ar) =0, 1<j<n. (2)

Restando las igualdades en (|1) y aquéllas en , obtenemos finalmente las igual-
dades

oi(an)oe() =N+ -+ ol k(1) = %—r] =0, 1<5<n,

lo que corresponde a una nueva solucién {ox (1) =74, - - -, ok (V1) —Vr-1/,0,0,...,0} €
L™ del sistema inicial. Se trata de una solucién no trivial ya que ox(7;) — ) # 0
y sin embargo es una solucion con mas ceros que la anterior, lo que contradice la
minimalidad de r. Esto nos permite concluir que n =m = [L : K] O

El primer corolario que podemos deducir de este resultado es una generalizacion

del Corolario 2.1.6

Corolario 2.3.6. Sea L/K una extension finita. Entonces |Aut(L/K)| < [L: K]
y se tiene la igualdad si y solo si K = Fix(Aut(L/K)).

Demostracion. Sea G = Aut(L/K) y sea K; = LY. Entonces K C K; C L ya que
por definicién los elementos de K son fijados por G. Como L/K es finita, el Lema
2.1.4 nos dice que Aut(L/K) es un subgrupo finito de Aut(L). Podemos entonces
aplicar el Teorema [2.3.5] el cual nos dice que [Aut(L/K)| = [L : K] < [L : K].
Ademés, como [L : K] = [L : K;][K; : K], tenemos igualdad si y solo si [K; : K| =
1, es decir, si y solo si K = K; = L¢ = Fix(Aut(L/K)). O

Un segundo corolario inmediato es el siguiente enunciado, el cual nos acerca a
la biyeccién enunciada en el Teorema Fundamental:
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Corolario 2.3.7. Sea L un cuerpo, G un subgrupo finito de Aut(L) y K = LY.
Entonces G = Aut(L/K).

Demostracion. Esta claro que los elementos de G son automorfismos de L que fijan
K, por lo que G es un subgrupo de Aut(L/K). Ahora, el Teorema 2.3.5nos dice que
[L : K] = |G|, mientras que el Corolario nos dice que |Aut(L/K)| = [L : K],
por lo que ambos grupos son iguales. O

En particular, con esto ya podemos demostrar un enunciado de “inyectividad”.

Corolario 2.3.8. Sea L un cuerpo y sean G1 # Go subgrupos finitos de Aut(L).
Entonces L # L%,

Demostracién. Supongamos por contradiccién que L& = L. El Corolario m
nos dice entonces que

Gy = Aut(L/L%?) = Aut(L/L%) = Gy,
lo que contradice nuestra hipotesis. O

Ya vimos desde el comienzo que el cuerpo de descomposicion de un polinomio
separable es un ejemplo de extension galoisiana. Veremos ahora que este ejemplo
es en realidad una caracterizacion de estas extensiones, junto con la nocién de
extension normal (de la cual no hemos hablado, pero con la cual hemos jugado en
ayudantia).

Teorema 2.3.9 (Propiedades de una extensién de Galois). Sea L/K una extension
de cuerpos.

1. Si L/K es galoisiana, entonces todo polinomio irreducible en K|x] que tiene
una raiz en L tiene todas las raices en L.

2. L/K es galoisiana si y solo si L es el cuerpo de descomposicion de un poli-
nomio separable sobre K.

Observacion.
Una extensién L/K es normal si verifica el enunciado nimero 1. Ya probamos en
ayudantia que una tal extensién corresponde al cuerpo de descomposicion de algin
polinomio P € K|z].

Tenemos entonces varias caracterizaciones de una extension galoisiana:

= extension normal y separable;
= cuerpo de descomposicion de un polinomio separable;

» extensién L/K tal que K = Fix(Aut(L/K));
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» extension L/K tal que |Aut(L/K)|=[L: K].

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacion, notemos ante todo que L/K
es una extension finita. Sea entonces G el grupo finito Gal(L/K) (cf. el Lema/|2.1.4])
y notemos que K = L por el Corolario . Consideremos entonces un polinomio
irreducible P € K[z| y a € L una raiz de P. Debemos demostrar que toda otra
raiz de P esta en L.

Escribamos G = {oy,...,0,} y consideremos los elementos o;(«r) € L para
1 < i < n. Eliminando las posibles repeticiones, esto nos da elementos distintos
a=ag,qy,...,a; € Lcont<n. ComoG = Aut(L/K), la Proposicién nos
dice entonces que estos «; son todos raices distintas de P, por lo que el polinomio
Q € L[z] definido por Q(z) := [[._,(z — o;) divide a P en L[z]. Consideremos

ahora la accién de G sobre L[z] via la accién en cada coeficiente. Tenemos que

7(Q(z)) =7 (H(w - oa)) = [Iz — ().

i=1 =1

Pero el conjunto de los (o) es exactamente el conjunto de los «; ya que 7 no
hace mas que permutar las raices de P (y si dos raices son distintas, entonces sus
imédgenes por 7 lo son también ya que 7 es un automorfismo). Tenemos entonces
que 7(Q) = Q, por lo que sus coeficientes estdn en LY = K. En otras palabras,
Q € Klz]. Pero sabemos que @ divide a P y este tltimo es irreducible y ménico,
por lo que () = P. Vemos entonces que las raices de P son precisamente los «;, los
cuales estan en L. Ademads, P es separable ya que los «; son todos distintos.

Para demostrar la segunda afirmacion, notemos que el Corolario[2.1.6|nos indica
que el cuerpo de descomposicién de un polinomio separable es de Galois, por lo
que basta con demostrar la afirmacién reciproca. Sea entonces L/K una extension
galoisiana (y por ende finita). Sea aq, ..., a, una K-base de L y sea P; := mq, x €
K [z] el polinomio minimal respectivo para 1 < i < n. Notemos entonces que, por
lo que acabamos de demostrar, los polinomios F; son separables y todas sus raices
estan en L.

Definamos pues P € K|x| como el producto de los P; sin repeticiones, es decir,
si dos P; son iguales, solo consideramos una copia de éste. Entonces todas las
raices de P son distintas, ya que se trata de un producto de polinomios separables,
irreducibles, moénicos y distintos entre si. Ademads, todas ellas estan en L y por ende
L es el cuerpo de descomposicién del polinomio separable P, ya que se encuentra
generado por sus raices. O]

Ya tenemos entonces todo lo necesario para demostrar el Teorema [2.3.1, cuyo
enunciado reescribimos aqui:
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Teorema (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Sea L/K una extension
galosiana de grupo de Galois G. Entonces existe una correspondencia biyectiva
entre los subcuerpos K C M C L y los subgrupos H < G dada por

C={M cuerpo | K C M CL} +<— G={H grupo | H <G}
M > Aut(L/M)
LA — H

Esta correspondencia invierte las inclusiones, es decir, si M, M' € C corresponden
respectivamente a H, H' € G, entonces M C M' < H' < H. Ademas, en este caso,
tenemos que [M' : M| = [H : H'].

Demostracion. Denotemos por ¢y (resp. ¢s) las aplicaciones C — G (resp. G — C)
del enunciado.

Demostremos que la aplicacién ¢, es biyectiva: La inyectividad corresponde
precisamente al Corolario [2.3.8] Para verificar la epiyectividad, consideremos un
subcuerpo K C M C L. Como L/K es de Galois, sabemos que se trata del cuerpo
de descomposicién de un polinomio separable P € K[z]. Ahora, podemos mirar
este polinomio como un elemento de M|z], en cuyo caso L/M es claramente el
cuerpo de descomposicién de P € M|x]. Esto nos dice que L/M es galoisiana y
por ende M = Fix(Aut(L/M)) dadas las caracterizaciones obtenidas mds arriba.
Ahora, claramente H = Aut(L/M) es un subgrupo de G = Aut(L/K), por lo que
M = ¢y(H), lo que prueba la epiyectividad.

Notemos ahora que el argumento anterior nos prueba ademas que g0y = ide
ya que es justamente H = Aut(L/M) = ¢1(M) el subgrupo que usamos. Por otra
parte, el Corolario prueba precisamente que (1 0 @y = idg.

Esto prueba que ¢; y 5 son funciones inversas una de la otra. La afirmacién
sobre la inversion de las inclusiones se deduce inmediatamente del Lema y
del ejercicio que se encuentra justo después.

Finalmente, si M C M’ € C corresponden respectivamente a H > H' € G,
la igualdad [M’ : M] = [H : H'] se obtiene a partir de la definicién de extensién
galoisiana de la siguiente manera:

_ [LM] [Awt(L/M)| _ |H|

M M= (3 = Az /ar) 17

= [H : H/]a

ya que tanto L/M como L/M’ son extensiones galoisianas segtin lo que demostra-
mos mas arriba. ]

Recopilemos ahora algunas consecuencias inmediatas de este teorema y de su
demostracion.
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Proposicién 2.3.10. Sea L/K una extension de Galois y sea K C M C L una
subextension, entonces L/M es de Galois y ademds

|Gal(L/K)|

[L: M) = |Gal(L/M]y (M K] = (o

]

Proposicién 2.3.11. Sean K C M C L cuerpos y supongamos que L/ K es de Ga-
lois. Entonces M /K es de Galois si y solo si Gal(L/M) es un subgrupo normal de
Gal(L/K). Ademds, en ese caso tenemos que Gal(M/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/M).

Demostracion. Sean G = Gal(L/K) y H = Gal(L/M) < G. Supongamos que
H <G y demostremos que M/K es galoisiana. Sean g € G, he€ Hyx € M = L.
Entonces

h(g(x)) = (hg)(x) = (99~ hg)(x) = g((g~"hg)(x)).
Pero g~'hg € H ya que H < G, por lo que (¢ *hg)(z) = x yaque x € M = L.
Vemos entonces que h(g(x)) = g(x) para todo h € H, lo que nos dice que g(z) €
M = L. En otras palabras, vemos que g(M) = M para todo g € G.

Esto define entonces un homomorfismo de grupos G — Aut(M/K) : g — g|lu
cuyo nucleo es H. En efecto, estd claro que todo elemento de H actua trivial-
mente sobre M, mientras que el Teorema Fundamental nos dice que los elemen-
tos de G que actian trivialmente (i.e. se restringen a la identidad) sobre M son
precisamente los elementos de Aut(L/M) = H. Tenemos entonces una inyeccién
G/H — Aut(M/K), lo que nos dice que

Gl _ [L: K]

Au(M/K)| 2 G/ H| = 13 =

=[M: K].

Pero el Corolario [2.3.6] nos dice que tenemos la desigualdad opuesta, por lo que
|[Aut(M/K)| = [M : K] y por ende M/K es galoisiana. Nétese que en particular
esto nos da el isomorfismo del enunciado.

Supongamos ahora que M/K es galoisiana y probemos que H < G. Como
M/ K es galoisiana, se trata del cuerpo de descomposicién de un cierto polinomio
separable P € K|[z]. Sean entonces g € G, h € H y o un raiz de P. Entonces g(«)
es otra raiz de P por la Proposicién m En particular, g(a) € M = L lo que
nos dice que

(97'hg)(a) = g~ (h(g(a))) = g (g9(a)) = (97" g) () = .

Como esto es cierto para toda raiz de P y éstas generan la extension M/K, ve-
mos que (ghg™Y)|y = idy (nétese que (g7"9)|x = idx ya que g7lhg € G =
Aut(L/K)). Esto implica que g~'hg € H por el Teorema Fundamental. Siendo
esto cierto para todo g € Gy h € H, tenemos que H < G. O
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Proposicién 2.3.12. Sea L/K una extension de Galois y sean M, M’ subcuerpos
de L que contienen a K. Sean H,H' los subgrupos respectivos de G = Gal(L/K)
segun el Teorema Fundamental. Entonces M N M’ y MM’ son subcuerpos de L de
grupos correspondientes (H, H'Y y H N H' respectivamente.

Recordemos que la notacién M M’ se refiere al composito de M y M’, es decir,
el subcuerpo més pequeno de L que contiene tanto a M como a M’.

Demostracion. Esté claro que M N M’ = L” N L¥ corresponde a los elementos
que son simultdneamente fijados por H y H', es decir, M N M’ = LHYH’ Probemos
entonces que LAY = LULH) en cuyo caso el Teorema Fundamental nos dice que
se trata en particular de un subcuerpo de L ya que (H, H') es un subgrupo de G.
Como H U H' C (H, H'), vemos inmediatamente que L7YH" > LULA") - Ahora, sea
x € LY vy g € (H, H'). Entonces existen hy,...h, € Hy k), ..., h, € H' tales
que g = hyh) - -+ hyh!. Vemos entonces que:
g(x) = (hy - hohi)(x) = (Pahi - - by he) (R () = (Rahy - - By _yha) (@)

n

= (hahiy -+ hnoabyy ) (B () = (Bahy - - hooahy, ) (),

y asi sucesivamente hasta ver que g(x) = z, lo que prueba que z € L) 5y por
ende L7YH" < LUH) 1o que concluye la demostracién en este caso.

Veamos ahora el composito MM’ C L. Notemos que H N H' es un subgrupo
de G y por ende le corresponde un subcuerpo K C My C L el cual contiene a M
y M’ por el Teorema Fundamental ya que H N H' es un subgrupo de H y de H'.
Entonces MM’ C My por definicién del composito. Sea ahora Hj el subgrupo de
G que corresponde a M M'. Entonces los elementos de Hy fijan a MM’ y por ende
fijan en particular a M y a M'. El Teorema Fundamental nos dice entonces que
los elementos de Hy estan contenidos en H y en H', es decir, Hy C H N H'. Una
ultima aplicacién del Teorema Fundamental nos dice entonces que MM’ D M, lo
que prueba la igualdad de estos dos cuerpos y por ende H N H' es el grupo que
corresponde a MM'. H

Para una respuesta completa del siguiente ejercicio (que haremos juntos en
clases), véase las paginas 577-581 del Dummit-Foote.

Ejercicio. Sea K = Q(v/2,i). Pruebe que K/Q es galoisiana y calcule el grupo
Gal(K/Q). Clasifique los subcuerpos de K en un diagrama.

Ejercicio. Sea L = Q((,) el n-ésimo cuerpo ciclotémico y sea K = Q((, + ¢, 1).
1. Pruebe que [L: K| =2y [K:Q] = @.

2. Pruebe que L/K y K/Q son galoisianas.
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3. Describa Gal(L/K) y Gal(K/Q).
Ejercicio. Sea K un cuerpo finito y sea L/K una extensién finita. Pruebe que

L/K es galoisiana y describa Gal(L/K) en funcién de los cardinales de K y L.

2.4. Extensiones por Radicales

La nocion de solubilidad por radicales y la pregunta sobre su existencia son muy
antiguas. Esta se basa en los siguientes hechos: La ecuacién cuadratica

az? +br +c=0,
tiene por solucién los elementos

_—b+\/62—4ac —b—Vb? — 4dac

Ty = ,
2a Y 2 2a

15

en la cual intervienen raices cuadradas. Esto ya era conocido por los mesopotami-
cos a comienzos de la historia. También estd el hecho de que las ecuaciones cubicas
admiten formulas similares, que usan raices ctubicas, descubiertas por los matemati-
cos italianos Niccolo Fontana (més conocido como Tartaglia por su tartamudeo) y
Scipione del Ferro, las cuales fueron finalmente publicadas por Girolamo Cardano
en su Ars Magna. En esta obra encontramos también formulas para la ecuacion
cuartica, las cuales fueron desarrolladas por el alumno de Cardano, Ludovico Fe-
rrari.
Demos pues una definicién formal de esta nocién de “férmulas con raices”.

Definicién 2.4.1. Sea K un cuerpo y P € KJz| un polinomio. Decimos que
P es soluble por radicales, si las raices de P se pueden obtener en términos de
los coeficientes de P via las cinco operaciones algebraicas basicas: suma, resta,
multiplicacién, divisién y extraccién de raices (cuadradas, cubicas, etc.)

Si bien el Teorema Fundamental del Algebra garantiza la existencia de las raices
de un polinomio con coeficientes complejos, su demostracién no entrega un método
para el calculo de dichas raices. La solubilidad por radicales es una manera formal
de preguntar si existe un tal método y las formulas de las que hablabamos mas
arriba responden a esta pregunta afirmativamente para polonomios de grado < 4,
es decir, todo polinomio de grado menor o igual a 4 es soluble por radicales. Es
natural el preguntarse entonces si tales formulas pueden existir para polinomios de
grado arbitario.

Sin embargo, en 1824, el jéven matematico noruego Niels Henrik Abel (quien
murié a los 26 anos de tuberculosis) dio la primera demostracién aceptada de la
no solubilidad de la quintica.
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Teorema 2.4.2 (Teorema de Abel). Si P € Klx] es un polinomio genérico de
grado mayor o igual a 5, entonces P no es soluble por radicales.

No entraremos en detalles sobre la nociéon de “polinomio genérico”, pero enten-
damos por esto que si los coeficientes de P son vistos como variables independientes,
entonces no existe una formula que dependa de estas variables y que nos de las
raices de P usando solo las 5 operaciones basicas.

Todo esto es una consecuencia de un resultado mucho mas general, desarrollado
por Galois en una de sus memorias.

Teorema 2.4.3 (Teorema de Galois). Un polinomio P € Klz| es soluble por
radicales si y solo si su grupo de Galois asociado es soluble.

Sea dicho de paso, la definicién de un grupo soluble viene precisamente de este
teorema. Son aquellos grupos que permiten resolver las ecuaciones polinomiales a
las cuales estan asociados.

2.4.1. Extensiones de Kummer y Artin-Schreier

Empezaremos nuestro estudio de las ecuaciones solubles por radicales con el
ejemplo méas basico: las extensiones por radicales simples. Se trata de las exten-
siones L/K obtenidas agregando a K una raiz n-ésima de un elemento a € K,
es decir, L = a. Tales extensiones son llamadas extensiones de Kummer. Para
cuerpos de caracteristica p, las extensiones de Kummer presuponen que n es primo
a p. Aquéllas de la forma L = K(¥/a) son, como ya lo hemos visto, extensiones
inseparables, por lo que escapan a la Teoria de Galois y no nos interesan pues en
este marco (sobre todo porque no hay ambigiiedad alguna en este caso).

Un ejemplo andlogo en caracteristica p a las extensiones de Kummer de grado
P, pero que si es separable, son las llamadas extensiones de Artin-Schreier. Se trata
de extensiones de la forma L = K(«), donde « es una raiz del polinomio 2 —x —a
con a € K.

Comencemos pues con una definicién

Definicién 2.4.4. Una extension L/K se dice abeliana (resp. ciclica) si es galoi-
siana y Gal(L/K) es un grupo abeliano (resp. ciclico).

Proposicion 2.4.5. Sea K un cuerpo que contiene todas las raices n-ésimas de la
unidad y tal que car(K) no divide an. Sea a € K y L = K({/a). Entonces L/ K

es una extension ciclica de grado un diwvisor de n.

Demostracién. Sea a = {/a. Como K contiene todas las raices n-ésimas de la
unidad, tenemos que L es el cuerpo de descomposicién del polinomio 2" —a € Klz].
En efecto, las raices de este polinomio son (« con ( € p,, las cuales se encuentran
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claramente en L ya que pu, C K C L'y a € L. Nétese ademas que todas estas
raices son distintas entre si ya que ¢, # 1 dada la hipétesis sobre car(K). Esto nos
dice que L/K es galoisiana.

Sea ahora 0 € G = Gal(L/K). Entonces o(«) es otra raiz de 2" — a, por lo que
o(a) = (,a, donde (, € p,. Como «a genera la extensién L/K, sabemos que dos
elementos o, 7 € GG tales que (, = (, son iguales. Tenemos entonces una inyeccion:

0 : G =y,
o+ (o,

la cual es ademas un homomorfismo de grupos. En efecto, para o, 7 € G tenemos
que, como (, € p, C K,

(ora = (07)(a) = 0(7(0)) = 0(Grr) = (ro(a) = (o0,

lo que prueba que (,, = (,(, (recuerde que la multiplicacién en L es conmutativa).
Esto prueba que G es isomorfo a un subgrupo de u,, ~ Z/nZ, por lo que se trata
de un grupo ciclico de orden un divisor de n. En particular, el grado de L/K es
igual al orden de G y por ende un divisor de n. m

Si llamamos extensiones de Kummer a estas extensiones ciclicas, es porque
fue él quien las estudié y demostré en particular el resultado siguiente, el cual
corresponde a la reciproca de la proposicién anterior.

Proposicién 2.4.6. Sea K un cuerpo que contiene todas las raices n-ésimas de la
unidad y tal que car(K) no divide a n. Sea L/K una extension ciclica de grado un
divisor de n. Entonces L/K es una extension de Kummer, es decir, L = K(/a)
cona € K.

Demostracion. Sea o € G = Gal(L/K) un generador de G. Sabemos entonces en
particular que o™ =idy. Para a € L'y ¢ € p,, definamos el resolvente de Lagrange
como

(@, Q) == a + (o(a) + Co*(a) + - + (" 1o" Ha) € L.
Al aplicar o al elemento («, () queda
o(a; ) = o(a) +(o*(a) + -+ ("0 Ha) +¢" o™ (a)
=("lato(a) +¢o*(a) + -+ TR0 (@)
= C_1<04, g)

De esto deducimos rdpidamente iterando que ¢'(a, ) = (~(a, ¢). En particular,
vemos también que

o((e,Q)") = o(e, Q)" = (e, )" = (e, Q)"
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por lo que (o, ()" € L\ = LE¢ = K.

Sea ahora ¢, una rafz primitiva n-ésima de la unidad. Como id, o,...,0" ' € G
son L-linealmente independientes como caracteres en Vi«, la mera definicién del
resolvente de Lagrange nos dice que existe un o € L tal que (o, (,,) # 0. Y dado que
o'(a, ) = ¢, ¢), vemos que ¢ no fija («, (,) para i < n. Esto nos dice que
el subgrupo de G correspondiente a K ((«, (,))/K por el Teorema Fundamental es
el grupo trivial, por lo que L = K((a, (,)). Pero como ya vimos que (a, (,)" € K,
tenemos que L = K(/a) con a = (o, (,)" € K. O

Veamos ahora el caso de las extensiones ciclicas de grado p en cuerpos de
caracteristica p.

Proposiciéon 2.4.7 (Extensiones de Artin-Schreier). Sea K un cuerpo de carac-
teristica p y sea L/ K una extension ciclica de grado p. Entonces L = K(«), donde
a es una raiz de del polinomio x? —x —a para algun a € K. Ademds, toda extension
no trivial de este tipo es ciclica de grado p.

Demostracion. Comencemos por la tltima afirmacién. Sea a € K y sea P € K|[z]
el polinomio dado por P(x) = 2P — z — a. Supongamos que P no tiene raices en K
y notemos que, si « es una raiz de P, entonces a+ £ es también una raiz de P para
¢ € F,, (recuerde que todo cuerpo de caracteristica p contiene a IF,)). Vemos entonces
que L es el cuerpo de descomposicién del polinomio separable P (su derivada es 1)
y por ende L/K es galoisiana.

Sea ahora 0 € G = Gal(L/K). Entonces o(«) es otra raiz de P, por lo que
o(a) = a+ 4, con {, € F,. Como « genera la extensiéon L/K, sabemos que dos
elementos o, 7 € G tales que ¢, = £, son iguales. Tenemos entonces una inyeccion:

0:G =T,
oLy,

la cual es ademds un homomorfismo de grupos (donde I, es un grupo aditivo). En
efecto, para 0,7 € G tenemos que, como ¢, € F, C K,

a+ly = (o7)(e) =0(T(v)) =0(a+ ;) =0(a) + by =a+ L, + {r,

lo que prueba que ¢,, = ¢, + ¢,. Esto prueba que G es isomorfo a un subgrupo
de F, ~ Z/pZ, por lo que se trata de un grupo ciclico de orden un divisor de p.
Y como asumimos que la extensién era no trivial, tenemos que se trata de una
extensién ciclica de grado p.

Sea ahora L/K una extensién ciclica de grado p y sea o un generador de
Gal(L/K). Entonces los elementos 1,0,...,0/"t € Gal(L/K) son todos distin-
tos entre si e inducen caracteres distintos entre si. Y como los caracteres son L-
linealmente independientes en V., existe un elemento 6 € L tal que 6 + o(0) +
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-+ 0P71(0) # 0. Nétese que este elemento es claramente fijo por o. Consideremos
entonces el elemento
o(0) +20°(0) + -+ (p— 1)o?~(6)

= L.
“ 0+0(@)+--+0oP71(0) <

Vemos entonces que

(p—1)0+ %) +20%0) + -+ (p— 2)o?"1(0)
O+o(0)+--+or1(0) ’

ola) = —

y por lo tanto, recordando que p — 1 = —1 ya que estamos en caracteristica p,

0+o(@)+---+oP71(0)

a—ola) = 0+00)+--+0o7 1)

_17

o en otras palabras, o(a) = a + 1. Esto prueba que o ¢ K y por ende L = K(«)
ya que el grado [L : K(«)] divide a p y no es igual a 1. Por induccién, obtenemos
también inmediatamente que o'(a) = « + 7. Definamos a € K como el producto
a:= Hf;ol o'(a). Nétese que realmente estd en K ya que es fijo por o (y por ende
por todo Gal(L/K)). Vemos entonces que

p—1 p—1
a= Hai(@) = H(a—i—i) =aof —a,
i=0 i=0
lo que prueba que « es raiz del polinomio 2?7 — x — a € K|z]. O

Ejercicio. Confirme este 1ltimo calculo en un cuerpo L de caracteristica p:

ﬁ(a—l—i):a”—a.

=0

2.4.2. Solubilidad por radicales

Convencion: En lo que sigue, supondremos por simplicidad que los cuerpos
con los que trabajamos son todos de caracteristica 0. Histéricamente el problema
de la solubilidad por radicales iba dirigido a estos cuerpos (y mas precisamente
a subcuerpos de C). Y si bien la mayor parte de los argumentos se generalizan a
caracteristica positiva, esto podria alargar intutilmente los enunciados y demostra-
ciones. En particular, de ahora en adelante, todo polinomio irreducible P € K|x]
es separable.

Comencemos entonces nuestro anélisis sobre la solubilidad por radicales de las
ecuaciones polinomiales con una nueva definicién que explicita aiin mas esta nocion.
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Definicién 2.4.8. Una extensién L/K es llamada una eztension radical o por
radicales si existe una cadena de subcuerpos

K=KyCK C--CK,=1L,

tal que K1 = K;( W) con a; € K; para todo 0 < i <r — 1. O bien, de forma
equivalente, K; 1 = K;(q;) con o € K; para todo 0 <i <r — 1.

Observacion.
Una extensién por radicales L/K se escribe L = K(ay,...,a,), donde of* € Ky
o) € K(o,...,a5_1) para j > 2.

Asi, nuestra definicién original de un polinomio soluble por radicales puede ser
reemplazada por la siguiente definicién:

Definicién 2.4.9. Un polinomio P € K|[z] es soluble por radicales si su cuerpo de
descomposicion estd contenido en una extension por radicales.

En efecto, las cuatro primeras operaciones basicas estan disponibles sobre todo
cuerpo, en particular sobre el cuerpo K que contiene a todos los coeficientes de P,
y la extraccion de raices corresponde precisamente a una extension radical simple.
El iterar este proceso corresponde a considerar extensiones radicales en toda gene-
ralidad.

Recordemos ahora el Teorema [2.4.3} el cual nos da la relacién entre la nocién
de grupo soluble y polinomio soluble por radicales, demostrada por Galois.

Teorema 2.4.10 (Teorema de Galois). Un polinomio P € K[x] es soluble por
radicales si y solo si su grupo de Galois asociado es soluble.

Demostracion. Sea L el cuerpo de descomposicion del polinomio P € K[z, sea
G = Gal(L/K) y n = [L : K]. Consideremos la extensiéon L((,)/K. Se trata
del cuerpo de descomposicién del polinomio P - (2™ — 1). Si algin factor de P
divide a ™ — 1, entonces podemos elminarlo y L((,) es ain el cuerpo de des-
composicion del polinomio restante. Como este polinomio es separable, tenemos
entonces que L((,)/K es una extension galoisiana cuyo grupo denotamos por Gy.
Como K((,)/K y L/K son subextensiones galoisianas de L((,)/K, sabemos que
les corresponden subgrupos normales de G. Asi, tenemos el siguiente diagrama de
grupos y cuerpos:
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Supongamos primero que GG es un grupo soluble. La proyeccion 7 : Gy — G
induce por restricciéon un homomorfismo Hy = Gal(L((,)/K(¢,)) — G, el cual
resulta ser inyectivo. En efecto, la imagen de ¢ € Hy C Gy no es més que la
restriccién oy, (como L/K es de Galois, o(L) = L, por lo que tiene sentido esta
definicién). Y un ¢ € Hj en el niicleo de este homomorfismo fija tanto a L como a
¢n (porque o € Hy fija a K((,)), por lo que se trata de la identidad. Esto nos dice
que Hj es isomorfo a un subgrupo de Gy por ende Hj es soluble también.

Como Hj es soluble, existe una cadena de subgrupos H; < Hy para 0 < < m
tales que: H,, = {e}, H; < H;_; para todo 1 < i < my H;_1/H; es ciclico para
todo 1 < i < m. Sea K; el subcuerpo de L((,) correspondiente a cada H;. Entonces
K;/K;_1 es una extensién ciclica para cada 1 < i < m y por lo tanto de Kummer
por la Proposicién [2.4.6] Esto nos dice que L((,)/K(¢,) es una extensién radi-
cal. Pero como K ((,)/K también es una extensién radical, vemos que L((,)/K es
una extension radical que contiene a L, lo que prueba que P es soluble por radicales.

Supongamos ahora que P es soluble por radicales y demostremos que G es un
grupo soluble. Para esto, basta con demostrar que Gq es soluble, ya que G es un
cociente de Gg. Ahora, sabemos que Gal(K((,)/K) ~ Gy/Hy es abeliano (Ejemplo
2.2.3), por lo que basta con demostrar que el subgrupo Hj es soluble. Ahora, si
P € K]z] es soluble por radicales, entonces P € K((,)[z] claramente también lo
es. Y como L((,) es el cuerpo de descomposicién en ese caso, vemos que podemos
reemplazar L/K por L((,)/K(¢,) y G por Hy para concluir la demostracion. Es
decir, podemos suponer que ¢, € K.

Bajo esta suposicion, sea

K:KQCK1C"'CKT,

la cadena de subcuerpos tales que K;.1 = K;( %/a;) con a; € K; para todo 0 <
1 <r—1ytal que L C K,. Como (, € K, la proposicion [2.4.5 nos dice entonces
que K;/K; ;1 es ciclica para todo 1 < ¢ < r. Sea ahora L; := K; N L. Entonces la
extension L;/L;_, sigue siendo ciclica para todo 1 < i < r (ejercicio). El Teorema
Fundamental nos dice entonces que estas extensiones corresponden a subgrupos

{Q}IGTQGT,1<]"'<]G1<]G0:G,
tales que G;_1/G; es ciclico, lo que prueba que G es soluble. n

Ejercicio. Demuestre lo pedido al final de la demostracion. Mas precisamente,
demuestre lo siguiente:

Sean L/K una extensién galoisiana, K C M, C M; extensiones tales que
M, /My es galoisiana y sean L; = M;NL para i = 0, 1. Entonces L, /L es galoisiana
y Gal(L;/Ly) es isomorfo a un cociente de Gal(M;/Mp).
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Un corolario de este gran teorema explica por qué existen formulas para los
polinomios de grado < 4.

Corolario 2.4.11. Sea P € Klz| un polinomio de grado < 4. Entonces P es
soluble por radicales.

Demostracion. Sea L el cuerpo de descomposicion de P. Sabemos entonces que
Gal(L/K) permuta las raices de P, por lo que se trata de un subgrupo de S, ya
que no hay més que 4 raices a lo mas para permutar. Ahora, S; es un grupo soluble,
como lo demuestra la cadena

{id} <« K < Ay < Sy,

donde K es el grupo de Klein generado por las dobles transposiciones. Por lo tanto,
G es soluble. O

Este corolario claramente no se puede generalizar ya que, a partir de n = 5, el
grupo 5, no es soluble porque A, es simple. Sin embargo, esto no siginifica que la
solubilidad por radicales sea imposible para polinomios de grado > 5, ya que no
sabemos a priori si el grupo de Galois de un polinomio arbitrario es igual a .S,, 0 a
A,. Para esto, necesitamos trabajar un poco mas.

Observacion.
Al tomar un polinomio “genérico” como

P(g;) = CL(L’5 + b$4 =+ CIS + dl’z +ex + f S @(a, b7 ¢, d7€7 f)[IL

el grupo de Galois serd realmente Ss. Esto es porque la palabra “genérico” quiere
decir que no existe ninguna relacion algebraica entre los coeficientes a, b, ¢, d, e, f,
0 mas precisamente que no existe un polinomio de 6 variables con coeficientes en
Q que anule a estos elementos. La consecuencia es que las raices del polinomio P
no estan sujetas tampoco a una tal relacion y por ende cada una “vive en una
extensién algebraica distinta”, lo que fuerza al grupo de Galois a ser tan grande
como le es posible.

Pero todo esto es muy abstracto, asi que bajemos al mundo de los polinomios
con coeficientes racionales y demostremos lo siguiente.

Proposicién 2.4.12. Sea P € Qx| un polinomio irreducible de grado p primo
y sea K su cuerpo de descomposicion. Supongamos que P tiene exactamente dos
raices no reales en C. Entonces G = Gal(K/Q) es isomorfo a S,.

Esta proposicién nos dice que existen (jinfinitos!) polinomios irreducibles en
Q[z] cuyo grupo de Galois es S,, probando la imposibilidad de encontrar una
solucién por radicales y corroborando asi el Teorema de Abel (Teorema [2.4.2)).
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Demostracion. Por hipdtesis, P tiene dos raices complejas y p — 2 raices reales.
Estas dos raices complejas deben ser conjugadas ya que el producto y la suma de
todas las raices de P estdn en Q (de hecho, corresponden respectivamente a los
coeficientes ag y a,—1 de P(z) = >_F_; a;2"). Entonces el automorfismo o € Aut(C)
que corresponde a la conjugacién compleja permuta las raices de P (fija las reales
e intercambia las complejas) y es por ende un automorfismo de K, es decir, o €
Aut(K) = Aut(K/Q). Esto prueba que, visto como un subgrupo de S,, G posee
una transposicion.

Por otra parte, sea o una rafz cualquiera de P. Entonces Q(«) C K y claramente
[Q(«) : Q] = p, por lo que p|[K : Q] y entonces p divide al orden de G ya que K/Q
es galoisiana. El teorema de Cauchy nos dice entonces que existe un elemento de
orden p en G C S,, es decir, un p-ciclo.

Tenemos entonces que G es un subgrupo de S, que posee una transposicién y

un p-ciclo. Un resultado clasico de teoria de grupos nos dice entonces que G es
todo S,. O

Ejemplo 2.4.13. Todo polinomio P € K[z]| de la forma P(z) = 2% + az® + b es
soluble por radicales. En efecto, una raiz de este polinomio verifica

3 —ax+Va?—4b
T =

2 )
por lo que, si denotamos D = a® — 4b, a = %(—a ++vD)y B = %(—a — /D),
entonces

K ¢ K(VD) C K(/a,V'D) C K(¥a,{/B,VD) C K(¥a,/B,¢, VD),

es una cadena de extensiones radicales puras y tal que el tltimo eslabén contiene
a las 6 raices de P.

Ejercicio. Sea P € Qz] el polinomio dado por P(z) = z° + 223 + 822 — 2.
Demuestre que P es irreducible y averigue si es soluble por radicales.

Ejercicio. Pruebe que 2% — 3 es soluble por radicales.

Ejercicio. Pruebe que 2° — 6z + 3 no es soluble por radicales.

2.5. Interludio 4: Construccion de poligonos regulares con
regla y compas

La construccién de un poligono regular con regla y compas es un problema
que podemos tratar con las mismas técnicas que nos ayudaron a resolver los tres
problemas imposibles de los antiguos griegos. La razon por la que dejamos este
estudio hasta ahora es que este nuevo problema necesita ademés de la estructura
galoisiana de ciertas extensiones.
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Observacion.

Notemos antes de empezar que ya teniamos suficientes herramientas para afirmar
que la construccion en toda generalidad es imposible. En efecto, la construccion
de un octadecdgono regular (esto es, un poligono regular de 18 lados) implica la
posibilidad de construir un dngulo de 7, es decir trisectar el dngulo de £ = 60°, lo
cual ya descartamos anteriormente.

Para lidiar con este problema, serd mas practico el ver el plano R? sobre el
cual estamos trabajando como el plano complejo, lo que nos obliga a redefinir los
nimeros constructibles.

Definicién 2.5.1. Decimos que z € C es un nimero constructible si z = a + It
con a,b € R constructibles.

Notemos inmediatamente que esto no trae nada nuevo a la teoria (aparte del
hecho que ahora podemos multiplicar y dividir en R?). Es decir, un punto (a,b) €
R? es constructible con regla y compés si y solo si el complejo correspondiente
z = a + bi es constructible. Veamos lo que ocurre con el teorema de Wantzel

(Teorema |1.8.3)) en este contexto.

Proposicion 2.5.2. Sea z € C. Entonces z es un numero constructible si y solo si
existe un enteron > 1 y una sucesion Ky, K1, ..., K, de subcuerpos de C tal que:

. KO = Q;
w para todo 0 <m < n, K, C Kpy1 y (K - K] =2;
n 2 K,

En particular, el cuerpo C' C C de los numeros constructibles corresponde al cuerpo
mas pequeno de caracteristica 0 cerrado por raices cuadradas.

Demostracion. Supongamos que existe una cadena de cuerpos como en el enun-
ciado con z € K,. Demostremos por induccién que, para todo m, todo niimero
en K, (y en particular, z) es constructible. Para m = 0 esto es evidente ya que
Ky = Q y ya sabemos que los nimeros racionales son constructibles. Supongamos
entonces que todo nimero en K, es constructible y probemos que también es el
caso para K, ;1. Como [K,,11 : K;] = 2, sabemos que existe z € K, tal que
K1 = Kp(y/x). Ahora, sabemos que |\/z| = /|z| y arg(y/z) = arg(z)/2. Y
como sabemos bien, a todo largo se le puede construir su raiz y todo angulo puede
ser dividido en dos con regla y compds. Por lo tanto el punto (a,b) € R? corres-
pondiente a \/r = a + bi se construye facilmente con regla y compés a partir del
punto correspondiente a x, lo que prueba que /x es constructible. Y como tam-
bién la suma y multiplicacién de constructibles son constructibles (recuerde que
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en la multiplicaciéon de dos complejos solo intervienen multiplicaciones de reales y
cambios de signo), vemos que todo elemento de K, 11 = K,,(z) es constructible.
Nétese de paso que esto prueba que C' es el cuerpo méas pequeno de caracteristica
0 cerrado por raices cuadradas ya que todo elemento z € C' es obtenido a partir de
@ tomando raices cuadradas y Q es el cuerpo mas pequeno de caracteristica 0.
En el sentido opuesto, sea z € C un niimero constructible, es decir z = a + bi
con a,b € R constructibles. Esto implica que existen cadenas Q = Ky C ... C K,
yQ =Ly C...C L; de extensiones cuadraticas con a € K, y b € L;. Escribamos
Livi = Li(v/D;) con D; € L; y definamos K ;41 como K, ;(1/D;). Esto nos da una
cadena Q = Ky C ... C K4, de extensiones cuadraticas o triviales. Eliminando
las extensiones triviales, obtenemos una cadena K, C ... C K, de extensiones
cuadréticas con a,b € K, (de hecho, K, es el composito KL;). Vemos entonces
que z € K,y = K,.(7). O

Vemos entonces que nuestro problema de construir un n-agono regular se tra-
duce de la siguiente manera:

Corolario 2.5.3. El n-dagono reqular se puede construir con regla y compds si y
solo si ¢, € C es constructible.

Demostracion. En efecto, si el n-adgono regular es constructible, podemos construir
otro con su centro en 0 € C y con un vértice en 1 € C. Los otros vértices caen
entonces exactamente en u, = {(? | 0 < a < n — 1}. Este conjunto pertenece a
C CcCsiysolosi(, €C. ]

La pregunta que nos estamos haciendo entonces es la siguiente: ;jEs (, cons-
tructible? Es decir: jEstéd ¢, € C7 O més preciso ain: {Estda Q((,) contenido en
C? Un primer criterio que podemos usar es el siguiente:

Proposicién 2.5.4. Sea K/Q una extension finita tal que K C C. Entonces
[K : Q] = 2" para algin r € N.

Demostracion. Como Q es de caracteristica 0, tenemos que K/Q es separable y
por ende K = Q(«a) con a € C. La definicién de C' nos dice entonces que K = K,
para una torre de extensiones cuadraticas Q = Ky C ... C K,, lo que prueba que
[K:Q]=2". O

Ahora, ya sabemos bastante bien que [Q((,) : Q] = ¢(n), por lo que cabe
preguntarse cuando tenemos p(n) = 2". Recordemos que, por el Teorema chino de
los restos, si n = pi" -+ p%* con los p; primos distintos, entonces

p(n) = H p(pf) = Hp?i_l(pi —1).
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Si queremos que este producto sea igual a 2", vemos entonces que «; = 1 para todo
primo impar y ademas p; — 1 = 2™ para todo 1 < ¢ < s. Es decir, acabamos de
demostrar lo siguiente:

Proposicion 2.5.5. Si (,, es constructible, entonces n = 2"p1py - - - ps, donde los
p; son primos distintos de la forma 2" 4+ 1 para todo 1 < i < s. [

Como vemos, consideraciones basicas sobre el teorema de Wantzel nos dicen que
la lista de posibles n se reduce bastante. Por otra parte, a comienzos del siglo XIX
(es decir, antes de que este teorema fuera demostrado) Gauss ya habia encontrado
un método para construir un n-agono regular con n = 17 = 2441, el cual generalizé
a numeros primos de la forma 2" + 1. Agreguemos a eso el siguiente lema:

Lema 2.5.6. Sean m,n € N coprimos. Supongamos que el n-agono y el m-dgono
reqular son constructibles con regla y compds. Entonces el mn-dgono reqular tam-
bién lo es.

Demostracion. Si (m,n) = 1, entonces existen a,b € Z tales que am + bn = 1, por
lo que

b b b b
Gmn = G = GG = (G (Gnn)” = G
por lo que (,,, es constructible si (,, y ¢, lo son. O

Y entonces el resultado de Gauss mas nuestras deducciones a partir del teorema
de Wantzel nos dicen que:

Teorema 2.5.7. El n-dagono regular es constructible con regla y compds si y solo
sin = 2"pipy---ps donde los p; son primos distintos de la forma 2" + 1 para todo
1<i<s. [

Demostracion. Ya demostramos uno de los sentidos de este enunciado gracias a
Wantzel, por lo que solo no queda demostrar el resultado de Gauss. Esto sin em-
bargo, lo haremos de manera moderna usando la Teoria de Galois.

Supongamos entonces que n es como en el enunciado, sea K = Q((,) y con-
sideremos la extensién K/Q. Debemos demostrar que K C C. Para esto, basta
con recordar que el grupo de Galois G = Gal(K/Q) es de orden p(n) = 2! para
algtiin t € N y se trata por ende de un 2-grupo. Ahora, sabemos que todo 2-grupo
tiene un subgrupo H de indice 2 (resultado del curso Grupos y Anillos), lo que nos
define una subextension Q C L C K tal que [L : Q] = 2. El orden de H es entonces
2!=1 por lo que se trata también de un subgrupo y posee entonces un subgrupo de
indice 2. Iterando este procedimiento obtenemos una cadena de subgrupos

G:H0>H1>H2>"'>Ht:{id},
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tal que [H; : H;11] = 2 para todo 0 < i <t — 1. Por el Teorema Fundamental, esta
cadena induce una cadena de subcuerpos

Q=LyCcLiCcLyC---CL =K,

tal que [L;1; : L;] para todo 0 <1i <t — 1. Como (, € K = Ly, tenemos que ¢, es
constructible. O

Observacion.

Notese que, si bien demostramos que el n-dgono regular es constructible, es otra
historia el encontrar un proceso geométrico que permita su construccion. Para
esto, deberiamos encontrar elementos explicitos «; € L; para cada i tales que
Litv1 = Li(y/05) v luego expresar ¢, en funcién de as,. Esto es, en el fondo, de lo
que trata el método de Gauss.

3. Algebras

Ahora dejaremos de lado la Teoria de Galois y las extensiones de cuerpos para
estudiar anillos méas generales que uno puede construir a partir de un cuerpo o de
otros anillos conmutativos. Estas son las dlgebras.

3.1. Generalidades

Comencemos de forma bien general volviendo al marco de anillos.

Definicién 3.1.1. Sea R un anillo conmutativo unitario. Un dlgebra sobre R o
R-dlgebra es un R-mdédulo unitario A, equipado con una aplicacion R-bilineal

m:AxA— A
(z,y) — xy

llamada multiplicacion en A. Recuerde que R-bilineal significa que, para todo
x,x',y,y € Ay para todo r € R,

w (z+r2)y =x+r(2y);
= 2y +ry) =y +r(zy).
Decimos ademas que:
» A es asociativa si (xy)z = z(yz) para todo z,y,z € A;

s A es conmutativa si xy = yx para todo x,y, € A;
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s A es unitaria si existe un elemento 14 € A tal que 142 = 14 = x para todo
x € A

Observacion.

Toda R-algebra asociativa es un anillo con la suma de R-moédulo y su propia
multiplicacién. Si ademas A es unitaria, entonces obtenemos naturalmente un ho-
momorfismo de anillos ¢ : R — A via ¢(r) :=rly.

Ejercicio. Sean A, R dos anillos unitarios con R conmutativo y sea ¢ : R — A un
homomorfismo de anillos que envia 1z a 1,4. Demuestre que A posee una estructura
natural de R-4lgebra asociativa y unitaria.

Ejemplo 3.1.2. Sea R un anillo conmutativo unitario. Entonces R es una Z-
algebra. En efecto, el homomorfismo natural ¢ : Z — R con el que definimos la
caracteristica de un anillo (jal comienzo de estos apuntes!) y el ejercicio anterior
nos aseguran que R es un Z-mddulo con una multiplicacién Z-bilineal.

Ejemplo 3.1.3 (Algebra de polinomios). Sea R un anillo conmutativo unitario.
Entonces R[z]| es una R-algebra asociativa, conmutativa y unitaria.

Ejemplo 3.1.4 (Algebra de funciones). Sea R un anillo conmutativo unitario
y X un conjunto no vacio. Entonces R = {f : X — R} es una R-dlgebra
bajo la suma y producto clasicos de funciones y su estructura de R-moédulo viene
dada sencillamente por la multiplicacion por escalar. Esta algebra es asociativa,
conmutativa y unitaria.

Ejemplo 3.1.5. Sea R un anillo conmutativo unitario y sea M un R-moddulo.
Entonces A = Li(M) :={f : M — M | f R-lineal} es una R-élgebra bajo la suma
clésica y la composicion de funciones. Se trata de un algebra asociativa y unitaria,
pero en general no conmutativa.

Notaciéon. Como se ve en este tiltimo ejemplo, usaremos en esta parte del curso la
nocion de “funcién R-lineal” como sinénimo de “homomorfismo de R-médulos”, ya
que es precisamente esto lo que siginifica en el marco clasico de espacios vectoriales
en algebra lineal.

Ejemplo 3.1.6 (Algebra de matrices). Sea A una R-dlgebra y sea n > 1. Entonces
M (A) = A{(zij)r<ij<n | 75 € A}

provisto de la suma, de la multiplicacion por escalar y el producto usual de matrices
es un algebra sobre R, llamada el dlgebra de matrices n x n sobre A.

Supongamos ademas que A es asociativa y unitaria y denotemos por €;; = (z;5)
la matriz tal que z,s = 1 si (r,s) = (i,7) vy 2, = 0 en caso contrario. Estos
elementos de M,,(A) se comportan de la siguiente manera:
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1. si j # k, entonces €;;e, = 0;
2. €ijejr = €4 para todo 1 < ¢, 5,7 < n.
3. {eij}1<ij<n €s una base del A-mddulo libre M, (A).

Ejemplo 3.1.7 (Algebra de dimension finita sobre un cuerpo). Sean K un cuerpo,
A un K-espacio vectorial de dimensién finita sobre y {ej, ..., e,} una K-base de
A. Para 1 <14,j,k <n, fijemos v;;, € K y definamos, para 1 <1,j < n,

n
€i€j = E YijkCk-
k=1

Extendiendo estos productos a todo A por K-linealidad, obtenemos una estructura
de K-4lgebra sobre A. Los n® escalares v, se llaman las constantes de estructura
del dlgebra A (asociadas a la base de los ¢;).

Reciprocamente, dada un algebra A de dimension finita sobre K, basta fijar
una K-base {ej,...,e,} y notar que los productos e;e; se pueden escribir entonces
como combinacién lineal de los e, para obtener escalares «;;; tales que A es la
K-algebra que corresponde a estas constantes de estructura.

Ejemplo 3.1.8 (Algebra de cuaterniones). Sean K un cuerpo de caracateristica
distinta de 2 y sean a,b € K*. Consideremos el K-espacio vectorial A de base
{1,1,7,k} y definamos

i*=a, j*=0b, k’=ab, ij=—ji=k, jk=—kj=—bi, ki=—ik=—aj

Esto define sobre A una estructura de K-algebra asociativa, unitaria y no conmu-
tativa llamada el dlgebra de cuaterniones sobre K asociada al par (a, b) y denotada

A= (a—b)
K
Notese que, asumiendo la asociatividad, las dos primeras igualdades junto con
la cuarta implican las otras tres. Ademas, en el caso de K = Ry a =0 = —1,

obtenemos los clésicos cuaterniones de Hamilton H.

Vistos estos ejemplos, pasemos a otras definiciones basicas. Recordando que
una R-édlgebra (asociativa) no es més que un anillo con estructura de R-mdédulo (o
un R-médulo con estructura de anillo), no debe ser dificil el imaginar las nociones
de subalgebra y de homomorfismo de dlgebras. En efecto:

Definiciéon 3.1.9. Sea A una R-édlgebra. Una R-subdlgebra B de A es un R-
submédulo cerrado por multiplicacién (i.e. que a la vez es un subanillo si A es
asociativa).

Veamos algunas proposiciones (a demostrar como ejercicio) a modo de ejemplo:
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Ejemplo 3.1.10. Sea A una R-algebra asociativa y unitaria. Entonces el conjunto
Z(A) :={x € A|xa=ax, Va € A},
es una subalgebra de A llamada el centro de A.

Observacion.

El homomorfismo natural ¢ : R — A definido anteriormente para toda R-algebra
asociativa y unitaria A tiene siempre su imagen contenida en Z(A) ya que R
es conmutativo. En particular, si K es un cuerpo y A una K-dlgebra asociativa
unitaria, entonces K puede identificarse con un subanillo del centro de A.

Ejemplo 3.1.11. Sea {B;};c; una familia no vacia de subalgebras de A. Entonces
(Nic; Bi es una subélgebra de A.

Ejemplo 3.1.12. Sean A una R-dlgebra y S C A un subconjunto de A. Sea [Ig
el conjunto de las subdlgebras B de A que contienen a S. Entonces [, 1o Besla
menor subdlgebra de A que contiene S. Se dice que ﬂBE]S B es la subdlgebra de A
generada por Sy que S es un sistema de generadores para ésta subalgebra.

Pasemos ahora a la nociéon de homomorfismo. Como deciamos, esto es en el
fondo una fusiéon entre homomorfismos de médulos y homomorfismos de anillos.
En efecto:

Definicién 3.1.13. Sean A, A’ dos R-algebras. Un homomorfismo de R-dlgebras
entre A y A" es un homomorfismo de R-médulos f : A — A’ que respeta la
multiplicacion en ambas algebras. En otras palabras:

» para todo a,b € Ay para todo r € R, f(a+rb) = f(a) + rf(b);
» para todo a,b € A, f(ab) = f(a)f(b).

Si ademas ambas algebras son unitarias, pedimos que un homomorfismo f : A — A’
envie 1A a 1A’-

De la misma manera definimos los conceptos de isomorfismo, epimorfismo,
monomorfismo, endomorfismo y automorfismo de algebras. También definimos el
nicleo ker(f) de f como la preimagen del elemento 0 € A’.

Recordemos ahora que el ntcleo es el objeto perfecto para definir los objetos
cocientes. En efecto, en el marco de grupos todo nicleo era un subgrupo normal y
viceversa, mientras que en el marco de anillos todo nticleo era un ideal y viceversa.
Definamos el objeto correspondiente en este caso.

Definicién 3.1.14. Sean A una R-algebra e I un R-submédulo de A. Decimos que
I es ideal izquierdo de A si ay € I para todo a € A e y € I. Las nociones de ideal
derecho e ideal bilateral (o sencillamente “ideal”) se definen de forma anéloga.
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Vemos entonces claramente que, para todo homomorfismo de R-algebras f :
A — A’ el nucleo ker(f) es un ideal de A. Por otra parte, dado un ideal I de
una R-algebra A, podemos considerar el R-médulo cociente A/ y equiparlo con la
multiplicacién dada por (a+ I)(b+ 1) :=ab+ I. Como al,Ib C I, vemos que esta
multiplicacion estd bien definida, lo que nos provee la nocion de dlgebra cociente,
también denotada por A/I. Tenemos en particular el siguiente resultado (cuya
demostracién es un simple ejercicio).

Proposicién 3.1.15. Sea I un ideal de A. Entonces la funcion m : A — AJI :
x+— x+ I es un epimorfismo de nicleo I.

Tenemos también los ya cldsicos teoremas de isomorfismo (también demostra-
bles como ejercicio).

Teorema 3.1.16. Sea f : A — A’ un homomorfismo de R-dlgebras. Entonces
f(A) es una R-subdlgebra de A" y A/ker(f) es isomorfa a f(A).

Teorema 3.1.17. Sean I, J ideales de alguna R-dlgebra A. Entonces (14 J)/J ~
I/(InJ).

Teorema 3.1.18. Sean I C J ideales de alguna R-dlgebra A. Entonces A/J =~
(A/1)/(J/T).

Teorema 3.1.19 (Propiedad universal del cociente). Sean A, B, C' tres R-dlgebras.
Sean f: A — B ymw: A — C homomorfismos de R-dlgebras con 7 epiyectivo.
Entonces las dos propiedades siguientes son equivalentes:

» existe un unico homomorfismo de dlgebras ¢ : C — B tal que pom = f, es
decir, el siguiente diagrama conmuta

f

-~ < B

A

/4
ﬂ—i // Sl
C

Y

» ker(m) C ker(f).

Demostracion. Supongamos la primera propiedad. Entonces, para a € ker(r), te-
nemos que

fla) = pom(a) = ¢(r(a)) = ¢(0) = 0,

por lo que a € ker(f), lo que prueba la segunda propiedad.

Supongamos ahora que ker(m) C ker(f) y definamos ¢ : C'— B con la férmula
o(c) == f(a), donde ¢ = w(a). Nétese que un tal a siempre existe ya que 7 es
epiyectivo. Por otra parte, si a’ es otro elemento tal que w(a’) = ¢, entonces m(a —
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a')=c—c=0yporende a —da € ker(m) C ker(f). Esto implica que f(a') =
f(d'+ (a—da")) = f(a) y por ende ¢(c) no depende de la eleccién de la preimagen
a. Ademés, si a,a’ € A son preimagenes respectivas de ¢, € C por 7, entonces
a + ra’ y aad’ son respectivamente preimdgenes de ¢ + rcd y ¢ ya que 7 es un
homomorfismo de R-algebras. Como f también es un homomorfismo, obtenemos
que

plc+rd) = fla+rd) = f(a)+rf(a) = plc) +ro(d),
p(cc) = flad’) = f(a)f(d') = p(c)p(c),
lo que prueba que ¢ es un homomorfismo de R-algebras. Finalmente, la definicién
misma asegura que o7 = f y esto asegura su unicidad, ya que entonces ¢(mw(a)) =

f(a) para todo a € Ay por ende p(c) = f(a) si ¢ = 7(a) (y siempre existe un tal
a por epiyectividad de ). ]

Estudiemos ahora un instante un caso particular de algebras que son aquellas
que ya no tienen cocientes interesantes porque no tiene ideales interesantes:

Definicién 3.1.20. Una R-algebra A es simple si A # {0} y no tiene ideales
propios no nulos.

Observacion.

Si A es un algebra simple y f: A — A’ es un homomorfismo de algebras no nulo,
entonces ¢ es inyectiva. En efecto, ker(f) es un ideal de A y éste no puede ser todo
A ya que f es no nulo, por lo que ker(f) = {0}.

Un ejemplo particular de algebras simples son las algebras de divisién.

Definicién 3.1.21. Una R-dlgebra de division es una R-algebra D # {0} asocia-
tiva y unitaria en la que todo elemento no nulo es invertible.

La simplicidad de estas dlgebras es evidente ya que todo ideal no nulo debe
contener a 1, y por ende a todo A.

Ejemplo 3.1.22. Los cuaterniones de Hamilton H forman un algebra de division.
En efecto, si x = ag + a1i + asj + ask € H, entonces su conjugado esté definido
como T = ag — a1l — agj — azk y para estos elementos tenemos que

TT = aj + a; + a3+ a3 = N(z) € R,
1 —
por lo que x(mx) =1eH
La simplicidad de las algebras de divisién va de hecho un poco mas lejos.
Lema 3.1.23. Sea D un dlgebra de division y sea n > 1. Entonces M, (D) es

simple.
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Demostracion. Sea I un ideal no nulo de M, (D), sea Y = (y;;) € I un elemento
arbitrario no nulo y sea y,; una coordenada no nula de Y. Notemos que, por un
calculo directo,

EirY €sj = YrsEij-

Por lo tanto, para todo X = (x;;) € M, (D) tenemos que
X = () = > wiei; = Y Tty carY €,
1,J Y]

lo que nos dice que X € [ y por ende I = M, (D). Esto prueba que M, (D) es
simple. O

3.2. Producto Tensorial

El producto tensorial es una herramienta de la teoria de médulos. Sin embargo,
con ella se pueden construir algebras a partir de un médulo dado y eso la convierte
en un objeto de estudio que nos interesa particularmente en esta parte del curso
que trata de algebras.

3.2.1. Producto tensorial de mdédulos

Definamos pues para comenzar la nocién del producto tensorial de dos R-mddu-
los. Esto nos lleva primero a la nocién de aplicaciones bilineales, las cuales definimos
a continuacion.

Definicién 3.2.1. Sean M, N y T tres R-moédulos. Una aplicacion ¢ : M x N — T
se dice R-bilineal si, para todo x,2’ € M, y,y € N y r € R, tenemos que:

s oz +ral,y) = elr,y) +re(e,y);

» o(z,y+1y) = o(z,y) +ro(e,y).

Llamamos imagen de ¢ y denotamos Im(y) al submédulo de T generado por el
conjunto (M x N), es decir:

Im(p) = {Z%Mmi,ni) |a; € R,mie M, n;, € N, s € N}

i=1

= {ng(mi,nzﬂm; € M, n; € N, SGN}

i=1
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Observacion.
Dada una aplicacion ¢ : M x N — T, para cada a € M y para cada b € N se
pueden definir las aplicaciones

Yo: N —=>T:n—pla,n),pp: M —>T m +— o(m,b).

Vemos entonces que ¢ es R-bilineal si y solo si ¢, v ¢, son R-lineales para todo
a € M ybe N. (Recuerde que una aplicacién es R-lineal si se trata de un
homomorfismo de R-médulos.)

En particular, si ¢ es R-bilineal, entonces ¢(a,0) = ¢(0,b) = 0 para todo
a€eMybeN.

Ejercicio. Sean M, N y T tres R-médulos. Pruebe que Bilg(M, N;T) = {¢ :
M x N — T | ¢ R-bilineal} es un R-médulo isomorfo a Hompg(M, Homg(N,T)) y
a Homp (N, Hompg(M,T)).

Sea L un cuarto R-moédulo. Prueba que si ¢ : M x N — T es R-bilineal y
g: T — L es R-lineal entonces go ¢ : M x N — L es R-bilineal.

Ejercicio. Sea T un Z-médulo y sean m,n € N tales que (m,n) = 1. Sea ¢ :
Z/mZ x Z/nZ — T una aplicacién Z-bilineal. Pruebe que ¢ = 0.

Las definiciones, observaciones y ejercicios que preceden nos incitan a pensar
que hay una relacién estrecha entre bilinealidad y linealidad. Ahora, es para ésta
ultima que poseemos herramientas poderosisimas como son todos los resultados
del algebra lineal (al menos cuando R es un cuerpo). Quisiéramos entonces poder
ver las aplicaciones bilineales M x N — T como aplicaciones lineales de alguna
manera, eventualmente cambiando los objetos M, N y T por otros objetos que
le estén relacionados. El pasar de Bilg(M, N;T) a Homg(M, Homg(N,T)) es una
idea interesante, pero tiene la desventaja de ser poco simétrica ya que nos fuerza a
conservar M y a cambiar N y T" por HomgzN,T. El producto tensorial M ® N de
M y N es un objeto que responde a esta interrogativa y cuya definicion depende de
una propiedad universal, como la que estudiamos hace un rato para los cocientes.

Definicién 3.2.2. Sean M, N dos R-moédulos. Un producto tensorial de M y N
es un par (7T, ¢) donde T es un R-médulo y ¢ : M x N — T es una aplicacién
R-bilineal que cumple la siguiente propiedad universal:

Para todo R-moédulo P y para toda aplicacion R-bilineal ¢ : M x N — P, existe
una unica funcion R-lineal f : T" — P tal que f o ¢ = 1, es decir, el diagrama
siguiente es conmutativo:

MxNY

7
-
2] e
=y
-

T
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Una definicién como ésta (a saber, una que usa una propiedad universal), asegu-
ra que el producto tensorial, si existe alguno, es unico salvo unico homomorfismo,
lo que nos permite definirlo bien de una vez por todas como EL producto tensorial
(esto es precisamente lo que NO ocurria con las clausuras algebraicas). Luego he-
mos de concentrarnos en demostrar su existencia, ya que de lo contrario estamos
construyendo castillos en el aire. Para acercarnos al objetivo de probar la unicidad,
la siguiente proposiciéon nos sera util.

Proposicién 3.2.3. Sea (T, ) un producto tensorial de M y N. Entonces T =
Im(p).

Demostracion. En efecto, sea P = Im(p) C T el submddulo de T correspondiente
a la imagen de . Entonces claramente la aplicacién R-bilineal ¢ : M x N —
T induce una aplicacion R-bilineal ¢ : M x N — P simplemente definida por
¥(a,b) := p(a,b). Ahora, la propiedad universal del producto tensorial nos dice
que tenemos un diagrama conmutativo

MxNY—~P,

7
-
[¢2] e
e
-

T

por lo que ¥ = fop. Consideremos entonces la funciéon R-lineal g : T" — T definida
por g(t) := f(t) € P C T. Como p(a,b) € P C T, vemos que

Sp(av b) = ¢(a’ b) = f(ap(a, b)) = g(gp(a, b))>

para todo a € M y b € N. En otras palabras, tenemos que ¢ = g o ¢. Ahora,
si aplicamos la propiedad universal a la mismisima ¢ : M x N — T’ vemos que
existe una unica funcién R-lineal g tal que ¢ = g o . Sin embargo, sabemos bien
que la identidad idy posee esta propiedad también. La unicidad implica entonces
que g = idy, por lo que, para todo t € T, tenemos que t = g(t) = f(t) € P, lo que
prueba que P D T y por ende P ="1T. O

Probemos pues la unicidad del producto tensorial a partir de su propiedad
universal.

Proposicién 3.2.4. Sean M, N dos R-mddulos. Sean (T,p) y (T",¢') dos pro-
ductos tensoriales de M y N. Entonces existe un tnico isomorfismo de R-modulos
f:T —T tal que fop =

Ademds, si (T,p) es un producto tensorial de M y N y f : T — T’ es un
isomorfismo, entonces (T', f o ) es un producto tensorial para M y N.
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Demostracion. Como (T, ) es un producto tensorialde My Ny ¢’ : M x N — T"
es bilineal, la propiedad universal nos dice que existe un tinico homomorfismo de
R-médulos f: T — T’ tal que f o p = ¢'. Bastard con demostrar entonces que se
trata de un isomorfismo. Ahora, (7", ¢’) es también un producto tensorial de M y
Ny ¢ :MxN — T es bilineal, por lo que la propiedad universal nos dice también
que existe un unico homomorfismo de R-médulos g : 7" — T tal que go ¢’ = ¢.
Tenemos entonces que

(goflop=go(fop)=goy =y,
y también
(fogloy =folgoy)=Ffop=¢"
Sea ahora t € T. La Proposicion nos dice que Im(p) = T, por lo que exis-

ten elementos mq,...,my € M y ny...,n, € N tales que t = Zlego(mi,ni).
Recordando que g o f es R-lineal si f y g lo son, tenemos entonces que

(go f)t)=(gof) (Z @(munz‘)> =Y (g0 N)elmi,ni) =Y plmi,n;) =1,

i=1 i=1
lo que prueba que (g o f) = idy y por ende f es inyectiva. De la misma manera,
para t' € T, la Proposicion nos dice que existen elementos m,...,my € M
y ..., ny € N tales que t' = St_ ¢/ (m},n}). Vemos entonces que

(feg)t')=(foy) (Zs@ ) > (fog)(#(m Zso =,

=1

lo que prueba que (f o g) = idy» y por ende f es epiyectiva. Esto prueba que f es
un isomorfismo.

Para la segunda afirmacion, esta claro que ¢ := fop : M x N — T’ es
R-bilineal, por lo que debemos probar que cumple la propiedad universal. Consi-
deremos entonces un R-moédulo P y una aplicacién R-bilineal ) : M x N — P. La
propiedad universal aplicada a (7', ¢) nos dice que existe una dnica funcién R-lineal
g:T — P tal que g o ¢ = 1. Componiendo con f~1:T" — T, que es una funcién
R-lineal ya que f lo es, obtenemos una funcién R-lineal ¢’ = go f~1: 7" — P tal
que

gog =(gof)o(fop)=goflofop=gop=4y.
Esto prueba la parte existencial de la propiedad universal.

Sea ahora ¢” : T" — P otra funcion tal que ¢” o ¢’ = 1. Nétese que, como
f~lof=idy, entonces floy = flofop=¢. Entonces ¢" =g"of:T — P
es una funcién R-lineal tal que ¢” = ¢” o f~ly

§"op=(g"of)o(flog)=g"ofof oy =¢g"0¢ =1.
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Por lo tanto, por la unicidad de la propiedad universal aplicada a (T, ¢), tenemos

que ¢" = g, lo que prueba que ¢ = ¢” o f! = go f! = ¢ v por ende ¢ es
Unica. O

Ahora que sabemos que, de existir un producto tensorial (y asi es en toda
generalidad, véase el Teorema|3.2.8)) éste es tinico salvo inico isomorfismo, podemos
hablar de EL producto tensorial y definir la siguiente notacion:

Notacién. El producto tensorial de M y N es denotado por M ®g N (y a veces
M ® N si el anillo R esté implicito) y la aplicacién ¢ : M x N — M @ N envia
el par (m,n) al objeto m®@n € M @ N.

La bilinealidad de ¢ queda entonces expresada por las siguientes propiedades:

s (m+m')®n=m®®n+m @n para todo m,m’ € M, n € N;
s m®(n+n)=men+men’ para todo m € M, n,n’ € N;

» r(m®n)=(rm)@n=m® (rn) paratodor € R, m € M, n € N.

Ademas, dada la Proposicién[3.2.3] vemos que todo elemento t € M ®pg N se escribe
de la forma t = Zle m; @ n,;.

La relacion entre bilinealidad y linealidad queda reflejada entonces en la si-
guiente proposicién.

Proposicién 3.2.5. Sean M, N dos R-mddulos. Entonces existe un isomorfismo
de R-mddulos entre Bil(M, N; P) y Homgr(M ®g N, P) para todo R-mddulo P.

Demostracion. Sean B = Bil(M,N; P) y H = Homg(M ®g N, P). Recordemos
que la estructura de R-mdédulo sobre B y H esta dada por la suma de funciones
y por (re)(m,n) = r(p(m,n)) para todo r € Ry v € By (rf)(t) = r(f(t))
para todo f € H. Notemos ahora que la propiedad universal de M ®r N nos da
precisamente una aplicacién © : B — H ya que a toda aplicacién bilineal p € B le
asocia una funcién lineal ©(p) € H. Explicitamente, © estd definida de la siguiente
manera: para p € B,y t = Zle m; ®n; € M ®r N tenemos que:

l

O@) (1) =3 w(myn,).

i=1

En efecto, la propiedad universal nos dice que (O(p))(m ®n) = p(m,n) para todo
par (m,n) € M x N y lo unico que hicimos fue extender por R-linealidad de ©(¢p).
Notemos ahora que, para todo r € Ry @, ¢’ € B, tenemos que

l

(@(¢+T¢/>>(t) = Z(SO+7“90 mzanz ZSO My, Ty +TZSO mzanz

i=1 =1

= 0(p )(>+7~( (@))(t) = (B(p) +rO(¢"))(1),

~
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para todo t € M ®g N, lo que prueba que © es un homomorfismo de R-modulos.

Finalmente, debemos demostrar que se trata de un isomorfismo. Supongamos
entonces que O(p) = 0 para algin ¢ € B. Esto nos dice que, paratodot € M®@grN,
(©(p))(t) = 0. En particular, si t = m ® n, vemos que ¢(m,n) = 0. Como esto
es cierto para todo m € M y n € N, obtenemos que ¢ = 0, lo que prueba la
inyectividad de ©.

Ahora, para probar la epiyectividad, sea f : M ®zr N — P un elemento de H, es
decir, una funcién R-lineal. Definamos entonces una funcién bilineal ¢ : M x N —
P como ¢(m,n) := f(m®mn). La bilinealidad de ¢ viene de la linealidad de f y de
las propiedades de m ® n, por lo que ¢ € B. Vemos entonces por definicién y por
linealidad de f que ©(p) = f, lo que prueba la epiyectividad de ©. ]

Veamos ahora algunas propiedades del producto tensorial antes de probar su
existencia.

Proposicion 3.2.6. Sean M, N, P tres R-modulos. Entonces existen isomorfismos
canonicos

= RQprM ~ M;

s M ®r N ~N®rM;

» (M®rN)®rP~M®p(NQgP);

s (MO N)RrP~(M®®grP)®d(N®gP).
Demostracion. El primer isomorfismo viene dado por

fiRRRM — M

Q@ Mm — rm.

Este homomorfismo estd bien definido ya que corresponde a la funciéon R-bilineal
¢ : Rx M — M que envia (r,m) a rm. Para probar que es un isomorfismo, basta
con considerar el homomorfismo

g: M — R®gM
m—1®m.

Vemos entonces que (fog)(m)=my (go f)(r®@m)=1& (rm) =r & m, por lo
que f y g son la inversa una de la otra, lo que prueba que son isomorfismos.

El segundo isomorfismo viene dado por

f M®rN—=>NQpM
menr—nm.
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Este homomorfismo esta bien definido ya que corresponde a la funcién bilineal
@: M x N — N x M que envia (m,n) an®m. Como su inversa es absolutamente
evidente, estd claro que se trata de un isomorfismo.

El tercer isomorfismo viene dado por

f: (M@RN> ®RP—>M®R(N®RP)

(men)@p—m® (n®p).
Este homomorfismo esta bien definido ya que corresponde a la funcién bilineal
©: (MRrN)XP — M®@r(N®grP) que envia (> 1 m;®@n;,p)ay ., m;®(n;Qp).
Y esta también esta bien definida ya que, para todo p € P tenemos que la funcion
Yy M XN — M®&g (N ®&gP) que envia (m,n) a m® (n ® p) es R-bilineal, lo
que asegura que la funcién ¢, : M @g N = M ®p (N ®p P) dada por t — ¢(t,p)
esta bien definida. Como la inversa de f es absolutamente evidente, esta claro que
se trata de un isomorfismo.

El cuarto isomorfismo viene dado por
f:(M&N)®rP — (M®rP)® (N ®gP)
(m+n)@p—>mp+np.

Este homomorfismo esta bien definido ya que corresponde a la funcién bilineal
o:(M®N)x P— (M®grP)®N®gP que envia (m+n,p) am®@p+np.
Para probar que es un isomorfismo, basta con considerar los homomorfismos

g M@rP— (M&®N)®gP
mep— (m+0)®p,

g N@gpP— (M&N)®gP
n®p— (0+n) R p.

Estos dos homomorfismos definen un homomorfismo

g: (M ®rP)® (N @gP)— (M®N)@gP
mp+n®@p — g(mep)+ g (np),

que es claramente el inverso de f, lo que prueba que esta tltima es un isomorfismo.

]

Ejercicio. Verifique la bilinealidad de las funciones ¢ de la demostracion.

Ejemplo 3.2.7. Sea K un cuerpo. Entonces K [z|®x K [y] es isomorfo a K[z, y|. En
efecto, consideremos la funcion ¢ : K[z|x K|y] — K|z, y] dada por la multiplicacién
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de polinomios. Esta funcion es claramente K-bilineal, por lo que le corresponde una
funcion K-lineal

[ Kzl ok Kly] = K[z, y]
P(r) ® Qy) — P(z)Q(y)

Bastara entonces con encontrar una inversa de esta funciéon. Como todo polinomio
en Klz,y| se escribe de la forma 7, .., a;;z'y’, podemos considerar la funcién

g9: K[z,y] — K[z] @k K[y]

Z aijxiyj Z aijxi®yj.

0<i,j<n 0<i,j<n

Esté claro entonces que fog = idgj, ], mientras que, si escribimos P(z) = Y7 bz’
y Qly) = Z?:o ¢jy?, tenemos entonces por K-bilinealidad que

P(z) @ Qy) = (Z bil‘i) ® <Z ijj> = Z bicj(
i=0 §=0 1<i,j<n
lo que nos permite comprobar facilmente que g o f = idg( g K[y -
Pasemos entonces finalmente a la existencia del producto tensorial.

Teorema 3.2.8. Sean M, N dos R-mddulos. Entonces existe un (inico) producto
tensorial (M ®g N, @) de M y N.

Demostracion. Consideremos el R-médulo libre de base M x N, es decir:
RM*N) — Z T@y) (T, Y) | "y € R, suma finita
(z,y)EM XN
Consideremos ahora el subconjunto S de RM*N) de todos elementos de la forma

» (z+2,y) — (z,y) — (2/,y) con x,2/ € M e y € N, o bien

r(z,y) -
= r(z,y) -

) —

(v,y+y)—(x,y) — (x,y) con z € M e y,y € N, o bien
(rez,y) conr € R, x € M ey € N, o bien
(

xz,ry)conr € R, x € MeyeN.
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Sea T el submédulo de RM*N) generado por S, definamos

M ®g N := RMN)T,

y denotemos por m : RM*N) s M ®p N la proyeccién canénica. Consideremos

finalmente la aplicacién ¢ : M x N — RM*N) que al par (x,y) le asocia el elemento
(z,y) € RO*N) (es decir, r(y,) = 1y ru = 0 para (2/,y') # (2,y)) y definamos
pi=TmoL.

Debemos probar que (M ®g N, ), tal y como lo hemos definido, es un producto
tensorial de M y N.

Comencemos pues con la bilinealidad de ¢ : M XN — M ®rN. Sean x, 2’ € M,
v,y € Ny r € R. Entonces

p(z+rr’y) = m(lz+rd'sy)) = n((z+resy)),

pero como (z+a',y)— (z,y)— (2',y) € S C P, tenemos que w((z+rz’,y) — (x,y) —
(rz’,y)) = 0, por lo que, por R-linealidad de ,

m((x +ra',y)) = 7((z,y)) + w(ra',y).

De la misma manera, como r(z’,y) — (rz’,y) € S C P, tenemos que

rr((a,y)) = 7((rz’, y),

y por lo tanto

o(x+ra’y) =n((z+ra’,y)) = n((z,y) +ra(a’,y).

La linealidad por la derecha se prueba exactamente de la misma manera, usando
los dos generadores de T' que no hemos usado aun.

Veamos ahora la propiedad universal. Para todo elemento (z,y) € RMXN)
denotemos por x ® y el elemento 7((z,y)) € M ®@r N. Estéd claro entonces que el
R-médulo M ®g N esta generado por el conjunto {z @y |z € M, y € N}.

Sea P un R-médulo y ¢ : M x N — P una aplicaciéon R-bilineal. Intentemos
primero definir una funcién R-lineal h : RM*N) — P a partir de 1. Para esto,
basta con definir la imagen de la base y extender por R-linealidad ya que se trata
de un médulo libre. Definamos entonces h de forma que h((z,y)) := 1 (z,y). Nétese
que tenemos en particular h ot = 1.

Consideremos ahora un elemento de la forma oy = (x+2',y) — (z,y) — (2, y) €
S C T = ker(m). Vemos entonces que, por la R-bilinealidad de 1),

h(on) = h((z+2',y)) —h((z,y)) —h((2",y)) = Y(z+2" y) —d(z,y) (2, y) = 0.
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De la misma manera, para as, a3, ay € T respectivamente de las 3 formas restantes
en S, tenemos que

h(ag) = h((z,y +y') — h((z,y)) — h((z,y)) = ¥(z,y +y') —¥(z,y) —Y(z,y) =0,
h(as) = rh((z,y)) — h((rz,y)) = ri(z,y) — Y(rz,y) =0,
h(aw) = rh((z,y)) — h((z,1y)) = ri(z,y) — Pz, ry) = 0.

Como S genera a T' como R-mdédulo, vemos entonces que 7' = ker(w) C ker(h). La
propiedad universal del cociente (Proposicion , en su versién para médulos)
nos dice entonces que existe una unica funciéon R-lineal f : M @z N — P tal que
h = f om. Tenemos entonces que

W=hot=fomwmor= foy,

lo que prueba la parte existencial de la propiedad universal.

Para probar la unicidad, si suponemos que ' : M ®p N — P es otra funcién
R-lineal que cumple ¢ = f’ o ¢, entonces f'om ot = f' omou, lo que implica que
flomy fom coinciden en la imagen de ¢. Pero la imagen de ¢ son los generadores
de RM*N) por lo que f' om = f om. La unicidad de la propiedad universal del
cociente nos dice entonces que f' = f. O

—~

Notese que en el caso en que el anillo R es un cuerpo K, el producto tensorial
es una herramienta que construye un K-espacio vectorial V @ W a partir de
dos K-espacios vectoriales V' y W. Cabe preguntarse qué podemos decir de las
dimensiones de éste nuevo espacio y si podemos encontrar una K-base de éste a
partir de K-bases de V' y W. Concluyamos pues esta subseccién con resultados en
esta direccion.

Proposicion 3.2.9. Sea K un cuerpo y sean V,W dos K-mddulos. Sea I un con-
gunto finito y sean {v;}ics elementos de V' y {w;}ier elementos de W. Supongamos
que los elementos {w;}ie; son K-linealmente independientes. Entonces

Y vi@uw=0eVerW = =0 Viel.

il
Demostracion. Supongamos que v; # 0 para algin t € . Sea f : V — K una
funciéon K-lineal tal que f(v;) # 0. Sea g : W — K una aplicacién K-lineal tal
que g(w;) # 0y g(w;) = 0 para todo i # t. Consideremos entonces la aplicacién
K-bilineal ¢ : V x W — K definida por ¢(v, w) := f(v)g(w) parav € Vyw e W.
La propiedad universal del producto tensorial nos dice entonces que existe una
tnica aplicacién K-lineal h : V ®x W — K tal que h(v ® w) = f(v)g(w) para
veVyweW. Por lo tanto, como g(w;) = 0 para todo i # t,

0=nh(0)=nh (Z v; ® wi) =Y hvi®w) =Y flv)g(w) = fv)g(w) # 0,

iel el icl

95



ya que f(v;) # 0y g(w;) # 0. Esto es una contradiccién, por lo que a; = 0 para
todo ¢ € I. n

Corolario 3.2.10. Sea K un cuerpo y sean V,W dos K-mddulos. Sean {v;}ics
una K-base de V' y {w;}jes una K-base de W. Entonces una K-base de V @k W
estd dada por los {v; @ w;}ier jes-

Demostracion. De la construccion de V @k W, sabemos que los {v; ® w; }ier, jes
son un conjunto generador, por lo que bastara con probar que son K-linealmente
independientes. Consideremos entonces una combinacién lineal nula

E Ai,jvi & w; = 0,
i€l jed
y notemos que
> Agu@uw; =y > Aui©w =) <§ :Ai,ﬂ%) ® wj,
i€l jed jEJ i€l jeJ \iel

por lo que la Proposicién anterior nos dice que ) .., A ju; = 0 para todo j € J.

Como los v; son K-linealmente independientes, esto implica que A;; = 0 para
todoi € I 'y j € J, lo que prueba que los {v; ® w;}ier, jes son K-linealmente
independientes. O

3.2.2. Producto tensorial de algebras

Dado que toda R-algebra es un R-moédulo, podemos imaginar facilmente lo
que debe ser un producto tensorial de algebras como R-moddulo. La pregunta es
si este nuevo médulo cuenta con una multiplicacion natural deducible a partir de
las multiplicaciones de las dos dlgebras involucradas. De esto trata la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.2.11. Sean A, B dos R-dlgebras y sea AQg B el producto tensorial
de los R-maodulos A y B. Entonces existe una unica aplicacion R-bilineal

tal que
m(a®b,a’ V) =ad @bV YV, a,a € A, bb € B.

Demostracion. Sean ' € Ay b € By definamos la funcién R-bilineal

wa’,b’ A X B—}A@RB,
(a,b) — aa’ @ bb'.
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La R-bilinealidad se deduce inmediatamente de las propiedades de los elementos
de A ®gr B y de la R-bilinealidad de las multiplicaciones en A y B. La propiedad
universal del producto tensorial nos dice entonces que existe una unica aplicacién
R-lineal fypy : A®r B — A®p B tal que, paratodoa € Ay be B,

fal7bl(a X b) = 1/10/71,/ (CL7 b) = (ICL, & bb,

Ahora, usando nuevamente las propiedades de los elementos de A ®r B y la R-
bilinealidad de las multiplicaciones en A y B, vemos que, para todo a’,a” € A,

bV, e ByreR,
Jarvaryy = farwy + fary
Jayvr = fap + fapr
Jrary =T fa i = far v
En otras palabras, tenemos una aplicaciéon R-bilineal dada por
¢: Ax B— Homg(A®p B,A®r B), (d,b) = far

Usando la propiedad universal del producto tensorial nuevamente, vemos que existe
una unica funciéon R-lineal

g: A@RB — HOIIIR(A@R B,A@R B),

tal que g(a’ @ b') = ¢(a’,V') = fop para todo @’ € Ayt € B. Recordando que
tenemos un isomorfismo natural entre

Homp(A ®@r B,Homzr(A®r B,A®Qr B)) v Bilg(A®r B,A®r B;ARgr B),
vemos que a ¢ le corresponde una unica funcién R-bilineal
m: (A®rB)x (A®g B) = (A®gr B),
tal que, para todo a,a’ € Ay b,V € B,
m(a®b,a’ V) = fup(a®@b) =ad @bb.
O

Asi, el médulo A ®g B provisto de esta nueva aplicacién m es un R-algebra.
Pero ademés tenemos que

Proposicion 3.2.12. Sean A, B dos R-dlgebras.

» Si Ay B son asociativas, entonces A ®r B es asociativa.
» Si Ay B son conmutativas, entonces A @g B es conmutativas.

» St A y B son unitarias, entonces A ®@p B es unitaria y 1ag,p = 14 ® 1.
Demostracion. jEjercicio! O]

Ejercicio. Sea K un cuerpo y sea A una K-algebra unitaria. Demuestre que existe
un isomorfismo de K-dlgebras M,,(K) ®x A ~ M, (A).
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3.2.3. Aplicaciones multilineales y productos tensoriales iterados

Ya vimos en la Proposicién que, dados tres R-médulos M, N, P, podemos
formar el triple producto tensorial M ® g N @ g P simplemente como (M &z N)RQr P
o bien como M ®r (N ®g P), ya que ambos son canénicamente isomorfos. Es mas,
dado que M ®r N es candénicamente isomorfo a N ®g M, podemos reordenar los
tres médulos de cualquier manera y obtener siempre isomorfismos candnicos entre
todos estos objetos. Esto apunta hacia la idea de que el objeto M ®r N ®g P
verifica una cierta propiedad universal que no depende del orden de M, N y P.
Esto se generaliza a n modulos sin dificultad y el término clave es la siguiente
definicion.

Definicién 3.2.13. Sean My, ..., M,, P R-mddulos. Decimos que una aplicaciéon
VM x - x M, — P,

es R-n-lineal (o R-multilineal si n esta subentendido) si, para todo 1 < i < ny
para todo m;,m, € M; y r € R, tenemos que

Y(ma, ooy Mg, My 4 TM, My, . My) =
= (M, .o My, My M1y« My) 7O (Ma, o My, My, M, - My,).

Ejemplo 3.2.14. Sea R"™ el médulo libre de rango n y consideremos sus elementos
x € R" como vectores columna. Entonces podemos ver los elementos (x1, ..., 2,) €
R™ x -+ x R" como matrices A € M, (R). Entonces la aplicacién determinante

det : R" x -+ x R" - R: A— det(A),
es R-n-lineal.

De la misma manera en que el producto tensorial de dos médulos factoriza las
aplicaciones bilineales, tenemos entonces que el producto tensorial de n mdédulos
factoriza las aplicaciones n-lineales via la misma propiedad universal:

Teorema 3.2.15. Sean My, ..., M, R-mddulos, sea
T=M ®r M, Rp - Qr M,,

y sea ¢ : My x --- M, — T la aplicacion R-n-lineal obtenida por la iteracion de
productos tensoriales

M, ®@g (My ®g (- ®p (M,_1 ®r M,))).
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Entonces, para todo R-mdédulo P y para toda aplicacion R-n-lineal 1 : My X - -+ X
M, — P existe una unica funcion R-lineal f :'T — P tal que f o @ =1, es decir,
el diagrama siguiente es conmutativo:

My x---xM,—=P.
7

Observacion.
Como los objetos que verifican una propiedad universal son siempre tnicos salvo
Unico isomorfismo, vemos que si hubiésemos escogido otra aplicacién ¢ construida
con otro orden de productos tensoriales, habriamos encontrado la misma aplica-
cién luego de identificar los dos productos tensoriales (i.e. luego de “eliminar los
paréntesis” ).

En particular, la multilinealidad de ¢ queda entonces expresada por la siguiente
propiedad:

m - -®(mi+rm§)®- My, = MR- QMR- - -®mn+r(m1®- . .®m;®. . .(gm@n)7

para todo r € R, todo m; € M, con j # i, todo m;,m; € M; y todo 1 < i < n.
Ademas, todo elemento t € M ®p - - - ®g M, se escribe de la forma

L
t:Zm1j®---®mn]~.
j=1

Demostracion. La demostracion de este teorema es por induccion sobre n partiendo
con n = 2, para el cual ya demostramos esta propiedad universal (nétese que 2-
lineal es lo mismo que bilineal).

Supongamos entonces que el teorema es cierto para n — 1 e intentemos demos-
trarlo para n. Tenemos que T = M; ®g T con

Ty = My @p M3 Qp - Qp My,

y éste modulo viene equipado con una aplicacién natural ¢ : My x---x M, — Tp, la
cual verifica la propiedad universal para aplicaciones R-multilineales por hipotesis
de induccién (los paréntesis pueden ser eliminados dada la observacién anterior).

Sea entonces P un R-méduloy ¢ : My x---x M, — P una aplicacién R-n-lineal.
Sea my € M7 y consideremos la inclusion

by @ Mo X oo X My, — My x -+ X M,

(ma,...,my) = (M, ma, ... ,my,).
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Vemos entonces que la composicién ¢ o ¢,,,, es una aplicacién R-(n — 1)-lineal por
la multilinealidad de . La propiedad universal de (T, ¢o) nos dice entonces que
existe una tunica aplicaciéon R-lineal f,,, : Tp — P tal que ¢, 0 g = ¥ 0y, €S
decir

fon 1 To=My®p---Qr M, = P

Mo ® -+ @ my, — Y(my,ma,...,my).
Con esto podemos definir una funciéon R-bilineal de la siguiente manera:

w02M1XTO—>P

(M1, me @ -+ @ my,) — Y(my,ma,...,my,),

es decir g(mq,t9) = fm,(to). La R-linealidad por la izquierda viene de la R-
multilinealidad de v y por la derecha corresponde a la R-linealidad de los f,,,. La
propiedad universal del producto tensorial nos dice que existe una tnica aplicacién
R-lineal f : T = M, ®r Ty — P tal que f o ¢, = 1y, donde ¢, es la aplica-
ciéon candnica M, x Ty — M; ®g Ty. Notemos ahora que tenemos un diagrama
conmutativo:

My s oo x My —22 L My % T,
x\ %
T
ya que por ambos lados un elemento (mq,...,m,) € My X -+- x M, va a parar a

m; ®---®m, € T. Vemos entonces que

foo=Ffopio(idx gy) =1pyo (id X ) =¥,

lo que prueba la existencia de f. La unicidad se deduce de la unicidad de 1y, la
cual es unica ya que estd definida por los f,,, y éstos son tnicos también para cada
my € M. ]

3.3. Algebra Tensorial T(M) de un R-médulo M

Si consideramos un R-moédulo M, cabe preguntarse si éste admite alguna estruc-
tura multiplicativa interesante. En el marco de espacios vectoriales esto corresponde
a definir una multiplicacién entre vectores. Ahora, la funciéon que a dos elementos
m,n € M asocia el elemento m ® n tiene las propiedades que uno esperaria de una
tal mulitplicacion. El inico obstédculo es que jm ® n no es un elemento de M! Esto
sin embargo no debe desalentarnos, ya que basta con “agregar” M @z M al modulo
M para que esta multiplicacion tenga sentido. Pero ahora nos falta entonces definir
una mutiplicacion en M ®r M y asi. ..
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Este problema que aparentemente se repite hasta el infinito puede ser resuelto
con una suma directa (jinfinita!). Y es de esto precisamente que se trata la cons-
truccién del algebra tensorial T'(M). Pero veamos antes unas definiciones de orden
tedrico.

Definicién 3.3.1. Un anillo S es un anillo graduado si se le puede escribir como
una suma directa de subgrupos aditivos de la siguiente manera

S =:§§§A9n,
n=0

de forma que S;5; C S;1; (donde AB := {ab | a € A, b € B}). Los elementos de
S, se dicen homogéneos de grado n 'y S, se llama la componente homogénea de S
de grado n.

Un ideal I de un anillo graduado S se dice ideal graduado si I = @, (INS,).
Un homomorfismo de anillos graduados es un homomorfismo de anillos p : S — T
que respeta las graduaciones de Sy de T, es decir, ¢(S,,) C T, para todo n € N.

Observacion.
Notese que SpSy C Sy, por lo que Sy es un subanillo del anillo graduado S y S es
un Sp-moédulo. Si ademas S es unitario, entonces claramente 1g € .Sy. Por lo tanto,
si Sy esta en el centro de S, entonces S es una Sp-algebra.

Nétese también que todo ideal graduado I de S es un subanillo graduado sen-
cillamente definiendo I,, como I N.S,,.

Ejemplo 3.3.2. Sea R un anillo. Entonces el anillo de polinomios S = R|x] es un
anillo graduado y S,, corresponde a los monomios de grado n.

La nocion de ideal graduado permite definir cocientes graduados, como lo prue-
ba la siguiente proposicién.

Proposiciéon 3.3.3. Sea S un anillo graduado y sea I un ideal graduado de S.
Entonces S/I es un anillo graduado cuya componente de grado n es isomorfa a

Su/I.

Demostracion. Notese que cada S, es un Sy-modulo y que cada I, es un respectivo
Sp-submédulo. Esto nos dice que, como Sy-modulos

- (@) 1 (@) ~ @

Ahora, como la multiplicacién de S/I esta definida a partir de la multiplicacién de
S, vemos claramente que, si denotamos por 7 la proyeccién canénica S — S/1,

(Si/L;)(S;/1;) = w(Si)m(S;) = m(SiS;) C 7(Siyj) = Sivj/Livs-
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Demostremos ahora un lema que nos sera 1til en las construcciones de més
abajo.

Lema 3.3.4. Sea S un anillo graduado y sea I un ideal generado por elementos
homogéneos. Entonces I es un ideal graduado.

Demostracion. Debemos demostrar que I = @,° ;1 N S,. La contencién O es
evidente, por lo que bastara con demostrar la contencién C. Sea entonces a € I, el
cual podemos escribir como a = ZEZO a; con a; € S; para cierto t € N. Debemos
probar que a; € I para cada 0 <17 < /.

Ahora, como a € I e I esta generado por elementos homogéneos, tenemos que
existen bj,c; € Sy r € N tales que a = 22:1 bjejc; con e; homogéneo. Escribamos
bj=> r_obiky ¢; = 1_oCjk con by, ¢, € S, de forma que

r s s
a = E E E bjkejng.
j=1 k=0 ¢=0

Dado que 5;5; C Sit; y los bji, cje y e; son homogéneos, vemos entonces que, si
denotamos por d; > 0 el grado de e,

roi—d;
a; = Z Z bjk:ejcj(ifdjfk)a
j=1 k=0
lo que prueba que a; € I y por ende [ es un ideal graduado. O

El dlgebra tensorial T'(M) de un R-médulo M es otro ejemplo de anillo gra-
duado, el cual definimos a continuacion.

Definicién 3.3.5. Para M un R-médulo y k¥ € N un entero, definimos T%(M)
como el producto tensorial iterado de k copias de M, es decir

T"(M):=M @r M @p - ®r M

J/

k veces

En particular, para k = 1 tenemos T (M) = M y definimos también T°(M) = R.
Los elementos de T%(M) se llaman k-tensores.
Definimos el dlgebra tensorial T'(M) de M como el R-mdédulo

T(M):éT’f(M):R@M@(M@RM)@---,
k=0

equipado con la siguiente multiplicacién T'(M) x T(M) — T(M). Si k,¢ € N,
usamos el producto tensorial ®, es decir

(m1®...®mk).(m’1®...®m2) ::m1®"'®mk®m/1®“'®m2-
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Y si k=06 ¢ =0, entonces usamos la multiplicacion por escalar (recuerde que
T°(M) = R). Luego extendemos por linealidad para sumas finitas. Por tltimo,
identificamos a M con el submédulo T (M) de T'(M).

Observacion.
Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n sobre un cuerpo K con base B =
{v1,...,v,}. Entonces los k-tensores v;; @ v;2 @ -+ ® vy, con v;; € B forman una

K-base de T*(V). En particular, dimg (T*(V)) = n*.

Teorema 3.3.6. La multiplicacion en T(M) definida acd arriba estd bien definida
y el algebra T (M) wverifica la siguiente propiedad universal:

Sea A una R-dlgebra unitaria y sea f: M — A un homomorfismo de R-mddu-
los. Entonces existe un unico homomorfismo de R-dlgebras unitarias ¢ : T(M) — A

tal que ¢|p = f.

Observacion.

Como T'(M) esta definido como una suma directa, todo elemento es una suma
finita de tensores, pero éstos no tienen porqué ser del mismo largo. Por ejemplo,
un elemento de T (M) es r + my + mas @ mz @ my.

En particular, tenemos que 1y = 15 € T°(M) C T(M) y por ende T'(M) es
un algebra unitaria. También es un algebra asociativa, como se ve claramente de
la definicion de su producto. Sin embargo, no tiene ninguna razon a priori para ser
conmutativa (véase los ejemplos més abajo).

Demostracion. Notemos que, como T'(M) es una suma directa, entonces

T(M)xT(M)= € T"M)xT"(M),

k’,éEZZO

por lo que bastara con probar que la multiplicacion esta bien definida y es R-bilineal
sobre los sumandos T*(M) x T*(M), ya que luego la extendemos por linealidad
para sumas finitas. Esto es evidente para el par (k,¢) = (0,0) ya que se trata de
la multiplicacién en R. Sean entonces k,{ € Z>y con ¢ > 0 y fijemos un elemento
t € T*(M). Consideremos la aplicacién (-lineal

Qo s MY — THH(M),
(My,...,my) —t@m @ - @ my,

donde el primer ® puede ser omitido si k = 0. La propiedad universal del producto
tensorial nos dice entonces que existe una unica aplicacién R-lineal

fro s TH(M) — T (M),
=M@ - Q@mMmr—=>tRtL1 =tR®mMm; & - ®my.
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Esto prueba que la multiplicacién por la derecha es R-lineal. Invirtiendo k y £, el
mismo argumento prueba que es R-lineal por la izquierda, por ende R-bilineal.

Probemos ahora la propiedad universal. Sea f : M — A un homomorfismo
de R-médulos y sea k € Zs(. Definiremos homomorfismos de R-mdédulos fj :
TF(M) — A como sigue:

Para k = 0, definimos f, : T°(M) — A usando el homomorfismo natural R — A
dado por la estructura de algebra de A, es decir r — r - 14.

Para k = 1, definimos f; : T'(M) — A sencillamente como f; = f ya que
TY M) = M.

Para k > 2, consideramos la aplicacién ¢, : M* — A dada por ¢(my, ..., my) =
f(mq)--- f(my,). Esta aplicacion es claramente R-k-lineal ya que f es R-lineal y
la multiplicacién de A es R-bilineal (y por ende R-k-lineal si la iteramos). La
propiedad universal del producto tensorial nos dice entonces que existe una tnica
aplicacién lineal fj, : T*(M) — A tal que fr(my @ -+~ @my) = f(my) - f(my).

Definamos entonces ¢ : T'(M) — A como el homomorfismo dado por los fj con
k > 0. Vemos que

Pm ® - @my) = fe(m ® - @my) = f(ma) -+ fmg) = d(ma) -+ - p(my,),

por lo que ¢ es una aplicacién que respeta la multiplicacién y la suma. La definicion
de fy asegura también que ¢ respeta la multiplicacion por escalares. Es ademas la
igualdad de aca arriba la que asegura la unicidad de ¢|7«(5;) para k > 2 ya que las
fi son las unicas que verifican esta igualdad. Para k = 1 es la condicién |y = f
que asegura la unicidad de |75 y para k = 0 tenemos que todo homomorfismo
de algebras debe enviar 1) a 14, lo que asegura que ¢|o(ps) es el homomorfismo
natural R — A por R-linealidad. n

La observacién que hicimos sobre la base de T%(V') para V un K-espacio vec-
torial se generalizan en realidad a todo R-médulo libre.

Ejemplo 3.3.7. Sea M un R-médulo libre de base {e1, ex}. Entonces T'(M) es un
modulo libre de rango infinito y de base

{1, e1, €9, e1 R €1, 1R eg, 2R €1, eaRen, 1R e R e, e1 R e R eg, 61 R ey ® ey,
1 Qe ®er, ea®e; e, e2@€ @€y, 3R e Rer, ea R e e, etc.}

Ejemplo 3.3.8. Sea R un anillo conmutativo y unitario. Definimos el algebra de

polinomios no conmutativos en n variables R{x1, ..., z,} como las sumas finitas de
monomios en las variables z1, ..., x,, las cuales no conmutan, es decir, z;x; # z;x;
sii#j.

104



Esta algebra es isomorfa al dlgebra T'(M) para el médulo libre M = R™. En
efecto, si denotamos una base de M como {ey,...,e,}, entonces tenemos un iso-
morfismo ¢ : T(M) — R{xy,...,x,} definido por p(e; ® --- ®e;, ) — x;y -+ - 2
En particular, la base de R{xy, 25} estd formada por los monomios

P

2 2 3 2 2 2 2 3
1, @1, xa, x7, 122, T2T1, T3, T], TIT2, T1T2T1, T1T5, T2X], TaT1T2, THT1, Ty, ete.

Ejercicio. Sea R un anillo conmutativo y unitario, I un ideal de R y M el R-
modulo R/I. Pruebe que T'(M)/I es isomorfo al algebra de polinomios R/I[z].

Ejercicio. Sea M un R-mdédulo. Pruebe que T' (M) esta generada como R-dlgebra
por TY (M), es decir, por los m € M.

3.4. Algebra Simétrica S(M) de un R-médulo M .

Ya vimos que el élgebra tensorial T'(M) nos permite fabricar un élgebra de
polinomios no conmutativos, los cuales resultan coincidir con los polinomios ha-
bituales cuando trabajamos con una sola variable. Cabe preguntarse entonces si
no tendremos alguna construccién tensorial que permita encontrar el algebra de
polinomios clésica en lugar de esta versiéon no conmutativa. Para esto, necesitamos
“que m ® n sea igual a n ®@ m” en algin sentido.

Basta entonces con recordar cémo construimos el producto tensorial cuando
probamos su existencia. Tomamos el médulo generado por todos los objetos que
nos interesaba tener (i.e. los m ® n) y luego cocientdbamos por elementos que
aseguraran las igualdades que necesitdbamos (que corresponden a la biliniealidad de
los tensores). Ahora, gracias a T (M), tenemos elementos que parecen polinomios,
pero que no conmutan. jHagamoslos conmutar pues!

Definicién 3.4.1. Sea M un R-mdédulo. Definimos el dlgebra simétrica S(M) de
M como el cociente T'(M)/C(M), donde C(M) es el ideal de T'(M) generado por
los elementos de la forma m ® n — n ® m para m,n € M.

Llamamos la k-ésima potencia simétrica de M al submédulo S*(M) de S(M)
definido como la imagen de T*(M).

Notacién. El producto en S(M) es denotado de la forma clasica (i.e. sin simbolo
alguno). En particular, la imagen de m; ® mo ® - - - ® m,, en S(M) es denotada por
mimesa - -My.

Recordemos que T'(M) es una R-algebra asociativa, por lo que es en particu-
lar un anillo, lo que nos permite hablar sin problemas del ideal generado por un
subconjunto.

Verifiquemos ahora que una tal construccion tiene las propiedades esperadas.
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Proposicién 3.4.2. FEl dlgebra simétrica S(M) es conmutativa y graduada. Su
componente de grado k es S*(M). Ademds, S°(M) =R y SY(M) = M.

Demostracion. Denotemos por 7w la proyeccién candnica T(M) — S(M). Para
probar que S(M) es conmutativa, basta con notar que S(M) es generada por los
elementos de la forma 7(m) con m € M = T'(M), ya que 7 es epiyectiva y los
m € M generan T (M) como R-algebra. Entonces, si consideramos m,n € M,
vemos que

m(m)r(n) =m(m@n) =n(m@n—(men—-n@m))=mr(nm)=mr(n)r(m),

por lo que todo par de generadores conmutan. Esto nos dice que S(M) es conmu-
tativa.

La Proposicién nos dice que para probar que S(M) es graduada, basta con
probar que C'(M) es un ideal graduado. Ahora, esto es una consecuencia inmediata
del Lema ya que los elementos que generan C'(M) son todos homogéneos de
grado 2.

Finalmente, notemos que C(M), = C(M)NT*(M) = {0} para k = 0,1 ya que
C(M) estéd contenido en la imagen de la aplicacién R-trilineal

T(M) x T*(M) x T(M) — T(M),

dada por la multiplicacién y esta imagen estd contenida en @,-, 7%(M). Esto nos
da la conclusién sobre S°(M) y SY(M). O

Si bien definimos esta algebra basandonos en un caso particular en el cual
esperamos obtener un algebra de polinomios, seria practico poder describirla de
forma abstracta con una propiedad universal (lo cual serd 1til para demostrar que
efectivamente se tiene un dlgebra de polinomios con esta construccién). Definamos
pues los objetos que corresponden a dicha propiedad universal.

Definicién 3.4.3. Sean M y N dos R-mdédulos. Una funcion R-n-lineal ¢ : M™ —
N se dice simétrica si o(ma, ..., mg) = ©(Mq), - - -, Mo(k)) Para toda permutacion
odel,... k.

Asi, una funcién R-bilineal ¢ es simétrica si o(x,y) = ¢(y, ), lo cual es bastante
natural como definiciéon. La definicién que acabamos de dar generaliza esta nocion
obvia de aplicacién simétrica.

Vemos entonces la propiedad universal del algebra simétrica.

Teorema 3.4.4. Sea M un R-mddulo. Entonces:

1. El R-mddulo S¥(M) es isomorfo al cociente de T*(M) por el submddulo
generado por los elementos de la forma my & -+ @ My — Mg1) @ * -+ @ Mok
con m; € M y o una permutacion.
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2. El R-médulo S*(M) posee la siguiente propiedad universal (que lo vuelve
unico salvo dnico isomorfismo):
Para todo R-mdédulo N vy toda funcién R-k-lineal simétrica b : M* — N,
eziste una tnica funcién R-lineal f : S¥(M) — N tal que fop =, es decir,
el diagrama siguiente es conmutativo:

MF— YN

l 7
7

® 7

S aAg

S*(M)
donde ¢ : M* — SE(M) envia (my,ma, ..., my) a myms - - my.

3. La R-dlgebra S(M) posee la siguiente propiedad universal (que la vuelve unica
salvo unico isomorfismo):

Sea A una R-dlgebra conmutativa y sea f: M — A un homomorfismo de R-
mddulos. Entonces eziste un inico homomorfismo de R-dlgebras ¢ : S(M) —
A tal que |y = f.

Demostracion. Para probar el primer punto, bastara con demostrar que el submodu-
lo descrito es precisamente C*(M) = C(M) N T*(M). Como vimos en la demos-
tracién del Lema los elementos de C*¥(M) se escriben de la forma

r

by = Zai®€i®bia
i=1
con e; = m; @n; —n; @my € T*(M), a; € TI(M) y b; € TF279(M). Vemos
claramente entonces que

a; ®e; @b = a; @m; @n; @ by — a; @n; @ m; @ by,

es de la forma descrita en el enunciado para o la transposiciéon que intercambia
j+ 1y j+ 2. Como las transposiciones generan todo el grupo de permutaciones,
obtenemos el resultado.

Para probar el segundo enunciado, utilicemos la propiedad universal de T%(M).
Dada una funcién R-k-lineal simétrica ¢ : M*¥ — N, esta propiedad universal nos
asegura la existencia de una tnica aplicacién R-lineal ¢ : T*(M) — N tal que
d(my®---@my) = (mq, ..., my). Ahora, como 1 es simétrica, tenemos que, para
todol1 < j<k—2todoa=a1® - ®a; €TI(M),b=b&  Qbyog_; €
T+=273(M) y todo m,n € M,

d(a@mn®@b) = P(ay,...,m,n,by,...) =v(ay,...,n,m,by,...) = p(a@n@mMAD).
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En otras palabras,
Pla@MmMn—nem)Rb) =p(a@mAn®b) —pla®@n®@meb) =0,

lo que prueba que ¢ se anula en C*(M). La propiedad universal del cociente nos
dice entonces que existe una tnica aplicacién lineal f : S¥(M) — N que envia
mimsg -+ my a (my,...,myg), lo que equivale a decir que f o p = 1.

El dltimo enunciado se demuestra utilizando la propiedad universal de T'(M).
Dada una R-algebra conmutativa A y un homomorfismo de R-moédulos f: M — A,
existe un unico homomorfismo de R-dlgebras ¢ : T(M) — A tal que |y = f.
Ahora, como A es conmutativa, tenemos que, para todo m,n € M

p(m@n—n@m)=p(m)p(n) - p(n)p(m) =0,

lo que prueba que ¢ se anula en C'(M). La propiedad universal del cociente nos
dice entonces que existe un tinico homomorfismo de R-dlgebras ¢ : S(M) — A que
envia mimsy - -my a p(my,...,my) y en particular m € M = S} (M) = TH(M) a
p(m) = f(m), lo que equivale a decir que @[y = f. O]

Ejercicio. Sea M un R-mdédulo libre de rango n. Pruebe que S(M) es isomorfo
al dlgebra de polinomios R[z1, ..., x,]. Deduzca una base para el dlgebra simétrica
de un espacio vectorial de dimensién finita.

Observacion.

De la misma forma en que los espacios vectoriales pueden ser estudiados de forma
abstracta sin depender de una base, las dlgebras de polinomios pueden ser estudia-
das de forma abstracta sin depender de su conjunto generador candnico, a saber
las variables x1, ..., z,. En efecto, dado el resultado del iltimo ejercicio, vemos que
a cada base de un R-médulo libre M corresponde un conjunto generador de S(M)
como &lgebra de polinomios (i.e. un conjunto de “variables”). El no fijar una base
de M corresponde entonces a no fijar un conjunto de “variables” generadoras de
los “polinomios” en S(M)

3.5. Algebra Exterior A(M) de un R-médulo M

El &algebra exterior es una nociéon complemetaria o “dual” a la de algebra
simétrica. Es mas, sobre un cuerpo K, podemos recuperar completamente el espa-
cio de 2-tensores T?(V') de un K-espacio vectorial V a partir de sus partes simétrica
y exterior.

La idea es definir un producto A que se comporte como el célebre producto
exterior en R3, es decir, que sea multilineal como ®, pero que sea nulo apenas
aparezca el mismo elemento dos veces (lo que suele ser llamado “antisimetria” o
“alternancia”).
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Definicién 3.5.1. Sea M un R-mddulo. Definimos el dlgebra exterior A(M) de
M como el cociente T'(M)/A(M), donde A(M) es el ideal de T (M) generado por
los elementos de la forma m ® m para m € M.

Llamamos la k-ésima potencia exterior de M al submédulo A*(M) de A(M)
definido como la imagen de T*(M).

Notacién. El producto en A(M) es denotado por el simbolo A (cufia, o wedge
en inglés). En particular, la imagen de m; ® --- ® m,, en A(M) es denotada por
myA - Am,,.

Proposicién 3.5.2. El dlgebra exterior A(M) es graduada. Su componente de
grado k es A*(M). Ademds, A\°(M) =R y AY(M) = M.

Demostracion. La Proposicion nos dice que para probar que A(M) es gra-
duada, basta con probar que A(M) es un ideal graduado. Ahora, esto es una
consecuencia inmediata del Lema ya que los elementos que generan A(M)
son todos homogéneos de grado 2.

Notemos ademds que A(M), = A(M)NT* M) = {0} para k = 0,1 ya que
A(M) estéa contenido en la imagen de la aplicacion R-trilineal

T(M) x T*(M) x T(M) — T(M),

dada por la multiplicacién y esta imagen estd contenida en @,-, 7%(M). Esto nos
da la conclusién sobre A°(M) y A (M). O

Al igual que con el dlgebra simétrica, los factores de esta dlgebra pueden ser
descritos con una propiedad universal con las siguientes funciones.

Definiciéon 3.5.3. Sean M y N dos R-mdédulos. Una funciéon R-n-lineal ¢ : M™ —
N se dice alternada si p(my,--- ,m,) =0 cuando m; = m;, para algun i.

Ejemplo 3.5.4. La aplicaciéon M"™ — A"™(M) obtenida por composicién de la
aplicacién natural M™ — T"(M) (que es R-n-lineal) con la proyeccién candnica
o 2 T"(M) — A™(M) (que es R-lineal) es alternada. En efecto, esta composicién
envia (my,...,m,) amiA---Am, y claramente esta expresion es nula si m; = m;

ya que

maA- - AMGAMGA- - Ay, = T (M Q- - mi@m@- - -@my,) = m, (R (m; @my;) '),
con t,t' € T(M),yt® (m; @ m;) @t estd claramente en A(M).

Teorema 3.5.5. Sea M un R-mddulo. Entonces:

1. El R-médulo A*(M) es isomorfo al cociente de T*(M) por el submddulo
generado por los elementos de la forma m; ®---®@my, con m; € M ym; = m;
para algin par ¢ # j. En particular, mqy A--- Amy, = 0 st m; = m; para algin
par i # j.
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2. El R-médulo N*(M) posee la siguiente propiedad universal (que lo vuelve
unico salvo unico isomorfismo):

Para todo R-médulo N y toda funcién R-k-lineal alternada +) : M* — N,
existe una tnica funcion R-lineal f : A*(M) — N tal que fop =1, es decir,
el diagrama siguiente es conmutativo:

MF— YN

/1
o|
L7 af
AR(M)

donde o : M* — AK(M) envia (my,...,mg) amy A« Amy.

Demostracion. Para probar el primer punto, bastara con demostrar que el submodu-
lo descrito es precisamente A¥(M) = A(M) N T*(M). Como vimos en la demos-
tracién del Lema los elementos de A¥(M) se escriben de la forma

by = iai@)@i@bi;
i—1

con ¢, = m; @m; € T* (M), a; € TI/(M) y b; € TF"273(M). Vemos claramente
entonces que a; ® e; ® b; es de la forma descrita en el enunciado, por lo que A*(M)
esta contenido en este submodulo. Para probar lo opuesto, notemos que para todo
m,n € M tenemos que m An = —n Am ya que

mAn+nAm=mAm+mAn+nAm+nAn=m+n)A(m+n)=0.
Por lo tanto,
my A A (Mg Amg) A Amy = —mg A= A (my Amg—g) A Amy,
e iterando el proceso con m; = m;,
my A Amg A Amg A Amg = (=1 "my A Amg Amg A Amy, = 0,

lo que prueba que my ® - - @ my, € AF(M) si m; = m;.

Para probar el segundo enunciado, utilicemos la propiedad universal de T%(M).
Dada una funcién R-k-lineal alternada ) : M* — N, esta propiedad universal nos
asegura la existencia de una tnica aplicacién R-lineal ¢ : T*(M) — N tal que
d(my @ - @ mg) = P(my,...,my). Ahora, como 1 es alternada, tenemos que,
paratodo 1 <j<k—2,todoa=a1 ®@ - Qa; ET' (M), b=b; ® - Qbp_a_j €
T+=273(M) y todo m € M,

pla@memaeb) =(a,...,m,m,by,...) =0,
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lo que prueba que ¢ se anula en A*(M). La propiedad universal del cociente nos
dice entonces que existe una tnica aplicacién lineal f : A¥(M) — N que envia
mi A Amy a(my,...,myg), lo que equivale a decir que f oy = 1. ]

Ejemplo 3.5.6. Sea K un cuerpo y sea V un K-espacio vectorial de dimension
1, es decir V' = (v). Entonces A(V) es bastante sencilla. En efecto, como todo
elemento de V se escribe av con a € K, tenemos que todo elemento de A%(V) es
una suma de elementos de la forma (av) A (Bv) = afB(v Av) = 0. Por lo tanto,
A?(V) = 0 y de la misma manera vemos que A¥(V) = 0 para todo k > 2, por lo
que A(V)=A"V)a AY(V)=KaV.

Ejemplo 3.5.7. Sea K un cuerpo y sea V un K-espacio vectorial de dimension
2. Aqui A(V) se complica un poco, pero vemos que A¥(V) = 0 para todo k > 3.
Evidentemente, basta con mostrar esto para k = 3, donde todo elemento es una
suma de elementos de la forma v AwAx. Si w = av con o € K, entonces v Aw =0
por lo visto anteriormente y por ende v A w Az = 0. De lo contrario, v y w son
K-linealmente independientes y forman por lo tanto una K-base de V', lo que nos
dice que

vAwAz=vAwA (v + pw) =alv AwAv)+ BvAwAw) =0.
Por lo tanto, tenemos que
AV)=KaVeaeA(V).

Veamos ahora la estructura de A*(V). Sea {v;,v,} una base de V. Entonces
una base de T?(V) es

{v1 ®@v1, v1 ® V2, V2 @ V1, V2 @ V2 }
Pero sabemos que t; = vy ® vy, ty = vy ® v9 € A%(V), al igual que
t(): (U1+U2)®(U1+U2) =11 QU1 +V Uy + Vg XU + Vg K Va.

Ahora, todo otro elemento del nticleo A%(V) de la proyeccion T*(V) — A%(V) es
una combinacién lineal de elementos de la forma

(v + fva) ® (awy + Pug) = afty + oo — Bty + B(B — a)ts.

Esto nos dice que dimg(A%*(V)) = 3 y por lo tanto A?(V) es de dimensién 1. Y ese
es el caso ya que v; A vy # 0. Por lo tanto, tenemos que

AV)~KoV oK.

Ejercicio. Generalice este argumento para probar que A¥(V) = 0 para todo k >
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3.6. Interludio 5: Algebras centrales simples

El estudio de las algebras de division de dimensién finita sobre un cuerpo son
un tema clasico en algebra abstracta. Famoso es el resultado de Frobenius que nos
dice que las Unicas algebras de division asociativas de dimensién finita sobre R son
R, C y H, los cuarteniones de Hamilton.

Teniendo ahora a la mano la herramienta del producto tensorial, uno podria
preguntarse si éste nos permite fabricar nuevas algebras de divisién a partir de las
ya conocidas. Tomado literalmente, esto no funciona practicamente nunca. Pero si
cambiamos el objeto de interés por el de dlgebra central simple, que es mas general,
si podemos usar esta nueva herramienta a nustro favor.

Comencemos pues con la definiciéon de este nuevo objeto:

Definicién 3.6.1. Sea K un cuerpo y A una K-algebra. Decimos que A es una
dlgebra central simple si A es simple, de dimension finita sobre K'y Z(A) ~ K.

Ejemplo 3.6.2. Una K-algebra de division de centro K es un algebra central
simple. En particular, R y H son R-algebras centrales simples (pero no C, ya que
su centro no es R).

Ejemplo 3.6.3. El algebra de matrices M, (K) es un élgebra central simple. De
forma mads general, si D es un algebra de divisién de centro K, entonces M, (D) es
una K-algebra central simple.

Ejercicio. Pruebe esta tltima afirmaciéon. Hint: Pruebe usando la D-base candnica
de M, (D) que una matriz central es diagonal con todas sus coordenadas iguales.

Vemos entonces que las algebras centrales simples mezclan de una forma in-
teresante las algebras de matrices con las dlgebras de division, que son las que nos
interesan. En lo que sigue, demostraremos que estas son todas la dlgebras centrales
simples (Teorema de Wedderburn) y luego buscaremos la manera de “borrar” las
algebras de matrices para poder estudiar tan solo la “parte de divisién” de las
algebras centrales simples.

Teorema 3.6.4 (Wedderburn). Sea R un dlgebra asociativa (o anillo) unitaria
simple y sea I un ideal izquierdo minimal. Entonces D = Endg(I) es una R-dlgebra
de division y existe un isomorfismo canonico R ~ Endp([).

Demostracion. El hecho de que D = Endg(I) sea una R-algebra de divisién se
deduce del hecho que I es un R-mdédulo simple (por minimalidad).

Notemos ahora que D = Endg(/) actia sobre I de la forma natural, es decir,
evaluando un endomorfismo d € D en un elemento a € I. Definamos entonces
una aplicacién ¢ : R — Endp(/) de la siguiente manera: a r € R le asociamos el
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endomorfismoy, de multiplicacién por r, es decir a — ra. Entonces ¢, es realmente
un elemento de Endp(7) ya que, para todod € Dy a,d’ € I,

or(a+dad)=r(a+d(d)) =ra+r(dd)) =ra+d(rd) = ¢.(a) + d(e.(a)).

Probemos que ¢ es un isomorfismo de R-élgebras. Es facil ver que ¢, =
Or + QO Y que @ = . 0, por lo que bastard con probar que se trata de
una biyeccién. Ahora, notemos que ¢;,, = id;, por lo que la imagen de ¢ es no
nula. Como R es simple, esto implica que ker(p) = {0} y tenemos por ende la
inyectividad. Para probar la epiyectividad, bastara con probar que la imagen de
¢ es un ideal izquierdo de Endp(7), ya que acabamos de notar que id; = LEndp (1)
esta en la imagen.

Notemos ahora que, para a € I, la multiplicaciéon por la derecha b +— ba es un
elemento d, de D = Endg(/). Entonces, para todo elemento f € Endp(I) y para
todo a € I tenemos que f(ba) = f(d,(b)) = do(f(b)) = f(b)a. Esto implica que

fpp(a)) = f(ba) = f(b)a = psp)(a),

y por lo tanto ¢(I) C ¢(R) es un ideal izquierdo de Endp(/). Pero nosotros
queremos que @(R) sea un ideal izquierdo. Es entonces que recordamos que R es
simple, lo que nos dice que IR = R ya que IR es un ideal bilateral no nulo de R.
Por lo tanto

p(R) = p(IR) = p(I)p(R),

lo que corresponde a un ideal izquierdo ya que ¢(I) es un ideal izquierdo. O

El corolario de este teorema en el marco de las algebras centrales simples es el
siguiente:

Corolario 3.6.5. Sea K un cuerpo y sea A una K-dlgebra central simple. Entonces
A ~ M, (D) para alguna K-dlgebra de division D (a fortiori de dimension finita y
centro K ).

Demostracion. Sea I un ideal izquierdo minimal. Un tal ideal existe ya que todo
ideal de A es un K-espacio vectorial y por ende existe uno de dimensién minimal
no nula. El teorema nos dice entonces que A es isomorfa a Endp(7) con D
la K-édlgebra de divisiéon End (/). Como I es un K-médulo de dimensién finita,
vemos que se trata de un D-médulo libre de rango finito (ejercicio), por lo que su
anillo de endomorfismos Endp(7) es isomorfo al anillo M, (D). O

Vemos entonces que, si uno considera que las algebras de matrices son “trivia-
les”, la parte interesante de un algebra central simple es el dlgebra de divisiéon que
lleva dentro. Debemos asegurarnos sin embargo que un algebra central simple no
oculte dos algebras de division distintas. Para esto es el siguiente resultado:
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Teorema 3.6.6. Sea K un cuerpo y sean D y D' dos K-dlgebras de dvision de
dimension finita. Supongamos que existe un isomorfismo entre M, (D) y M,,(D’)
para ciertos m,n € N. Entonces D ~ D" ym = n.

Demostracion. Sea R = M,(D) y sea N un R-médulo simple. Probaremos que
existe un isomorfismo (no canénico) Endg(N) ~ D. Esto probara que la clase de
siomorfismo de D estd determinada por el dlgebra R y por ende que D ~ D’. La
igualdad m = n sigue entonces por la dimension de éstas algebras sobre K.
Probemos entonces el isomorfismo anunciado. Consideremos el espacio N = D"
de vectores columna con coeficientes en D. Entonces el dlgebra R = M, (D) actia
naturalmente por la izquierda sobre N, es decir, N es un R-mddulo por la izquierda
que ademads es simple (ejercicio). Por otra parte, N = D™ es de forma evidente
un D-médulo por la derecha (la accién es coordenada a coordenada). Definamos

entonces una aplicacion
¢ : D — Endg(N),

enviando d € D al endomorfismo ¢4 :  — xd. Como una accién es por la iz-
quierda y la otra por la derecha, esta claro que ¢, es un R-endomorfismo de N.
Ademas, vemos facilmente que ¢ es un homomorfismo de K-algebras. Como D es
simple y ¢ # 0, bastard con probar la epiyectividad de ¢. Sea A € Endg(N) un
endomorfismo cualquiera y escribamos

)\(61) = 61d1 + -+ endn7

donde d; € D y {ey,...,e,} es la base canénica de N = D™. Entonces A = ¢4, va
que

Aej) = Agjier) = eA(er) = ejda,
para todo 1 < j < n. O

Podemos pues, a cada algebra central simple, asociarle un algebra de division sin
ambigiiedad. Veamos ahora, como anunciamos al comienzo, que si bien el producto
tensorial de dos algebras de division no tiene porqué dar un dlgebra de divisién, el
producto tensorial de dos dlgebras centrales simples si se porta como uno quisiera.

Definiciéon 3.6.7. Sea K un cuerpo y A una K-édlgebra. Definimos el dlgebra
opuesta A° de A como el édlgebra dada por A° = {a° | a € A} con suma y
multiplicaciéon dadas por

(a+b)° =a+10°, Aa®) = (Ma)°, (ab)® = b°a®,
paraa,be Ay A € K.

Observacion.
Si A es un algebra de division, entonces A° también lo es. Lo mismo va para central
y simple.
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Proposicion 3.6.8. Sea K un cuerpo y D una K -dlgebra de division de dimension
finita. Entonces D Qg D° ~ M,(K) para n = dimg (D).

Demostracion. jEjercicio! m

Esta proposiciéon nos dice entonces que el producto de dos algebras de division
no tiene porqué ser de division, ya que las algebras de matrices no son nunca de
divisién. Pero no es asi con las dlgebras centrales simples.

Teorema 3.6.9. Sea K un cuerpo y sean A, A" dos K-dlgebras centrales simples.
Entonces A®y A" es una K-dlgebra central simple.

Demostracion. Notemos ante todo que A ®x A’ es de dimension finita sobre K ya
que Ay A’ lo son.

Probemos entonces que A®x A’ es central. Como A y A’ son centrales, tenemos
que Z(A) =Ky Z(A') = K, por lo que Z(A) @k Z(A') = K @k K ~ K es una
subdlgebra central de Z(A ® A’). Debemos demostrar que no hay més que estos
elementos centrales.

Sea al,...,a, una K-base de A"y A ®x A’. Entonces podemos escribir z de
forma tnica como una suma .

T = Z a; ® aj,
i=1

con a; € A. Supongamos ahora que = € Z(A ®x A’). Entonces para todo a ® 1 €
A®p A tenemos que y = (a® 1)z = z(a ® 1), lo que se traduce por

n n

y = Z(aai) ®a, = Z(aia) R a;.

i=1 i=1

Pero como la escritura es unica para todo y € A ® A’, obtenemos que aa; = a;a
para todo a € A. Esto prueba que a; € Z(A) = K para todo ¢ y por lo tanto,
por K-bilinealidad, + = 1 ® @’ con @' € A’. Como x es central, vemos entonces
inmediatamente que o’ € Z(A’) = K y por lo tanto x € Z(A) @ Z(A').

Probemos para terminar que A ®j A’ es simple. Sea I C A ®x A’ un ideal
no nulo y supongamos primero que existe un elemento no nulo de la forma a ® o’
en I. Como A es simple y a es no nulo, existen entonces a;,b; € A tales que
v a;ab; =1, por lo que
(o) eed)(bel)=1d el

i=1

Un argumento similar para a’ nos prueba entonces que 1 = 1® 1 € I, por lo que

I =AxgA.
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Veamos ahora el caso de un ideal I cualquiera (i.e. uno que no posee necesaria-
mente un elemento como el anterior). Sea entonces € I un elemento no nulo y
supongamos que x = y .-, a; ® a; con n minimal (y n > 2, si no ya terminamos).
En particular, tenemos que los a; € A son K-linealmente independientes y lo mis-
mo ocurre con los a; € A. Aplicando el argumento anterior a a,, € A, vemos que
podemos asumir que a,, =1 € K = Z(A), y por lo tanto a,_1 ¢ K = Z(A).

Existe entonces un elemento b € A que no conmuta con a,_;. Consideremos
pues el siguiente elemento:

n

bz —axb@1)=> (ba; —ad) ©aj € 1.

i=1

Como a,, = 1, el ultimo término de la suma es nulo. Sin embargo, el (n — 1)-ésimo
término es no nulo ya que a,_; no conmuta con b. Esto nos dice que existe un
elemento en I de escritura mas corta que la de x, lo que contradice la minimalidad.
Esto prueba que siempre existe un elemento con n = 1 y por lo tanto concluye la
demostracion. ]

El corolario natural de este teorema es que, si tenemos dos dlgebras (centrales)
de division y las tensorizamos para obtener otra algebra, no obtenemos un algebra
de division, pero si un algebra central simple, es decir un dlgebra de matrices sobre
un dlgebra de division. Si olvidamos entonces la “parte matricial” de esta algebra,
tenemos una “multiplicacion” en el conjunto de las algebras centrales de division.
Esta es la multiplicacion del grupo de Brauer, el cual definimos a continuacion y
concluye este interludio por falta de tiempo.

Definicién 3.6.10. Sea K un cuerpo. Decimos que dos K-édlgebras centrales sim-
ples A, A’ son Brauer-equivalentes si existen m,n € N tales que M,,,(A) ~ M, (A").

En particular, M, (K) es Brauer-equivalente al dlgebra trivial A = K y M, (D)
es equivalente a D, lo que “trivializa la parte matricial”.

Ejercicio. Pruebe que la Brauer-equivalencia es una verdadera relacién de equi-
valencia en el conjunto de las K-algebras centrales simples.

Definicién 3.6.11. Definimos el grupo de Brauer de K como el grupo Br(K)
cuyos elementos son las clases de Brauer-equivalencia y cuya multiplicacion es el

producto tensorial. Es decir, si denotamos por [A] la clase de una K-dlgebra central
simple A, entonces [A] - [A'] = [A @k A'].

Ejercicio. Pruebe que la multiplicacién en el grupo de Brauer esta bien definida,
es decir que la clase de A®x A’ es independiente de la elecciéon de A dentro de [A]
(resp. A’ dentro de [A']).

Pruebe ademads que el elemento neutro de Br(K') corresponde a la clase [M,,(K)]
y que el inverso de [A] es [A°].
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Ejemplo 3.6.12. Dado el teorema de Frobenius (no demostrado en este curso),
sabemos que las tinicas R-algebras centrales simples son M, (R) y M, (H), por lo
que Br(R) consiste en (el tinico) grupo con 2 elementos. En particular, vemos que
la clase [H] es de orden 2 y por ende que H ~ H°.

Ejercicio. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces Br(K) = 0. Hint:
pruebe que la subdlgebra de una K-dlgebra de division D generada por un elemento
x € DN K es una extension finita de K.

La trivialidad del grupo de Brauer no estd reservada tan solo a los cuerpos
algebraicamente cerrados. En efecto, otro teorema de Wedderburn (que no demos-
traremos aqui) nos dice que:

Teorema 3.6.13 (Wedderburn). Toda dlgebra de division finita es un cuerpo.

Ejercicio. Pruebe que esto tltimo implica que Br(F) = 0 para todo cuerpo finito
F.
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