Guia de Ejercicios y tarea 1.
Algebra II, segundo semestre 2013

Entregue resueltos los 4 ejercicios marcados con * el miércoles 8 de agosto.

10.

Determine los elementos primitivos de [F;.

* Determine los elementos primitivos de Fy9 = F;[i] y sus polinomios minimales
en F7[z]. (Acé i denota una raiz de 22 + 1 € Fr[x])

Suponga que car(F) = p # 0. Demuestre que el morfismo de Frobenius = +—
zP es un automorfismo de cuerpos de F'. Si pensamos en [’ como [Fj-espacio
vectorial, jes Fp-lineal este morfismo?

Si F' es un cuerpo de caracteristica p > 0 y a € F' jcuantas soluciones puede

., ., sz k
tener (en alguna extension de F') la ecuacién 2P = a? ;Y la ecuacién 2P = «
con k € N?

Si F es un cuerpo finito de caracteristica p y a € F, ;puede X? — « ser
irreducible en F[X]?

Sean € N, sea [F, el cuerpo finito de p elementos con p primo, y sea L un cuerpo
de descomposicién del polinomio G(X) := X¥" — X € F,[X].

a) Demuestre que G(X) es un polinomio separable, pero NO irreducible en
Fp[X].

b) Demuestre que el conjunto de las raices de G es un subcuerpo de L.
¢) Demuestre que L es igual al conjunto de raices de G.
d) Demuestre que [L : F,] = n.

)

e) Demuestre que toda extensién de K/ F, de grado n es isomorfa a L.

Sea [, el cuerpo finito de ¢ elementos, de modo que ¢ = p" para algin primo p
y algun n € N. ;Cuando se cumple que hay una inyecciéon F, — F,?

* Sea p primo y a # 0 € F,. Demuestre que g = 2P — = + a es irreducible
y separable sobre [F,,. Determine el cuerpo de descomposicién de g sobre IF,.
Muestre explicitamente que su grupo de automorfismos es ciclico. (o — a + 1
define un automorfismo)

Calcule el grupo de automorfismos del cuerpo F,.

Demuestre que 2" — x + 1 es irreducible sobre F, solosin =10n =p = 2.
Ayuda: Si a es una raiz, entonces « 4 a también es raiz para todo a € Fyn.
Muestre que esto implica que F,(«) contiene Fyn y [Fy(a) : Fpn] = p.
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;Cudntos factores irreducibles sobre F3[X] tiene el polinomio X*7 — X?

Un cuerpo de caracteristica p se dice perfecto si la funcion o +— o® es sobreyec-
tiva.

a) Demuestre que todo cuerpo finito es perfecto.

b) Demuestre que Si F' es un cuerpo cualquiera de caracteristica p, entonces

F(z) no es perfecto.

Sea ' = F,(T') el cuerpo de funciones racionales sobre un cuerpo primo finito
y sea K /F el cuerpo de descomposicién del polinomio X? — T'. Demuestre que
[K : F] = py que hay un tnico F-automorfismo del cuerpo K.

Sea f € F,[z] un polinomio irreducible de grado k. Demuestre que f divide a
29" — x si y solo si k divide a n.

Zat:{o sil1<t<q—2
1

Fy sit=q—1

Demuestre que

Demuestre que X3 — 2X — 2 es irreducible sobre Q. Si 6 es una raiz de este

polinomio, calcule (1+60)(1+ 60+ 6) y 752 en Q(6).

* Encuentre los valores de a € Z tales que X° —aX — 1 sea irreducible en Z[X].

Sea K/F una extensién de cuerpos. Si u € K es un elemento algebraico de
grado impar sobre F, entonces u? también lo es y F[u] = F[u?].

En el cuerpo de funciones racionales F'(X), sea u = XX—J::l Demuestre que F'(X)

es una extensién simple de F'(u). Calcule [F(X) : F(u)].

* Sea K/F una extension de cuerpos, sean L/F y M/F subextensiones finitas
de K/F (esdecir, FCLCK, FCMCK, [L:F]<oo, [M:F]<o).Sea
LM el compoésito de L y M dentro de K (es decir, el minimo subcuerpo de K
que contiene a Ly a M).

a) Demuestre que [LM : F] < oo, y que [L : F]|[LM : F].

b) Demuestre que [LM : F| = [L: F][M : F| implica LN M = F.

¢) Demuestre que el reciproco se verifica cuando [L: F] =20 [M : F] = 2.

d) Dé un ejemplo de extensiones F, L, M, K tal que [L : F] =[M : F] = 3,
[LM:F| <9, LNM=F.

Sea f(x) € F|x] un polinomio irreducible de grado p y sea £ O F con |E :

F| < 00. Si f(z) no es irreducible en E[z]|, demuestre que p | |E : F|. Ayuda:
Considere un cuerpo L O F en el que f tenga una raiz.



