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Notaciones
1. Sea f:X —Y funcién y sea £ C2Y. Denote
fFle=f71@E)={f(BE)|Ec&}

y, si G C 2%, denote
f+G = {A e |f1(A)e g}

2. Sea £C2¥ y ACX. Seais:A— X inclusién. Denote

5A:QW&:{AQE|E65}

Ejercicios
Ejercicio 1

Sea £ una coleccién de subconjuntos de X. Muestre que existe un &lgebra A(£) y un o—algebra o (€)
que continenen a £ y que son minimales.

SoLUCION

Como 2% es un adlgebra (y o—algebra) y £ C 2%, entonces & siempre es subconjunto de un algebra
(y o—algebra). Ademas, note que

A(E) ::ﬂ{A : Aes algebra y £ C A}

(&) ::ﬂ{B : Bes o-algebra y £ C B}

son un algebra y o—algebra respectivamente y, ciertamente, minimales.

Ejercicio 2

Sea X un conjunto y £ C 2%X. Defina £° := {A°: A€ &} y & = EYU{X,0}UES. Muestre que (ver
ejercicio anterior)

A(E) = {uniones finitas de intersecciones finitas de elementos de &.}
SoLucIin
Dendtese por

A = {uniones finitas de intersecciones finitas de elementos de .}



Por la definicién de &lgebra, £ C AC A(£). Luego, la demostracidén sdélo requiere verificar que
A es un algebra. Se mostrara, sdlamente, que A es cerrado bajo tomar complemento. Sea Z € A
expresado como
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Ejercicio 3

Suponga que (X,M), (Y,F) y (Z,G) son espacios medibles. Muestre que si f:(X,M)— (Y,F) y g:
(Y,F)— (Z,G) son funciones medibles, entonces go f:(X,M)— (Z,G) es medible.

SoLUCION

Por hipdtesis, ¢ ' (G)C F y f~1(F)C M, de donde

(go ) '@ =f (g @) CfHF) M

Ejercicio 4

Sean f:X — Y funcién, £ C2¥ y ACY. Entonces

SoLUCION

Como f~1(c(€)) es un o—algebra y como £ C F,
FFHE e ()

Asi,

o (f7HE) cf e ()

A la inversa, note que

foo (fFHE)={BcY : f ' (B ea(f ()}

es un o—4lgebra que contiene a £ y por lo tanto o (&) C fio (f71(£)). Asi, si Beo(€), entonces
fH(B)ea(f1(€)), es decir, f71(c(E))Co(f'(f)), lo que prueba

o (f7HE) = ()
Aplicando este resultado con X = A y f=1i4 (inclusién), se tiene que

(@(E)a=14" (0 (E) =0 (i3 (£)) =0 (Ea)

Finalmente, si f~'(£) C M, entonces f~'o(€) =0 (f"'€) C M, lo que prueba que f es medible.
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