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Recuerdos

1. Suponga que f;: X — R son funciones medible par ¢ =1,...,n y sean pi,...,p, y r reales positivos

tales que
n
-1 -1
dopt=r
i=1
Muestre que

11+

i=1

DPi

<1l
i=1

2. 8i f >0 es medible, entonces para todo € > (0 se tiene que

3. (fn) se dice Cauchy en una medida (o L° Cauchy) si Ve >0,

lim m(|fn— fm| >€) =0

n,m— 00

Ejericio 1 (Desigualdad de Chebyshev)

Sea p>1y feLP. Entonces Ve>0

1
m(fl = e < S/l

En particular, si (f,) C LP es convergente LP, entonces (f,) es convergente en medida.
SoLucIaN

POI‘ el I‘ecuerdo 2, se tiene que
m .} Z € m .} = € = p / D / p

y, por lo tanto, si (f,) es Cauchy en LP, entonces

p M,N—300

m (o~ fnl 2 ) < 5 o= Fanlly "85 0

lo que muestra que (f,) es cauchy en o, Analogamente, se concluye que para el caso LP.



Ejercicio 2

Suponga que (f,) es L° — Cauchy. Entonces existe una subsucesién g; := f,, de (f,) tal que limg; :=
f existe ctp y f, = f cuando n — 0o. M'as aln, si g es medible y f, -5 g cuando n — 00, entonces
[ =g ctp.

SOLUCION
oo [ee]

Sea ¢, >0 tal que Zen < o0 y sea J, = Zek. Elijase g; = fnj tal que (n]) es subsuecesién de N
n=1 k=n

y

m({lgj+1 — gjl > €;}) <€

o0 oo oo
sean F; ={|gjs1—g;| >} Fn=|J B = J llgj1—gjl > ¢} vy BE:= () Fn-
j=N j=N N=1

Note que, cuando N — o0,

m(E)SZm(E]’)SZEjzéN—)O
j=N j=N

de donde m(E) =0. Ahora, si = ¢ Fy, entonces

f(z) = lim g; () existe
j—o00

y para j > N,
|f (@) — g; (z)] <6

o0
Asi, como E€= U FY, limg;(z) = f(x) existe para x ¢ E. Mas ain, para j > N,
j—o0
N=1

{z:|f (z) = g; ()] > &5} C Fj

y, por lo tanto, cuando j — o0,

m(|f —g;|l > ;) <m(F;) <0; —0

Asi, gjgf cuando j — 00.
Como {|fn — f1 > €} C{If = g3 > /2 (J{lg; — ful > 923},
m({[fn—fl>€}) <m{If =gl > 2}) +m(lg; — ful > 2)

y cuando 1 — 00
m ({[fn = f| > €}) <limsupm (|g; = fa| > 9/2) =0

J]—o0

Asi, si existe una funcidén g tal que f, gg cuando n — 00, entonces cuando 1 — 00
m([f =gl >e) <m{{|f = ful > /2}) +m(lg = ful > 92) =0

Luego

m(|f— gl >0)m<U {If -9l >1/n}> <> m(lf—gl>Yn)=0

n=1

Es decir, f =g ctp.



Ejercicio 3
Suponga que 0 <pg<p; .Sea A€ (0,1) y defina py € (po,p1) mediante

1 1—X A

Px Po b1

Entonces LPo(LP* C LP> y
A 1-A
f 1y < HLFI1 T,

Ademés, asuma 1 <py<p)y<p; y, para f € LP°[|LP', sea

W= 11£ 1y + 1],
Entonces (LP° () LP!,||-||]) es espacio de Banach.
SoLucIAON
Sea a = Po b= P Por el Recuerdo 1, se tiene
AT AN ’

111,y = |11 11

< g = e, e

Ahora, veamos que LP°()LP* es completo. Sea (f,) sucesidén de Cauchy en LPo()LPF!.

de Cauchy en LP° y en LP'. Asi, existen f € LP° y g€ LP' tales que

1m {1~ full,, =0

Jim g — full,, =0
Por el ejercicio 1, f, = f y fn — g en medida y, por el ejercicio 2, f =g ctp.

lim [|f = full =0
n—00

Entonces (f,) es

Asi,
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