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Recuerdo uno

Suponga que f; : X — R son funciones medible par i =1,...,n y sean pi1,...,p, y 7 reales positivos

tales que
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Ejercicio 1
Suponga que m(X)< oo y 0<p<g<oo. Entonces LYICLP y
lp_lq
111, < b GOI=7 1111,

SoLUCION

Tome a € [1,00) tal que

1 1
— =4 -
p a q
. _ Dg
es decir, a = ——. Por el recuerdo uno,
q—p
Ll = 1F-1l,
< Alfllg - 11l,
1/a
= )" If1,

1/p—1
= mEOI g,
Note que lo anterior es valido cuando ¢ = oo interpretando !/p — /oo como 1/p.
Ejercicio 2
Suponga que 0 <pg <p; <oo; A€ (0,1) y definase py € (po,p1) por

1 1—X A
= +7
bx Po P
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(Asuma que, si p; = oo, entonces — = (). Entonces LP» C LP° 4 [P1, es decir, toda funcidn [ €

Y41
LP> se puede escribir cono f=g¢g+h, con g€ LP° y h € LPr.



SoLUCION

Sea M >0 y considere el conjunto F:={|f| > M}. Defina

9 = [-XE
h = f Xxge

Note que f =g+ h. Ahora, note que

gl = / I xe
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Por otro lado,
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Ejercicio 3

Pruebe que e ¢ L' ((0,0),R)
x

SoLucIin

Note que
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Como Y — diverge, se concluye.
n
Ejercicio 4
Sea f una funcidén acotada en [0,1]. Muestre que lim ||f|| =||f]]
p—00 p o0



SoLUCION

Note que

i, = ([ f”)%%
(f sz

171l
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S
tuego Tn [1£Il, < [1f1l.c

Ahora, sea € >0 y defina E:={x € [0,1] : |f(z)| > ||f||., —€}. Note que

(f fp):p
(Lur)

(1fllc =€) (mE)"?

1711,

Y

v

Note que mE > 0. Asi, plLr&||prZ |fl|loo — €. Como € es arbitrario, pler;o||f||pZ I f] o -

Ejercicio 5

Sea (f,) sucesidén de funciones en L*. Muestre que [[f, — f||,, = 0 sss existe un conjunto F de medida
nula tal que (f,) — f en E°.

SoLuUCION

Supongamos que ||f, — f||,, = 0. Asi, dado € >0 existe N tal que para n> M,

inf{M :m{t:|fa@®)—f@)|>M})=0}<e

Luego, para n > N

m(t||fn(t)_f(t)‘26):0

Definase E := {t||f,(t)— f(t)] >¢}. Se tiene que mE =07y (f,) = f en E°.

A la inversa: Dado € >0, existe NN tal que para n> N y t € E°,
[fn (8) = f ()] < /2

Luego, para n> N, {t||fn(t)— f(t)] >¢/2} C E. Asi, para n> N,

inf {M | m ({t :| |fa (1) = F (O] > M}) = 0} < e

Es decir, ||f, — fll, — 0.
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