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Ejercicio

Sea A C R medible. Sea (p,) sucesi’on de funciones medibles con dominio com'un A tales que |p,| <
2015 y ¢, — ¢ ctp. Sean (1,) € L? (A) sucesi’on tal que, en LP(A4), ¢, — ¢

a) Muestre que si m(A) < co entonces Ynp, — Yo en LP(A)

b) Muestre que lo anterior es valido para A =R.

SoLucIaN

Observaciones previas:

* Del hecho v, — 1 en LP(A), dado €, existe ny; € N tal que Vn >ny

l/p
||wn—w|=(/A|wn—w) <a

* Note que: como LP(A) es completo, entonces ¢ € LP (A). Ademas, note que como 1 € LP (A), entonces
[4l" < oo, de donde [¢|” € L' (A). Denotaremos M := [, [¢[".

* Por continuidad absoluta de la integral, dado ey, 3§ >0 tal que m(B) < J implica

/B [P < e

* Como |p, (z)] <2015 ctp y ¢, — ¢ ctp, entonces

o () <2015 ctp

Solucién parte a)

* Por Egorov, considerando el ¢ anterior, se tiene que 35 C A tal que @n/13<p en Sy m(A\S) <
0. Asi, dado €3, existe ny € N tal que Vn > ng

lon —p| <e3 en S

Ahora, sea N =max{ni,ny}. Para n> N,

* Por Minkowski

|[¢pnipn — ,(/)(PHp = |[Ynn — Yn + Pon — ¢%0||p
Hwn@n—-¢@anﬁ-H¢n¢-¢pr

IN



Ahora, note que

H¢n¢n—-¢¢nﬂp+-ﬂwnw-wpr

1/;) l/p
</ an%On—Q/J%Onp) +</ |90nw_¢§0|p>
A A
1/p I/P
_ VAT P PP PP
- (/A¢ ¥l w) +</S|% an +/A\S|son ol |w|>

1/p
< 20 ([w o)+ ([ rarzooe [
A s A\S
< 20151 + (M - e3+2-2015P€) "
< €

Es decir, Ve >0, IN €N tal que Vn >N, [[th, — ¢ — o], <e.
Solucién parte b)
Para A=R,

* De la completitud de L (R), se tiene que ¢ € LP(R). Asi, dado ¢, existe K C R compacto tal

que
/ ‘|¢|p<60

* Como ¢, — 1 en LP(KF), entonces |[¢,]|, — [[¢|[, en R, de donde
[nlly = (12,  en R
Asi, dado €;, existe n; € N tal que Vn > ng,

1enlly = [10115] < e

de donde
—e1 < |[¢ally = 1Y, < e

Luego

/ [Un|” < e +/ [V < e +eo
c KC

Ahora, en K, por la parte a), dado €3, existe ng € N tal que Vn > no,
/ W)n(p@n — 1/}90';) < €2
K

Asi, témese N =max{ni,ne}. Para n> N:

_ P _ p
[nion — ol /R o — W]

/K |Ynipn — Yel” + /K [¥non — Pef?

< 62+2p(/ P el + [ wwv’)
Ke Ke

< ey +2P.2015P (61 + €g + 60)

< €

Por lo tanto, ||¢npn —wl|) — 0, de donde |[¢npn —Pyll, — 0.



Ejercicio
Sea ¢ € L' (R).
a) Demuestre que existe una funcidén z absolutamente continua al que
¥ =¢
li t) = 2016
v e )
b) Muestre que la solucidén es dnica

SoLucIAaN

Sea

x (1) :/_too¢(s)ds—/_o;¢(s)ds+2016

Como ¢ € L' (R), dado € >0, existe § >0 tal que m(A) < ¢ implica

/A|<z>\<e

lim a:(t):/¢(s)ds—/¢(s)ds+2016=2016
R R

Note que

t—o0

n
Ahora, sea {I;};_, coleccién de intervalos tales que j{:l([ﬂ <46
i=1

Dendtese por (a;,b;) =I;. Se tiene que
n n b;
Slete) - = Yo|[ ot)ds
i=1 i=1 |V @i

g/ 16 ()] ds
- /U 16 (s) ds| < e

IA

Es decir, x es absolutamente continua.

b) Si y es otra solucidén, considere ¢ =x—y. Note que ¢ es AC. Ademas, ¢’ =2'—3y' =0, de donde
¢ es constante. Por otro lado, )hn ¢ =0, luego ¢ =0.
—00

Ejercicio
Suponga que f; : X — R son funciones medible par ¢=1,...,n y sean pi,...,p, y 7 reales positivos

tales que
n
-1 -1
St =
i=1

Muestre que

11+

i=1

Pi

<1l
i=1

SoLUCION



* Por induccidn, partimos con el caso n = 2

Para todo p € [1,00], por Holder,
I £9ll; :/X|f\r|g|r <A1, g™l

donde q¢ = 4%;4n Sea p; = pr y p2 = qr de forma que pf1+—p;1 = r~!. Asi, la ecuacién anterior

queda
1fgll, < [1f11p, gl

* Vemos el caso general: para n+ 1. Se tiene que

n+1

I+
i=1

n

H fi- fnr
i=1

n

117

i=1

T T

IN

sl
q

n
donde qilgkp;il =r~1. Como zz:pgﬁ'::q’l, usamos la HI para concluir que
=1

n

11+

i=1

pi

<IT#
i=1

q

y con eso se concluye.
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