Ayudantia 20 de Nov

November 20, 2018

Espacio LP
Sea F medible. Se define

F? (E) = {f : E—>R\/ f|p<oo,fmedible}
E
En FP, se define la relacién f ~ g <= f = gctp. Al cuociente se le llama LP y resulta un
espacio de Bannach (normado y completo). Definase, también
F>*(E)={f:F —R| fmedible y acotada ctp}

y L*(E) = F= (E)/ ~.

Recuerde que la norma se define por

i1, = ( / |f|”>1/p

Iflloo = inf{a € R : m({z e X : |f ()] > a}) = 0}

Ejercicios
Ejericio 1
Si f € LP(R) entonces Ve >0 existe 7 € N tal que f[_T i IfIP <e

SoLUCION

Lo demostraremos para L' y, una vez hecho esto, se tiene que f € L? = |f|’ € L' (se termina al
final)

Veremos, entonces, que f € L' (E) = Ve >0, 37 €N, f[_T _p If] <e
Para esto, veremos primero lo siguiente: (resultado para una funcidén positiva)

Sea f:R — RT tal que fRf < 00. Muestre que existe 49 € N tal que

/ f<e
{alle|>io}

En efecto:

Sean Ai:[—(i—i—l),i]U[Li—l-l], para i € {0,1,...}. Note que

AfAJ&f



n
Definamos B, = UAi y sean f, = f |g,. Note que f, — f (puntualmente). Note que, como f > 0,

i=0
se tiene que f, < f; ademéas, f]Rf < oo (integrable). Asi, por TCD,

lim /fn = f

Il
c—
=

\

Lo 4ltimo porque es unién finita de medibles disjuntos CTP.

oo
Como fRf < o0, entonces E / f < oo, luego dado € >0, existe ig € N tal que
A.
=0 i

i/,4if<6

i=ig

/ f<e
{=||z|>i0}

Ahora, veremos que dada f:R — R tal que fR |fl| <oco. (Resultado para funci on en L!)

de donde

Entonces, fR f+,fR f~ son finitas. Luego:

iy, f{mllm\>i1} [ <e/2y Jig, f{z‘|m|>i2} f~ <¢/2. Tomando i = max {i1,i2}, se conclujye que

| i<
{z|z>i}

Asi, finalmente, si f € LP, entonces |f|’ € L', luego Ve >0, 37 € N tal que

[ i<
[=7,7]¢

Recuerdo

Si feLP, entonces [, |f|" =sup{[,¢|¢ simple de soporte compacto(finito) y ¢ <|f["}

Ejercicio 3

Demuestre que si f € LP(E) y ¢ >0, entonces existe B C F de medida finita tal que

/ P <e
E\B

SoLUCION

Recuerde que

/ IfIP :sup{/ ¢, psimple de soporte finito y ¢ < |f|p}
E E



Asi, dado € >0, existe ¢ de soporte finito (digamos B) tal que ¢ < |f|’ ¥

/Elf\p—<p<€

Ahora, como |f[’ —p >0y E\BCE, entonces

/ P —p<e
E\B

Ademas, note que ¢ |E\B: 0, luego

Ejercicio 4

/ |f|p=/ If\p—<p+/ ¢ <e
E\B E\B E\B

Muestre que si f € L'(R), entonces VteR, [, f= [pf(z+1)

I) f=xg, con FE medible.

Se tiene que fRf = fRXE =mE=m(E—t)= fRXE—t

Ahora, note que xg_t(z) =1 < xg(x+1t)=1, por lo tanto

[1@=[xou@ = [xo@rn= [ 1@+

n
II) Para [ simple, digamos fzzaiXAi,

Se tiene que

i=1

/Rf(:z:+t) = /Riaix&(xjtt)
= éai/RXAi (z+1)
= ZZ:CM/RXAi (z)

/Rf(x)

IIT) Para f >0 medible

Recuerde que

[ -

IV) Para f € L' (R)

sup{/ ¢(x), ¢ simple de soporte finito y ¢ (z) < f(x)}
R
<

sup{/ ¢(x+1t), p simple de soporte finito y ¢ (z +1t) f(x—l—t)}
R

/Rf(ert)



/Rf - /RF(:U)*/Rf’(:v)
= /Rf+(x+t)—/Rf*(x+t)
= [ra+o

OBSERVACION: TOMANDO g = f X4, SE TIENE QUE

Luego

[o@=[a@+o

(Afcw = [ f@+t) xa@+)

R

= | f@+1) xa(2)
R

= [ fa+
A—t

CoroLARIO: S1 f ES T—PERIOGDICA, ENTONCES

Ejercicio b5

Sea ge L~ (R) y feL'(R).

SoLUCION

/ f@=n| fl
[0,nT] [0,7]

Muestre que

mgémuﬂfu+w—fwm:o

t—0

Como g € L (R), existe M >0 tal que |g(z)] < M ctp.

Como f € L' (R), entonces existe h continua de soporte finito [a,b] tal que

de donde

Asi,
l/m@nuw+w—fwn
R

[ 1r=n< s

/R\f(:c—i—t)—h(a:+t)|<6/3

/uumuﬂz+w—hw+w+5/muMM@»—fun+/ﬁuwHMx+w—hun
R R R
(+)

Ahora, como h es continua, Pn%h(m—+t)—»h(m)::0.
—



Sea (t,) sucesidn que converge a cero. Sean
pn =g @)[|h(z +tn) = h(2)|

Sea r = max [t,|. Note que ¢, [[4—ppsrjc= 0. Denotemos por K = [a—r,b+r]. Como h es continua
de soporte compacto, existe N >0 tal que |h| < N. Luego

lonl = lg(@)[|h(z+1) = h(z)]
< M-2N <

Es decir, ¢, son uniformemente acotadas en K (de medida finita). Luego, por el TCA

lim wn =0
n— oo K
pues lim ¢, =0.
n— oo

Y =0, t li =0.
como ch ©n entonces nLH;ofR ©n

Asi, 36 >0 tal que si [t| < entonces [, |g(x)||h(x+1t) —h(z)] < /5.

Por lo tanto, para |t| < J, se tiene que
(%) <€

y se concluye que

hm/R|g<x>||h<x+t>fh<x>|:o

t—0
Ejercicio 6

1. Muestre que

2
f[o,n]x[o,oo) e Y cos (my)‘ < 00

. 1 n oo 2
it -y
2. Calcule nlgl;onfo Jo eV cos (zy) dyda
SoLuCION

1. Sea f(z,y) = e~V cos (zy). Note que |f(z,y)| < eV y

/ f (2, 9)] (dady) < / eV = (x)
[0,n] xR+ [0,n] xR+

Ahora, considere la funcidén

>0 2
o (r,y) = Ze ! X[0,n] % [4,i+1] (z,y)
i=0

Note que e ¥ < ¢ (z,y)

Ademas, considere
k

—42
ok (2,9) =D _e ™" Xjomxiit1] (£,)
1=0

Note que klim ok (x,y) =@ (z,y) v que ¢k < pr+1. Asi, por TCM
c—» OO

/ ¢(r,y) = lim ok (z,y)
[0,n] x[0,00)

k=00 J10,n]x[0,00)

oo
_42
= g e -n
i=0



Por lo tanto

o0
() grLZe_i2 < 00
i=0

< 0

‘ / f(z,y)
[o,n]%x[0,00)

1
2. Ahora, sea u, = — [' [;7 e~V cos (zy) dydz
n

Up = l/ (/ e’ cos (zy) da:) dy
n Jo 0
1 [ _.- "
= /jez’</ ws@@dﬁdy
nJo 0

Por Fubini

Ahora, }Eﬁ?cos(my)dx:: sen(xy)|g::sen(yn). Por lo tanto,
Y Y
un::‘/““€4y2sen(yn)dy
0 y-n
_2 sen(yn) .
Sean ¢, (y) =e ¥ .——=——=. Note que ¢, — 0 cuando n — oco. Ademas, note que para n suf.
yn
sen (yn) <1
yn

de donde |¢, (y)| < eV’ y esta dltima funcién es integrable. Asi, por TCD

oo

lim ¢n =0

n—oo 0

Es decir,

lim u,, =0
n— o0

grande,
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