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Ejercicio 1

1. Muestre que
∣∣∣´[o,n]×[0,∞)

e−y
2

cos (xy)
∣∣∣ <∞

2. Calcule lim
n→∞

1

n

´ n
0

´∞
0
e−y

2

cos (xy) dydx

Solución

1. Sea f (x, y) = e−y
2

cos (xy). Note que |f (x, y)| ≤ e−y2

y

ˆ
[0,n]×R+

|f (x, y)| (dxdy) ≤
ˆ
[0,n]×R+

e−y
2

= (∗)

Ahora, considere la función

ϕ (x, y) =

∞∑
i=0

e−i
2

χ[0,n]×[i,i+1] (x, y)

Note que e−y
2 ≤ ϕ (x, y)

Además, considere

ϕk (x, y) =

k∑
i=0

e−i
2

χ[0,n]×[i,i+1] (x, y)

Note que lim
k→∞

ϕk (x, y) = ϕ (x, y) y que ϕk ≤ ϕk+1. Así, por TCM

ˆ
[0,n]×[0,∞)

ϕ (x, y) = lim
k→∞

ˆ
[0,n]×[0,∞)

ϕk (x, y)

=

∞∑
i=0

e−i
2

· n

Por lo tanto

(∗) ≤ n
∞∑
i=0

e−i
2

<∞

Así, ∣∣∣∣∣
ˆ
[o,n]×[0,∞)

f (x, y)

∣∣∣∣∣ <∞
2. Ahora, sea un =

1

n

´ n
0

´∞
0
e−y

2

cos (xy) dydx
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Por Fubini

un =
1

n

ˆ ∞
0

(ˆ n

0

e−y
2

cos (xy) dx

)
dy

=
1

n

ˆ ∞
0

e−y
2

(ˆ n

0

cos (xy) dx

)
dy

Ahora, R
´ n
0
cos (xy) dx =

sen (xy)

y
|n0=

sen (yn)

y
. Por lo tanto,

un =

ˆ ∞
0

e−y
2 sen (yn)

y · n
dy

Sean φn (y) = e−y
2 ·sen (yn)

yn
. Note que φn → 0 cuando n→∞. Además, note que para n suf. grande,

∣∣∣∣sen (yn)yn

∣∣∣∣ ≤ 1

de donde |φn (y)| ≤ e−y
2

y esta última función es integrable. Así, por TCD

lim
n→∞

ˆ ∞
0

φn = 0

Es decir,

lim
n→∞

un = 0

como se quería mostrar.

Ejercicio 2

Sea f (x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)
2 para 0 < x, y < 1. Muestre que

ˆ 1

0

(ˆ 1

0

|f (x, y)| dy
)
dx =∞

Solución

Veremos que

ˆ 1

0

(ˆ 1

0

f (x, y) dy

)
dx =

π

4

ˆ 1

0

(ˆ 1

0

f (x, y) dx

)
dy = −π

4

de donde, por el Teorema de Fubini, se concluye que
´ 1
0

(´ 1
0
|f (x, y)| dy

)
dx no puede ser finita.

En efecto, note que

f (x, y) =
∂

∂y

(
y

x2 + y2

)
luego ˆ 1

0

f (x, y) dy =
1

x2 + 1

2



y, por lo tanto, ˆ 1

0

(ˆ 1

0

f (x, y) dy

)
dx =

ˆ 1

0

1

x2 + 1
dx =

π

4

Análogamente,

f (x, y) =
∂

∂x

(
− x

x2 + y2

)
de donde ˆ 1

0

f (x, y) dx = − 1

1 + y2

y finalmente, ˆ 1

0

(ˆ 1

0

f (x, y) dx

)
dy = −π

4

Ejercicio 3

Asuma que

ˆ ∞
0

e−x
2

dx =

√
π

2
. Muestre que

ˆ
RN

e−|x|
2

dx = π
N/2

Solución

Por inducción: Para N = 1, tenemos que

ˆ
R
e−x

2

dx = 2

ˆ ∞
0

e−x
2

dx = π
1/2

Ahora, suponga que la proposición es cierta para N − 1, es decir,

ˆ
RN−1

e−|x|
2

dx = π
(N−1)/2

Sea x ∈ RN, digamos x = (x1, . . . , xN ). Sea y = (x1, . . . , xN−1) ∈ RN−1 y z = xN. Note que

|x|2 = |y|2 + z2

Así, por el Teorema de Fubini, se tiene que

ˆ
RN

e−|x|
2

dx =

ˆ
Rn−1

ˆ
R
e−|y|

2−z2

dzdy

=

ˆ
Rn−1

ˆ
R
e−|y|

2

e−z
2

dzdy

=

(ˆ
Rn−1

e−|y|
2

dy

)(ˆ
R
e−z

2

dz

)
= π

(N−1)/2π
1/2

-
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Ejercicio 4

Muestre que ˆ ∞
0

e−y
sin2 (y)

y
dy =

log5

4

Solución

Considere ˆ ∞
0

(ˆ 1

0

sin (2xy) e−ydx

)
dy

Note que
´ 1
0
sin (2xy) e−ydx = e−y

sin2 (y)

y
(Riemann). Ahora, sea

I (x) =

ˆ ∞
0

sin (2xy) e−ydy

Integradno por partes,

I (x) = 2x− 4x2I (x)

Luego

I (x) =
2x

1 + 4x2

Ahora, note que podemos aplicar el teorema de Fubini, pues

ˆ ∞
0

(ˆ 1

0

∣∣sin (2xy) e−y∣∣ dx) dy ≤ ˆ ∞
0

(ˆ 1

0

e−ydx

)
dy =

ˆ ∞
0

e−ydy = 1

Así, ˆ 1

0

(ˆ ∞
0

sin (2xy) e−ydy

)
dx =

ˆ 1

0

2x

1 + 4x2
dx =

log5

5

Por lo tanto ˆ ∞
0

e−y
sin2 (y)

y
dy =

log5

4

4
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