Ayudantia 13 de noviembre

November 13, 2018

Espacio LP
Sea F medible. Se define

Fp(E){f : E%R\/ f|p<oo,fmedible}
B

En FP, se define la relacién f ~ g <= f = gctp. Al cuociente se le llama LP y resulta un
espacio de Bannach (normado y completo). Recuerde que la norma se define por

i, = ( / |f|p)%

flloo = inf{a € R : m({ze X : |f ()] > a}) = 0}

Recuerdos

1. Si f € LP entonces Ve >0 existe 7 € N tal que ﬁ—TTF‘fV)< €

2. Si feLP, entonces [,|f[" =sup{[,¢|¢ simple de soporte compacto(finito) y ¢ <|f["}

Ejercicio 1

Sea feLP(E) y e>0. Muestre que 36 >0 tal que VAC FE con m(A) < se tiene que

/Alfl”<e

SoLuUcCION

I) Si f es acotada y no negativa

Existe M > 0 tal que 0 < f < M. Dado ¢ > 0, considere § =

entonces
/mg/M:Mmm<e
A A

€
— . Se tiene que si mA < §,
M q

IT) Para f >0 medible

Existe una sucesidén de funciones acotadas tales que f, — f dadas por

£ (@) = {f(fv) sif(z) <n



Note que f, < fn41 < f. Por el Teorema de convergencia mondtona se tiene que

lm [ f, = / f

Asi, dado € >0, existe N €N tal que Vn > N,

/Ef—fn<f/2

Ademas, note que fy es acotada y positiva, luego, por lo anterior, existe 6 >0 tal que mA<d =

fAfNSE/Q
Asi,

/A|f|=/4f=/4f—fN+/4fN§€/2+€/2=e
III) fe L

Ahora, recuerde que f*,f’ > 0. Por lo anterior, dados ¢ >0,
36, >0 tal que mA<d = [, fT <<
352 > 0 tal que mA < §, = fAf7<€/2

Asi, con 6 =min{d1,d2}, si mA < J, entonces

Jin=[ | <
V) felLP

Si f e LP, entonces |f|” € L'. Luego Ve >0,30 >0, tal que mA<d = [,|f]" <e.

Ejercicio 3

Demuestre que si f € LP(FE) y € >0, entonces existe BC F de medida finita tal que

/ P <e
E\B

SoLUCION

Recuerde que

/ Kk :sup{/ , psimple de soporte finito y ¢ < |f|p}
E E

Asi, dado € >0, existe ¢ de soporte finito (digamos B) tal que o < |f|’ y

/Elf\p*s0<e

Ahora, como |f[’ —¢ >0y E\BCFE, entonces

/ P —p<e
E\B

Ademas, note que ¢ |E\B: 0, luego

/ |f|p=/ If\p—w+/ o<e
E\B E\B E\B



Ejercicio 4

Teorema de Riemann Lebesgue

Muestre que si f € L'(R), entonces lim [, f(z)-sen(nz) =0
n—o0

SorucIdn

Sea ¢ >0. Como fe& L'(R), entonces 37 € N tal que

[ i<
[=7,7]¢

Dendtese por K = [—7,7]. Como 0 < |f (x)||sen(nz)| <|f(x)|, entonces Vn €N,

/ |f () sen (nz)| < o/
K

Ahora, como f € L'(R), en particular f € L'(K), luego Jp simple tal que

[ 1=l <

y, como @ es simple, entonces IM >0 tal que |o| < M. Asi,

[t @senta) < | [ fia)sen(na) +] | @) senna)
< /K f (&) sen (na)| + /3
< | [ v@-rsentma|+| [ sen
< | [ s@ -l +|[ senun)|+s
< /K psen (na)| + 2¢/3
< M’R/Ksen(mc) 12/
= (%)

Ahora, note que R [, sen (nz) = %2003 (r), luego
‘R/Ksen(nx) g%

Asi, existe ng € N tal que Vn > ng,

R [ sen (nx)‘ <¢/sm. Por lo tanto

7}1—{20 A f(z)sen(nz) =0

Ejercicio 5

Muestre que si f € L'(R), entonces VteR, [, f= [, f(z+1)
I) f=xg, con F medible.

Se tiene que [ f= [pxp=mE=m(E—t)= [, xp—

+¢/3



Ahora, note que xp_t(z) =1 < xg(x+t)=1, por lo tanto

/f /xEt 2 = /RXE@H):/Rf(xH)

II) Para [ simple, digamos f = ZazXAm
i=1
Se tiene que

[t - /EXA (z+1)
= Z:;ai/RXAi (x+1)
= iai/RXAi (z)

Af@)

IIT) Para f >0 medible

Recuerde que
/f = sup{/ ¢ (x), ¢ simple de soporte finito y ¢ (z) < f(x)}
R R
= sup {/ ¢(x+1t), p simple de soporte finito y ¢ (z+1t) < f (= +t)}
R

- 4f@+ﬂ

IV) Para f € L' (R)

[ = [r@-[rw
[rreen= [ 1@
= [ @+

OBSERVACIGON: TOMANDO g = f-Xxa, SE TIENE QUE

L@ = [ o+

Luego

lAwa = [ @+t xa@+)

R

= fx+t) xa—t (o)
R

= flz+1)
At

CorOLARIO: S1 f ES T—PERIGDICA, ENTONCES

/ f@=n| fl
[0,nT] [0,7]



Ejercicio 6
Sea g L (R) y fe€ L' (R). Muestre que

hm/R\gm (f (1) — f @) =0

t—0

SoLucION
Como g € L (R), existe M >0 tal que |g(z)] < M ctp.

Como f € L' (R), entonces existe h continua de soporte finito [a,b] tal que

[ ir=n< s

de donde

/R\f(x+t)—h(a:+t)|<ﬁ/3

Asi,
/Ig(x)llf(“t)—f(x)l < /\g(x)llf(x+t)—h(x+t)|+/Ig(x)l\h(w)—f(w)H/Ig(w)\lh(x+t)—h(w)\
R R R R

= ()

Ahora, como h es continua, }ir%h (x+1t)—h(xz)=0.
—
Sea (t,) sucesidén que converge a cero. Sean

on =g @)[|h(z+tn) —h(2)|

Sea r = max [t,|. Note que ¢, |4—ppsrjc= 0. Denotemos por K = [a—r,b+r]. Como h es continua
de soporte compacto, existe N >0 tal que |h| < N. Luego

lonl = lg(@)[|h(z+1) = h(z)]
< M-2N <

Es decir, ¢, son uniformemente acotadas en K (de medida finita). Luego, por el TCA

lim wn =0
n— oo K

pues lim ¢, =0.
n—oo
Y como ch ¢n =0, entonces nh—>n<§o fR on = 0.

Asi, 36 >0 tal que si [t| < ¢ entonces [, |g(x)||h(z+1t) —h(z)| < /5.

Por lo tanto, para |t/ < J, se tiene que
(¥) <e

y se concluye que

gg4|g<x>||h<x+t>fh<x>|:o



Ejercicio 7
Sea f : [0,1]° = R : (2,t) — f(z,t) tal que, fijando t € [0,1], definase f; : [0,1] = R : 2 — f (1)
medible. Sea @(m)::yn&ﬁ(x).

—

Suponga que Vt € [0,1], existe g € L' ([0,1]) tal que |f(z,t)] < g(z).
Muestre que

lim f(z,t)de = / ¢ (z)dx

=0 J10,1] [0,1]
SoLucION

Sea (¢,) sucesién convergente a cero. Considere la sucesién de funciones medibles (f:;,). Note que
YV € [0,1]
|fen (@)] < 9 (@)

Asi, por el TCD,

de donde

Ejercicio 8

1. Muestre que

lﬁmanoﬂm)e_yzcos(xy)‘<:oo

. 1 n oo 2
- -y
2. Calcule Jnn n‘ﬁ’Jb e Y cos (xy) dydx
SOLUCION

1. Sea f(z,y) =e ¥ cos(zy). Note que |f(z,y)|<e ¥ y

/ f ()] (dady) < / eV = (x)
[0,n] xR+ [0,n] xR+

Ahora, considere la funcidn

>0 _ 52
oY) =D e Xomxlii+ (T,7)
=0

Note que e ¥ < o (z,y)

Ademas, considere
k

or (z,y) = Zeﬁ X[0,n] x[5,i+1] (T, Y)
i=0

Note que Jhn<pk(m,y)::¢(x,y) y que ¢ < @r+1. Asi, por TCM
hde el

/ o@y) = lim ox (7,7)
[0,n] x[0,00)

k=00 J10,n]x[0,00)

o]

_ 52
E e -n
i=0

Por lo tanto

o0
() < nZe‘i2 < 00
=0



< o0

‘ / f(z,y)
[o,n]x[0,00)

1
2. Ahora, sea un/::Afﬁ;mﬁfae’yzcos(zy)dydx
n

Up = l/ (/ eV’ cos (zy) dw) dy
nJo 0
1 [ .- "
= - e Y cos (zy) dz | dy
nJo 0

Por Fubini

Anhora, R [ cos (zy)dx = sen(xy)|g::sen(yn). Por lo tanto,
Y
Up = /Oo e_y2Mdy
0 y-n
_.2 sen(yn) i
Sean ¢, (y) =e ¥ .——=——=. Note que ¢, — 0 cuando n — oco. Ademas, note que para n suf.
yn
sen (yn) <1
yn

de donde |¢, (y)| < eV’ y esta dltima funcién es integrable. Asi, por TCD

(oo}

lim o =0

n—oQ 0

Es decir,

lim u,, =0
n— o0

como se queria mostrar.

Ejercicio 9

Considere en R? la medida de Lebesgue. Sea f € C([a,b] x [c,d]). Demuestre que

/[mb]x[gd]f(x’y) (dz x dy) = /ab (/Cdf(%y)dy) dx = /cd (/:f(x,y)dx> dy

SoLuUCION

Como f es continua y [a,b] X [¢,d] es compacto, existe k tal que |f(z,y)] <k. Ademas,

m ([a,b] x [e,d]) = (b—a) (d—¢)

Por lo tanto,

/ 1f (@, 9)] < oo
[a,b] X [c,d]

y se concluye por Fubini

grande,



Ejercicio 10

Sea h € L'(R) tal que h > 0. Sea ¢ > 0. Definase f:Rx [0,¢] = R : (z,t) = h(x+1t). Demuestre
que f € L' (R x0,c])

SoLUCION

Como h € L'(R) y h >0, existe (p;) sucesiéon de simples, positivas y de soporte compacto, creciente
k, tales que

lim [ ¢k zzj[h

k—o00

Digamos que

n
Pk (.23) = Z Qi kX A; (l‘)
i=1

Sean B;; CR x [0,¢] dados por B;j = {(x,t) |z +t€ A;}. Note que mB;, =c-mA,
Sea

wk (‘T,t) = Z Qi kX B; 1 (xvt)
i=1

Note que xp,, (v,t) =1 <= xa,, (v +1t)=1. Asi,

f @, t) =y (2,8) = h(x + ) = op (2 + 1)

Ademas,

n
/ U (x,t) = Y aixmBiy
Rx[0,c] i=1
n
= cZaivkmAi,k
=1

= C/@k
< c/ph

Ademés, (¢) es creciente en k y Jhn,d% =fy ¥ >0, luego por TCM
—00

o [
/fg/h<oo

y, como Vk, [ < [h, entonces
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