Ayudantia 09 de noviembre

November 9, 2018

Espacio LP
Sea F medible. Se define

Fp(E):{f : E—>R\/ f|p<oo,fmedible}
E

En FP, se define la relacidén f ~ g <= f = gctp. Al cuociente se le llama LP y resulta un
espacio de Bannach

Ejercicio 1

Sea f€LP(E) y e>0. Muestre que 3§ >0 tal que VAC E con m(A4) <J se tiene que

Auf<e

SoLUCION

I) Si f es acotada y no negativa

€
Existe M > 0 tal que 0 < f < M. Dado ¢ > 0, considere § = A Se tiene que si mA < 4,

entonces
/|f|§/M:M~mA<e
A A

IT) Para f >0 medible

Existe una sucesién de funciones acotadas tales que f, — f dadas por

Note que f, < fn41 < f. Por el Teorema de ocnvergencia mondtona se tiene que
tw [ go= [ 1
Asi, dado € >0, existe N € N tal que Vn > N,

Af—n<w

Ademas, note que fy es acotada y positiva, luego, por lo anterior, existe d >0 tal que mA<d =

JaJn <92



/A|f|Z/AfZ/Af—fN+/AfNSE/2+E/2=e

Ahora, recuerde que fT,f~ >0. Por lo anterior, dados ¢ >0,

III) feL!

361 > 0 tal que mA < 6; = fAf+<€/2
Jd2 >0 tal que mA<dy, = [, [~ <2

Asi, con 6 =min{d1,d2}, si mA < J, entonces

Jasi= [ st [ 1<
IV) ferLr

Si f e LP, entonces |f|” € L'. Luego Ve>0,36 >0, tal que mA<dé = [,|f]" <e.

Ejercicio 3

Demuestre que si f € LP(FE) y ¢ >0, entonces existe BC F de medida finita tal que

/ P <e
E\B

SoLUCION

Recuerde que

/ Kk :sup{/ ¢, psimple de soporte finito y ¢ < |f|p}
E E

Asi, dado € >0, existe ¢ de soporte finito (digamos B) tal que ¢ < |f|’ y

[ —p<e

Ahora, como |f[’—¢ >0y E\BCFE, entonces

/ IfIP —p<e
E\B

Ademéds, note que ¢ |E\B: 0, luego

/ |f|p=/ If\p—<p+/ @ <e
E\B E\B E\B

Ejercicio 4

Teorema de Riemann Lebesgue

Muestre que si f € L'(R), entonces lim [, f(z)-sen(nz) =0
n—oo

SoLucIin

Sea € >0. Como fé€ L'(R), entonces 37 € N tal que

[ i<
[=7,7]¢



Dendtese por K = [—7,7]. Como 0 <|f(x)||sen (nz)| <|f(z)|, entonces Vn € N,
[ 1f @)sen (na)| < s
K

Ahora, como f € L'(R), en particular f € L' (K), luego Jp simple tal que

/Klf—w|<€/3

y, como ¢ es simple, entonces IM >0 tal que |o| < M. Asi,

/Rf(m) sen (nx)| < /Kf(m) sen (nx) —|—' . f (z) sen (nzx)
< /Kf(x) sen (nx)| +¢/3
< | [ v@-rsentua|+| [ gsen )|+
< | [ r@ o+ | [ oventun) + 5
< /Kapsen (nx)| 4 2¢/3
< M‘R /K sen (na)| + 24/
— ()
Ahora, note que R [, sen (nz) = %2005 (1), luego
’R/Ksen(naj) S%

Asi, existe ng € N tal que Vn > ng, RfK sen (nsc)| < ¢/sm. Por lo tanto

lim [ f(x)sen(nx)=0

n—o0 R

Ejercicio 5
Muestre que si f € L'(R), entonces VteR, [, f= [;f(z+1)
I) f=xg, con FE medible.

Se tiene que [ f= [pxg=mE=m(E—t)= [ x5
Ahora, note que xg_t(z) =1 < xg(x+t)=1, por lo tanto

[t@=[xere)= [xe@ro= [ 1@+

n
II) Para [ simple, digamos f:ZaiXAm
i=1



Se tiene que

Af@+ﬂ

/Ri;aiXAi (x+1)
= iai/RXAi (x+1)
= ; [ @)

/Rf(x)

IIT) Para f >0 medible

Recuerde que
/f = sup{/go(x), ¢ simple de soporte finito y ¢(z) < f(x)}
R R
<

= sup{/cp(ert), ¢ simple de soporte finito y ¢ (z+1) f(x+t)}
R

4f@+w

IV) pPara f € L' (R)

|1 = [r@-[rw
L= [ 1@
Afu+w

OBSERVACIGN: TOMANDO g = f-Xxa, SE TIENE QUE

[o@=[o@+n

Luego

IXi

/f(:c+t)~x,4(m+t)
R

/f<x+t>~xA7t (2)
R

flx+1t)

A—t

CorOLARIO: S1 f ES T—PERIGDICA, ENTONCES

/ f@)=n (z)
[0,nT] [0,7]
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