Ayudantia 26 de octubre

October 25, 2018

Ejercicio 1

Sea h:[0,1] - R una funcidén medible y acotada. Sea ¢ :R — R definida por

_ h (z)
vt = /[071] 1+ thda:

a) Calcule lim ¢ <1>

n—o00 n
b) Demuestre que 1) es continua

SoLuCION
h () 1

ﬁ. Note que ﬁ
1+ () x 1+ <) T
n n

Ademéds, como h(z) es medible, entonces cada f,(x) es medible. Como h es acotada, existe M > 0
tal que Vz € [0,1], |h(x)] < M. Note que para z € [0,1],

Definase f,(z)= es continua en [0,1] y por lo tanto es medible.

! <1
1> =
1+(—-) =
n
Asi,
[fn (2)] < M
Es decir, las f, estan uniformemente acotadas en [0,1]. Por otro lado, note que

lim f, () = h(z)

n— oo

Asi, por el teorema de convergencia acotada,

lim fn (@) dav/[O 1]h(x)dyc

luego

b)

Sea t € R. Sea (t,) sucesién que converge t. Veremos que

lim 9 (t,) = 1 (1)

n—oo



T 15t
se tiene que para zx € [0,1],

Para eso, sean g, (:I:) Andlogamente al caso anterior, cada g, es medible. Y, de nuevo,

lgn (2)| < M

Es decir, son uniformemente acotadas. Por otra parte, sea

h
g R—>R:z— ﬂ
14+ 222
Note que g es continua, luego
) h(x)
g () =9(0) = 7707

Observando que para z € [0,1], ¢ (¢,) =g, (), se tiene que

Jim g, (2) = 5 T i2s

Asi, por el teorema de convergencia acotada

lim gn () = / ——— = (t)
n—00 f[0,1] 01 1+t

y como
se tiene que

Ejercicio 2

Demuestre que la integral / 2~%/* es finita.

[0,1]
SoLucION
1
La idea es tener en mente el teorema de convergencia mondtona. Describiremos f(x) para x € (W,—z]
n—+ n
y esto motivara la definicién de la sucesidén de simples (f%).
1
Note que #~/*=n <= r€(———, —]. Asi
1 1
fl@)=n"? <= z€(—y, ]
(n+ 1)2’ n2

Asi, definase, para cada k€N,

k
=" 1
n=1 (

— 5]

(n + 1)2 n2
Note que cada f; es medible. Ademas, fr11 > fx ¥ fx > 0. Finalmente, note que fy — f CTP #En 0
f no esta definida.
Por el teorema de convergencia mondtona,

lim fe = f

k=00 J10,1) [0,1]



Calculando jb]_j@ explicitamente, obtenemos una cota superior para f01]

Se tiene que
k 1 k
fe=>_ 0" m | (—— <2
/;J} 22; n—%l 2;: EE:

Por lo tanto

f—2Z

[0,1]
Ejercicio 3
1+2x
K
Sea f:[0,1] = R : z 5—z ©
n T € intervalos de largo 37"

Calcule f(x)

[0,1]
SorLucIin
IDEA

Para calcular /ﬁ f(z), separaremos la integral en la parte de Cantor y el resto, esto es,
[0,1]
[ oa=[t+] i
[0,1] K cNo,1

Recuerde que mK =0, luego si acotamos el argumento de la integral esta listo. En efecto, note
que

CALCULAMOS EL PRIMER SUMANDO:

1+ 2x
5—x

0§/f§/1mez()
K K

Construiremos una sucesidén de funciones f,, tales que f,, — f - Xk puntualmente y, con el teorema
de convergencia mondtona, se tendra que

<1

Asi,

CALCULAMOS EL SEGUNDO SUMANDO:

i [ o= [ Fowe= [ 7@
nree o, (0,1] ¢N[o.1]
Sea I, ; el k—ésimo intervalo ,de largo 37" , retirado durante la construccién de Cantor. Definase
2171
= J L
k=1

y, para cada n, sea

n
fn:Zi'XAi
=1



Note que cada f, es medible (es simple). Ademéds, note que f, — f-Xkxc puntualmente. Ademis, note
que fp4+1 > fn y, por ultimo, para cada m, f, > 0. Luego, por el teorema de convergencia mondtona,
se tiene la ec. (x)

Ahora calculamos explicitamente lim fn
n—oo [071]

Primero, note que para cada ¢ € N,

2171 21’71
mA; =Y m(Ix;) =Y 37 =2"1.3"
k=1 k=1

Por lo tanto, f=3
(0,1]
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