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Ejercicio 1

Sea f: ECR—R con F medible. Muestre que si f es mon otona entonces es medible.
IDEA

SPG, supondremos que f es creciente. Para a € R, consideramos el conjunto A:={x € E | f(z) < a}
y veremos que es medible.

SOLUCI “ON

Caso 1: A es no vacio y acotado superiormente

Caso 2: A es no vacio y no acotado superiormente

Caso 3: A es vacio (En este caso, A es trivialmente medible)
Caso 1:

Sea «a := supA. Hay dos posibilidades

i) a€ A. Veremos que A= (—o0,a|[|E (medible)

En efecto, si x € (—oo,oz}ﬂE, entonces r<a y x € E. Como f es creciente,

f@)<fla)<a Nz€FE

Por lo tanto, z € A. Por otro lado, si z € A, entonces z<a y z € F, es decir, z € (—o0,a](E
1) o« ¢ A. Veremos que A= (—oc0,a)FE
En efecto, si x € (—oo,a)ﬂE, entonces x <« y x € E. Ahora, como a = supA, entonces

Ve>0,3 €A, a—e<f<a

a—x
Note que la ultima desigualdad es estricta porque o ¢ A. Asi, para €= 5 la desigualdad anterior
queda

a—+x
2

<fB<a

Como a = supA, entonces lo anterior (junto con que S € A) implica que

r<f<a

Aplicando f se concluye que € A. Por otro lado, si «# € A, entonces =z < supA = ay z € FE.
Con eso se concluye.

Caso 2: Veremos que A =F (medible)

En efecto, si A\ F # (), entonces sea vz € E\ A, esto es, z € E y f(x) > a. Ahora, note que si
existiese un y € A con y > x, entonces se tendria que f(y) > f(x) > a (contradiccién). Luego,
Vy e A, y <z (Contradiccidén: esto dice que z es cota superior de A).

Asi, AN\E=0y como ACFE, entonces A=F.



Ejercicio 2

Sea f: E C R — R medible con F medible. Sea A = {BCR| f*(B) medible }. Muestre que A es
o—algebra.

SoLucIaN

i) Re A. Directo pues f*(R)=F

i1) A es cerrado bajo complementos:

Sea B€ A. Se tiene que f*(B) es medible y luego (f*(B))° es medible. Veremos que f*(B¢) = (f*(B))°

En efecto,

z€(f*(B)" <= ax¢f(B)
— [fl(x)¢B
<~ f(z) € B°
<~ ze€ f*(B°

1i1) A es cerrado bajo uniones numerables

Para i € N, sean B; € A. Note que para cada i € N, f*(B;) es medible. Luego U f*(B;) es medible.
€N
Veremos que U f (B)=f* (U Bi> , lo que implicarad que UBi € A.
€N €N €N

En efecto,

!

ze ] (B)

€N

JdjeN, ze f*(B))

< JjeN, f(z) € B,
€N
1€EN

Ejercicio 3

Sean D,E conjunto medible. Sea f:D|JE — R. Muestre que f medible <= f|p A f|g medibles
SorucIdn
= : Veremos que para a €R, (f|p)"(a,00) v (f |g)" (a,00) son medibles.

En efecto, note que como f es medible, f*(a,00) es medible. Ademas,

(f Ip)" (a,00) = f*(a,00)[|D (medible)

(f |g)" (a,00) = f* (a,oo)ﬂE (medible)

<= : Veremos que para a € R, f*(a,00) es medible.

Para eso, veremos que f*(a,00) = (f|p)" (a,o0) U(f |£)" (a,00)

En efecto, se tiene que

x € f*(a,00) <= xEDUE/\f(x)>a
< ze€D A f(r)>a V z€E AN f(z)>a
—

z € (f Ip)" (a,00) | (f )" (a,00)



Ejercicio 4

Sea {fi};cy una familia de funciones medible con dominio comin E. Muestre que F'(x):=supf;(x) y
€N
G(z) = mIgfz (z) son medibles.
1€

SoLUCION

Para ver que F es medible, veremos que el conjunto {z € F | F(z) < a} es intersecci’on numerable de
medible.

Primero, note que como cada f; es medible, entonces para cada i €N, {r € E| f; < a} es medible. Ahora,
note que

zre€{z€eE|F(x)<a} <= F(z)<a
— VieN, fi(z)<a
= xeﬂ{x6E|fi(z)§a}

N
An-alogamente, G es medible porque

ze€{z€eE|G(x)>a} <= G(z)>a
— VieN, fi(z)>a
—

re{zeB|fil@)>a}
N

COROLARIO: SI f ES MEDIBLE, ENTONCES LAS SIGUIENTES SON MEDIBLES
[fl = maz{f,—f}

ff o= maz{f,0}
f= = mazx{-f,0}

Ejercicio 5

Sea (f,) sucesi’on de funciones medibles con dominio com un E. Muestre que si f, — f puntualmente
CTP, entonces f es medible

SOLUCI “ON

Sea D el conjunto en el cual la suc. no converge. Note que

ze{zeE|f(x)<a} <= f(z)<a
— (FeN,Vn>i fo(x)<a) V(ze{xzeD]|f(z)<a})

= [(JieNze( {z€E|fa@)<a}| V(ze{zeD]|f(x)<a})

n>i

= |zeN{zcElfa@) <a}| |J{zeD|f(x)<a}

iENn>i

Como U ﬂ,{x € E| fn(x) <a} es medible y {x € D| f(z) < a} tiene medida nula, se concluye.
1€Nn>q



Ejercicio 6

Sea ¢g: F — R medible. Considere f:FE — R. Muestre que si f =g CTP, entonces f es medible.

SoLUCION

Sea a € R. Note que

ze{reE|f(z)>at <= g(@)>aV f(z)#g(z)
 wzefzeElg(@)>a Vaele|f(r)#g(@)}

Y como x € {xr € E|g(x)>a} es medible y z € {z| f(z) # g(z)} tiene medida nula, se concluye.
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