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October 9, 2018

Ejercicio 1 (Conjunto no medible)

Considere E C [0,1]. Definase, en FE, la relacién de equivalencia
a~b <= a—-beqQ

Dendtese por Cg al conjunto formado al tomar sbélo un elemento de cada clase. Muestre que Cg es
no medible. La idea es usar el siguiente lema:

Lema: Sea E un conjunto acotado y medible de nimeros reales. Suponga que existe un conjunto de
reales A tal que

i) A es acotado

7i) A es infinito numerable

iii) La coleccién {A+ E},_, es disjunto
Entonces se tiene que m(E) =0
DEMOSTRACION

Por contradiccidn: suponga que mE > 0.

Por la aditividad numerable,

m

=Y m(\+E)

AEA

(LHA+B>

AEA

Note que como E y A son acotados, entonces el conjunto U (A+ F) es acotado, de donde el lado izquierdo

AEA
de arriba es finito. Ahora, recuerde que m(A+ E)=m(E) > 0. Pero, como A es infinito numerable,

pero el lado derecho debe ser finito, entonces mE =0

0BS: Que la diferencia entre dos puntos en Cp no sea racional se puede escribir como: para cualquier
conjunto A CQ, {A+Cg} ., es disjunta.

Ejercicio 2

Muestre que si m* A =0, entonces mx(A|JB)=m=*B y m*(AB)=0
SoLucIin

Para el primero: Note que B C A(JB. Por monotonia,

m*Bgm*(AUB)

Por otro lado, por la subaditividad

m*(AUB) <mxA+m*xB=m=xDB



Luego
m * (AUB) =mxB
Para el segundo: Note que A[)B C A, luego por monotonia

m x (fl(}l?) <m+xA=0
Luego m* (A(B) =0

Ejercicio 3

Demuestre que la medida externa es invariante bajo traslaciones
IDEA

Notacién: A+y={a+y|ac A}

Mostraremos que m* (A+y) < mx A < m=# (A+y). Usaremos un cubrimiento de A para obtener uno
de A+y

SoLuUCION

Dado € > (0, existe intervalos I; tales que UIi DAy como mxA es un infimo,
€N

Zl y<mxA+e

Defina I, = I; +y. Note que l([g) =1(I;) y que UIi D A+y. Luego
N

*(A+y) SZ Zl )<mxA+e
N

De donde
*(A+y)<mxA

Analogamente, podemos partir del conjunto A+y y restar y para obtener A, de donde

mxA=mx(A+y)

Funciones Medibles
Ejercicio 4

Sea f : E — R, con E medible. Muestre que f es medible sss para cada abierto O, el conjunto
f*(O) es medible.

SorucIdn

<= : En este caso, se tiene que para cada ¢ €R, f*(c,00) es medible, luego f es medible.

= : Sea O abierto. Podemos escribir O como unién numerable de intervalos abiertos y acotados
{Ix};2, donde cada I se puede expresar como Bj()Aj, con By = (—o0,by) vy Ay = (ax,0) (se deja

como ejercicio). Ahora, como f es medible, entonces para cada k, f*(By) y f*(Ax) son medibles.
Como el conjunto de medible forma una o—&algebra, entonces f*(0) es medible, pues

U B[4 | =
k=1

oo

U (Br) ()£ (Ax)




Ejercicio 5

Recuerde que si f:E — R es medible, entonces Ja € R tal que {x € E : f(x) = a} es medible.
Muestre que el reciproco no es cierto.

IDEA

SorucIdn

Sea P un no medible en [0,1]. Sea f:[0,1] >R : z— z-xp(x)—x-xpe (x). Note que f es inyectiva,
luego VYa € R,383, f*(a)={B} , es decir, se cumple que {z € F : f(z) = a} es medible. Pero f*(R")=
P, que no es medible y luego f no es medible (Por el ejercicio anterior)

Ejercicio 6

Sea D C R un denso. Sea f:R — R tal que Va € D, {z €R : f(z) > a} es medible. Muestre que f
es medible

IDEA

Mostraremos que para cada a € R, el conjunto {# € R: f(x) > a} es medible. Para eso, tomaremos
una sucesién de puntos de D que convergan al punto a

SoLucIAON
Sea a € R. Como D es denso en R, existe una sucesidn creciente (a,) tal que lim «;, =a.
n—oo

Dendtese por E, ={x € R : f(x) > a,}. Veamos que cada FE, es medible y que ﬂ E,={x€R: f(x)>a}.
neN

En efecto, como f es medible, cada FE, es medible. Ahora, note que como (an) es creciente, entonces
E,.1CFE,. Asi, z¢€ mEn@VnEN,f(x)>an<:>f(x)2a. Asi,
neN

mEn:{xeR:f(x)Za}.

neN

y se concluye.

Ejercicio 7

Sean f,g funciones medibles en F que son finitas ctp. Muestre que f+ ¢ es medible.
SorucIdn

Sea z € E. Note que f(z)+g(x)<c < f(x)<c—g(x) <= Fqe€Q: f(r)<g<c—g(z). Luego

reB|f@+g@<ct=|J)(freBlg@ <c-ag(V{z€E|f(x) <a})

q€Q

Asi, {xr € E| f(z)+g(x) <c} es medible. Por lo tanto, f+ g es medible.
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