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Prefacio

Esta coleccion de ejercicios tiene como objetivo basico servir de com-
plemento a la asignatura de Ecuaciones Diferenciales para alumnos de Ma-
tematicas de segundo curso en el vigente plan de estudios de la Facultad de
Ciencias de Zaragoza.

Puesto que es una asignatura cuatrimestral de caracter introductorio, se
insiste especialmente en los métodos elementales de integracion , en los sis-
temas y ecuaciones lineales, en los aspectos relacionados con la existencia,
unicidad y prolongacion de soluciones y, como no, se hace una breve intro-
duccién a la teoria cualitativa ya que este topico se estudia en detalle en otro
curso posterior. Posiblemente los ejercicios mas dificultosos para los alumnos
resulten los relativos a la existencia, unicidad y prolongacién de soluciones,
pero creemos que su resolucion ayuda a profundizar y analizar con rigor los
teoremas basicos de la teoria de EDOs y, en nuestra opinién, este aspecto es
esencial en la formacién matemaética.

Se han incluido solamente los enunciados de los ejercicios con la idea de
que aquellos que no se resuelvan en clase sirvan como material para el trabajo
individual del alumno.

El autor quiere manifestar, en primer lugar, su sincero agradecimiento a
los alumnos de los ultimos cursos por sus observaciones y sugerencias que
han motivado la revisiéon y mejora de la colecciéon. En segundo lugar a los
companeros del Departamento, en particular a Leandro Moral, por ayuda y
colaboracién en la elaboracion del material.



Capitulo 1

METODOS ELEMENTALES
DE INTEGRACION

1.1. Ecuaciones de variables separables

1) Calcula, por separacién de variables, la solucién general de las siguien-
tes ecuaciones de primer orden. Ademads, en caso de dar condiciones iniciales,
determina las soluciones de los problemas de valor inicial (PVI) asi como su
intervalo maximal de definicién.

dy 22+1
... - = -3)=4 —3)=-2
) i =2 2y y(=3) =4,  y(-3)
dy x
2) - = —— 1)=2
3) dy  3x+3uy?
........... i oy
1) dy  [2? + x?y?
........... i\ e
dy  x+ xy?
53 - = 1) =0.
) T Iy y(1)



§) e —3y cot(z), y(m/2) = 2.
T Zi = —i‘zzi y(m/4) = /4.
d
8) .. di:_fwghﬁ'
2
). ZZ:—Z:E%, y(2) = 1.
10). 0. dy _ (42 =3)(x=2)

de (22 +2x—3)(y—2)
dr  senf + e*" senf

11)........... — = 2) = 0.
) do 3er + e cosf r(r/2) =0

2) La ecuacién
dy 4y —a*
dv — dzy
no es separable. Comprueba que la transformacién y — v dada por y = vz
convierte la ecuacién anterior en otra de variables separables. Resuelve la

nueva ecuacién y calcula la solucién general de la ecuacién original.

3) Una ecuacién de la forma

dy y f(zy)
dv — x g(zy)’

no es separable. Sin embargo comprueba que la transformacién y — v dada
por y = v/x convierte la ecuacién anterior en otra separable. Aplica esta
técnica para calcular la solucion general de las siguientes ecuaciones:

dy y—ay? dy 1—ay+ 2%y
dr x4+ x2y’ de 22 —a3y




1.2. Problemas de ecuaciones homogéneas

1) Calcula la solucién general de las siguientes ecuaciones homogéneas.
En el caso de dar condiciones iniciales calcula la solucién particular y su
intervalo maximal de definicién

d 2 2 _ .2
. V=T
dx xy
2) dy 3wy +2y°
........... e T
dy xy—3(a? +y?) arctan(y/x)
)i = = :
dx x?
dy ysen(y/z)+x
). = = :
dx zsen(y/z)
dy y+2xexp(—y/x)
5) it = = :
dx x
dy 3z +2y
6). oo, — = 1) =2.
) o ()
dy V2?+y?
0 PP - =
dz x
dy a3 +y°
)i — = 1)=1

2) Calcula la solucién general de las siguientes ecuaciones reducibles a
homogéneas.

1) dy zx+y+4 %) dy z+y—1
""" dr  x—y—6 U de x4+ 4y 42
3) dy r+y+4 4) dy 2x+3y—1
""" dr  x+y—6 U de 4dx+6y




3) Haciendo un cambio y — u del tipo u = y/x™ con exponente n ade-
cuado calcula la solucion general de las siguientes ecuaciones

dy_l—ng @_y—ny
dr 222y ’ dr x4+ 2%y’
dy 2+ 3xy? dy 1—2xy— 2%y — 22°y* — 3u'y?
dr  4a?y dr 22(1 4 x)(1 + ya?) '

1.3. Ecuaciones lineales

1) Describe el conjunto de soluciones de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales lineales

dy 1
) — =
) dz ($_1>y+x
d 2
2) d—i + (logx)y = logx <x + (log {E)Q)
dy
3) — 4+ 2y=3
) :de+ 4
4). Y =2y+a2*+5
dy
........... 1 ) — Ty=
5) ( +6)dx+€ y=0
dy
........... 1—a%) = =32
6) ( I)dx 3z°y
d
)i d—i + cot(z)y = 2cosx
d
8) i xd—i—i-ély:x?’—x
4] P (1 —cosz) dy+ (2y senx — tanzx) dz =0
10). .ot ydr+ (xy+2x—ye¥)dy=0
dy _ .3 2
)., (:c—l)d——l—(x—l—l)y—a; +32° — 2z
x



3 dy

12) DU v + (2 - 32Y)y =2*

13). it ylmydr+ (r —lny)dy =0

14). .o Zi%—cotxy:5ec°”

J15) U dr + (2r cot 6 +sen(20)) df =0
16)...cooin. .. y(1+y?) dz =2(1 — 2xy?) dy

17) i, (1+seny) de = [2ycosy — x(secy + tany)] dy

1.4. Ecuaciones diferenciales exactas

1) Escribe cada una de las siguientes ecuaciones en la forma P(z,y)dz +

Q(z,

y)dy = 0, comprueba su exactitud y resuelve aquellas que sean exactas.
dy  x—y?

........... T

........... 2xyy =x* — 9>
dy @

........... iy

dy x—ycosz

dr  senz+y

........... (ye™® —senz)dx — (e”* + 2y)dy = 0.
........... (x2 + y) dx + (log x + 2y)dy = 0.
x
dy _yly—e’)
........... i

........... (z* 4+ z)dy + (2zy + 1+ 2cosz)dxr = 0.

........... (xy/22 + 3% — y)dx + (y\/2? + y? — x)dy = 0.

........... (42°y® + 1/x)dz + (3z*y* — 1/y)dy = 0.



2) Resuelve las siguientes ecuaciones con las condiciones iniciales indica-
das y determina su intervalo maximal de definicién

dy  y?>—22
| P — == y(l)=2.
de 2y —2uxy
dy 2x —seny
2) = =—" 2) = 0.
) dx T CosyY y(2) =0
)i 2rydr + (2* + 1)dy =0, y(1) = —3.
)i, (2% + 2y )y + 2xy + 2y%e* =0, y(1) = 1.
dy sen(2x)—tany
5) i —= = (22) . y(m) =mn/4.

dx x sec?(y)

3) Para cada una de las ecuaciones siguientes, obtener un factor integrante
de la forma indicada y resolverlas

| P (x — 2% — y*)dx + ydy = 0, p= p(x? +y?).

2) (2y — 3x)dzx + xdy = 0, = pu(x).

)i (32% + y*)dx — 2zydy = 0, = p(x).

R (zvy — 2y*)dx — (2* — 3xy)dy = 0, p=xy°.
D) (4ay + 3y*)dx + (22° + Say?)dy = 0, p= "y’

6). e (8y + 42yt dx + (8 + 52°y*)dy = 0, =z’
T)euiai, (y + 23y + 22%)dx + (z + day* + 8y®)dy = 0, = p(zy).




4) Dada la ecuacién diferencial P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, donde Py @
son funciones homogéneas del mismo grado,

= Prueba que pu = m es un factor integrante de dicha ecuacion
Z Y

supuesto xP(x,y) + yQ(z,y) Z 0.
= Estudia el caso xP + y@ = 0.
= Aplica el ejercicio anterior a la resolucién de las ecuaciones
1) yde+ (2% — 2y —y?)dy =0,

2) (z* + y*)dx — xy3dy = 0.

5) Dada la ecuacién
Pdr + Qdy = yfi(zy)dz + z fo(zy)dy = 0
con P —yQ = zy(fi(zy) — folzy)) # 0,

= Prueba que es un factor integrante en el conjunto apropia-

do.

1
(zP —yQ)
= Aplica el ejercicio anterior a la resolucion de las ecuaciones
1) y(2*y? +2)dz + 2(2 — 22%y*)dy = 0,

2)  yQry+ 1)dr + x(1 + 2zy — 23y3)dy = 0.

Algunos tipos de factores integrantes



Condicién sobre la ED Factor Integrante

Bﬁészg@g pu(z) = exp ([ g) ()
PZ;fQ“=:—gQD uly) = exp ([ 9) (y)
fzii?:g@+y) wz+y) =exp(fg)(+y)
}zlékzg@—y) wz —y) =exp(fg)(x—y)
;Z;:ff;)::g(xy) p(zy) = exp ([ g) (zy)

Py_Qa: 2 2 2 2 2 2
W:g(m +y%) p(z® +y?) = exp ((1/2) [ g9) (z° + y°)
ﬁf_fzpzfg—Qm plz,y) =" y™

6) Calcula la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales
buscando un factor integrante adecuado para cada ejercicio

1) x dr + (y + 4y22% + 4y°) dy = 0.
2) (x4 2* +22%° + y") de +y dy = 0

3) (:cy +4/1— x2y2) dor + 2% dy =0

Y 1
4 o —2 42 de+ | —+2yx+1)| dy=0.
) @ pr P ) <x+y y( )) Y
5) (tany — tan®y cosx) dr — wsec’y dy = 0.
6) xy +ylogx =ylogy + y.

7) Prueba que si gy v son dos factores integrantes independientes de
Pdx + qdy = 0 entonces su solucién general es p = cv. Ilustra el resultado
calculando dos factores integrantes de xdy — ydz = 0.

10



8) Prueba que si la ecuacién Pdx + Qdy = 0 es exacta y homogénea su
solucién general es Pr + Qy = c. aplica el resultado a la ecuacién (z? +

y3)dz + 2zydy = 0.

1.5. Ecuaciones de tipo Bernoulli

1) Calcula la solucién general de las siguientes ecuaciones de Bernoulli

)
2)

3

[SATEEN

)
)
)
6)
7)
8)

y —y=uzy

Y + 2zy +ayt =0

Y+ ;y = ;(1 —2z)y’

v +y =y*(cosx —senx)
vy =y +ay’(1 +log )
xy +y =23y’

dr «x
— —Z+a2%cosy=0
dy y

Y2+ (zy —2®)y =0

1.6. Campos de pendientes de ecuaciones di-

ferenciales

1) Dado el siguiente campo de pendientes de una ecuacién diferencial

11



dibuja aproximadamente algunas curvas solucién de dicha ecuacion

2) Usando el campo de pendientes de la ecuacién diferencial, haz un
esbozo del espacio de fases de las siguientes ecuaciones

1) v=y -y
2) Y =ycosy
3) Y = y4_z§2+4
4) y' =y seny
5) y = sen y
y

3) El campo de pendientes de la ecuacién diferencial iy = 2% + y? para
r€[-2,2,y€[-1,1] es

12



= Dibuja algunas curvas integrales de dicho campo.

» Prueba que si y(z) es solucion definida en [0,a), —y(z) también es
solucién en x € (—a,0] y por tanto las curvas solucién son simétricas
respecto al origen.

» Prueba que toda solucién y(x) explota en tiempo finito, es decir existe
0 <7< 400 tal que
Iim |y(x)| = +o0

T—T

4) El campo de pendientes de la ecuaciéon homogénea y' = 1+ (y/z) para
z € [0,2],y € [—1,1] tiene la forma

13



Esboza algunas curvas solucién. Resuelve la ecuacién por métodos analiti-
cos y compara con el comportamiento geométrico.

1.7. Trayectorias ortogonales a una familia de
curvas

1) Halla la familia de curvas ortogonal a la familia de circulos con centro
en el eje OX y que pasan por el origen.

2) Halla las trayectorias ortogonales a la familia de circulos que pasan por
los puntos (1,9) y (0, —1).

3) Calcula las trayectorias ortogonales a las siguientes familias de curvas

14



4) Prueba que las trayectorias ortogonales a una familia de curvas dada
en las coordenadas polares p y 6 por la ecuacién diferencial

dp
— = 0
verifica la ecuacién
o _ 1"
a8~ " 1(p.6)

5) Calcula las trayectorias ortogonales a las siguientes familias de curvas

C

1) pZQC Sen9 2) p:m

3) p=C(sech+ tanb)

6) La familia de curvas que forma un dngulo « con otra familia I dada
por f(z,y,y’) = 0 verifica

Yy — tan a
i
f(x,y, <1+y/ tana))

Calcula la familia de curvas que forma un angulo de 45 grados con la familia
de circulos de centro el origen.

7) Calcula la familia de curvas que forma un dngulo de 45 grados con la
familia de circunferencias cuyo centro esta situado en la bisectriz del primer
cuadrante y pasan por el origen.

15



Capitulo 2

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES Y ECUACIONES
DE ORDEN SUPERIOR

2.1. Sistemas lineales con coeficientes cons-
tantes

1) Calcula la solucién general de los siguientes sistemas diferenciales li-
neales:

—8et

3 1 1
R Y N L Y )
COS 4 4 0

—8et
2 2 0 —10 5 4
x = 3 7T =5 |x, x =|-17 9 7|x,

—-11 5 5

10 =3 0 1 0 1

x = [18 =5 0|x, xX=1-3 2 3|x,
9 -3 1 -2 0 4
-2 1 1 13 -7 5

x = -9 4 3|x, x' =128 —14 9 |x,
-5 1 4 12 -6 4

16



1 5 5 5 1 1
x = 15 9 15 |x, xX=1-3 9 3|x,
10 10 4 11 7
¥ =1 0 1|x x=|6 -4 4 +1p2 2|,
0 0 1 4 -4 5 =\
0 V3 =3 1 6 0 3
xX = | =3 0 V3 x4+ | -1, xX=-2 8 5|x,
V3 —V3 0 1 -1 1 7

a)

3) Calcular las soluciones generales de los siguientes sistemas lineales con
coeficientes constantes
x' = Ax + b(t),

17



donde la matriz A € IR*** y la funcién vectorial b : IR — IR?* estéan dados
respectivamente por:

1-1)
1 1 1 0 ta1
11 0 1 t—1
A=y o 1 1| PO 9
0 0 -1 1 1
1-2)
0 1 1 0 1
1 2 2 2 0
A= 0o 0 o 1l b(t) = e+cost ]
0 0 —1 0 1
1-3)
1 1 0 2 3
11 3 2 o0 a2
A= 1 1 5 o PO=ey
2 0 -2 2 0
1-4)
30 11
0 3 1 1 0
A=l 1 39| b 1
1 1 0 3 1
1-5)
3 -1 0 0 t+1
111 - |
A=lg ¢ 3 1| bl)=e 0
0 0 1 1 1
1-6)
21 0 0 1
o 6 -3 -2 .l oo
A=lg 4 1 o PO=eT]
0 10 -5 -3 —1
1-7)
0 2 3 -3 1
1 8 -1 -5 0
A— 0 _2 3 1 ) b(t)_ €4t
1 4 -1 -1 0

18



1-8)

0o -2 0 -1 0
1 0 0 O —1
A= o 1 0 0|’ b<t> N 0
0O 0 1 0 1
1-9)
-1 -2 -1 0 sent + cost
0 0 1 0 0
A= 0o -1 -2 0 |’ b(t) = 0
0 1 1 -1 —sent + cost

4) Resuelve el siguiente sistema lineal homogéneo

3 1 1 0
J_|-1to0 0]
2 10 0 |™
-1 0 1 -1

y encuentra los subespacios bidimensionales S C IR* invariantes por el flujo
del espacio fasico, es decir tales que si x(ty) € S para algun ¢, entonces
x(t) € S para todo t € R.

5) Dada la ecuacién lineal
Y (z) = —ay(x) + q(x), (1)

donde a > 0 es constante y ¢ es una funcién continua en [0, 400) tal que

existe
lim ¢(x) =b.

T——+00

Probar que para toda condicién inicial y(0) = yp, la tinica solucién de (1)
definida para todo x > 0 verifica

lim y(z) = b (2)

T—+00 a

19



6) Dado el sistema lineal X’ = Ax , con

0 2 0 0
-2 0 0 0
A= 0 0 0 V2
0 0 —V/2 0

i) ;Cuéntas soluciones periddicas linealmente independientes tiene ?

ii) ¢{Son periddicas todas las soluciones ?

7) Dados los vectores de IR?
u; = (17 1a O)T7 uz = (Oa 1a 1)T7 uz = (1a 1a 1)T7

(a) Determinar A € IR**3 tal que las soluciones ¢(t) del sistema lineal
homogéneo de coeficientes constantes x’ = Ax satisfagan:

(i) Si ¢(0) € IR? se encuentra en el subespacio engendrado por u; y u,
entonces existe
lim t
[t|—~4o0 gp( )
(ii) Si ¢(0) = uz entonces existe

lim  exp(—2t)p(t).

|t| =00

(b) Calcula una solucién particular del sistema lineal

= Ax+ (13t 1)7.

8) Sea ¢ la solucion de la ecuacién diferencial de orden n con coeficientes

constantes
™+ a, 2™+ 4 aer = 0,
que verifica las condiciones iniciales
£(0) =2'(0) = ... =2 20) =0, 2" Y(0)=1.

Demostrar que ¢, ¢, ..., " D es un sistema fundamental de soluciones de
dicha ecuacién. ; Puede deducirse de lo anterior que toda ecuacién de orden
n con coeficientes constantes tiene una matriz fundamental simétrica?

20



9) Resuelve el sistema x'(t) = Ax(t) + b(t) siendo

1 -2 -2 -1 0 —1
10 3 0 -1 gl 1 0
A= 1 1 4 E b(t) =e 1 +1 1
1 1 1 4 0 0

10) Resuelve el sistema x'(t) = Ax(t) + b(t) siendo

-1 -1 O 0 0

I O S T o

A=l 0 2 o | PO=T

1 0 0 -2 1

11) Resuelve el sistema x'(t) = Ax(t) + b(t) siendo

o 0 2 4 2 1
-1 =2 0 =2 a2 1
A= L 0 -2 92 | b(t)=e 0o |t 2
-1 0 -1 -4 —1 —1

2.2. Sistemas y ecuaciones lineales con coefi-
cientes variables

1) (a) Resolver la ecuacién diferencial
ML= 2)y/(8) + (262 — Dy(t) = ¢,

analizando separadamente los casos [t| < 1y [t| > 1.

(b) Discutir la existencia y unicidad de solucién del problema de valor inicial
de la ecuacién anterior junto a la condicién inicial y(ty) = yo, segin los
valores de tg, yo. ;, Qué condiciones deben imponerse sobre tg, 1y para que el
correspondiente PVI admita solucién global y € C1(IR).

21



2) Sea el sistema lineal y’ = A(t)y donde A(t) es continua en un intervalo
J de R y verifica A*(t) = —A(t), (A* = AT). Probar que si una matriz
fundamental es unitaria para un punto de J lo es para todo punto de J.

3) Determinar la solucién general del sistema

{x’ =3t — 1)z — (1 —t)y + texp(t?)
Y =—(t+2)z+ (t —2)y — exp(t?)

sabiendo que el sistema homogéneo tiene una solucién de la forma

4) Sea la ecuacién lineal homogénea de segundo orden con coeficientes
variables
L(z) = ag(t) 2" + a1(t) ' + aq(t) x =0, (1)

donde ay(t) # 0,t € J,a;(t) € C(J), J intervalo de IR y supongamos que
©(t) es una solucién de (1) tal que ¢(t) # 0 en J. Verificar que el cambio
x — y dado por x = y(t), permite reducir la resolucién de la ecuacién (1)
a otra de primer orden mas una cuadratura. Calcular una segunda solucién
de (1) linealmente independiente de ¢(t).

5) Sabiendo que la ecuacién (2 — 1)a” — 2tz’ + 2x = 0 tiene la solucién
z(t) = t* + 1. Hallar su solucién general.

6) Calcular la solucién general de (sen?t) y” — 2sent cost y' + (1 +
cos®t) y = 0, sabiendo que la razén de dos soluciones independientes es .

22



7) Calcular la solucién general de t* y" —t(t +2) v + (t +2) y = 0,
sabiendo que tiene dos soluciones particulares cuyo cociente es e’.

8) Dada la ecuacién de segundo orden y” — t~1y' + f(t)y = 0. Hallar f
de tal manera que existan dos soluciones tales que una sea el cuadrado de la
otra.

9) Calcular la solucién general de la ecuacién

t*a” — 2 =t* €. (1)

2.3. Sistemas lineales con coeficientes periédi-
cos (Teoria de Floquet)

1) Probar que si A es un multiplicador asociado a un sistema lineal con
coeficientes periddicos de periodo 7, existe un exponente caracteristico u tal
que exp(Tp) = A y reciprocamente.

2) Probar que si A es un multiplicador real del sistema 7-periédico y' =
A (t)y existe al menos una solucién ¢(t) tal que o(t + 7) = Ap(t).

3) Sea Y(t) matriz fundamental unidad de y' = A(t)y donde A(t) es
T—periddica. Probar que existen n — r soluciones periddicas linealmente in-
dependientes si y solo si rang (Y(7) —I) =r.

23



4) Dado el sistema lineal

, ( 3sen’t — 1 3sent cost+1>
= x (1)

3sent cost — 1 3cos?t—1

» i) Sin integrar, probar que existe al menos una solucién no acotada
para t — 400.

= ii) Sabiendo que (1) tiene la solucién particular x(¢) = e* (sent, cost)”
resolver explicitamente el sistema.

5) Dado el sistema lineal

<:17'> B <—1 —cost 0 ) (a:)

v ) cost -1) \y

escribir la solucién general en la forma de Floquet. ;Cuales son los multipli-
cadores y los exponentes caracteristicos 7.

6) Se considera el sistema lineal con coeficientes periddicos

1 1
x'=(1+4cost)| 0 2
0 0

w = O
»
—~
[S—
~

» i) Calcular los multiplicadores asociados al sistema (1).

= ii) Determinar las matrices Q(t) y @ de la descomposicién de Floquet
O(t) = Qt) exp(tQ), donde ®(t) es matriz fundamental de (1), @ es
constante y €)(t) es 2r—periddica.

= iii) Estudiar la existencia de soluciones periddicas.
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7) Sea (t) una funcién real continua y w-periddica.
Probar que

O(t) = /Otgo(s)ds

se puede expresar en la forma ®(t) = U(t) + at, donde W () es w-periddica y
« es constante.

Aplicar el apartado anterior para dar una matriz fundamental del sistema
lineal

X' = p(t)Ax (1)

donde A es una matriz constante y ¢(t) es continua y w-periédica. Expresar
dicha matriz fundamental en la forma de Floquet. ; Calcular los exponentes
caracteristicos?

8) Sea x' = f(x) sistema no lineal auténomo que tiene la solucién parti-
cular x = p(t) € C*(J) con J intervalo de TR .

Probar que ¢'(t) verifica la ecuacién variacional respecto a la solucién
o(t).

Suponiendo que ¢(t) es periédica de periodo 7. Probar que la ecuacién
variacional tiene al menos un multiplicador unidad.

9) Sea la ecuacién
"+ (2* +2” - 12’ + 2 =0. (1)

Sabiendo que tiene la solucion periddica & = sent escribir el sistema variacio-
nal correspondiente a esta solucién periédica y calcular sus multiplicadores.

10) Hallar la solucién general del sistema

,_<sent sen2t)
*~ VLo cost )

y con la correspondiente matriz fundamental X(¢), obtener una descomposi-
cién de la forma X (t) = Q(t) exp(tQ) con ) constante y €2 periddica.
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11) Las mismas cuestiones que en el ejercicio anterior para las sistemas

de ecuaciones ) 0
, -
x* = (sent —1)X (1)

;  (—1+cost 0>
X_( cost 1 )* (2)

12) Consideremos la ecuacién de segundo orden
"+ a1 (t)r’ + ax(t)r =0 (1)

donde ay(t) y as(t) son continuas en R y periddicas de periodo w. Sean
©1(t), p2(t) soluciones de (1) tales que

p1(0) =1, ¢1(0) =0,  ©:(0) =0, ¥5(0)=1

Escribir la ecuacién de segundo orden (1) como sistema de primer orden
y probar que los multiplicadores son las raices de

M—a\+3=0

donde "
a = ¢1(w) + ph(w), 0 = exp (—/0 al(t)dt)

Se considera ahora a; = 0. Probar que si |a| < 2 los multiplicadores son
complejos conjugados de modulo 1 y todas las soluciones estan uniformemen-
te acotadas en R.

Con las mismas hip6tesis de 2). Probar que si |a| > 2 ninguna solucién
de la ecuacién puede estar uniformemente acotada en toda la recta real.

13) Sea el sistema periédico bidimensional

,_( sen?t sentcost—i—l) (1)
Y = \sentcost — 1 cos?t Y

Sabiendo que y(t) = (cost, —sent)’ es solucién de (1), calcular una segunda
solucién independiente.
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Escribir la matriz fundamental Y (¢) obtenida con las dos soluciones ante-
riores en la forma de Floquet. Verificar que la matriz C tal que Y(7) = Y(0)C,
no se puede poner en la forma

C = exp(rQ),
con Q real, pero en cambio C? si puede escribirse en la forma
C? = exp(21Q),

con Q real.

14) Sea el sistema lineal
x' = A(t)x + b(t), (1)
donde A € C(R,IR™ ™), b € C(IR,IR™) y T—periddicas es decir
At)y=A(t+ ), b(t)=b(t+7), VteR

Sea ®(t) matriz fundamental de (1) en ¢t = 0.
Probar que (1) tiene una solucién 7—periédica si y solo si la aplicacién
T:R™— R™
T(y) =@(r)y +n (2)
donde .
7= /0 O(7) L (s)b(s)ds

tiene un punto fijo.

Como consecuencia del apartado anterior, véase que si ®(7) no tiene un
valor propio unidad el sistema (1) tiene una solucién 7—periddica.

Sea el caso particular A(t) = A constante y supongamos que dicha matriz
no tiene autovalores imaginarios puros. Entonces x' = Ax + b(t) tiene una
Unica solucién periddica.

Sea &(t) = x(t;0,y) solucién de (1). Véase que para k = 1,2.. ..

§((k+1)7) = &(T)E(kT) + 1 (3)
y por tanto
§((k+ 1)) = & (r)y + > (r)n (4)
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Véase que si existe z € IR™ tal que
72/ ®(1) =27, z'n#0

la solucién £(t) es no acotada. Como consecuencia de este resultado probar
que (1) tiene una solucién periddica si y solo si tiene una solucién uniforme-
mente acotada.

2.4. Sistemas lineales matriciales

1) Probar que si B conmuta con A,
» B conmuta con exp(tA).

» exp(A+ B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

n

» (A+B)" = (A" + (1A B+ () A 2B+ + (1) B

2) Probar que la solucién de
y'(t) = Ay(t),  y(to) =y € R™

es y(t) = exp|(t — to)A] yo.

3) Sean a,b y ¢ constantes reales no simultdneamente nulas.

i) Prueba que el polinomio minimo de

0 c —=b
A= - 0 a
b —a 0

es A3+ p?\ = 0 donde p? = a? + b + 2.
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ii) Demuestra que

sen(tu)A+ (1— COS@N))AQ.

exp[tA] =1 + . 2

4) Dada la matriz

Calcula exp(A) y A%,

5) (Célculo de exp(tA) por el método de Putzer) Sea P(z) = (2 — Ay)(z —
X2)...(z — A,) el polinomio minimo de una matriz A € IR™*™ donde los
valores propios \; estan repetidos tantas veces como indica su multiplicidad
en el polinomio minimo y sean

Pyz) =1, Pi(2) =(z— A1), Po(2) = (2 — A1) (2 — Na), ...

i) Prueba que Py(A), Pi(A),... P,—1(A) son linealmente independientes en el
conjunto de matrices reales m x m.

ii) Teniendo en cuenta que P(A) = P,(A) = 0 toda potencia A* con k > 0
puede escribirse como combinacién lineal de Fy(A),. .., P—1(A)

iii) Por tanto, sustituyendo A* k > 0 en funcién de Py(A), Pi(A), ... P,_1(A)
en el desarrollo de la exponencial exp(tA), se llega a una expresién de la forma

exp[tA] = r(t) Po(A) + ro(t) PL(A) + ... + 14(t) P—1(A),

con ciertas funciones reales r;(t).
iv) Teniendo en cuenta que

A Pj(A) = Pii(A) + A Pi(4),  j=0,....¢-1

Demuestra que dichas funciones verifican

] M0 ...00 T r1(0) 1
il |1 A ... 0 o r20) | |0
7’; e 1 )\q Tq rq(()) 0
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v) Aplicaremos el método de Putzer al célculo de exp(tA) donde A esta dada
por

-7 21 18
A=1-15 29 18
5 =7 2

Primero calculamos el polinomio caracteristico
pcar()\) = det()\l — A) — ()\ _ 8)3

El polinomio minimo es divisor del polinomio caracteristico, por tanto sera de
la forma P(z) = (z — 8)? con ¢ < 3. Para decidir el valor de ¢ miraremos la
dimensioén del ker (A — 81). Puesto que

=15 21 18
A-8I=|—-15 21 18
5 —7 —6

vemos que solo hay una fila independiente luego dim ker (A — 87) = 2, lo
que implica que hay dos vectores propios independientes y por tanto dos
cajas de Jordan de tamano 2 y 1. En consecuencia el polinomio minimo es

P(z) = (2 — 8)2.

Con las notaciones anteriores

Las funciones r1(t) y r2(t) verifican
ri=28r, 1r(0)=1 = 7 (t) = .
rh =11 + 819 :egt+8r2, r9(0) =0
La solucién general de la ecuacién anterior

ro(t) = ron(t) + rop(t) = Ce® + teb

por la condicién inicial C' = 0, luego r5(t) = te®
En definitiva

exp(tA] = r1(t) Po(A) + ra(t) Po(A) = T + (te™) (A — 81)
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2.5. Meétodos operacionales en ecuaciones li-
neales

1) Sea L(2) = 2™ + @y 12™ 1 + ... a1z + ag tal que ag # 0. Prueba (por
induccion en el grado de L(z)) que para todo polinomio p,(t) de grado n, la
ecuacién lineal de coeficientes constantes

L(D) z(t) = pa(t), (D =d/dt)
posee una unica solucién particular x,(t) polindmica del mismo grado n.
2) Sea L(z) = 2™+ apm_12™ 1 +. ..+ a,27 tal que a, # 0. Prueba que para
todo polinomio p,(t) de grado n, la ecuacién lineal de coeficientes constantes
L(D) x(t) = pa(t),

posee una tnica solucién particular z,(t) de la forma z,(t) = t%m,(¢t) donde
7, s un polinomio de grado n.
3) Dada la ecuacién lineal no homogénea

L(D)x = (D™ 4 ap 1 D™ + .. +agl) x = f(t), (2.1)

comprueba que si se aplica el método de variacion de las constantes al sistema
lineal equivalente a (2.1) se obtiene una solucién particular de la forma

Tp(t) = ur(H)pr(t) + - - 4 um (t)m (1),

donde (¢ (t),...,¢m(t)) es una base de soluciones de L(D)z = 0 y las deri-
vadas u} de las u; son soluciones del sistema lineal

©1 Y2 .. Pm ) 0

O Yy om uy |

: : : : : N 0
et et L et )\, f(t)

Aplica el resultado anterior para calcular la solucién general de
2" + 1= e (1 + cos’t —sent).
4) Calcula la solucién general de las siguientes ecuaciones
1. 2" + 2’ — 2z = e** sen(2t)
2" + 22" —x = e ' cos(2t)
o™ + 32" + 4x = —4e'(3 cos(2t) + 5sen(2t))
o™ + 55" + 4x = 2et(11 + 14t + 5t2)

AN

@ 4+ 22" + ¢ = cost.
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Capitulo 3

EXISTENCIA, UNICIDAD Y
PROLONGACION DE
SOLUCIONES

3.1. La condicion de Lipschitz

1) Estudia la verificacién de las condiciones de Lipschitz (local y global)
de las siguientes funciones f(t,z) respecto a la variable x en sus dominios
naturales de definicion:

f(t,x) =[senz|,  f(t,z) =/|z]
X 1’2
f(t’x)_1+t2x2 f(tﬂx):1+x2

T T+t 42— 1
V) Rl
"\ 22 —ry+ /4 -2 —23-1

2) Calcula la constante de Lipschitz de cada una de las funciones f(t,x)
respecto a la variable x en el conjunto D indicado:

= f(t,x) =sen (tx),  D={(2)] [z]<a, [ <b}
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n f(t, @1, 20, w3) = (2722, + tagxs, x3), D = {(t,x) € R'| [zf; <
L, |t <2}

J(ta) =texp(~z/(L+ 1)), D={(ta)[teR, x>0k
f(t2) =
—1,1] }.

exp (—t?) - x?sen(1/z), D ={(t,z) e R*|t € R, 2 #0, x €

3) Se considera la ecuacién diferencial escalar x'(t) = f(¢,z(t)) donde la
funcién f esta definida por

ft,z) = {t%%/senx, si sen z > 0; (3.1)

0, en otro caso .

a) Estudiar la verificacion de la condicién de Lipschitz de f en D =
{(t,x) € [0,00) x IR}.

b) Probar que toda solucién de (3.1) con las condiciones iniciales z(0) = x
para todo zg € IR estd definida en ¢ € [0, 400).

3.2. Existencia, unicidad y prolongacién de
soluciones

1) Considera el siguiente problema de valor inicial

ty'(t) =2y(t),  y(to) = yo.

Discute cémo deben ser las condiciones iniciales (ty, yo) para que el problema
de valor inicial anterior:

a) no tenga solucién,
b) tenga varias soluciones locales esencialmente distintas,

¢) admita una unica solucién local.
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2) Se considera la ecuacién diferencial

|senz| |
[E/:f(t,$):{ . , 8113750;

1, six=0.

a) Estudia la continuidad y la verificacién de la condicién de Lipschitz de
f(t,z) en (t,z) € [0,00) x [0,7] y en (¢,z) € [0,00) X [—7, 7| respecti-
vamente.

b) Dadas las condiciones iniciales tg = 0, o = /2, prueba que existe una
tnica solucién definida en [0, 00).

3) Se considera el problema de valor inicial de segundo orden

a”(t) = f(t x(t)),
{$(0) = o, 7'(0) = x, (3.2)

donde f € C([0,7] x R+ IR) y acotada en su dominio de definicién.

a) Probar que x(t) es solucién de (3.2) en I = [0,7] si y sélo si verifica,
para todo t € I, la ecuacién integral:

2(t) = o + aht + /Ot (t — 5)f (s, 2(s))ds.

b) Sea E = C(I,IR) el espacio métrico con la métrica inducida por
_ ke [o—Kt
lulls = mix [~ u(t)]

donde K es constante positiva adecuada, que es un espacio completo.
Se define ® : £ — E tal que para todo u € E, (Pu)(t) estd dado por

(Du)(£) = 20 + 2t + /Ot (£ — 5)f(s, ul(s))ds.

Demuestra que si f(t, ) verifica la condicién de Lipschitz respecto a x
en D = [0,7] xR, ® es contractivo respecto a dicha norma y por tanto
el problema (3.2) tiene una unica solucién definida en I = [0, 7.
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4) Sea el PVI
Z'(t) = |z(t) — t|, z(0) = . (3.3)

a) Probar que para todo xy € IR existe una tnica solucién de (3.3) definida
en [0, 00).

b) Dar la forma explicita de la solucién, segin los valores de z.

5) Se considera la ecuacién diferencial

siz > 1,

0

/_ p—

z_f(t’x)_{—t\/l—ﬁ siz<1. (3:4)
en el rectangulo D = {(¢,z)|t € [0,1], |x — 1| < 2}.

a) Estudiar la continuidad y la condicién de Lipschitz de f(¢,x) en D . Es-
tudiar la existencia y unicidad de solucion con las condiciones iniciales
(to, on) eD.

b) Encontrar todas las soluciones de (3.4) definidas en ¢ € [0, 1] y tales
que z(0) = 1.

¢) Lo mismo con z(0) = z¢ € (1,2).

6) Sea f(t,y) € C(D), D = {(t,y)[t € [to,to + T], lly — woll < b} C
R x R™, y tal que respecto a un producto escalar (-,-) de IR™ se verifica

(F(t9) — £t 2y =) < 5y — I

(t —to)

para todo (t,y), (t,z) € D donde |- || es la norma inducida por el producto
escalar. Probar que en estas condiciones el problema de Cauchy

y/ = f<t7y)7 y(tO) = Yo € Rma

tiene solucion local tnica a la derecha de t.
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7) Considérese la ecuacién diferencial

y'(z) = f(z,y(x)) == p(x)y/1 —seny(x) ,

donde ¢ : IR — IR es una funcién continua, acotada y no trivialmente nula.

a) Estudiar la verificacién de la condicién de Lipschitz de f en su dominio
natural de definicién.

b) Discutir la existencia y unicidad de solucién del PVI formado por la
ecuacion anterior con la condicién inicial y(zg) = yo.

¢) ;Son globales todas las soluciones 7

8) Probar que ninguna solucién del sistema
d(t) =yt) +x(t)?,  y(t) =) +yt),

tal que z(0) = o > 0, y(0) = yo > 0 puede estar definida en [0, c0).

9) Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales
/ Y

i
r = —T — +77 /:Z'— +7,
Yy /x2+y2 Yy Y /1»2_|_y2

Probar que para condiciones iniciales (zg,y9) # (0,0) existe una tnica solu-
cién maximal a la derecha de ¢y = 0 definida en [0, c0).

10) Se considera el problema diferencial
v =yta(l-a’—y’), Y =—wty(l-2" -y

Probar que cualesquiera que, sean las condiciones iniciales, la solucién corres-
pondiente existe en [0, 00).
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11) Probar que todas las soluciones de los siguientes sistemas

{x’—yexp(—y2)+1 {x’zm

Yy =1+ zexp(—a?)

estan definidas en [0, 00) cualesquiera que sean las condiciones iniciales.

12) Se considera el sistema

¥=\Jr+y+1, v =z —y+1.

» Probar que si z(0) = y(0) = 0, la solucién correspondiente verifica
x(t) > y(t) > 0 para todo ¢ > 0 de su intervalo de definicién.

» Estudiar si dicho intervalo maximal de definicién puede ser toda la
semirecta real positiva.

13) Se tiene el siguiente problema de valor inicial:
=2+ —tt-1), z(0) = z9 > 0.

a) Demostrar que, si xy < 1/2; la solucién maximal a derecha de (1)
estd definida en un intervalo [0,¢;), con ¢, > 1.

b) Razonar si dicha solucién maximal es global.

c¢) ;Se puede garantizar el mismo resultado que en el primer apartado en
el caso de que zy tome el valor 17

14) Sea el problema de valor inicial

y'(t) =1 —y(t) seny(t),  y(to) = vo.
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Determinar para qué puntos (g, yo) del dominio IR x (—o0, 1] se puede
garantizar la existencia y unicidad de solucién local.

Demostrar que, si yog € (0, 1), entonces 3t; € R tal que y(t;) = 1.
Calcular las soluciones constantes.

Deducir la existencia y unicidad de solucién global para todo valor yg
perteneciente a (—oo, 1).

Demostrar que toda solucion no constante, o es estrictamente creciente,
o es estrictamente decreciente.

15

a)
b)

c)

) Se considera el PVI

y'(t) =ty(t) /11—y,  y(0) =y
Estudiar la verificacién de la condicién de Lipschitz.
Calcular las soluciones constantes.

Razonar si existe solucién global, cuando |yo| < 1. {Es tnica? Lo mismo
para |yo| > 1.

d) Sea ahora el problema
y'(t) =ty)y/I1 —y@)?, y(to) =yo ,to # 0.
JHay unicidad de solucién maximal para yo = 17 ;Y para yy = 07
16) Sea el problema de valor inicial
N VT
= —— =—— Vt>0
t+1 T -
z(0) =29 >0, y(0) =99 >0

a)
b)

Estudiar la existencia y unicidad de solucién seguin los valores de (g, yo).

Estudiar la globalidad de las soluciones.
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c)

d)

En el caso en que xg, yp > 0, calcular una integral primera. Demostrar
que ||(z(t),y(t))|| tiende a oo, cuando t — +o0.

Demostrar que, si 2o = yo > 0, entonces z(t) = y(t), V¢t > 0. Hallar
explicitamente la solucion.

17

a)

b)

c)

) Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales

= y+at Y =r+y?

Estudiar el conjunto de puntos del espacio fésico (z,y) en los cuales se
puede asegurar la existencia y unicidad de solucion.

Dadas las condiciones iniciales z(0) = zo > 0,y(0) = yo > 0 ; Existe
solucién unica definida en [0, 00) ?

Hallar la solucién de del sistema anterior tal que z(0) = y(0) = 1.

18

1)

2)

) Considera la ecuacién diferencial escalar

y' = f(y) =2t/]y* — 4

Estudia la verificacion de la condicién de Lipschitz de f en su dominio
natural de definicion.

Por separacion de variables calcula las soluciones de la ecuacion anterior
en Q; = {(t,9);]y] < 2} e indica su dominio de definicién. Calcula
explicitamente la solucién tal que y(0) = 0 en su intervalo maximal de
definicion.

Calcula las soluciones en Qy = {(¢,y);|y| > 2}. Determina explicita-
mente la solucién tal que y(0) = 3 en su intervalo maximal de definicién
y haz el dibujo de la misma.
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19) Considera la ecuacién diferencial

y = fly) =/Iy* -1

1) Estudia la verificacién de la condicién de Lipschitz de f en su dominio
natural de definicién.

2) Para que valores de (tp,y0) € R X R el PVI

y =1, ylto) =1 (3.5)
tiene una tunica solucion global.

3) Demuestra que para todo yo € R las soluciones de (3.5) son globales a
derecha de ¢ es decir estan definidas en [tg, +00)

4) Para ty =0, |yo| < 1 calcula explicitamente las soluciones de (3.5)

20) Considera el sistema auténomo 2-dimensional

veTm= () =) e

1) Estudia la verificacién de la condicién de Lipschitz de 7 en su dominio
de definicién.

2) Prueba que si para ciertas funciones ¢y (t), ¢o(t), T (t) = (¢1(t), do (1))
es solucién de (3.6) también es solucién (¢pq(t), ¢1(t))?. Calcula la solu-
cién de (3.6) con las condiciones iniciales 7 (0) = (—3, —3), estudiando
la localizacién de la érbita en el plano (y;,y2), monotonia e intervalo
de definicion.

3) Prueba que (3.6) posee una integral primera F(y;,y2) de la forma
F(y1,92) = g(y1) — g(y2). Calcula explicitamente la funcién g.
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Capitulo 4

INTRODUCCION A LA
TEORIA CUALITATIVA DE
ECUACIONES
DIFERENCIALES

1) Se considera el sistema auténomo bidimensional

$/:y+x<1_x2_y2)7
Yy =—x+y(l—a*—y?).

= Pasando a coordenadas polares comprobar que existe una tinica érbita
periodica.

= Describir cualitativamente las érbitas en el espacio de fases.

= Sea S la regién del plano (z,y) definida por

1/2 <y/2?2+y?><3/2 , 0<arctan(y/x) < /6.

Describir la imagen S(27) de S bajo la aplicacién flujo.

2) Dado el sistema lineal

{ac’l = =311 + 219,
xh = axy + 2xs.
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= Determinar el valor de la constante a para que el origen sea nodo im-
propio estable.

» Para dicho valor de a probar que toda solucion de

v = =31, + 225 — 22, 1,(0)=¢
Th = axy + 2x9 — 73, 2(0) =¢,

donde € es un niimero positivo suficientemente pequeno, tiende hacia el
origen del plano fasico (z1,x2) cuando t — 400 con una determinada
direccién limite. Calcular dicha direccion.

3) Considerar el sistema

{ ' = 42’y + 413,
y = —dyPr — 423,

Verificar que es un sistema hamiltoniano es decir que existe H = H (z,y) tal
que

dv  OH dy — OH
dt Oy’ dt Oz’
Mediante la integral de la energia analizar las 6rbitas en el espacio de fases.
Comparar con las érbitas del espacio fasico del sistema

=y, y = —u.

4) Se considera la ecuacién de segundo orden
u' +u+Put =0 (1)
donde (3 es una constante real.

» Multiplicando por @’ calcular una integral primera de (1) y probar que
para > 0 todas las drbitas del espacio fasico (u,u’) son periddicas.

» Para # < 0, encontrar los puntos criticos y describir el comportamiento
de los distintos tipos de 6rbitas en funcién de la constante de la integral
primera.
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5) Dibujar el espacio de fases del sistema

¥ =x+y— zsen (22 + y?)
y'=—x+y—ysen (2> +y?)

especificando los puntos criticos ,érbitas periddicas y conjuntos w— y a—
limites.

6) Sea el sistema auténomo bidimensional

1 1 3
(] — - <_ _). |
v=a(l-z—y), y=ylg—y—* (1)
= Calcular los puntos criticos.
s BEstudiar las ecuaciones linealizadas alrededor de estos.

= De acuerdo con el estudio del apartado anterior, conjeturar la fotografia
del espacio fasico en la regién x > 0,y > 0. Estudiar las érbitas situadas
en el semieje z > 0,y = 0.

7) Considérese la ecuacién de segundo orden

r—06
I”—i—l’2—
z—3

—0. (1)

= Calcular los puntos criticos y las ecuaciones linealizadas respecto a
estos, indicando el tipo de puntos para los problemas lineal y no lineal.

= Obtener una integral primera de la ecuacion dada y analizar la natu-
raleza de las orbitas alrededor de los puntos criticos en los casos no
decididos en el apartado anterior.
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8) Sea el sistema auténomo
3 3

z )
¥ =—x— — +2sen "= —y+ . 1
3 Y,y VTt i (1)
» Calcular los puntos criticos y dibujar el espacio de fases en un entorno

de estos.

= Determinar un entorno del origen de la forma

Wse = {(z,y); 2% + By* <%}

con > 0y e > 0 apropiados de manera que sea conjunto invariante
del sistema (1).

9) Se considera el sistema diferencial
v =ylyt+ @ 1) +a(l -2 —y?),
y' = —zlyt+ (@ = 1) +y(1 -2 =),

= Calcular los puntos criticos y estudiar la aplicaciéon del Teorema de
linealizacion en estos.

» Probar que la circunferencia unidad: 2 +y? = 1, estd formada por dos
puntos criticos y dos érbitas definidas en todo IR y simétricas respecto
al eje Ozx.

» Estudiar la estructura de los conjuntos w-limite de todas las 6rbitas del
espacio fasico.

10) Consideremos un sistema auténomo bidimensional cuya funcién ha-
miltoniana es

1 1
H(.T,y) = §y2 + 5332(33 - 1)27

donde x representa la coordenada e y el momento conjugado del sistema de
un grado de libertad.

» Escribir las ecuaciones diferenciales ' = 0H (z,y)/0y,y = —0H (z,y)/0x,

asociadas al hamiltoniano anterior, determinando sus puntos criticos y
estudiando el flujo alrededor de estos.

» Describir el comportamiento global del flujo en todo el plano (x,¥)
(6rbitas periédicas, separatrices homoclinicas, etc ).
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