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I. 1. Considere la funcién f : R? — R definida por

flz,y) = le:f_/y2 i (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

(a) Calcule las derivadas parciales de primer orden de f en todo punto (1 punto).
.Son continuas? (0.5 puntos).

Solucién: En (z,y) # (0,0), calculamos las derivadas parciales usando las reglas de
derivacion:

f(y) = y(a? +y*) —ay2e) P -2ty yly® —a?)

S (22 + y2)?2 2+ 922 (g2 +a2)2

Ca(@ 4y —ay2y) 2wyt (e -y
fy(x,y) - (x2 + y2)2 - (xQ 4 y2)2 - @2 +y2)2'

En (z,y) = (0,0), calculamos las derivadas parciales por definicién:

R T f(h,())—f(070)_ , 0_0_
F(0,0) = fiy TR < iy T =
_ 11 f<07h)_f<070)_ , 0—0_
Fi0,0) = oy T2 i T =0

Las derivadas parciales f,, f, no son continuas en (0,0). En efecto, se tiene que

1 1
fm(07y> = ; y fy(ZE,()) = ;

y al tomar z,y — 0, vemos que los limites a través de estos caminos, no existen.

(b) Establezca que f no es diferenciable (1.5 puntos).

Solucién: La funcién f no es diferenciable en el punto (0,0). Para probarlo, es su-
ficiente probar que f no es continua en (0,0) (recordando que diferenciable implica

continua). En efecto, tomando los caminos y = x e y = —x, se sigue que
2 2
T 1 —x 1
1i r,y) =1lm — = = lim z,y) =lim — = ——.
(wvy)ﬁl(g%)vy:xf( 7y) x—0 222 2 Y (x7y)—>(070)7y:—xf( y) z—0 212 2

Como los limites por caminos son distintos, se sigue que ( l)frréo 0 f(z,y) no existe, y
x?y ﬁ b
por lo tanto f no es continua en (0,0).



2. Sea g : R* — R? la funcién definida por g(z,y,2) = (5x%y® + 22, 6yz? — 112%2).

(a)

Calcule las derivadas parciales de primer orden de ¢g (1 punto).
Solucién: Un célculo directo nos lleva a que para todo (z,y, z) € R? se tiene que

102> 1522 2
Go(z,y,2) = {—22%2] s gy(z,y, 2) = { 6Z2y ] ;o g1y, 2) = [12yz B sz]

Deduzca que g es diferenciable (1 punto).

Solucién: Dado que las derivadas parciales de g, g,, g. son continuas en todo punto
(z,y, z) € R?, se sigue, por teorema, que g es diferenciable en todo su dominio.

Calcule ¢'(z,y,z) (0.5 puntos).

Solucion: Por definicion, se tiene que

) B ~ [102y®  152%y? 2
g (ZE,y,Z) - [gx(x>ya Z) gy(x,y,z) gz(xaya Z)} - |:—2233'Z 622 12y2 _ 111’2

Calcule D,l1,3,5](x,y, z) (0.5 puntos).

Solucién: Recordamos que la matriz jacobiana ¢'(zg, 3o, 20) es la matriz representante
de la diferencial D,[z¢, yo, 20]. Luego, para todo (z,y, z) € R? se tiene que

N [270 135 2} N _[ 270x+135y+22}

—_ , —
Dy[1,3,5](z,y,2) = ¢'(1,3,5) Z ~ |—110 150 169 —110x + 150y + 1692



II. Sean f:R? = R3y ¢ : R®* — R? las funciones definidas por
flu,v) = (u?, w’®, u—v) y g(x,y,2) = (2%, z +1).
Encuentre:

L. f'(u,v)y ¢'(x,y,2) (1.5 puntos).
Solucién:

» Calculamos las derivadas parciales de f y su matriz jacobiana en todo punto (u,v):

2u [0
fulu,v) = |0 |, folu,v) = |[2uw
1 -1
Luego, )
2u 0
fu,v) = [fulu,v) folu,v)] = [v* 2uv
1 -1

= Ahora calculamos las derivadas parciales de g y su matriz jacobiana en todo punto
(x,y,2):

9u (2,9, 2) = m 2 9y(@:y, 2) = m 9:A0 1, 2) = {202}

Luego,
0 0 2z
9 (x.y,2) = [0:(2,9,2) gy(a,9,2) g:(2,y,2)] = [1 0 0]

2. (go f)(u,v) y (go f)(u,v) (1.5 puntos).

Solucién: Dado (u,v) € R? arbitrario, se tiene que

(g © f)(u7 U) = (f(u7 U))

g
:g(u27 'LL’U2, U—'U)
(w—v)% w?+1)

= (u® = 2uv + 0%, u?+1)
Luego, las derivadas parciales de esta funcién son:

(g0 fulu,v) = [QUQ_UQU] (g0 fo(u,v) = [_2“0+ 2“]

Por lo tanto la matriz jacobiana de (g o f) en (u,v) es

(9o 1)) = [lgo Nulw) go Duuo] = 2520 7]



3. ¢'(f(u,v))f (u,v) (1.5 puntos).

Solucién: Multiplicamos las matrices encontradas en la parte (1):

2u 0
/ / 2 2 N 10 0 2(u—w) 2 C2u—2v —2u+2v
) () = gt el = ] g 2T ot ] < [

4. Compare los resultados de las partes (2) y (3) y explique (1.5 puntos).

Solucidn: Los resultados (2) y (3) son iguales, es decir,

(9o f)(u,v) =g'(f(u,0)f'(u,v),  V(u,v)€R (*)

Esto ocurre porque la funcién f es diferenciable en (u,v) y la funcién g es diferenciable en
el punto f(u,v). Luego, por regla de la cadena se sigue que

Dyofl(u,v)] = D,[f(u,v)] o D¢[(u,v)]

Reescribiendo esta ultima igualdad en términos de las matrices representantes de las dife-
renciales, se sigue la igualdad (*) es vélida.



III. Sea f:R? — R la funcién definida por f(z,y) = 2%y — ety y sea 1 = (wp,w;) € R* un
vector unitario.

1. Encuentre la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto (1,0) (3 puntos).

Solucidén: Calculamos las derivadas parciales de primer orden de f y el vector gradiente
evaluado en (1,0):
folz,y) = 2ay — 20" = fo(1,0) = —2¢

folz,y) = 2% — 29+ = £,(1,0) = 1

Con esto, se tiene que Vf(1,0) = (f.(1,0), f,(1,0)) = (—2e, 1)

Finalmente, vemos que la ecuacion del plano tangente esta dada por

z = f(l,o) + <Vf(1,0), (x - 1>y)>
=—c+{(—2¢,1),(z —1,y))
=—e—2e(x—1)+y

=e—2ex+vy

2. Calcule %(1,0) (1 punto).

., Of B | 2e| fwi|
Solucién: 8@@(1’0) = (Vf(1,0),w) = [ 1 } : [wz} = —2ew; + Wy
of
3. Deduzca que T(I,O) <Vi4e? +1 (2 puntos)
W

Solucion: El gradiente es la direcciéon de maximo incremento de la funcion f, lo que
implica que

O 0,0)| = (V501,00 @)| < 17000 1ol = |[¥5(1.0)

‘:\/4624—1



IV. 1. Sea f:R? — R la funcién definida por
By — b
Fay) =2 247 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Pruebe que las derivadas parciales mixtas no son iguales en el origen (3 puntos).
. Contradice esto el teorema visto en clases que establece la igualdad de las derivadas
parciales mixtas? (3 puntos).

Solucién:
En (z,y) # (0,0), calculamos las derivadas parciales mediante las reglas usuales:

folay) = (32%y — y°)(a® + ) — (2%y — ay’)22
(22 + y2)?
3zty + 32%y® — 22y — o° — 22ty + 22%°
- (22 + y2)2
2y + datyP — o
Ty 202y? + yt

(2° = 3ay?)(a? + ¢?) — (2%y — 2y°)2y
(22 + 42)2
x® + 23y? — 3a3y? — 3ayt — 223y + 22yt
(22 + y2)?
x° — 4x3y? — xyt
20?4yt

fy(:v,y) =

(También se puede argumentar por simetria, notando que f(z,y) = —f(y, z))

En (z,y) = (0,0), calculamos las derivadas parciales por definicién:

BT f(h,O)—f(O,())_ 7 O_O_
F0,0) = iy T2 T iy T =0
RY f(07h)_f(070)_ ’ 0_0_
FO0) = iy T2 iy =

Luego, las derivadas parciales mixtas en el origen estan dadas por

— . fy(h,()) _fy(()vO) _ 17 h> 1 _
’ fx 07h _fx 070 , —h51
R 1

El teorema visto en clases que establece la igualdad de las derivadas parciales mixtas en
un punto requiere que f, y f, sean diferenciables en ese punto. Dado que no se tiene la
igualdad, se puede deducir que a lo menos una de las funciones, f, o f,, no es diferenciable.



V. Obtenga el desarrollo de Taylor de segundo orden de la funcién f : R® — R definida por
f(z,y,2) = —xcos(2y)e * en (0,0,0) (3 puntos). Compare su resultado con los desarrollos
de Taylor obtenidos usando los de las funciones de una variable

z

a(x) = —z, bly) =cos(2y), c(z)=e" (3 puntos)

Solucién: Calculamos las derivadas parciales de primer orden de f, y la matriz jacobiana de
fen (0,0,0):

fo(z,y,2) = —cos(2y)e™*,  fy,(z,y,2) =2xsen(2y)e *, f.(x,y,2) =xcos(2y)e ~
Con esto, se tiene que f'(0,0,0) = [f,(0,0,0) £,(0,0,0) f.(0,0,0)] =[-1 0 0]

Ahora calculamos las derivadas parciales de segundo orden de f y la matriz Hessiana de f.
Teniendo en cuenta que f es de clase C?, se tiene que

fox(z,y,2) =0, fy(z,y,2) =4vcos(2y)e ™, f.,=—xcos(2y)e”
foy(@,y,2) = fya(@,y,2) = 2sen(2y)e”*

foz(2,y,2) = fon(z,y,2) = cos(2y)e *

fy(x,y, 2) = fo(2,y,2) = —2xsen(2y)e””

Luego, la matriz Hessiana de f, evaluada en (0,0,0), es

f22(0,0,0)  £,.(0,0,0) £..(0,0,0) 0 01
Hf(oa 070) = fwy(oaovo) fyy(ovoa O) fzy<0’070) =10 00
f2-(0,0,0) fyz(0,0,0) f.-(0,0,0) 1 00

Luego, el desarrollo de Taylor de segundo orden de la funcién f en el punto (0,0,0) es

x x
1

T¢[0,0,0](z,y, 2) = f(0,0,0) + £(0,0,0) |y +§[x y z| Hg(0,0,0) |y
z z

x 1 0 01 T

= f(0,0,0)+ [-1 0 O] |y| +=[z vy z]- |0 O O] - |y

2
2 1 00| |z

=—Tr+xz

Por otro lado, tomando los desarrollos de Taylor de una variable, se tiene que:

21)? —z —2)2
2
=(—z+2xy* +.)(1 —z+22/2+..)
2
:—:U—l—za:—%+...+23:y2—2xy2z+...

—zcos(2y)e = —x(l — +...)

= —x+xz+ ..

De donde se concluye que los desarrollos de Taylor de segundo orden coinciden.



VI. Encuentre (2 puntos) y clasifique (4 puntos) los puntos criticos de la funcién
fle,y) = (=" +y* - 1)
Solucion: Calculamos las derivadas parciales de primer orden y el vector gradiente:
fo(z,y,2) =4x(2® + 4> = 1), f,(2,y,2) =4dy(a® +y* — 1)

Luego, nuestro vector gradiente en todo punto (x,7) € R? es

Vsta) = [e 0] = [l - )]

Calculamos las derivadas parciales de segundo orden y la matriz Hessiana. Notando que f es
de clase C?, se tiene que:

fm(x,y,Z) = 12$2+4y2_47 fyy(xaya'Z) :4$2+12y2_4; fmy($7y7’z) :8':(:3/
Luego, nuestra matriz Hessiana en todo punto (z,y) € R? es

_ facx(xay7z) fyl’(xayv'z)] _ |:12:L‘2+4y2_4 8!L‘y

Hylw,y,z) = foy(2,y,2)  fyy(x,y,2) 8y 42% 4+ 12y° — 4

Ahora buscamos los puntos criticos de la funcién f, resolviendo el sistema V f(x,y) = 0:

dr(x* +y*—1) =0
dy(®+y*—1) =0

De la primera ecuacién, se obtiene que z = 0 o 2° + y? = 1, y de la segunda ecuacién se
obtiene que y = 0 o 2> + y* = 1. Distinguimos casos:

» Siz =y = 0, entonces (0,0) es un punto critico de la funcién. Evaluamos la matriz

. —4 . s
Hessiana en este punto: Hy(0,0) = [ 0 — 4} y vemos que un valor propio multiple
A = —4. Como todos los valores propios son negativos, se sigue que la funcién alcanza

un maximo local en este punto.

» Siz =0y az?+y? =1, entonces y = +1. Con esto, se obtienen los puntos criticos
(0,41). Anslogamente, si y = 0y 2° + y* = 1, entonces se obtienen los puntos criticos
(£1,0) Evaluamos la matriz Hessiana en estos puntos:

Hy(0,£1) = [8 g] y Hy(£1,0) = [S 8]

Los valores propios de ambas matrices son Ay = 0 y Ay = 8. Para este caso no se puede
aplicar el criterio de la segunda derivada. Sin embargo, notemos que la funcién es no-
negativa y ademas satisface f(0,1) = f(1,0) = 0, lo que implica que la funcién alcanza
minimos globales en estos puntos.

» Siz,y#0yax®+y* =1, entonces

2
Hie) = |5,
Luego, tampoco podemos aplicar el criterio de la segunda derivada para estos puntos.
Sin embargo, un razonamiento analogo al del caso anterior nos permite concluir que la
funcién alcanza minimos globales en estos puntos.

] y esta matriz tiene valores propios Ay = 0 y Ay = 82 + 8y* > 0.



VII. Halle tres niimeros positivos cuya suma sea 30 y cuyo producto sea lo mas grande posible
(6 puntos).

Solucién: La funcién a maximizar es f(x,y, 2) = zyz, con z,y, z > 0. Sabemos que x+y+2z =
30, lo que implica que z = 30 — x — y. Con esto, la funcién f se puede reescribir como

f(z,y) = zy(30 — x — y) = 30y — 2’y — xy’

Calculamos las primeras derivadas parciales y el vector gradiente de f:
fo(z,y) =30y — 22y — y* = y(30 — 22 — y), f,(z,y) = 300 — 2 — 22y = 2(30 — z — 2y)
Con esto, nuestro vector gradiente es Vf(x,y) = (30y — 2zy — y*, 30z — 2% — 2xy)

Buscamos los puntos criticos de la funcién f resolviendo Vf = 0, lo que nos lleva al sistema
de ecuaciones
y(30 —2x —y) =0
30—z —2y) =0
Dado que x,y > 0, podemos simplificar el sistema anterior, obteniendo el sistema lineal de
2x2
20 +y =30
r+2y =30
cuya solucion tnica es x = 10,y = 10. Esto nos lleva a que z = 30 — 10 — 10 = 10, es decir,
(x,y,z) = (10,10, 10). Ahora verificamos que efectivamente se trata de un méximo.

Calculamos las segundas derivadas parciales y la matriz Hessiana de f (notando que f es de
clase C? al tratarse de un polinomio):

fxa:(l'vy) = —2y, fa:y(xvy) :fyx($ay) :30_2$_2y7 fyy(x>y) = -2z

fzx(l',y) fyz(xa y):| |: —2y 30 — 2z — 2y:|
foy(,y)  fyy(2,y) 30 — 22 — 2y —2x

Evaluamos la matriz Hessiana en el inico punto critico encontrado:

—20 —10]

Entonces Hy(z,y) =

A = H(10,10) = [_10 0

Para determinar la naturaleza de este punto critico, usaremos el criterio de los valores propios:
0 =det(A— \)
20—\ —10 ]
—10 —20— A\
= (=20 — \)* — (—=10)?
= 400 + 40X + A* — 100
= A 4 40\ + 300
= (A +30)(\ + 10)

:det{

Es decir, los valores propios de H¢(0,0) son A\; = —30 y Ay = —10. Como ambos son negativos,
por criterio se concluye que f alcanza un méximo local en (0,0). Este maximo sera global,
puesto que la funcién f es derivable en todo punto.

Finalmente, vemos que el producto més grande es f(10,10,10) = 10 = 1000.

9



