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1. Considere un sistema de dos d4tomos. Cada uno ellos tiene s6lo 3 estados cudnticos accesibles,
de energifas 0, € y 2¢. El sistema estd en equilibrio térmico a temperatura 7. Encuentre la
funcién de particién Z y la energia media E en los siguiente casos, y comente:

a)
b)
c)
d)

las particulas obedecen a la estadistica cldsica y son distinguibles
las particulas obedecen a la estadistica cldsica y son indistinguibles
las particulas obedecen a la estadistica de Fermi

las particulas obedecen a la estadistica de Bose

Sugerencia: trabaje en el ensemble canénico y enumere en cada caso de forma exhaustiva
todas las configuraciones accesibles.

2. Densidad de Estados particula libre. Para sistemas grandes, los niveles de energia estan
muy juntos, formando practicamente un continuo. Demuestre que

a)

b)

en el caso de una particula libre, encerrada en una caja ctibica de lado L, para pasar de
una suma a integral se debe proceder asi:
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¢Cémo queda en el caso de que la suma sea sobre los momenta, 3 (...) y la pasamos a
una integral sobre los momenta p?

si la suma en vez de hacerla con respecto al vector nimero de onda k se efecttia con
respecto a la energia ¢, y se tiene la relacién de dispersién e, = h%k?/(2m), se procede

asi: -
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donde D(e) = % (332) 312 (1/2 65 1a densidad de estados de una particula libre. Es decir

Vo Vo Vo2m\%?
(27T)3d5k — ﬁddp — 4771_2 <h2> 61/2d€.

Si se considera que ademads la particula tiene espin .S, entonces lo anterior debe multi-
plicarse por el factor 25 + 1.

Note que en los casos anteriores, como es la costumbre en mecénica estadistica, se con-
sidera siempre que la particula estd en una caja ctbica. Para el caso general, ver Can an
Ideal Gas Feel the Shape of its Container?, G. Gutiérrez and J. Yafiez, American Journal of
Physics, Vol 65, No.8, p.739-744 (1997).

3. Ecuacién de estado de gas ideal cudntico normal y ultrarelativista.

a)

Demuestre que para tanto para gas ideal de Fermi-Dirac como de Bose-Einstein, la ex-
presién

2
V==:E
Py =3

permanece inalterada con respecto al caso cldsico.



b) Considere ahora una particula ultrarelativista, donde ¢, = \/(pc)? + mgc* — pc para
p — 00. Muestre que el niimero de estados entre € y € + de es

47V
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D(e)de = e*de

¢) Muestre que un gas de fermiones ultrarelativistas de espin 1/2 satisface la ecuacién de

estado 5
V= —.
Py =3

Compruebe que esta ecuacién también la satisface un gas de bosones ultrarelativista.
Comente con respecto al caso normal (caso a)).

4. Un oscilador arménico unidimensional tiene el hamiltoniano

P’ 1 2 2
H(q,p) = o + §mw q

donde ¢ es la coordenada y p es el momentum.

a) Calcule la funcién particién clasica, tomando como elemento del espacio de fase un
dqdp/T, donde 7 es una unidad arbitraria.

b) Cuanticamente el Hamiltoniano clasico pasa a ser un operador H (@, D). Muestre que en
este caso la funcién particién es

efﬁhw/Q
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c) Compare Z en el limite de altas temperaturas con la funcién particién clésica, y muestre
que la unidad para el espacio de fase clasico es 7 = h, la constante de Planck.

5. Para un gas ideal cudntico, muestre que

(rang) — () = =5 o) (e £ )

Como (np) no depende de ¢, esto da
(nknp) = (n)(np) (k7 p) 1)

(Indicacién: tome derivadas del gran canénico respecto a €, y luego a ¢g.)
6. Muestre que pV > (N)kpT para fermiones, y pV < (N)kgT para bosones.
7. Fluctuaciones en el nimero de ocupacién.

a) Demuestre que las fluctuaciones del niimero de ocupacién de un sélo estado k es
(nie) = (nw)” = () F (),

donde (—) es para fermiones y (+) para bosones.

b) Para un sistema macroscépico, los niveles de energia se acercan a un continuo en el
limite de volumen infinito, por lo que es relevante conocer la fluctuacién en los niveles
de ocupacién de un grupo de estados. Sea o el ndmero de ocupacién de un grupo G de

estados:
g = Z N (2)



Muestre la siguiente relacién:

(0%) = (0)? = (o) F D (nw)” ®)
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donde el signo y (—) corresponde a fermiones y (+) a bosones. Cuando ningtin estado
es ocupado macroscopicamente, el lado izquierdo es del orden de V2, mientras que el
lado derecho es del orden de V, y esto representa una fluctuacién normal. La excepcién
ocurre en un condensado de Bose-Einstein, como se vera mas adelante.

8. Muestre que la entropia de un gas ideal cudntico puede escribirse en la forma

(8) = —kp Y [(n) Ingny) F (1% (m)) In(1 £ ()],
1=0
donde el signo superior se refiere a estadistica de Bose-Einstein y el inferior a estadistica de

Fermi-Dirac.

9. Gases bidimensionales. Encuentre la capacidad calérica ¢y para sendos gases ideales de
Bose-Einstein y de Fermi-Dirac en dos dimensiones.



