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Ejercicio 1. (Grupo de Weyl) Sean G un grupo lineal conexo, T' un toro maximal y W el

grupo de Weyl correspondiente. Sea P’ el conjunto de pesos a tales que GG, no es soluble.
Denotamos V := X*(T) ®z R

1. Sean a € P'y w € W. Pruebe que s,() = ws,w

2. Pruebe que siw € W fija a x € V entonces es un producto de reflexiones s, con a € P’
que fijan a x.

3. Pruebe que todo elemento de W es un producto de a lo méas dim 7T reflexiones s, con
ae P
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Ejercicio 2. (Grupos semisimples de rango 1)

1. Sea Gun grupo lineal conexo semisimple de rango 1. Pruebe que G no tiene subgrupos
normales propios de dimensién > 1. Deduzca que [G, G| = G.

2. Sea r una representacién no trivial de SLs. Pruebe que Im(r) es isomorfo a SLy o a
PSLs,.

3. Pruebe que todo grupo lineal conexo de dimension 2 es soluble.

Ejercicio 3. (SLy) En este ejercicio, G = SLy, B corresponde a las matrices triangulares

superiores, T' a las matrices diagonales, a¥(z) = (Z)j xg) parazr € G, y « (g :L'Ql) =72

T

0

Vo :={f €k[G] | f(gb) = x(b)f(9),Vg € G, be B},

donde x(b) se obtiene componiendo con B — B/B, ~ T. Pruebe que V, es un
subespacio A-invariante de k|G| de dimension a + 1.

b) Sea p, la representacién racional de G en V, via A. Pruebe que existe una base
(€0,...,eq) de V, tal que
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1. a) Sea y € X = X*(T') dado por X( x(_)l) =z con a > 0. Sea

donde (7, j) representa un coeficiente binomial.
¢) Pruebe que p, es irreducible.
2. Sea r : G — GL(V) una representacién racional de dimension finita y sea r¥ : G —
GL(VY) la representacién dual.
a) Pruebe que existe x € X y v € V no nulo tal que r(b)v = x(b)v para b € B. Pruebe
que entonces (y,a") > 0.
b) Pruebe que si r es irreducible, entonces la aplicacién lineal ¢ : VY — k[G] dada
por ¢(u)(g) = u(r(g)v) es inyectiva.
¢) Pruebe que toda representacién racional irreducible de G es isomorfa a un dnico
Pa-
3. a) Pruebe que existe una base (fo,..., f,) de V.’ tal que
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Pruebe que si (f]) es otra tal base, entonces existe a € k* tal que f/ = af; para
todo 1.

b) Sea r: G — GL(V') una representacién racional de dimensién a + 1 y supongamos
que existe v € V no nulo con

p (g :c?il) v=2z%, x€ Gy, yeiG,,

y tal que los (p(g) — 1)v para g € G generan V. Pruebe que p es isomorfa a p, .
Hint: use la aplicacion ¢ de mas arriba.

Ejercicio 4. (Datums radicales)
1. Sea ¥ = (X, R, X", RY) un dédtum radical. Consideremos el morfismo f : X — XV
dado por f(z) =" cplz,a")a.
a) Pruebe que para a € R tenemos f(a) = 3(a, f(a))a” y que

ker(f) ={z € X | (x,a") =0, Va € R}.

b) Sea @) el subgrupo de X generado por R. Pruebe que @ Nker(f) = {0} y que
Q + ker(f) tiene indice finito en X.
c¢) Pruebe que W () es finito.
2. Sea G =GL, yseaT = D,,.
a) Consideremos los caracteres «;; de T' dados por ayj;(diag(zy,...,z,)) = xz-:vj_l para
1 <i,j <nei#j. Pruebe que o; es una raiz de (G, T).
b) Pruebe que g es la suma directa de t y de los g,,;. Pruebe que G es reductivo.
¢) Pruebe que el datum radical ¥(G,T) es isomorfo a (X, R, X, R") con
» X = XV =7" (con el apareamiento obvio);
» R=R"={e; —e¢; |i+# j}, donde les e; son la base candnica de Z".
d) Sea G; = SL,, y sea T} = D,, N SL,. Pruebe que el datum radical V(Gy,T}) es
isomorfo a (X, Ry, Xy, RY) con
» Xy = X/Z(ey + -4 e,) vy XY = {(x1,...,2,) € XV | Y, 2 = 0} (con el
apareamiento inducido por X x XV);
» Ry = 7(R) para 7w : X — X la proyecciéon y RY = R".
e) Sea Z C @ el subgrupo de matrices escalares (i.e. las homotecias). Sea Gy =
G/Z y T, = T/Z. Pruebe que el datum radical U(Go,T5) es isomorfo al dual
(XY, RY, X1, Ry) del datum de la pregunta anterior.
3. Sea V = k?"*! y sea @ la forma cuadratica sobre V dada por

n
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Consideremos la forma bilineal dada por (v,w) := Q(v + w) — Q(v) — Q(w). Sea G

la componente neutra del grupo de los g € GL(V) tales que Q(gv) = Q(v) para todo

velV.

a) Pruebe que G es isomorfo a SOy, ;1.

b) Pruebe que g = {¢ € End(V) | (¢v,w) + (v,¢w) = 0, Vo,w € V}. Hint: Pruebe
primero que g estd contenido en este conjunto y luego argumente por dimension.

¢) Pruebe que el subgrupo de G de los elementos de la forma

(1'0, e ,.CCQn) — (l‘o, 1121, ..., tpTn, t;1$n+1, R ,t;ll’gn),
con t; € k* es un toro maximal de G. Pruebe que las aplicaciones
€ €4n
(tryntn) =ty (b1, tn) = B,
con i # jyemne{£l}, son raices de (G, T).



3

d) Pruebe que g es la suma directa de t y de los g, para a como en la pregunta
anterior. Pruebe que G es semisimple.
e) Pruebe que el dadtum radical ¥(G,T) es isomorfo a (X, R, XV, R") con
» X = XY =7" (con el apareamiento obvio);
» R={+te;, te;te; | i # 5ty RY = {£2¢;, £e; e | i # j}, donde les e; son
la base candnica de Z".
4. Sea V = k* y sea @ la forma cuadrética sobre V dada por

n
Q(Q?l, e 7x2n) = Z$Z$n+l
i=1

Consideremos la forma bilineal (-, -) y el grupo G definidos andlogamente a la pregunta
anterior.

a) Pruebe que G es semisimple e isomorfo a SOs,.

b) Pruebe que el subgrupo de G de los elementos de la forma

~1 ~1
(xla s axQn) = (tlfla SR 7tn$n>t1 Tpt1y- - 7tn $2n),
con t; € k* es un toro maximal de G. Pruebe que las aplicaciones

(tr, ... tn) > E5t],

coni# jyemnée{£l}, son raices de (G,T).
¢) Pruebe que el dadtum radical ¥(G,T) es isomorfo a (X, R, XY, R") con
» X = XY =7" (con el apareamiento obvio);
» R=RY={z%e;+e¢;|i#j}, donde les e; son la base canénica de Z".
5. Sea V = k?" y sea (-,-) la forma bilineal alternante sobre V' dada por
(1’1, oo Lon, (yh s 7?/271)) = Z(:Ezyn-i-z - xn-f—lyl)
i=1
Sea G el grupo de los g € GL(V) tales que (gv, gw) = (v, w) para todo v,w € V.
a) Pruebe que G es conexo, semisimple e isomorfo a SOo,,.
b) Pruebe que el subgrupo de G de los elementos de la forma

(.Il, .. ,Jfgn) — (tll’l, e ,tnl‘n, tl_lIn_H, c.. ,tT_LlIE'Qn),
con t; € k* es un toro maximal de G. Pruebe que las aplicaciones
(tr, ... t,) — t5t"
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coni#jyemne{xl}, son raices de (G, T).
c¢) Pruebe que el datum radical ¥ (G, T) es isomorfo al ddtum dual del de SOgy, 1.



