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1. Introduccion

En este documento se construirdan las representaciones irreducibles del grupo simétrico S, utilizando
resultados de combinatoria. Especificamente, veremos que estas representaciones estan determinadas por los
Diagramas de Young correspondientes a las particiones del nimero n.

Las secciones 2, 3 y 4 son una simple traduccién de [3| con alteraciones menores en algunas demostraciones
)
y ejemplos. La seccién 5 presenta una aplicacion de la teoria sobre el grupo simétrico Ss.

2. Particiones y Clases de Conjugacion

Hemos visto que el nimero de representaciones irreducibles de S,, corresponde al ntiimero de clases de
conjugacion de S,. Veremos que a su vez este nimero es el nimero de particiones de n.

Recordamos entonces lo que es una particién:

Definicién. Una particion de n es una tupla A = (A1,...,\;) de enteros positivos A\ > --- > \; > 1 tales
que n = A1 + - -+ + A;. Para indicar que A es una particiéon de n, escribimos A F n.

Ejemplo 2.1. Notemos que es posible escribir 5 de varias formas distintas, a saber, 5 = 441 = 342 =
3+14+1 = 24241 = 241+1+1 = 1+14+14141.

Se tiene entonces que son particiones de 5 las tuplas (5), (4,1), (3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1).

Observacién. Por simple inspeccién se puede ver que estas son todas las formas de escribir 5 (salvo per-
mutaciones de los sumandos). Se concluye que esas son todas las particiones de 5.

Recordemos que cada permutacién o € S,, se puede descomponer tnicamente como producto de ciclos
disjuntos. Asi, cada permutacion determina de forma natural una particion de n. Podemos definir entonces
tipo(o) = (A1,...,A;) donde los A; son los largos de los ciclos de la permutacién o en orden decreciente
(teniendo en cuenta sus multiplicidades), considerando también los ciclos de largo 1.

Ejemplo 2.2. Sea n = 5. Entonces

tipo((12 3 4 5)) = (5), tipo((12 3 4)) = (4,1)
tipo((1 3)(2 4 5)) = (3,2), tipo((1 2)(2 3)) = tipo((1 2 3)) = tipo((1 2 3)(4)(5)) = (3,1,1)
tipo((1 2)(3 4)) = (2,2,1), tipo((1 2)) = (2,1,1,1), tipo(Ids) = (1,1,1,1,1).

Observacion. En un primer curso de algebra se demuestra que dos permutaciones son conjugadas si y solo
si sus descomposiciones en ciclos disjuntos son del mismo tipo (para cada largo posible, ambas permutaciones
tienen la misma cantidad de ciclos disjuntos en sus descomposiciones).



En otras palabras, se tiene el siguiente resultado
Teorema 2.1. Sean 0,7 € S,,. Entonces o es conjugada a 7 si y solo si tipo(a) = tipo(T).

Notemos que dada cualquier particién (Aq, ..., \;), considerando la permutacién (escrita en ciclos disjun-
tos) o= (12 ... A)(Ar4+1 42 ..o Ai+A2) oo (A4 NI A+ N2 o M A = n)
tendremos que tipo(o) = (A1, ..., \).

Se tiene entonces que para cualquier particién existe una permutacién cuya descomposicién en ciclos
disjuntos corresponde a tal particién.

Corolario 2.2. El nimero de representaciones irreducibles de S,, es el nimero de particiones de n.

Demostracion. En efecto, el nimero de representaciones irreducibles de S, es el nimero de clases de con-
jugacion del grupo S,. Hemos visto que cada clase de conjugacién determina una particiéon. Como ademas
se tiene que aparecen todas las particiones (para cada particién existe una clase de conjugacion), tenemos
entonces la correspondencia. O

3. Diagramas de Young

Hemos visto que las particiones juegan un rol fundamental al momento de determinar la cantidad de
representaciones irreducibles. Motivados por este resultado, estudiamos mas en detalle sus propiedades.

Una manera de presentar las particiones es via una familia particular de arreglos de casillas conocidos
como Diagramas de Young.

Definicién. Si A = (\1,...,\;) es una particién de n, entonces el Diagrama de Young (o simplemente dia-
grama) de X consiste de n casillas distribuidas entre [ filas, alineadas a la izquierda, donde la i-ésima fila
tiene \; casillas.

Ejemplo 3.1. Estos son ejemplos de diagramas de Young para n = 5y Ay = (2,2,1), Ao = (3,2) y
A3 = (2,1,1,1).

Ai-diagrama de Young Ao-diagrama  As-diagrama

Observacién. Notemos que cualquier diagrama que consista de n casillas arregladas en filas tales que el
numero de casillas en cada fila es no creciente (yendo desde arriba hacia abajo) es el diagrama de Young de
una unica particién de n.

Definicién. Si A - n, entonces la particion conjugada AT de X es la particién cuyo diagrama de Young es
la transposicién del diagrama de Young de A. Esto es, el diagrama de Young de AT se obtiene a partir del
diagrama de A intercambiando filas y columnas.



Ejemplo 3.2. Consideramos A = (3,2). Los diagramas correspondientes son:

Diagrama de A Diagrama de \T.

Luego AT = (2,2,1).

Queremos ahora introducir una nocién de orden en el conjunto de las particiones de n.
Consideramos entonces la siguiente relacion:

Definicién. Suponga que A = (A1,..., ) v o= (p1,. .., 4m) son particiones de n. Se dird que A domina a
p (A p) si

M+t o+ N >ttt Vi1l

donde, si ¢ > [, entonces tomamos \; = 0, y si ¢ > m, entonces tomamos p; = 0.

Observacién. Decir que la particion A domina a la particién p significa que Vi > 1 las primeras 4 filas del
diagrama de A contienen al menos tantas casillas como las primeras 7 filas del diagrama de p.

Ejemplo 3.3. Tenemos que (4,1) > (3,2), pues 4 >3y 4+1>3+2.

Ejemplo 3.4. Consideremos para n = 6 las particiones (3,3) y (4,1,1). Notemos que no se tiene que
(4,1,1) > (3,3), pues 4 > 3 pero 4+ 1 < 3+ 3. Tampoco se tiene que (3,3) > (4,1,1), pues 3 < 4.

Proposiciéon 3.1. La relacién de dominancia satisface:
1. Reflexividad: \ > A;
2. Anti-simetria: A> py g > X implica A = u;
3. Transitividad: A > py u > p implica A > p.

Demostracion. Notamos que gracias a la observacién, las 3 propiedades son directas. Por completitud, se
exhiben las demostraciones.

1. Reflexividad: Es claro que se cumple que A\; + Ao+ -+ X\; > A1+ Ao+ -+ \; Vi > 1, luego A > A

2. Anti-simetria: Tenemos entonces que Ay + Ao +---+ X > 1+ po+ -+ > A+ X+ -+ Vi > 1.
Considerando ¢ = 1, se deduce que A\; = p1. Considerando i = 2, por lo anterior, se deduce que Ay = po.
Procediendo sucesivamente de esta manera, concluimos que A\; = ;Vj > 1, es decir, A = p.

3. Transitividad: Tenemos ahora que Ay + Ao+ -+ X\; > p1 +po+ -+ > p1+p2+ -+ p;Vi > 1.
En particular, se tiene que Ay + Ao+ -+ X\; > p1 + p2 + - -+ p;Vi > 1. Es decir, A > p.

O

Observacién. La nos dice que > es una relacién de orden en el conjunto de particiones de
n. El nos dice que no es un orden total.

Seria muy deseable contar con criterios que nos permitan comparar particiones y establecer si una domina
a la otra. Con este objetivo en mente echamos mano a resultados de combinatoria. Necesitamos entonces
establecer previamente ciertas definiciones.



Definicién. Si A n, entonces llamamos un A-tableauz (o Tableaux de Young de forma \) a una numeracién
de las casillas que componen al A-diagrama de Young usando los nimeros 1,2, ..., n.

Observacion. Claramente existen n! A-tableaux.

Ejemplo 3.5. Considerando A = (4, 1), algunos A-tableaux son los siguientes

3l1]2]5] 1[2]3]4] 503[2]4]
4 5 1

Uno de estos criterios que buscamos es el siguiente: si t* es un A-tableaux y s es un p-tableaux tal que,
dada cualquier fila de s* , los enteros pertenecientes a ella pertenecen a distintas columnas de ¢*, entonces
AD .

Para probar esto, es necesaria la siguiente proposicién, que serd 1til por si misma.

Proposicién 3.2. Sean A = (A,...,N) y = (1, ., 1m) particiones de n. Suponga que t* es un A-
tableaux y s* es un p-tableaux tal que, dada cualquier fila de s*, los enteros pertenecientes a ella pertenecen
a distintas columnas de t*. Entonces podemos encontrar un A-tableaux u* tal que:

1. la j-ésima columna de t* y de u* contienen los mismos elementos para 1 < j < ;

2. Las entradas de las primeras i filas de s* pertenecen a las primeras i filas de u* para cada 1 < i < m.

Demostracion. Para cada 1 < r < m construimos un A-tableaux ti‘ tal que:
a) la j-ésima columna de t* y de ¢} contienen los mismos elementos para 1 < j < [;

b) Las entradas de las primeras i filas de s* pertenecen a las primeras i filas de ) para cada 1 <i < r.

A

o, se tiene la demostracién. La construccién es por induccién en r.

Tomando u* =t

Comenzamos con 7 = 1. Sea k un elemento de la primera fila de s* y sea c(k) la columna de t* que
contiene a k. Si k estd en la primera fila de t*, no se hace nada. Si no, cambiamos en t* ¢l elemento de la
primera fila de la columna ¢(k) por k. Dado que cada elemento de la primera fila de s* estd en una columna
diferente, el orden en el que realizamos estas permutaciones no importa. De esta forma, se construye un
A-tableaux # que satisface las condiciones a) y b).
Suponemos que t) satisfaciendo las condiciones a) y b) ha sido construido para 7 con 1 < r < m — 1.
Definimos t;}ﬂ como sigue. Sea k una entrada de la fila r + 1 de s* y sea c(k) la columna de ¢ en donde k
aparece. Si k ya estd en las primeras r + 1 filas de ¢}, no hacemos nada. Asumimos entonces que este no es
el caso. Notemos que si la fila 7 + 1 de ) no intersecta la columna c(k), entonces, dado que los tamafios de
las filas son no crecientes, se sigue que k debe estar en las primeras r filas de ¢. Como este no era el caso,
tenemos que c(k) intersecta a la fila r + 1. Podemos entonces cambiar k con el elemento en la fila 7+ 1y en
la columna c(k) de ¢ sin perder la propiedad b) para 1 < i < r. Nuevamente, dado que cada entrada de la
fila 7+ 1 de s* estd en una columna diferente de ¢* (v luego, de ti‘ por la propiedad a)), podemos hacer esto
para cada k independientemente.
De este modo, hemos construido ¢, ; satisfaciendo a) y b). O



Ejemplo 3.6. Suponga que t* y s* estan dadas por

2(3]

501]3]

A= 214 y st =

BENE

Notamos que dada cualquier fila de s*, sus elementos pertenecen a distintas columnas de .

Se construye ¢; permutando en t* cada elemento que aparezca en la primera fila de s*, con el elemento
correspondiente a su columna, en la primera fila de t*. En este caso, obtenemos

2[1]3]

Teniendo el algoritmo resuelto para la primera fila, continuamos con la segunda. Vemos que 4 aparece en
la segunda fila de 7, por lo que no debemos hacer nada. Para 5, vemos que 7 no tiene tercera fila, por lo
que 5 debié aparecer antes. Hemos concluido el algoritmo.

Podemos entonces tomar u* = t7.

Usamos entonces la [Proposicion 3.2 para establecer el siguiente criterio de dominancia.

Lema 3.1. Sean \ y p particiones de n y suponga que t* y s* son tableaux de formas A y y respectivamente.
Ademas, suponga que para cualquier eleccién de fila de s*, los enteros pertenecientes a esa fila estdn en
distintas columnas de ¢*. Entonces \ > .

Demostracion. Sean A = (A1,...,N) y u = (p1,. .., m). Por la|Proposicion 3.2| es posible construir un A-

tableaux u* tal que, para 1 < i < m, las entradas de las primeras i filas de s* estan en las primeras i filas de
u?. Entonces, como A; +Aa+- - -+, es el nimero de entradas en las primeras i filas de u vV 1+ e+
es el numero de entradas en las primeras i filas de s*, se sigue que A\ + Ao+ -+ ; > pr+po+- -+ Vi > 1.
Luego, A > pu. O

4. Construccion de Representaciones Irreducibles.

Si X C {1,...,n}, identificamos Sx con aquellas permutaciones de S, que fijan a todos los elementos
que no estan en X. Por ejemplo, Sta 3y estd compuesto por {Id, (2 3)}.

Definicién. Sea ¢ un tableaux. El estabilizador columna de t (Cy) es el subgrupo de S,, que preserva el
contenido de las columnas de t. Esto es, o € C; si y solo si o(i) estd en la misma columna que ¢ para cada

ie{l,...,n}.

Ejemplo 4.1. Suponga que

Entonces Cy = S(2535(1,4}Sg31 = 5{2 5} x St1,43 X Szy. Asi, por ejemplo, (2 5), (2 5)(1 4) € C;. Como
Sg3y = {Id}, se sigue que |Cy| = 2! -



El grupo S,, actia transitivamente sobre el conjunto de los A-tableaux aplicando ¢ € S,, a las entradas
de las casillas. El resultado de aplicar ¢ € S,, a t es denotado por ot.

Ejemplo 4.2. Si

2]1]3]4]
t= L[5
y 0 = (12)(3 4), entonces
1]2]4]3]
ot= L9]

Definimos ahora la relacién ~ en el conjunto de A-tableaux. Diremos que t; ~ to si tienen las mismas
entradas en cada fila.

Ejemplo 4.3. Vemos que los siguientes tableaux tienen a los elementos {1,3,4} en la primera fila y a {2,5}
en la segunda.

1]3[4] 4]1]3]

Observacion. No es dificil ver que la relacién ~ es una relacién de equivalencia.

Definicién. Una ~-clase de equivalencia de A-tableaux es llamada un A-tabloide o un tabloide de forma \.
El tabloide de un tableaux t es denotado por [t]. El conjunto de todos los tabloides de forma A es denotado
T>.

Denotamos por T) al tabloide con 1,...,A; en la fila 1, Ay +1,...,A1 + A3 en la fila 2, y en general, con
M+ F XN+ A 4+ X1 + A\ en la fila i. En otras palabras, T) es el tabloide correspondiente
al tableaux que tiene a j en la j-ésima casilla.

Ejemplo 4.4. Tenemos entonces que T(3 ) es la clase de equivalencia de

1]2]3]
45

La siguiente proposicién implica que la accién de S,, sobre A-tableaux induce una accién bien definida de
S,, sobre tabloides de forma A.

Proposicién 4.1. Suponga que t; ~ts y o € S,,. Entonces oty ~ ots. Asi, hay una accién bien definida de
S, en T* dada por o[t] = [ot] para t un A-tableau.

Demostracion. Para mostrar que ot; ~ oty tenemos que mostrar que para cualquier fila f de otq, si el
elemento ¢ estd en esa fila, entonces también estd en la misma fila f de ots. En efecto, si ¢ estd en la fila f
de oty, entonces 0~ 1(i) est4 en la fila f de t1. Pero t; ~ to, luego 0~ 1(i) estd en la fila f de to, y entonces i
estd en la fila f de ots.

Andlogamente, tenemos que los elementos de la fila f de oty estan en la fila f de ot;. Por el teorema de



Cantor-Berstein, tenemos entonces la biyeccién.
Como lo anterior se tiene para cualquier fila f, concluimos lo enunciado.

De acd es inmediato que o[t] = [0t] determina una accién bien definida de S,, sobre T*. O
Observacién. La accién de S, sobre los A-tabloides es transitiva, pues ya lo era sobre los A-tableaux.

Suponga que A = (A, ..., ;). El estabilizador Sy de T) es
Sy =501 01 XS0 a0y X X SO A+ 1,en)

Ast, [T =[S, : Sy] = n!/A!--- N\l El subgrupo Sy es llamado el subgrupo de Young asociado a la
particién .

Para una particién A, denotamos por M*» a CT* y consideramos ¢* : S,, — GL(M?™) la representacion
por permutaciones asociada.

Ejemplo 4.5. Suponga que A = (n — 1,1). Entonces dos A-tableaux son equivalentes si y solo si tienen la
misma entrada en la segunda fila. De este modo, T estd en biyeccién con {1,...,n} y ¢* es equivalente a la
representacion standard o por permutaciones. Por otra parte, si A = (n), entonces existe un inico A-tabloide.
Luego, ¢ es la representacién trivial.

Si A = (n—2,2), entonces un par de A-tabloides son equivalentes si y solo si los subconjuntos de dos elementos
en la segunda fila de los tabloides coincide. Asi, los A-tabloides estdn en biyeccién con los subconjuntos de

dos elementos de 1,...,n y ¢* es equivalente a la representacién por permutaciones asociada a la accién de
S,, sobre [n]2.

Si A # (n), entonces ¢ es una representaciéon por permutaciones no trivial de S,, y luego no es irreducible.
Sin embargo, contiene una componente irreducible distinguida que ahora buscaremos identificar.

Definicién. Sea A, u F n. Sea t un A-tableaux. Definimos el operador lineal A; : M* — M* como
Ay = Z sgn(m)eh.
weCly
En el caso A = p, el elemento

er = Ait] = Z sgn(m)mlt]

TeClt
de M* es llamado el politabloide asociado a t.

Nuestra siguiente proposicion muestra que la acciéon de .S,, sobre A-tableaux es copatible con la definicién
de A-tabloide.

Proposiciéon 4.2. Si o € S, y t es un A-tableaux, entonces npéet = eyt

Demostracion. Primero veamos que C,y = 0C,o~'. En efecto, si X; es el conjunto de entradas de la columna
i de t, entonces o(X;) es el conjunto de entradas de la columna ¢ de ot. Como 7 estabiliza X; si y solo si
oTo~ ! estabiliza 0(X;), la afirmacién sigue. Ahora, calculamos

WAL = Y sgn(m)ehen
TeCy
= Z sgn(o o) phpd 1
TECH
= Aatwg

donde hemos hecho la substitucién 7 = oro L.

Por lo tanto @le; = @) As[t] = Agepr[t] = Aot[ot] = es¢. Esto completa la demostracién. O



Estamos ahora en condiciones de definir la subrepresentacion buscada.

Definicién. Sea A una particién de n. Defina S* como el subespacio de M* generado por los politabloides

e; con t un M-tableaux. La [Proposicién 4.2| implica que S* es S,-invariante. Sea 1> : S, — GL(S*) la

correspondiente subrepresentacién. Esta subrepresentacién es llamada la Representacion de Sprecht asociada
a A

Observacion. Los e; no son en general linealmente independientes. Esto se verd en el ejemplo que viene.

Nuestro objetivo es probar que las representaciones de Sprecht ¢* forman un conjunto completo de
representaciones irreducibles de S,,. Miremos un ejemplo.

Ejemplo 4.6. Considere la particién A = (1,1,...,1) de n. Como cada fila tiene solo un elemento, los
A-tableaux son lo mismo que los A-tabloides. Asi, ¢* es equivalente a la representacién regular de S,,. Sea t
un A-tableaux. Como ¢ tiene solo una columna, trivialmente se tiene que Cy = S,,. Asi

er = Z sgn(m)w[t].

TES,

Afirmamos que si o € S, entonces gp;\et = sgn(o)eq. Como sabemos que cpget = ey por la
se sigue que S* = Ce; y que 10 es equivalente a la representacién de grado uno sgn : S, — C*.

En efecto, calculamos

prec = Y sgn(m)ernli]
TESy

Y sgn(o ™ m)px(1]
TESK

= sgn(o)e;

donde hemos usado la substitucién 7 = o.

La demostracién de que los ¥* son las representaciones irreducibles de S,, procede via una serie de lemas.

Lema 4.1. Sea )\, - n y suponga que t* es un A-tableaux y s* es un p-tableaux tal que Ay [s#] # 0.
Entonces A > p. Ademds, si A = p, entonces Ay [s!] = tegn.

Demostracion. Usamos el de dominancia. Suponemos que tenemos dos elementos i,j que estdn
en la misma fila de s* y en la misma columna de t*. Entonces (i j)[s*] = [s#] = Id[s"] y luego

(o — <P’(§- j))[su] =0.

Sea H = {Id, (i j)}. Entonces H es un subgrupo de Cyx. Sea o1, ...,0 un conjunto completo de repre-
sentantes de clases izquierdas de H en Cyx. De este modo, tenemos

Apls'] = Y sgn(m)phlst]
‘n'iCtA
= > (sgnlor)eh, + sgn(on(i )2 ) 18]
Tfl
= > sgn(on)eh (@l — ¢l ;)]
_ 0



donde la ultima igualdad usa la ecuacién anterior. Esta contradiccién implica que los elementos de cada fila
de s* estdn en diferentes columnas de t*. El establece entonces que A > u.

Ahora suponga que A = p. Sea u como en la El hecho que las columnas de t* y pu?

tengan los mismos elementos implica que la tnica permutacion o con u* = ot pertenece a Cix. Por otra
parte, Vi > 1, las primeras i filas de s* pertenecen a las primeras i filas de u*, pero como \ = j, esto implica
[u*] = [s"]. En efecto, la primera fila de s* est4 contenida en la primera fila de u*. Pero ambas filas tienen
el mismo numero de casillas. Luego, esas filas deben contener los mismos elementos. Suponga por induccién
que cada una de las primeras i filas de u y s* tienen los mismos elementos. Entonces como cada elemento
de las primeras i + 1 filas de s* pertenece a las primeras i + 1 filas de u*, sigue de la hipétesis inductiva que
cada elemento de la fila i + 1 de s* pertenece a la fila s + 1 de u*. Como ambos tableaux son de forma ), se
sigue que tienen la misma i + 1-ésima fila. Conclufmos que [u?] = [s*].

Se sigue que

Aplst] = > sgn(m)epls”]
meC,x
= Y sgn(ro ) [u)]
TEC, A
= sgn(o™!) Z sgn(r)7[tY]
TECQ\
= :tet)\

donde en la segunda igualdad hemos usado el cambio de variables 7 = wo. Esto completa la demostracion. [
El siguiente lema continia nuestro estudio del operador A;.
Lema 4.2. Sea t un A-tableaux. Entonces la imagen del operador A; : M» — M* es Ce;.

Demostracion. De la ecuacién e; = A.[t], basta con mostrar que la imagen estd contenida en Ce;. Para
probar esto, basta con verificar sobre elementos de la base [s] € T*. Si A;[s] = 0, no hay nada que probar;
si no, el nos dice que A;[s] = +e; € Ce;. Esto completa la demostracion. O

Recuerde que M*» = CT? viene equipado con un producto interno para el cual 7 es una base ortonormal
v que , ademas, la representacion es unitaria respecto a este producto. Mas atin, si t es un A-tableaux, entonces

Ar =" sgn(m) (@) = > sgn(r)(@}) = A

el T€C:

donde la pentiltima igualdad es obtenida tomando 7 = 7~! y usando que ¢ es unitaria. Asi, A; es auto-
adjunta.

La clave para probar que los * son las representaciones irreducibles est4 en el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sea )\ una particién de n y suponga que V es un subespacio S,-invariante de M?*. Entoces
S* CV o bien V C (S*)L.

Demostracion. Suponga primero que hay un A-tableaux ¢ y un vector v € V' tal que A;v # 0. Entonces por
el[Cema 4.2]y la S,-invarianza de V, tenemos 0 # A;v € Ce; NV Se sigue que e; € V. Asi, Vo € S, tenemos
gt = gpget € V. Como S,, actiia transitivamente sobre el conjunto de A-tableaux, se concluye que S* C V.
Suponga ahora que, para todo A-tableaux y todo v € V, se tiene A;v = 0. Entonces tenemos

(v, e1) = (v, Ai[t]) = (Afv, [t]) = (Arv, [t]) = 0

pues A = A; y Ajw = 0. Como t y v fueron arbitrarios, esto muestra que V C (S*)*, completando al
demostracién. O



Como corolario vemos que S* es irreducible.
Corolario 4.2. Sea A - n. Entonces ¢ : S,, — GL(S?) es irreducible.

Demostracion. Sea V un subespacio propio S,-invariante de S*. Entonces por el [Teorema 4.1, tenemos
V C (SNt N S* = {0}. Esto demuestra el corolario. O

Hemos construido, para cada particién A de n, una representacion irreducible de S,,. El nimero de clases
de conjugacién de S, es el numero de particiones de n. Entonces, si podemos mostrar que A # y implica que
P L Pt entonces se seguird que hemos encontrado todas las representaciones irreducibles de S,,.

Lema 4.3. Suponga que \,u - ny sea T € Homg, (¢*, p"). Si S* € ker(T), entonces A > pu. Ademds, si
A = pu, entonces T'|g» es un multiplo escalar de la funcién identidad.

Demostracion. El implica que ker(T) C (S*)*. Luego, para cualquier A-tableaux ¢, se sigue que
0 # Te, = TA[t] = A;T[t], donde la tiltima igualdad usa que T' conmuta con p*(S,) y la definicién de A;.
Ahora, T'[t] es una combinacién lineal de u-tabloides, por lo que existe un p-tabloide [s] tal que A[s] # 0.

Pero entonces A > p por el
Suponga ahora que A = p. Entonces

Te; = A T[t] € Ce;, C S*

por el T deja a S invariante. Como S* es irreducible, el lema de Schur implica que T|g» = c- Id
para algun ¢ € C. O

Como consecuencia obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.4. Si Homg, (¢*, ") # 0, entonces A > p. Ademds, si A = u, entonces Homg, (¢, o*) = 1.

e K .
Demostracion. Sea T : S*M" un morfismo de representaciones no cero. Entonces podemos extender T a

M* = $* @ (S*)* poniendo T(v + w) = Tv para elementos v € S* y w € (S*)*. Esta extensién es un
morfismo de representaciones, pues (S*)* es S,-invariante y entonces
T(pz(v+w) =T (o0 + gow) = Togv = @ Tv = phT(v + w).

Claramente S* ¢ Ker(T) y entonces A > 1 por el [Lema 4.3l Ademsds, si A = pu, entonces T debe ser un
miiltiplo escalar de la funcién inclusién por el [Lema 4.3|y asi, dim Homsg, (¥}, o) = 1. O

Podemos probar ahora el resultado principal.

Teorema 4.3. Las representaciones de Sprecht 1»* con A  n forman un conjunto completo de representa-
ciones irreducibles no equivalentes de S,.

Demostracion. Todo lo que resta por mostrar es que 1)* ~ " implica A = p. Pero 1* ~ *, implica que
0 # Homg, (>, ") C Homg, (¥, p*). Entonces A > p por el Un argumento andlogo muestra
que p > Xy entonces A = p por la Esto demuestra el teorema. O

De hecho, es posible deducir més desde el

Corolario 4.4. Suponga que p - n. Entonces " aparece con multiplicidad 1 como un componente irredu-
cible de ¢*. Cualquier otro componente irreducible ¢* de ¢* satisface A > p.

Demostracion. En efecto, el [Lema 4.4 nos dice que la multiplicidad de la componente irreducible es 1. Sea
Y otra componente irreducible distinta de 1", entonces tendremos que Homg, (¢, ¢") # 0y el [Lema 4.4] m
nos dice que se tiene A > pu.
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5. Aplicacién: El grupo Ss.

Aplicaremos la teoria desarrollada sobre el grupo simétrico S5 y calcularemos algunas representaciones
irreducibles junto con sus caracteres,

En el vimos todas las particiones de 5. Los diagramas de Young entonces son:

| | | [ 1]
| LIl

LLLLY) (L1 (221) (3,1,1) (3,2) (4,1) (5)

banb hab b

5.1. Representacion Trivial

Consideremos la particiéon A = (5) de 5. Su diagrama de Young es

[T TTT]

Notemos que existe un tnico (5)-tabloide. Asi, para cualquier par de tableaux distintos ¢; y t2 tendremos
que

€ty = Atl[tl] = Z Sgn(ﬂ)ﬂ[tl]
meCly

Pero C; = {Ids} para todo tableaux t. Luego

Y sgn(mmltl] = Y sgn(m)rta] = Aplts] = e,

meCly T€Cy,

Es decir, e;, = e;, para cualquier par de tableaux. Tenemos entonces que S 6) =Cy ® corresponde a
la representacién trivial ¢ : S5 — C con 1(® (0) =1Vo € Ss.

La tabla del caracter es

Ss () ( ) ( . ) ( )( ) ( . )( ) ( . ) ( ..... )

X¢(1,1,1,1,1) 1 1 1 1 1 1 1

5.2. Representacién Alternante

Consideremos la particiéon A = (1,1,1,1,1) de 5. Su diagrama de Young correspondiente es



Como cada fila tiene solo un elemento, los (1,1,1,1,1)-tableaux son lo mismo que los (1,1,1,1,1)-
tabloides. Asi, (11111 eg equivalente a la representacién regular de Ss. Sea t un (1,1,1,1,1)-tableaux.
Como t tiene solo una columna, trivialmente se tiene que Cy = S5. Asi

e = Z sgn(m)m[t].

TESs
Afirmamos que si o € S5, entonces gof,l’l’l’l’l)et = sgn(o)e;.
En efecto, calculamos
4,05,1’1’1’1’1)% _ Z sgn(m) b LLD pALLLL 7
TES,
=S snlotrg g
TESH
= sgn(o)e;

donde hemos usado la substitucién 7 = o7.

(1,1,1,1,1) . .
Como sabemos que ¢y et = eyt por la [Proposicién 4.2] se sigue que e,; = sgn(o)e;, o en otras

palabras, S(LLLLY = Ce, y que (11111 65 equivalente a la representacién de grado uno sgn : S5 — C.

(1,1,1,1,

Calculando el caracter de v 1) vemos entonces que

S5 () ( ) ( . ) ( )( ) ( . )( ) ( . ) ( ..... )
X¢(1,1,1,1,1) 1 -1 1 1 -1 -1 1

5.3. Una Representaciéon de Grado 4

Consideramos la particién A = (4,1). Su diagrama de Young correspondiente es

Notemos que podemos indexar los tabloides de esta particién segin la entrada en la segunda fila de los
tableaux. Tenemos entonces que existiran 5 tabloides, a saber

)= LL

coni € {1,2,3,4,5}.

Nuestra intencién es generar el espacio S(*1). Necesitamos entonces calcular los politabloides e, y deter-
minar una base para S*1). No sabemos la dimensién de este espacio (en principio, podria ser hasta 120,
pues cada tableaux genera un politabloide y podrian todos formar un conjunto linealmente independiente),
pero ciertamente serd menor o igual que 5, pues esta es la cantidad de tabloides distintos que existen para
esta particién.
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Dentro de los 120 posibles tableaux, consideraremos aquellos de la forma

tap = LO]

Con a # b, ambos pertenecientes al conjunto {1,2,3,4,5}.

Esto pues, dado un par de tableaux de la forma ¢, ;, que sean distintos, digamos ¢, y ¢, tendremos que
[tr] = [ts] v que A, = (Ids) — (a b) = A;,. Luego e, = A¢ [t] = Az [ts] = et.. Logrando reducir entonces la
cantidad posible de politabloides en la base de 120 a 20 (por principio multiplicativo, pues las libertades de
a son 5 y las de b son 4). Como la disposicién de las entradas no determinadas (es decir, aquellas que no son
a 0 b) no afectan nuestros célculos, consideramos cualquier representante para un tableaux de la forma ¢, .

Procedemos a calcular los e, ,. Notemos que
Ctop = Ata,‘b[ta,b} = (IdS)[ta,b] —(a b) [ta,b} = [ta,b} - [tb,a] = [ta] - [tb]~
Luego, las 20 posibles combinaciones posibles entre a y b se reducen a 10, pues e;, , = —ey, .

(4,1)

Los generadores de S ahora se han reducido a los politabloides

[t1] — [t2]  [to] —[ts] [ta] —[ta] [ta] — [ts]
[t1] — [ts]  [to] —[ta] [ts] — [ts]

[t1] — [ta]  [to] — [t5]

[t1] — [ts]

De donde es evidente que si tomamos el primer elemento de cada columna, tenemos un conjunto lineal-
mente independiente que genera a los otros elementos.

Tenemos entonces nuestra base {[t1] — [t2], [t2] — [t3], [t3] — [ta], [ta] — [t5]} = {€t1.2+ €tn5sCtsasCtas )
Calculamos entonces el caracter de la correspondiente representacién de Sprecht.

Usando la [Proposicion 4.2] aplicamos un representante de una clase de conjugacion del grupo S5 a los
elementos de la base.

Clase de la Identidad

Para la clase de conjugacién de la identidad, como la dimensién de ™1 es 4, tenemos que el valor del

caracter de 1#812)) en el elemento identidad es 4.

Clase de la permutacién (1 2)

Para la clase de conjugacién de o = (1 2), tenemos @Z)((‘lllz)) €, = €4, = —€4 ,. Por lo que la primera
entrada de la diagonal de la matriz de 1/)81;)) es -1.

¢8’;))6t2,3 =e4, 5 = [t1] —[t3] = e, , +e1, . Por lo que la segunda entrada en la diagonal de la matriz es 1.

zbgf’;))et“ = ey, ,- Por lo que la tercera entrada en la diagonal de la matriz es 1.

wg;l’é))etw = ey, ;- Por lo que la cuarta entrada en la diagonal de la matriz es 1.
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Concluimos que el valor del caracter de ¥(*1) en esta clase de conjugacién es 2.
Clase de la permutacién (1 2 3)

Para la clase de conjugaciéon de o = (12 3), tenemos ¢Ef’§)3)et1,z = ey, ,- Por lo que la primera entrada

de la diagonal de la matriz de z/)(l 5 3) ©8 0.

wg ;)3)6152 s = €t5, = [t3] — [t1] = —es, , — €4, ,. Por lo que la segunda entrada en la diagonal de la matriz
es -1.

wéfé 3)€tas = €ty = [t1] = [ta] = €4, , + €1, 5 + €1, - Por lo que la tercera entrada en la diagonal de la
matriz es 1.

772181 ;)3)‘%4 s = €4, 5- Por lo que la cuarta entrada en la diagonal de la matriz es 1.
Concluimos que el valor del caracter de 1)+ en esta clase de conjugacién es 1.

Clase de la permutacion (1 2)(3 4)

Para la clase de conjugacién de o = (1 2)(3 4), tenemos 1/)(1 9)(3 4)€tre = €ty = —€t,,. Por lo que la
primera entrada de la diagonal de la matriz de ¢(4 1)(3 1) €8 -1.

1/1&1 2))(3 )€tas = €ty = = [t1] — [ta] = €4, , + €1, + €4, ,. Por lo que la segunda entrada en la diagonal de
la matriz es 1.

¢8 2)(3 4)€tsa = €ty5 = [ta] = [ts] = —ey, ,. Por lo que la tercera entrada en la diagonal de la matriz es -1.

1218 2))(3 0)€las = Ctas = [t3]—[ts] = et ,+es, 5- Porlo que la cuarta entrada en la diagonal de la matriz es 1.
Concluimos que el valor del caracter de ¢)(*1) en esta clase de conjugacién es 0.
Clase de la permutacién (1 2 3)(4 5)

Para la clase de conjugacién de o = (1 2 3)(4 5), tenemos 1/)((11’12) 3)(4 5)€t1.2 = €ty 5+ Por lo que la primera
(4,1)

entrada de la diagonal de la matriz de 1/)(1 2 3)(4 5) 0.

1[181’;)3)(4 5)Ctas = €ty = [t3] — [t1] = —e¢,, — €1, Por lo que la segunda entrada en la diagonal de la
matriz es -1.

1/181 2)3)(4 5)Ctsa = Ctis = [t1] = [ts] = €1, , + €1y + €15, +e4, 5. Por lo que la tercera entrada en la diagonal
de la matriz es 1.

77/1&1 ;)3)(4 5)Ctas = €ty = [ts] —[ta] = —et, 5. Porlo que la cuarta entrada en la diagonal de la matriz es -1.
Concluimos que el valor del caracter de 1) en esta clase de conjugacién es -1.

Clase de la permutacién (1 2 3 4)

Para la clase de conjugacién de o = (1 2 3 4), tenemos 1/)81’12)3 0tz = Cty e Por lo que la primera entrada
de la diagonal de la matriz de 1/)81’12)3 4 ©8 0.
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1/18’;)3 0)Ctas = Cig 4 Por lo que la segunda entrada en la diagonal de la matriz es 0.

1/)8’;)3 2)Ctaa = €y, = [ta] = [t1] = —et,, — €ty5 — €15, Por lo que la tercera entrada en la diagonal de
la matriz es -1.

¢Ef’;)3 0Ctas = €t 5 = [t1] — [t5] = €4, , + €ty 5 + €15, + €4, 5. Por lo que la cuarta entrada en la diagonal
de la matriz es 1.

Concluimos que el valor del caracter de ¢)(*1) en esta clase de conjugacién es 0.
Clase de la permutacién (1 2 3 4 5)

Finalmente, para la clase de conjugaciéon de o = (1 2 3 4 5), tenemos 1/18’12)3 4 5t = €ty 5- Por lo que

la primera entrada de la diagonal de la matriz de 1/)81’12)3 15) 0.
7,[181’;)3 45)Ct2s = Ctaa Por lo que la segunda entrada en la diagonal de la matriz es 0.
7,[15‘11’2)3 145)Ctaa = Clas Por lo que la tercera entrada en la diagonal de la matriz es 0.

1/1&1’2)3 4 5)Ctas = €tsn = [ts] = [t1] = —€r,, — €5 — €, — €r, 5. Por lo que la cuarta entrada en la

diagonal de la matriz es -1.
Concluimos que el valor del caracter de ¢)(*1) en esta clase de conjugacién es -1.

En resumen, la tabla del caracter de ¢(*1) queda asf

Ss () ( ) ( . ) ( )( ) ( . )( ) ( . ) ( ..... )
Xyp41) 4 2 1 0 -1 0 -1

5.4. Una Representacion de Grado 5

Consideramos la particién A = (3,2). Su diagrama de Young correspondiente es

Notemos que podemos indexar los tabloides de esta particiéon segun las entradas en la segunda fila de los
tableaux. Tenemos entonces que existiran 10 tabloides, a saber

[ti) = Lild

coni#j€{1,2,3,4,5}, pues ¢ tiene 5 libertades, j tiene 4 y [t;;] = [t;4].

Tal como en la representacién anterior, nuestra intencién es generar el espacio S32). Necesitamos enton-
ces calcular los politabloides e; y determinar una base para S(32). No sabemos la dimensién de este espacio
(en principio, podria ser hasta 120, pues cada tableaux genera un politabloide y podrian todos formar un
conjunto linealmente independiente), pero ciertamente serd menor o igual que 10, pues esta es la cantidad
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de tabloides distintos que existen para esta particion.

Dado que la cantidad de calculos es extensa, nos limitamos a indicar una observacién que nos permite
reducir el trabajo.

Los 120 posibles tableaux se pueden presentar como tableaux de la siguiente forma

bcl
ald

b,
ta

)

d
c

Con a, b, c,d distintos entre si y pertenecientes al conjunto {1,2,3,4,5}.

4b.d

Notemos que para un tableaux t,¢,

el operador AtZ"i corresponde a
Atz,’,'i = (Id5) — (a b) — (c d) + (a b)(c d)

y de acd es claro que AtZ’,‘i = At;,; = At;f; = At?;};'

Observacién. Por el y el calculo anterior, hemos logrado reducir nuestra busqueda de la base de
120 elementos a 30 elementos.

Observacién. Si por algiin motivo se conociera de forma previa la dimensién de la representacién a buscar,
evidentemente es suficiente con buscar elementos linealmente independientes hasta encontrar la cantidad
adecuada para satisfacer la dimensién de la base y por consiguiente la de la representacion.

Omitiendo los célculos de los e;, presentamos una posible base para el espacio S(3:2).

€,34,€,2,4,€,2,3,€,1,2,€,1,2
{t1.2’ 1137 7457 Tty t4.5}

Observacion. Existe teoria que permite disminuir la cantidad de calculos de los e;, pero escapa de nuestros
objetivos en este documento. Como referencia, ver (2]

Ya con una base determinada, basta con hacer las cuentas para determinar el caracter de la representa-
cién buscada.

Nuevamente, omitimos los cdlculos para presentar la tabla del caracter correspondiente a esta represen-
tacién de Sprecht t(3:2),

Ss () ( ) ( . ) ( )( ) ( . )( ) ( . ) ( ..... )
Xyp32 | 5 1 -1 1 1 -1 0

Observacion. Notar que ahora estamos en condiciones de determinar completamente los caracteres irredu-
cibles de S5, pues tenemos dos caracteres de grado 1, uno de grado 4 y uno de grado 5. Tomando el producto
con la representacién alternante, generamos otro nuevo caracter de grado 4 y otro nuevo caracter de grado
5.

Sumando los cuadrados de las dimensiones, vemos que la Unica alternativa posible para el caracter restante
es ser de grado 6, y podemos calcularlo usando el producto interno de caracteres con ayuda del caracter
regular.
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Por completitud, se presenta la tabla de caracteres irreducibles de Ss.

S5 () ( ) ( . ) ( )( ) ( . )( ) ( . ) ( ..... )
Xop(5) 1 1 1 1 1 1 1
X¢(1,1,1,1,1) 1 -1 1 1 -1 -1 1
Xop(a.1) 4| 2 1 0 -1 0 -1
X¢(2,1,1,1) 4 -2 1 0 1 0 -1
X'(/)(3’2) 5 1 -1 1 1 -1 0
X'l/J(2’2=1) 5 -1 -1 1 - 1 0
Xw(:},l,l,l) 6 0 0 -2 0 0 1
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