TEOREMA DE INDUCCION DE BRAUER

ALEX CG.

1. INTRODUCTION

En el teorema de induccién de Artin, establece que todo caracter racional de un
grupo finito G, es una combinacién Q-lineal de caracteres inducidos por caracteres
lineales de subgrupos ciclicos de GG. Para muchos propositos, sin embargo, es im-
portante conocer que todo caracter complejo de G es una combinacion Z-lineal de
caracteres complejos de cierto tipo de subgrupos de G. El primer resultado signi-
ficativo en esta direccién fue debido a Brauer [4], la que estable que esto es posible
con una coleccién de subgrupos llamados subgrupos elementales de G, i.e. producto
directo de un grupo ciclico y un p-grupo para algiun primo p. Es claro que esta
coleccion contiene a los subgrupos ciclicos de G.

Gran parte de los resultados establecidos aqui fueron sacados del texto de Curtis-
Reiner (ver [1]), la cual se basa en una demostracién mds sencilla, dada por Brauer-
Tate [2], la cual explota un poco la estructura del anillo de “caracteres generaliza-
dos”, esto lo veremos en la Seccién 3. Luego de probar el Teorema de Brauer,
facilmente deduciremos un par de teoremas que dan condiciones necesarias y sufi-
ciente para poder decir cuando una funcion de clases es un caracter generalizado,
y cuando un caracter es irreducible. Finalmente daremos un pequenio ejemplo,
tomando el grupo de simetrias S3.

Nuestro Teorema principal (probado por Brauer en 1947 [4]), establece que.

Teorema 1 (Brauer 1947). Todo caracter complejo de G es una combinacion Z-
lineal 3" a; ¢, donde a; € Z, y ¢ son inducidos por caracteres lineales ; de algin
tipo de subgrupo de G, llamado subgrupo elemental.

2. PRELIMINARIES

Sea p un primo, y sea a € G, se dice que a es p-regular, si su order no es divisible
por p. Un elemento cuyo order es una potencia de p es llamado p-singular.

Definicién 2. Un grupo G se dice p-elemental (o elemental), si este es un producto
directo (a) X B de un grupo ciclico (a) generado por un elemento p-reqular a € G,
y un p-grupo B C G.

Observacion 3. Todo elemento a € G es expresable como a = ayas, donde ay y as
commuten, ay es p-reqular, y as es p-singular. Ademds los elementos ay y as estdn
unicamente determinados por a, y son llamados componentes p-regular y p-singular
de a, respectivamente.

Sea R un dominio incluido en C. Si x1,--- , Xxs, son los caracteres de un conjunto
total de CG-médulos irreducibles no isomorfos (con x1(g) = 1, Vg € G, el caracter
trivial), definimos el anillo de caracteres generalizados del grupo G con coeficientes
en R, por

Xr=Xg(G)=Rx1©® - © Rxs,
note que podemos considerar R como subanillo de Xg. Durante todo el trabajo, se
tomard R = Z[e] (anillo de enteros algebraicos del cuerpo Q(e)), donde € € C una
raiz (G : 1)-ésima primitiva de 1.
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Si x es un caracter de G y H es un subgrupo de G, entonces la restriccién x|p
de la funcién x al subgrupo H es un caracter de H. El mapeo restriccion x — x|g
define un homomorfismo de anillos de X(G) hacia Xr(H). Ahora vamos en la
direccién opuesta, dado un caracter 1) del subgrupo H, podemos hacer corresponder
a ¢ el llamado caracter inducido 9% de G, por

VO () = ﬁ > do(tTat), x€G,
teq@

donde 1y denota la extensién de 1 a G estableciendo 1y(y) = 0, para y ¢ H. El
mapeo induccién 9 +—+ ¢ define un homomorfismo de grupos abelianos de X z(H)
hacia Xg(G).

Recordemos también el Teorema de Reciprocidad de Frobenius: Si x es un carac-
ter irreducible de G y v es un caracter irreducible de H, entonces la multiplicidad
de 1) en x|y es igual a la multiplicidad de x en 1<, es decir

(1) (%, xlm) = (¥, %).
3. VR C Xgr CUr
Definamos los siguientes R-médulos Vg = Vg(G) v Ur = Ur(G):
Ugr = {X € cf(GQ) : x|g € Xr(H), para todo subgrupo p-elemental H de G}l,

y Vg el conjunto de todas las combinaciones lineales con coeficientes en R de car-
acteres 1“ inducidos por caracteres 1) de subgrupos elementales de G' en p primo
que divide a (G : 1).

Sea {H; : 1 <i < e} lafamilia de todos los subgrupos p-elementales de G para
todos los primos p dividiendo a (G : 1). Ya que todos subgrupo ciclico de G es un
subgrupo p-elemental de G para cada p, todo elemento de G estd en algin H;. Sea
{tij :+ 1 <j <s;} serd un conjunto total de caracteres irreducibles de H; sobre C.
Asi el médulo Vg, consiste de las combinaciones lineales de wg con coeficientes en
Ra

Vg = Z RS = Z(R?ﬁm‘)c = Z {Xr(H)}C.
¥ i, i
Por otro lado aplicando (1) para @ = ;;, y H = H;, vemos a la vez que

(2) x € Urp = (wg,x) € R, para todo 1, j.

Un resultado bésico debido a Frobenius relaciona el proceso de induccién y for-
macién de producto, como se sigue.

Lema 4. Sea H un subgrupo de G, p un caracter para H y v un caracter para G.
Entonces v = {u- (v|H)}°.

Proof. Ver Teorema (38.5) de [1]. O
Lema 5. Ui es un anillo, Vg es un ideal en Ur, ademds Vg C Xg C Ug.

Proof. Es claro que de la definicién de Ugr que Ug es cerrado bajo sustraccion y
multiplicaciéon y por tanto es un anillo. Cada caracter de G pertenece a Ug, asi
Xgr C Ug. Ya que cada caracter wg pertenece a Xg, tenemos que Vg C Xi. Con
el fin de mostrar que Vg es ideal de Ug, sélo tenemos que mostrar que wg -X € Vg,
para cada x € Ug y cada i, j. Pero entonces x|m, € Xr(H;) y por tanto, por Lema
4

)

a)Ye € {Xr(H)}C C Vp.

fj~x={¢ij-(x

Lef(@) denota el espacio de funciones de clases de G.
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O

Observacién 6. En subanillo R = Z[e] de C, es conocido que este tiene una Z-
base {B1 = 1,82 = €, , B, = €71}, donde u = deg(f), es el grado del polinomio
irreducible f € Q[z], tal que f(e) = 0.

La ventaja del anillo R, respecto al anillo Z es que todos los caracteres de G
tiene valores en R, ya que estos valores son suma de (G : 1)-ésimas raices de la
unidad.

Lema 7. Si el caracter trivial x1 € Vg, entonces Uy, = Xy = V5.

Proof. Ya que x1 € Vg, entonces
X1 = Zh‘ai, r; € R, a; € Vz.
i

Por la Observacién 6, podemos re-escribir x; como

X1 = Zﬁjﬂj, ;€ Vz,

Jj=1

ahora como Vz C Xz, entonces cada p;, la podemos escribir como

S
M = Zajwm aje €, 1<j<u,
=1

asi
X1 = Biajexe.
j.t
Como {x¢} son linealmente independiente sobre C, tenemos

> Bjaje=6u, 1<l<s.
J
La idependencia lineal de {§;} sobre Z, implica a11 =1, ag1 = -+ = a,1 =0, ¥
aje =0, para 1 <j <w, 2 < ¢ <s. Por tanto,

S
H1 = ZCLMXZ = X1,
=1

la cual muestra x; = p1 € Vz. Pero x; es el elemento unidad del anillo X7, y, ya que
V7 es un ideal de este anillo, por Lema 5, podemos concluir que Uz, = Xz = V. O

Notemos que el Lema 7, nos dice que si probamos que x; € Vg, entonces todo
caracter complejo de G serd una combinaciéon Z-lineal de caracteres inducidos de
caracteres irreducibles (no necesariamente lineales) de subgrupos elementales de G,
asi tenemos probado casi el Teorema de Brauer (Teorema 1), sin embargo, el sigu-
iente resultado nos dice que todo caracter irreducible de un subgrupo p-elemental
H de G es inducido por algin caracter lineal de algiin subgrupo p-elemental de H.

Lema 8. Sea p un primo, y sea H = (a) X B el producto directo de un grupo
ciclico (a), cuyo orden es primo relativo a p, y un p-grupo B. Sea 0 el caracter
de un K H-mddulo irreducible. Entonces existe un subgrupo Bg C B y un caracter
lineal ¢o de (a) x By tal que, § = $i.

Proof. Ver Teorema (38.13) de [1]. O

Asf usando el Lema 8, (también el Lema 10 enunciado en la seccién siguiente),
concluimos el resultado del Teorema 1.
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Observacién 9. Note que si G es un grupo p-elemental, el Teorema de Brauer
se cumple trivialmente, pues dado x un caracter de G, y tomando H = G (como
subgrupo p-elemental de si mismo), se tiene que x = X&. Por ejemplo G = Zy x
Zy (Klein), Qs (Quaternion), Z, x Dg, Z, x Qs (p # 2, primo), son todos p-
elementales, por tanto en cada uno de estos se satisface el Teorema de Brauer
fdacilmente.

4. PROOF THAT 3 € Vg(G)

Con el fin de completar la demostracién del Teorema de Brauer, en esta seccion
mostraremos que x1 € Vg, para esto consideramos una serie de lemas que apunta
a mostrar lo que queremos,

Lema 10 (Transitividad del mapeo induccién). Sean E C H C G grupos, y sea [
un caracter de E. Entonces (u)¢ = u©.

Proof. Ver Teorema (38.4) de [1]. O

Lema 11. Sea H = A x B un subgrupo de G, donde A es abeliano y donde (A : 1)
y (B : 1) son primos relativos. Supongamos que H C H; para algin subgrupo
elemental H;. Entonces para cada a € A, existe ¢ = ¢, € Vg tal que,

(1) ¢(g) € Z, para todo g € G.

(2) ¢(g) =0 si g no es conjugado en G a un elemento de aB.

(3) ¢(a) = (Cg(a) : B), donde Cg(a) denota el centralizador de a (Claramente
B C Cg(a)).

Proof. Vamos a establecer ¢ = 1, para un adecuado ¢y € Xgp(H). Ya que
P& = (pH)% por el Lema 10, y como i € Xr(H;), se sigue que ¢ = ()¢ €
{Xr(H:)}C C Vg.

Ahora procedemos a construir ¢: Ya que A es abeliano, tenemos (A : 1) car-
acteres 1-dimensionales distintos de la forma A; : A : — C, y estds nos dan todas
las representaciones irreducible de A en C. Ahora extendemos A; a un mapeo
w; : H — Cpor, w;(zy) = A\i(z), z € Aey € B. Entonces w; es una representacion
1-dimensional de H en C, y asf ciertamente w; € Xz(H).

Fijamos un elemento a € A, entonces w;(a) € R, asi podemos definir

= mei € Xr(H),

donde w;(a) denota el conjugado complejo de w;(a). Para x € A, y € B, tenemos
por relaciones de ortogonalidad para los caracteres de A,

Ylzy) = mei(xy)

ZMawx){ (i) siz-a

si ¢ # a.

Por definicién,
46(g) = ﬁ S woltlgt), geG.
teG
Ahora 1y(ttgt) = 0 a menos que t~1gt € H. Ademss, si t 1gt = 2y € H, donde
x € A ey € B, entonces todavia tenemos que g(t~1gt) = 0 a menos que x = a;
en caso que = = a, entonces Yo (t'gt) = (A : 1). Por lo tanto 9% (g) # 0 implica

4€(g) = (le G - (A:1)(T:1)  (T:1)

prerd (H:1) (B:1)’
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donde T = {t € G : t~gt = ay, para alglin y € B}. Claramente si t € T, entonces
th € T, para cada b € B, por tanto (T : 1) es un multiplo de (B : 1). Luego
Y%(g) € Z, para cada g € G asf se cumple (1) y (2 )

Por otro lado, sabemos que ¢(a) = 1 (a) = (B
t~lat = ab para algtin b € B. Pero entonces

1= t*la’(Azl)t — a(A:l)B(Azl) _ b(A:l).

1) "N T :1),yt €T siy sélosi

Como (A : 1)y (B :1) son primos relativos, entonces y = 1, por tanto t~lat = a,
es decir t € Cg(a). Asi T = Cg(a), y

¢(a) = (B:1)"(Ca(a) : 1) = (Co(a) : B).
O

Una clase de conjugacién de G se dice p-regular, si todos sus elementos son
p-regulares.

Lema 12. Sea p primo. Entonces existe 8 € Vg, tal que

(1) 6(g) € Z, para todo g € G.
(2) 6(g) = 1(mod p), para todo g € G.

Proof. Sea {ai,--- ,a,} un conjunto total de representantes de clases de conju-
gacién p-regular Cy, --- , C), de G. Para cada a; encontraremos un elemento n; € Vi
tal que

(i) m:(g) € Z, para todo g € G,
(i1) n:(g) = 0 si la componente p-regular de g no estd en C;.
(iii) 7;(g) = 1(mod p) si la componente p-regular de g estd en C;.
Entonces, establecemos
O=m+ -+,
para la cual se cumple que 6(g) € Z para todo g € G. Ademads, para un elemento
g € G, su componente p-regular deberd estar en exactamente una clase C; (1 <1 <
n), asi que
0(g) = ni(g) = 1(mod p).

Ahora procedemos a la construccién de 7; (denotamos 7); por 7 por conveniencia):
Sea a un elemento de la clase p-regular C, y sea A = (a) el grupo ciclico generado
por a. Si B es cualquier subgrupo p-Sylow de Cg(a), entonces H = A x B es
un subgrupo p-elemental, asi satisface la hipétesis de Lema 11, podemos construir
¢a € Vg tal que, ¢o(g) € Z paratodo g € G, ¢,(g) = 0 si ningin conjugado de g estd
en aB,y ¢q(a) = [Cg(a) : B] # 0(mod p) (ya que B es un p-Sylow). As{ podemos
escoger m, € Z, tal que my¢,(a) = 1(mod p), y establecemos 1, = mqd, € Vg, la
cual satisface la condicién (i).

Con el fin de verificar la condicién (ii), sea g = g1g2 donde g1 y g2 son las
componentes p-regular y p-singular de g, respectivamente. Si g; ¢ C, mostraremos
que ningin conjugado de g estd en aB. Supongamos lo contrario, t~!gt = ab,
b € B, entonces g = (tat~1)(tbt~!) nos da una descomposicién de g en un elemento
p-regular tat~! y un elemento p-singular tbt~!, donde tat~! conmuta con tbt!,
debido a la unicidad de la descomposicién en sus componenetes regular y singular
(Observacién 3), tenemos g; = tat™!, contradiccién ya que tat~! € C. Asf ningin
conjugado de g estd en aB, y por la propiedad (2) del Lema 11 tenemos que 1,(g) =
0 si la componente p-regular de g no esta en C.

Finalmente verificamos la condicién (iii), sea ¢ = g192, donde g; y g2 son las
componentes p-regular y p-singular de g, respectivamente, ademas supongamos que
g1 € C. Tenemos que

na(gl) = 77a<a) = 1(m0d p)a
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as{ para probar (iii), bastard con mostrar que 71,(g) = 1,(g1)(mod p).

Como 7, € Vg C Xg, por tanto 77 := 1,|(g) (restriccién de 7, al subgrupo ciclico
J = (g)) pertenece a Xg(J). Sea {u;} un conjunto total de caracteres irreducibles
de J, entonces podemos escribir

n= Zami, a; € R,

Y Ma(9) = 7(9); 1a(g91) = 71(g1)- Sea p? el order de ga, entonces

malg) =ia) = (@) =D ol il

d

= Zafdﬂi(gfd) = {n(g1)}" =1(g1) = na(91)(mod pR),

por el pequeno teorema de Fermat. Ya que R tiene una Z-base, tenemos que
pRNZ = pZ. Por tanto dos elementos de Z la cual son congruentes (mod pR) son
de hecho congruente (mod p). O

Lema 13. Si para cada p|(G : 1), establecemos (G : 1) = p‘t,, donde p 1 t,,
entonces tpx1 € Vg.

Proof. Por Lema 12, existe § € Vi tal que, 0(g) € Z, 6(g)
g € G. Entonces

1(mod p) para todo

{9(9)};,5 =1(mod p*), g¢g€a@q.
Estableciendo v := tp(ﬁp[ —x1) € Xg, tenemos

¥(g) = t,({0(2)}" — x1(g)) = 0(mod (G : 1)),

ya que x1(g) = 1.

Demostraremos que 1) € V. De cada una de las clases de conjugacion Cy, - -+, Cy
escogemos un elemento, digamos a; de C;. Entonces (a;) x (1) es un grupo del tipo
dado en el Lema 11, asi podemos escoger ¢; € Vg tal que ¢;(g) € Z para todo

g€ G, 9i(g) =0sig¢Ci,y di(a;) = (Cala;): 1).
Ahora definamos A, por

U(g) = (G:1)Ag), g€
Entonces tenemos A(a;) € Z para todo a;, 1 <i<sy

(G
ZA Sy @ 9€G

ya que ¢;(g) = 0 salvo cuando g € C;, y en ese caso sabemos que ¢;(g) = (Ca(a;) :
1). Ademsés note que los coeficientes de la tltima expresion de ¥(g), estdn en Z, y
por tanto es una combinacién Z-lineal de ¢q,--- , ¢;. Por lo tanto ¥ € Vg, esto es

t, (0" —x1) € Vi

Por otro lado, ya que or' € Vkr entonces tpﬂpz € Vg, asf se concluye que t,x1 €
Vr. O

Lema 14. yx; € Vi(G).
Proof. Por el Lema 13, sabemos que para cada elemento del conjunto
A={t,: (G:1)=p't,, conpit,},

tenemos que tpx1 € Vr(G), y como A forma un conjunto finito de enteros primos
relativos, podemos concluir que x1 € Vg(G). O
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5. SOME CONSECUENCES AND AN EXAMPLE

En [3], fue mostrado que el Teorema 1 es equivalente al siguiente resultado, esto
ahora ya es claro a partir del los Lemas 14 y 7.

Teorema 15 (Brauer 1953). Una funcidn con valor complejo 0 definida en un
grupo finito G pertenece al anillo Xz(G) si y sdlo si, las siguientes dos condiciones
se satisfacen:

(1) 0 € cf(Q).

(2) Para cada subgrupo elemental H de G, la restriccion 0|y € Xz (H).

Proof. Del Lema 7 se tiene que Xz = Uz, y por definicién de Uy, el Teorema se
sigue. O

Notemos que el Teorema 15, nos da un criterio para cuando funcién de clase sera
un caracter generalizado. También como consecuencia del Teorema 15 podemos
establecer un criterio para cuando una funcién de clase es un caracter irreducible.

Teorema 16 (Criterio de Irreducibilidad). Sea 6 € c¢f(G). Entonces 0 es un
caracter irreducible en G si y solo si se satisfacen las siquientes tres condiciones
(i) O\m, € Xz(H;) para cada subgrupo elemental H; C G.
(i1) (6,0) =1.
(iii) 6(1) > 0.

Proof. La condiciéon necesaria claramente se cumple. Veamos la condicién sufi-
ciente, supongamos que ¢ € cf(G) cumple las condiciones (i), (ii), (iii). Por (i),
implica que 6§ € Xz(G) (por el Teorema 15), asi

0= ZaiXiv a; € 7.

Entonces 1 = (0,60) = >, a?(xi, xi) = Y., a7, esto por (ii), luego existe j, tal que
aj = +1y a; =0, para todo i # j, por lo tanto # = +x;, y por (iii), se tiene que
6 = x; la cual es irreducible. O

Ahora nos disponemos a dar un ejemplo, consideremos el grupo de simetrias
G = S; = {1,(12),(13),(23), (123), (132)}, es claro que este no es un grupo 2-
elemental ni 3-elemental. Pero si tiene subgrupos propios 2-elementales:

H, ={1,(12)}, H>={1,(13)}, H;={1,(23)},
y un subgrupo propio 3-elemental:
Hy = {1,(123), (132)}.

Nuestro objetivo es escribir los caracteres irreducibles de S3, como combinacién

lineal entera, de caracteres inducidos de los subgrupos p-elementales (p = 2,3), H;

de Sg.
Conocemos la tabla de caracteres de S3, dada por

TABLE 1. Caracteres de S3

|1 b=(12) a=(123)
Yo | 1 1 1
X1 1 -1 1
Xa | 2 0 -1

Por otro lado, también conocemos las tablas de caracteres de Zs = Hy y Zo = H;
(i =1,2,3), dadas por
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_ _ 2mi/3
TABLE 2. Z3 = (y), w =€ TABLE 3. Zo = (z)

1] yly
o 1] 1] 1 ” f
o1 | 1] w|w? 0 11
b |1 w?| w ¥ i

De ahora en adelante, dado un subgrupo H de G y x un caractere de H, de-
noteremos el caracter inducido de x sobre H, como Indgx.
En H; (1 =1,2,3), inducimos los caracteres v, 11, obtenemos

3 ,9=1
Indfy do(g) =< 1 g€ {(12),(13),(23)}
0 ,9€{(123),(132)}.
Comparando esto con lo que tenemos en la Table 1, tenemos que

Ind{, ¢ = xo + X2,
también es facil ver que los inducidos Indgizﬁo son todos iguales, para i = 1,2, 3.
Por otro lado, obtenemos
3 ,9=1
Indf, ¢1(g) =4 —1 ,g€{(12),(13),(23)}
0 ,ge{(123),(132)},
de la cual comparando con la Table 1, tenemos que
Indf, ¢ = x1 + X2,

también es facil ver que, Indfliwl son todos iguales, para i = 1,2, 3.
Ahora para Hy, inducimos los caracteres ¢;, la cual comparando con la Table 1,
obtenemos

2 ,g=1
Indf7, ¢o(g) =4 0 .g€{(12),(13),(23)} = Indfy,¢0 = xo + X1-
2 ,ge{(123),(132)}
Para j =1,2,
2 ,g=1
Ind%,6;(9) =4 0 .g€{(12),(13),(23)} = Ind§,¢; = xo.

-1 ,9€{(123),(132)}

De todo esto, podemos deducir facilmente que,

Xo = Ind§ v+ (—1)Ind§, 1,
X1 = Ind§ ¢y + (—1)Ind§, ¢y = nd, ¢o + (—1)nd$, o + Ind$, o1,
X2 = Ind§ ¢1,

note que estas expresiones como combinacién lineal entera, no necesariamente es
Gnica.
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