Guia de Ejercicios y tarea 1.
Algebra I, primer semestre 2018

Entregue resueltos cuatro de los ejercicios que le parezcan mas interesantes el
miércoles 21 de marzo.

1.

10.

Sea G un grupo (no necesariamente finito) y H < K < G.
Demuestre que [G : H|] =[G : K]|[K : H].

Sea p un nimero primo y G un grupo con |G| = p® para algun entero positivo
a. Demuestre que todo subgrupo H de G con [G : H] = p es normal en G.
Deduzca que cada grupo G de orden p? tiene un subgrupo normal de orden p.
Deduzca ademas que entonces GG es abeliano.

. Sea G grupo, S C Gy g € G. Pruebe que

g Na(S) g7' =Na(gSg™) v gCa(S) g =Ca(gSg™).

Pruebe que Z(S,) = {e} para todo n > 3.

Sea ¢ la permutacién en S, (n > 4) dada por ¢ = (1 2)(3 4). Demuestre que
|Cs, ()] = 8(n —4)L.

Sea 0 = (123 45)en S5. En cada uno de los casos siguientes encuentre un
elemento 7 € S5 tal que

i) Tor ' =0 i) tort=0"", i) Tor =02

Sea G = GLy(C) y H = {(8 Z) | a,b,d € C,ad#O}. Pruebe que cada
elemento de G es conjugado a algin elemento de H y deduzca que G es la
unién de los conjugados de H. (Sug.: Muestre que cada matriz en G tiene un
vector propio.)

Sean p, g nimeros primos con p < ¢. Pruebe que todo grupo no abeliano G de
orden pq tiene un subgrupo no-normal de indice ¢, y que existe un homomorfismo
inyectivo de G en S,,.

Seao = (12 ... ¢) en S,. Demuestre ademas que G es isomorfo a un subgrupo
de Ng, (<0 >).

. Qué relacién hay entre Stab, y Stab, si x,y € S pertenecen a la misma 6rbita?

Una permutaciéon o € S,, se puede escribir como producto de ciclos disjuntos.
. Cémo se relaciona esto con acciones? (Piense en la accién del grupo ciclico
generado por o sobre el conjunto {1,2,...,n}.)



11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea GL(n,Z) el conjunto de matrices n x n con determinante +1 y coeficientes
en Z.

a) Demuestre que GL(n,Z) es un grupo bajo la multiplicacién de matrices.
b) Demuestre que GL(n,Z) es infinito si n > 2.

c) Para ¢ € S, defina la matrix P(o) como la matriz en la base usual
€1,€a,...,e, de R™ que representa la tunica funcion R-lineal L, : R" —
R™ que cumple L,(e;) = e,(;). Demuestre que P(o) € GL(n,Z) y que
o0 — P(0) es un homomorfismo de S,, a GL(n,Z).

d) Sea A, C S, definido como A, := ker(detoP), donde det es el determi-
nante. Demuestre que S,,/A,, tiene dos elementos si n > 2.

Las clases de conjugacion de G son las drbitas bajo la accién de conjugacién
(es decir, S = Gy g-x := grg '). Calcule explicitamente todas las clases
de conjugacion de Sz, 5, y As. Conjeture una generalizacion para las clases de
conjugacion de S, y A,.

Sea G := GL(n,R) el grupo de matrices invertibles de tamafno n X n con co-
eficientes reales y S := R", con la accién g - v := gv (multiplicacién de matriz
n x n por una matriz n x 1). Describa todas las érbitas. Ahora sea S el conjunto
de las matrices de n x m y haga lo mismo.

Sea G := GL(n,C) el grupo de matrices invertibles de tamano n X n con co-
eficientes en C, S := M,,(C) el conjunto de matrices complejas n X n, con la
acciéon g - m = gmg~'. Encuentre funciones invariantes interesantes. (Una fun-
cién f : S — C es invariante por la accién de G si f(g-x) = f(x) para todo
x € Sy todo g € G. Lo minimo para ser interesante es que no sea constante.)
;Sus funciones f; alcanzan a separar las drbitas? (Es decir f;(x) = f;(y) para
todas las funciones f; implica que x = ¢ - y para algin g € G.)

Sea H C G un subgrupo sin torsién (es decir, h* # e para todo k € Ny
todo h € H, h # e) con G/H finito, de cardinalidad n. Sea 7" C G un grupo
finito de orden m. Demuestre que n > m. Demuestre ademas que m divide n.
(Sugerencia: Piense en la accién de T sobre (G/H)).

Sea H C G un subgrupo con G/ H finito. Demuestre que existe un subgrupo N C
H con G/N finito y N normal en G. (Sugerencia: Piense en el homomorfismo
de G en Biy(G/H) dado por la accién de G sobre G/H).



Guia de Ejercicios y tarea 2.
Algebra I, primer semestre 2018

Entregue resueltos los 5 ejercicios marcados con * el miércoles 3 de abril. De los
demaés ejercicios, indique cuales no pudo resolver.

1.

10.

Sea GG un grupo de orden p". Demuestre que para todo natural t € N con t <n

existe un subgrupo de G de orden p' y existe un grupo cociente G/H de orden

P

Demuestre que el subgrupo de las matrices extrictamente triangulares superior
en GL,(F,) es un p-subgrupo de Sylow de tal grupo.

NOTA. GL,(F,) denota las matrices n x n invertibles con coeficientes a;; en el
cuerpo finito F, de ¢ = p™ elementos. Estrictamente triangular superior significa
que a; =1,y a;; =0s11> j.

Sea S un p-Sylow de G y N <1 GG. Demuestre que N N S es un p-Sylow de N.
Sea f : G — H un epimorfismo de grupos finitos.

a) Si S es un p-Sylow de G, demuestre que f(.S) es un p-Sylow de H.

b) Si @ es un p-Sylow de H, demuestre que ) = f(P) para algun p-Sylow S
de G.

Sea S un p-Sylow de G. Demuestre que Ng(Ng(S)) = Na(9).

*Sea G un grupo de orden 231. Demuestre que hay un sélo 11-Sylow y que esta
en el centro de G.

Un grupo tiene orden 3252, ;Qué puede decir sobre sus subgrupos de Sylow?

. Sea G un grupo de orden 385. Demuestre que G tiene un tnico 11-Sylow y que

su 7-Sylow esté contenido en el centro de G.

. *Sea |G| = pgr donde p,q y r son primos. Demuestre que G no es simple.

Sea G un grupo de orden 105. Pruebe que si G tiene un 3-subgrupo de Sylow
normal, entonces G es abeliano.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

* Demuestre que para cualquier entero n > 1 hay una sucesién exacta de grupos

abelianos 1 — Z/nZ L Z/n?Z % Z/nZ — 1 no escindida. Aqui f y g son
homomorfismos que debe definir.

Seal— X LT % H — 1 una sucesién exacta de grupos. Demuestre:

a) Existe una funcién (no necesariamente un homomorfismo) s : H — I' tal
que g o s = Idy. Tal funcién se llama una seccién (de g).

b) Demuestre que si hy, hy € H, existe x € X con s(hihy) = f(x)s(hy)s(hs).
Demuestre que este x estd inicamente determinado por hy, hy y la seccién
S.

¢) Demuestre que si H = Z, entonces s se puede elegir para que sea homo-
morfismo. Demuestre lo mismo si H = Z".

d) Fijemos una seccién s de g. Demuestre que todo vy € T" se escribe en forma
tnica como v = f(z)s(h), con x € X, h € H.

e) Demuestre que si s; y so son dos secciones de g, entonces s1(h)ss(h)™! €
Im(f) para todo h € H.

f) Sea s una seccién de g. Demuestre entonces que para todo h € H y todo
r € X existe un ¥ € X tal que s(h)f(z)s(h)~! = f(z).

* Suponga que 1 — X ST % H 1 es una sucesion exacta de grupos y que
existe un homomorfismo 7' : I' — X tal que T(f(z)) =  para todo = € X.
Demuestre que I' =2 X x H y que la sucesiéon es escindida.

* Suponga que 1 — X ST % H 5 1 es una sucesién exacta de grupos
abelianos y que la sucesién es escindida. Demuestre que I' =2 X x H. ; Qué pasa
si I' no es abeliano?

Considere el siguiente diagrama conmutativo de grupos abelianos, donde f1, fa, f4
y f5 son isomorfismos y ambas sucesiones horizontales son exactas (Todas las
funciones son homomorfismos).

A1 AQ > Ag > A4 > A5
J{fl sz lfs lf4 lfs
By By > Bg > By > B5

Demuestre que f3 es isomorfismo. Este resultado de contagio de isomorfismos
se llama el Lema Quintuple (5-Lemma).

Demuestre que la sucesion exacta de grupos abelianos A — B — (' siempre se
puede completar a una sucesion exacta 0 > K - A—- B —>C — D — 0.



Guia de Ejercicios y tarea 3.
Algebra I, primer semestre 2018

Entregue resueltos los 5 ejercicios marcados con * el miércoles 18 de abril. De los
demaés ejercicios, indique cuales no pudo resolver.

1. * Exhiba un subgrupo de Qs x C4 que no sea normal (note que todo subgrupo
de cada factor es normal).

2. * Para cada una de las siguientes, muestre un grupo que satisfaga las propiedades
indicadas:
a) Un grupo infinito en que todos los elementos tengan orden 1 o 2.

b) Un grupo infinito en que cada elemento tenga orden finito y que para cada
entero positivo n contenga un elemento de orden n.

¢) Un grupo no abeliano con un elemento de orden infinito y uno de orden 2.
d) Un grupo G tal que todo grupo finito sea isomorfo a un subgrupo de G.
e) Un grupo no trivial G tal que G =2 G x G.

3. Sea GG el grupo multiplicativo de las matrices de 2 por 2 con coeficientes en R
y determinante 1. Muestre que las matrices en G

(o) ()

tienen orden 4 y 3 respectivamente, pero que la matriz ab tiene orden infinito.

. Puede encontrar un grupo con elementos a, b, ambos de orden infinito tal que
b# a~!y ab sea de orden finito?

4. Sea G el grupo multiplicativo de las matrices de 2 por 2 con coeficientes en R
y determinante 1. ;Para qué valores de n existe g € GG de orden n?

5. Sea G el grupo multiplicativo de las matrices de 2 por 2 con coeficientes en Z y
determinante 1. ;Para qué valores de n existe g € G de orden n?

6. * Demuestre que el grupo multiplicativo (Z/p"Z)* es ciclico para todo n € N
cuando p es un primo impar, pero que (Z/2"Z)* no es ciclico si n > 3.

7. Sea Q el grupo aditivo de los niimeros racionales y p € Z un nimero primo.
Definimos el subconjunto Z(p>) del grupo cociente Q/Z como sigue:

Z(poo):{<%> €cQ/Z|a,beZ, b=y algfmz’ZO}.

Pruebe que Z(p™) es un grupo infinito respecto de la adicién en Q/Z.



8. Sea H un subgrupo de Z(p™)

a) Cada elemento de Z(p™) tiene orden finito p™ para algin n > 0.

b) Si al menos un elemento de H tiene orden p* y ningtin elemento de H tiene
orden mayor a p¥, entonces H es el grupo ciclico generado por 1/pk. En
particular H = Z/p*7Z.

c¢) Si no existe una cota superior al orden de los elementos en H, entonces
H = Z(p>).

d) Los tinicos subgrupos propios de Z(p™) son los grupos finito ciclicos C,, =
<W>, n=12,.... Ademds {0} < C; < Cy < C3 < ...

9. Sea (', un grupo ciclico de orden n y para cada entero a defina
o,:C,— C,, 0q(x) = x% para cada x € C,,.

a) Pruebe que g, es un automorfismo de C,, si y solo si a y n son relativamente
primos.

b) Pruebe que o, = 03, si y solo si a =b (mdd n).

¢) Demuestre que cada automorfismo de C,, es igual a o, para algin entero
a.

d) Demuestre que o, o g, = 04. Deduzca que el grupo de automorfismos de
C,, es isomorfo a (Z/nZ)*.

10. * Considere un grupo ciclico K, un grupo cualquiera H y @1, 2 homomorfismos
de K en Aut(H) tal que ¢;(K) y ¢2(K) son subgrupos conjugados de Aut(H).
Demuestre, construyendo un isomorfismo explicito, que H x,, K = H x,, K.

11. * Construya un grupo no abeliano de orden 75. Clasifique todos los grupos
de orden 75 (hay 3). Ayuda: Use el ejercicio 10 para mostrar que el grupo no
abeliano es tnico. Este método se puede generalizar para grupos de orden pg?
donde p < ¢ y p no divide a ¢ — 1.



Tarea 4.
Algebra I, primer semestre 2018

El objetivo de esta tarea es usar SAGE para obtener informacion sobre algunos grupos
finitos. Concretamente, se pide hacer una lista de todos los subgrupos de S; (grupo
de permutaciones de 7 elementos) sin repetir grupos isomorfos. Para identificar un
grupo que no conozca, puede usar su G.id() que consiste de un par de nimeros, el
orden y su posicién en la lista de grupos de ese orden que almacena GAP. Esto se
puede hacer para grupos de orden menor a 2000.

Para cada grupo determine si es ciclico, abeliano, nilpotente, supersoluble, soluble.
Para los grupos nilpotentes encuentre sus series centrales ascendente y descendente.
Para los grupos supersolubles, encuentre una serie normal de composicin. Para los
grupos solubles, encuentre su serie derivada. Para el resto encuentre una serie de
composicin.

Determine si en alguno de los grupos encontrados, el subgrupo conmutador G
contiene elementos que no sean conmutadores.

Encuentre una presentaciéon minimal para cada uno de los grupos listados (con el
minimo nmero de generadores.)

El resultado lo puede entregar por mail como archivo sws (sage) o pdf, incluyendo
las explicaciones necesarias en cualquiera de los dos casos. La fecha de entrega no
estd predefinida por las dificultades técnicas que puedan surgir, pero sugiero el 7 de
mayo en forma tentativa.



Guia de Ejercicios y tarea 5.
Algebra I, primer semestre 2018

Entregue resueltos los 4 ejercicios marcados con * el lunes 14 de mayo. De los
demads ejercicios, indique cuales no ha podido resolver.

1. Sea A un anillo con unidad.

Un homomorfismo de grupos abelianos f : A" — A" (donde A" es un grupo ba-
jo la operacién de suma cordenada por coordenada) se dice un A-endomorfismo
(derecho) ssi f(va) = f(v)a para todo a € Ay todo v € A". Aqui si v =
(v1,...,0,), definimos va = (via, . .., v,a). El conjunto de estos A-endomorfismos
los denotaremos End 4(A™).

a) Demuestre que Endy(A™) es un anillo (con unidad, por supuesto) donde
la “multiplicacién” es composicién de funciones.

b) Demuestre que End(A™) es isomorfo al anillo M, (A) de matrices n X n
con coeficientes en A.

2. Sea A el conjunto de funciones continuas de [0, 1] a R, con su estructura natural
de anillo y sea o € [0, 1]. Demuestre que I, := {f € A| f(z9) =0} es un ideal
maximal de A. Sugerencia. Encuentre un homomorfismo epiyectivo de A a R.

En lo que sigue, todos los anillos se suponen conmutativos con 1.

3. *Sea f : A — B un homomorfismo unitario de anillos (e.d. f(14) =15)yb C B
un ideal de B. Demuestre que f~'(b) es un ideal de A. Demuestre mediante un
ejemplo que si a C A es un ideal de A, entonces f(a) no es necesariamente un
ideal de B. De hecho, demuestre que esta propiedad se cumple para todo ideal
de A ssi f es epiyectivo.

4. Sea f : A — B un homomorfismo unitario de anillos y p C B un ideal primo
de B. Demuestre que f~!(p) es un ideal primo de A. ;Es cierta la aseveracién
anterior si cambiamos “primo” por “maximal”?

5. Demuestre que las operaciones de interseccién, suma y producto de ideales (de
un mismo anillo) tienen las siguientes propiedades.

a) a(b+¢) =ab+ac, ab=ba, a(bc)= (ab)e, Aa=a, {0}+a=na.
i Por qué el conjunto de ideales NO es un anillo bajo las operaciones de
suma y producto?

b) ab Canb, (a+b)(anb) Canb.
c)ab=anbsia+b=A.



10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

* Para a un ideal de A, se define su radical
r(a) = {b € A! b" € a para algin n € N}.

Demuestre que r(a) es ideal de A y que es igual a la interseccién de todos los
ideales primos p de A tales que a C p (piense en el caso a = {0} y después en
el anillo A/a).

Sea a un ideal de Ay p,,...p, ideales primos de A. Demuestre que a C [J;_, p;
ssi a C p; para algin i.

Demuestre que todo dominio de integridad finito con mas de un elemento es un
cuerpo.

Sea r € A nilpotente (e.d. r™ = 0 para algin entero positivo n). Demuestre que
1+ 7r € A* es decir, son unidades (escriba los inversos explicitamente).

* El radical de Jacobson J4 se define como la interseccién de todos los ideales
maximales de A. Demuestre que x € Ju si y sélo si 1 —ay € A* para todo
y € A. Ayuda: p < ¢ es equivalente con —p < —qg

Demuestre que los anillos 27 y 37 no son isomorfos.
Demuestre que Z[z] no es isomorfo a Q[x].

Describa todos los homomorfismos de anillos de Z x Z a Z. En cada caso deter-
mine el nicleo y la imagen.

b

Sea R = { | a,b,c € Z}. Demuestre que la funcién ¢ : R — Z x Z

b

C

a
0

definida por ¢ ((8 )) = (a,c) es un epimorfismo y describa el niicleo.

Describa todos los homomorfismos de anillos de Z a Z/30Z. En cada caso de-
termine el nticleo y la imagen.

* Describa todos los homomorfismos de anillos de Z/20Z a Z/30Z. En cada caso
determine el nicleo y la imagen.

Demuestre que C es isomorfo a un subanillo de Ms(R).

Un anillo A se dice Booleano si a? = a para todo a € A. Demuestre que todo
anillo Booleano es conmutativo.

Sea X un conjunto no vacio y P(X) el conjunto de todos los subconjuntos de
X. Defina suma y producto en P(X) como

A+B=(A-B)U(B-A4), AB=ANB.

Demuestre que con esas operaciones P(X) es un anillo Booleano con uno.



Guia de Ejercicios y tarea 6.
Algebra I, primer semestre 2018

Entregue resueltos los 4 ejercicios marcados con * el miércoles 23 de mayo.

1.

Sea R un DFU y d un elemento en R — {0}. Demuestre que el ideal (d) esta
contenido en un numero finito de ideales principales de R.

Sea A un DIP y p un ideal primo distinto de {0} y de A. Demuestre que p es
un ideal maximal.

Dado anillos A; y As, defina su suma directa A = A; @ As,.

a) Demuestre que existen elementos ey, es € A tales que
2 = — =0 =1
€] =e1, € =¢, €1y =Uy, €1 +ex=ly. (%)

b) Parai = 1 e ¢ = 2, pongamos B; = ¢;A = {b € A‘b = ¢a, a € A}.
Demuestre que B; es un anillo y es isomorfo a A;.

¢) Describa todos los ideales de A en términos de los de A; y A,.

d) Describa todos los ideales primos de A en términos de los de A; y As.

Sea A un anillo que contiene elementos e; y ey con las propiedades (k) del
ejercicio anterior. Demuestre que A es isomorfo como anillo a By @ By, con B;
como en el ejercicio anterior.

Demuestre que Z[i] es un dominio euclideano.

* Demuestre que Z[w], donde w = %, es un dominio euclideano. Para ello
defina N(a+bw) = a* — ab+b*. Ayuda: Observe que puede dividir en Q[w] C C
usando que W = w? = -1 — w.

Sea F' un cuerpo. Demuestre que el anillo Flzy,...,z,] de polinomios en n
variables no es un dominio de ideales principales si n > 1.

* Demuestre que Z[v/—=2] := {a + biv/2 € C|a,b € Z} es DFU, pero Z[iv/14]

no lo es.

* Sea B = R[X, Y], el anillo de polinomios reales en dos variables, y sea I C B
el ideal principal generado por (X? — Y3). Para a € B, denotaremos por @ su
clase en el anillo cuociente A = B/I.

a) Defina el grado de un elemento no nulo de B y demuestre que tiene las
propiedades usuales (grado de un producto es suma de los grados de los
factores, grado de una suma es a lo mas el maximo de los grados de los
sumandos).



b) Demuestre que I es un ideal primo de B.

¢) Demuestre que X y Y son elementos irreducibles de A y que no son aso-
ciados (es decir, uno no es una unidad por el otro),

d) Demuestre que A es un dominio, pero no es de factorizacién unica.

10. Demuestre que el orden grado-lexicografico en K|z, ..., z,| es un orden mono-
mial.

11. * Usando el orden lexicografico con x > v,
a) encuentre una base de Groebner para el ideal
I = (2zy® + 3z + 4%, y* — 2y — 2) < Clz, ).

JEsta f = 22%y3 + 49? en este ideal? Determine un conjunto de represen-
tantes para Clz,y]/I.

b) encuentre una base de Groebner para el ideal J = (z?+y*+1, 2%y+2zy+1)
en Fs[z,y|. Encuentre el conjunto de ceros de este ideal, es decir

{(z,y) €FF| f(z,y) = OVf € J}
12. Encuentre un polinomio f € Z[x] tal que
Zlx]/(f) = Z X Z

. Existe g tal que Zlz|/(g9) 2 Z X 7 X 77



Entregue resueltos los 4 ejercicios marcados con

Guia de Ejercicios y tarea 7.
Algebra I, primer semestre 2018

* el miéreoles 13 de junio. De

los demas ejercicios. En esta guia R es siempre un anillo con unidad, A es un anillo
conmutativo con unidad. Un R-mdédulo se entiende izquierdo. Hompg(X7, X3) denota
el grupo de R-homomorfismos entre los R-médulos X; y Xs.

1.

Sea R = Endg(V), con V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y base
infinita {ey,eq,...,}. Sean v y 3 las transformaciones lineales de V' en V tales

que a(ea,) = en, aleanr1) =0, B(esn) =0y B(eans1) = €, para todo n > 0.
a) Demuestre que {1} y {«, 8} son bases para pR

b) Demuestre que rR tiene una base de cardinalidad m para cualquier entero
m > 0.

. Sea M el R-médulo R™ y sean Iy, Is, ..., I, ideales izq. de R. Demuestre que

los siguientes son submodulos de M.

a) {(a1,as,...,a,) | aj € I;}
b) {(a1,a2,...,an) | a; €R, a1 +az+...+a, =0}

* Sea M un R-mdédulo. Un elemento m € M se dice de torsion si rm = 0 para
algin r # 0 en R. El conjunto de elementos de torsion se denota

Tor(M) = {m € M | rm = Opara algun r € R,r # 0}

a) Demuestre que si R es un dominio de integridad, entonces Tor(M) es un
submdédulo de M.

b) Muestre un ejemplo de un anillo R y un R-médulo M tales que Tor(M)
no sea un submédulo. (Considere los elementos de torsién en el R-médulo
R.)

c) Si R tiene divisores de cero, demuestre que todo R-mddulo no nulo tiene
elementos de torsién no nulos.

Sea ' =R, V = R? y T la transformacién lineal de V en V que resulta de la
rotacién en /2 radianes en el sentido del reloj con centro en el origen. Muestre
que 0 y V son los tinicos submodulos del F[X]-médulo V' definido por 7.

*Sea F =R, V = R? y T la transformacién lineal de V en V que resulta de
la proyecciéon en el eje y. Muestre que 0, V', el eje x y el eje y son los unicos
submodulos del F[X]-médulo V' definido por 7'

Dé un ejemplo explicito de una funcién de un R-mddulo a otro que sea homo-
morfismo de grupos pero no de R-moédulos.



10.
11.

12.

13.

14.

15.

Exhiba todos los homomorfismos de Z-médulos de Z/30Z en Z/217.
Demuestre que Homg(Z/nZ,Z/mZ) = Z/(n, m)Z.

Pruebe que Hom (A, A) y A son isomorfos como anillos.

Describa Hompg(R, X) para cualquier R-médulo X. ;Y Hompg(R", X)?

Un R-médulo M se dice médulo de torsién si para cada m € M existe r € R no
nulo, tal que rm = 0 donde r puede depender de m (M = Tor(M)). Demuestre
que todo grupo abeliano finito es un Z-modulo de torsién. Dé un ejemplo de un
grupo abeliano infinito que sea Z-moédulo de torsion.

* Sean M, N y P A-médulos. Demuestre los siguientes isomorfismos de A-
moédulos:

a) Homa(M x N, P) = Homa(M, P) x Hom4(N, P)
b) Homa(P,M x N) = Homu(P,M) x Homu(P,N)

* Sea R un DIP y sea M un R-mdédulo anulado por el ideal propio y no nulo (a).
Sea a = pi*p3? ... pp* su descomposicién como producto de potencias de primos
diferentes. Sea M; el anulador de p;* en M, es decir M; = {m € M | pj'm = 0}
(lamada componente p;-primaria de M ). Demuestre que

M=M®M& - & M.

Muestre que si M es un grupo abeliano finito de orden a = pi'p5*...p.* en-
tonces, considerado como Z-mdédulo, M es anulado por (a), la componente p;-
primaria de M es el p;-subgrupo de Sylow de M y M es isomorfo al producto
directo de sus subgrupos de Sylow.

Sea A una matriz n x n fija, con coeficientes en C que usamos para darle a
V = C" la estructura de Clz]-médulo mediante zv := A - v (multiplicacién de
matriz por vector columna) para v € V.

a) Demuestre que V' es un mdédulo de torsion, finitamente generado sobre
Clx]. Vale lo mismo si reemplazamos C por otro cuerpo?

b) Describa (salvo isomorfismo) todos los mddulos de torsion, finitamente
generados sobre C|x]. Puede suponer el teorema fundamental del dlgebra.

¢) Sin citar ningun teorema de algebra lineal (por ejemplo, Cayley-Hamilton
puede ser un corolario y no debe usarse), demuestre el teorema de Jor-
dan que da una forma canénica de una matriz semejante a A. Identifique
claramente la relaciéon entre los valores propios de A y la torsién de V.



Guia de Ejercicios y tarea 8.
Algebra I, primer semestre 2018

Entregue resueltos 6 de los siguientes ejercicios el miércoles 27 de junio.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Sea ' o« = o o § un pushout. Demuestre que si « es inyectivo, entonces o’ es
inyectivo.

Defina pullback de conjuntos y demuestre su existencia y unicidad.

Demuestre que cualquier sumando directo de un modulo proyectivo es proyec-
tivo.

Demuestre que el producto directo A = Z x Z x ... de una cantidad infinita
numerable de copias de Z no es un Z-modulo proyectivo.

Encuentre ejemplos de moédulos proyectivos que no sean libres.

Demuestre que toda suma directa de R-mddulos inyectivos es un R-moédulo
inyectivo.

Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes para un R-mdédulo
izquierdo P:

a) P es proyectivo
b) Hompg(P, —) preserva epimorfismos

c) Hompg(P,—) es exacto

Encuentre un ejemplo de un moédulo M y una sucesion exacta corta 0 — A —
B — C — 0 tal que 0 — Hompg(M, A) — Hompg(M, B) — Homg(M,C) — 0

no sea exacta.
Demuestre que Hom,.(—, M) es exacto por la izquierda.

Enuncie y demuestre una equivalencia similar al ejercicio 7 para modulos inyec-
tivos.

Demuestre que 0 -+ A — B — (' es exacta si y solo si 0 — Hompg(M, A) —
Hompg (M, B) — Hompg (M, C) es exacta para todo médulo M.

Demuestre que Hompg(M, —) preserva pullbacks de R-mdédulos izquierdos.

Enuncie y demuestre el efecto que tiene Hompg(—, M) sobre los pullbacks de
R-médulos izquierdos.

Demuestre que Z,, ®z Z,, = Zq, donde d = med(m, n).



15.

16.
17.

18.

Sea M un R-moédulo izquierdo y sea I un ideal de R. Muestre que existe un
isomorfismo R/I ®r M = M/IM que es natural en M.

Demuestre directamente que — ®r N es exacto por la derecha.
Demuestre que si M es un R-modulo proyectivo, entonces — ®r M es exacto.

Encuentre un homomorfismo inyectivo de grupos abelianos A — B tal que
Zo ®7 A — 7o ®7 B no sea inyectivo.



