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Capitulo 1

Normas

Las propiedades algebraicas del conjunto R™ han sido estudiadas en los
cursos iniciales de dlgebra y geometria, en los cuales se ha demostrado que
R" es un R—espacio vectorial.

A pesar de que un espacio vectorial (visto como estructura algebraica)
tiene propiedades mas restrictivas que un cuerpo y de que no satisface los
axiomas de orden. En este capitulo introduciremos el concepto de norma,
el cual nos permitird dotar a R™ de ciertas propiedades geométricas o topo-
logicas.

Consideraremos a R™ como el conjunto formado por las n—tuplas & =
(1,79, ...,7,)t, donde t denota la transposicion.

1. Preliminares

DEFINICION 1.1. Una norma en R" es una funcién N: R™ — [0, 4+00)
que satisface las siguientes propiedades:
(N1) (Positividad) N (%) =0 si y soélo si & = 0.
(N2) (Homogeneidad) N(A\Z) = |A\N(Z) para todo X € R y para todo
7 e R".
(N3) (Desigualdad triangular) N(Z+Y) < N(Z)+ N(Y) para todo par
ZeR" eyeR”.

OBSERVACION 1. Notemos que sin = 1, entonces la funcién valor abso-
luto:
—x si <0,
|x| = 0 si =0,
z si >0
satisface las propiedades (N1)-(N38). Por dicha razén, una norma en R™
puede ser vista como una generalizacion de la funcion valor absoluto y la
propiedad (N8) es conocida como la desigualdad triangular.

A continuacién veremos algunas propiedades basicas de las normas.

LEMA 1.1. Si N(-) es una norma en R™, entonces se verifican las si-
guientes propiedades:
(i) N(Z) = N(—=Z) para todo & € R™.
(ii) N(Z —9) = N(y — &) para todo par £ € R" e i € R™.
(iii) N(Z —9) < N(Z) + N(9) para todo par ¥ € R" e § € R™.
DEMOSTRACION. Usando (N2) sabemos que
N(=%) = N(-1Z) = | = 1|N(Z) = N(Z),

lo cual implica (i).
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Usando la propiedad (i) combinada con (IN2), tenemos que:
N —¢) = N(—{y—7}) = | - 1INy - %) = N(§ - 7),
lo cual implica (ii).
Usando la propiedad (N3) (i.e., la desigualdad triangular) combinada
con (i), tenemos que
N(Z —g) = N(Z+{-¢}) < N(&) + N(=¥) = N(Z) + N(¥),
lo cual implica (iii). O

LEMA 1.2. Si N(-) es una norma en R™, entonces se verifican las si-
guientes propiedades:

(i) IN(Z) — N(¥)| < N(Z+ ¥) para todo par & € R" e ij € R™.
(ii) [N(Z) — N(9)| < N(Z — ¥) para todo par ¥ € R™ e § € R™.

DEMOSTRACION. S6lo demostraremos (i) y dejamos la desigualdad (ii)
como ejercicio. En primer lugar, consideremos:

T=T+y—y
Usando (N3) y la propiedad (i) del Lema anterior, tenemos que:

N(#) < N(@+7)+N(=y)
< N(@+9)+ N,

lo cual nos permite deducir la desigualdad:
(L1) N(#) - N() < N(# + ).
Del mismo modo, consideremos:
Y=y+7—7.

Como antes, usando (N3) y la propiedad (i) del Lema anterior, tenemos
que:

N(y) < N(@+y)+N(-7)
< N(Z+7) + N(@),

lo cual nos permite deducir la desigualdad:
(1.2) N() - N(@) < N(@ + ).
Usando la propiedad del valor absoluto
ju] = méx{—u, u},
combinada con las desigualdades (1.1) y (1.2) nos permite deducir:
IN(F) = N(§)| = max{N(f) — N(@), N(@) - N@)} < N(@+ ),

lo cual concluye la demostracién de (i). O
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2. La norma euclidiana

Dado un vector ¥ = (x1,2,...,7,)! € R", su norma euclidiana se
denota por:

(1.3) 1Z1]2 =

La norma euclidiana esta relacionada al producto interno estandar

Fj=> zu,
i=1
debido a la identidad:
(1.4) [|Z]]2 = VZ - Z.

Finalmente sera 1til recordar la desigualdad de Cauchy—Schwarz

n 1/2 / n 1/2
(1.5) |7+ gl < ||Z][2]|7]]2 = (Z w?) (Zzﬁ) :
i=1 i=1

cuya demostracién se presenta al final del capitulo.

1.

TEOREMA 1.1. La funcién & — ||Z]|2 es una norma en R™.

DEMOSTRACION. En primer lugar demostraremos la propiedad (N1).
— n
Si & = 0 se verifica trivialmente que |[|Z|]2 = /Y. 02 = 0. Por otro lado,
\i=1
ahora supondremos que ||Z||s = 0 y demostraremos que # = 0. En efecto,
n n
|Z|la= /> 22=0 < z? =0
i=1 i=1
== 224 23+...+22=0.

Supongamos (con la idea de llegar a una contradiccién) que & # 0, es

decir, existe al menos algtn indice j € {1,...,n} tal que z; # 0. Sin pérdida
de generalidad supondremos que 1 < j < n, lo cual implica:
n
0< :1:? = — Z xf <0
i=1,i#j

y contradice los axiomas de orden. Por lo tanto Z = 0 y se verifica (N1).
A continuacién, notemos que para todo A € R, la propiedad (IN2) se
verifica gracias a la propiedad homogénea de las sumatorias:

[|AZ||2 = N2 = A2 Y 2?
\ i=1 \/ i=1
= VA2, Y 2?
i=1
= |}l ,213?? = |A[lZ]]2

1En la literatura Rusa y Soviética se la conoce como Desiguldad de Cauchy—
Buniakowsky.
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donde usamos que || = V' A2. Por lo tanto, se verifica la propiedad (IN2).
Finalmente, la propiedad (IN3) es equivalente a la desigualdad

(1.6) 17+ 3ll2 < [|Z]l2 + |72 paratodo FeR" e §FeR",

la cual es conocida como Desigualdad de Minkowsks.
A continuacién demostraremos la desigualdad (1.6), para ello notemos
que:

= +
= 17113 +
donde la ultima igualdad se debe a (1.4) y la conmutatividad del producto

interno.
Ahora, usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz, tenemos que:

I+ < 11313+ 2@ a1z + 11713
< (1#l: + l1a1]:)>

Finalmente, la desigualdad de Minkowski se obtiene al aplicar la raiz
cuadrada a la desigualdad precedente. O

3. Las normas |||,

DEFINICION 1.2. Un par de nimeros reales p > 1 y ¢ > 1 se dicen
conjugados si satisfacen la igualdad:

11
1.7 S+ =1
(1.7) plls

Sip>1yq>1son conjugados, es facil demostrar que

1 p—-1
1.8 - =—— vy p=(p—1)g
(1.8) 7 (p—1)

Dado un vector & = (z1,2,...,x,) y p > 1 definiremos la expresién

n 1

(1.9) 12l = (3 i) "

i=1
El concepto de conjugacion permitira definir la Desigualdad de Hoélder:

n n 1

1 n 1

(1.10) S lwillyal < (D i) (D lwil?)
i=1 i=1 i=1

la cual serd demostrada en un anexo al final del capitulo.

TEOREMA 1.2. La funcion & — ||Z||, es una norma en R™.

DEMOSTRACION. La propiedades (N1) y (IN2) se demuestran de un
modo similar al caso de la norma euclidiana y se dejan como ejercicio para
el lector. S6lo demostraremos la desigualdad triangular.
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En primer lugar, notemos que:
n
1Z+ 95 = kzl [k + yil?

n
= kzl |2k + yelP |2k +

IN

n

kzl |z + yklP |2k | + |yk])

m n

< kz |z + yr|P 2 +k2 2k + yelP k-
=1 =1

Al aplicar la desigualdad de Holder a las sumatorias de la derecha se
obtiene:

n 1 n 1 n 1 n 1
1F+al < (3 lon+ul@ D) (X fael?)” + (3 law + el @) (X Jml?)”
k=1 k=1 k=1 k=1
n 1
< (3 fak + il ®09) " (2 + 1131])-
k=1
Usando las identidades (1.8), podemos ver que
. £
ety < (X loetl) ™ (2l + 1131
< 12+ g 12 + [19110),
tras lo cual se deduce
17+ llp < [1Zlp + 171l
y se concluye la demostracién. O

El caso de valores p € (0,1) no define una norma. Ver seccién de ejerci-
cios.

Ahora, notemos que dado un vector Z = (z1, 2, ...,z,)" € R” podemos
ver las normas:

. n

2l = X |zl
i=1

— n 1

12lla = (X [wl?)?

) Z?Ll .

1Zls = (X |il)®

s
Il
—

B - .
1zl = (lefﬁilp)p
1=
para todo p > 1. Una pregunta posible es saber si la expresion ||Z]|, estd
definida cuando p tiende a +o00. La respuesta es afirmativa:

LEMA 1.3. Para todo vector ¥ = (x1,xa,...,1,)t € R", se tiene que
(1.11) w17l = 17l = méx{larl, e, zal}

DEMOSTRACION. El lector debe verificar las siguientes desigualdades:
max{|z], ..., |zal} < |21]? + |22/’ + ..+ |2n P < nmax{|zq], ..., ||}

Luego, podemos notar que:

1
< nrmax{|zi],...,|za|}.

B =

méx{|z1],..., [an} < ([22]” +[22P +. ..+ |2 /)
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y el resultado es una consecuencia del teorema de encaje (o sandwich) debido
a que n*/? — 1 cuando p — +oo. O

TEOREMA 1.3. La funcion & — ||Z]|e es una norma en R™.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos la propiedad (N1): Es facil
ver que si & = 0, entonces ||Z||o = 0. Por otro lado, si tenemos que ||Z]|oc =
0, notemos que:

0 <|zi| < max{|z1|,...,|zn|} =0,
lo que implica por axiomas de orden que |z;| = 0 para todo i =1,...,ny

por lo tanto & = 0.
La demostracién de la propiedad (IN2) es directa, en efecto:

IAT||o = max{|Az1],|A\z2],..., | znl}
= max{|A|[z1], [Al|lz2], ..., [M]zal}
= A méx{|x1], |x2], ..., |znl}
= A2 |oo-

La demostracién de la propiedad (IN3) utiliza la desigualdad triangular
del valor absoluto:

lew + el < ekl + |yl
< méx{\ﬂ:1|,!$2|,,]$n1}+!yk|
< méX{‘ﬂjﬂ, ’x2|’ B ’xn’} +méx{‘y1|’ |y2‘v SRR |yn’}

Notemos que la desigualdad es vélida para todo k € {1,...,n} debido a
que la expresion de la derecha no depende del subindice k. Por lo tanto

max{|z1 + vyl [Tn +ynl} < max{|z;|:i=1,...,n}+max{|ly|:i=1,...

lo que equivale a:
17+ Plloo < {1200 + |17l]oo

y concluye la demostracion. O

La norma |||~ permite deducir un corolario de la desigualdad de Holder
cuando p = 1:

LEMA 1.4. Para todo par de vectores ¥ € R™ e i € R" se tiene que:
n
(1.12) > lawllyel < [12]]11loo-
k=1

DEMOSTRACION. Notemos que:

n n
S farllyel < (3 lol) méx{ll, .. lyal}
k=1 ﬁ:l B

< [l /17llce

lo cual concluye la demostracion. U

7n|}7
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4. Un ejemplo ilustrativo

Usando nuestro conocimiento de las normas anteriores, veremos que dado
un vector T = (1, x2, 13, 74)", la expresion

1Z]] = 2|z | + \/3|ny2 + méx{|zs|, 2|z4|}?,

define una norma en R*:

En primer lugar, verificaremos la propiedad (N1). Es claro que si & =
(0,0,0,0), entonces ||Z|| = 0. Por otro lado, supongamos que ||Z|| = 0. La
demostracién de que & = 0 es andloga a la realizada con las normas || - ||,.

La propiedad (IN2) se verifica trivialmente y se deja al lector.

Con el fin de verificar la propiedad (N3), sean & = (x1,22,%3,74) €
7 = (y1, Y2, Y3, ya). Entonces, usando la desigualdad triangular para nimeros
reales se tiene que:

T+yll = 2+ x2 + yo|? + max{|z3 + y3|, 2|4 + ya
|7 + 4] 2|z +yi| + V3l + 2 + {3 + y3l, 2]wa + yal}2

IN

2|x1\ + 2\y1| + \/3‘1'2 + y2‘2 + méx{|x3 -+ y3|, 2‘3?4 + y4\}2

= 2|z1| + 2|y1| + \/’\/31‘2 + \/592’2 + max{|zs + ys|, ‘\/5.%4 + \/§y4\}2
Ahora, consideraremos dos casos: Puede ocurrir que

z3 + Y3

méx{|zs + ys|, |[V2r4 + V2uyu|} = {
|\/§x4+\/§y4|

Entonces, la desigualdad anterior es equivalente a alguna de las siguientes
dos desigualdades

(L13) |7+ 71l < 2lea] + 20yl + /[V322 + Byl + |23 + a2

(()1.14)

1Z+ gl < 2lz]+2)p;|+ \/\\/§:c2 +V3y22 + [V224 + V2y4|2.

Usando la norma euclidiana en R? y sus propiedades, se tiene que

VIV32z + VB0l + 23+ ysl? = [I(V32,@3) + (V3y2,93)]I2
< |I(V3a2, x3)ll2 + [1(V3y2,y3) |2

IN

\/3x§+a:§+\/3y§+y§
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y reemplazando en (1.13) se tiene que

17+ 71 < 2la] +2y1l + /[VB22 + VBual? + |23+ ysl?

IN

21| + 20| + /323 + 23 + /383 + 13

= 2lz1| + /323 + 2% + 2|y1| + /3y3 + v2

< 2fwy| + /323 + méx{|zs], 2wl }2 + 2pa] + /383 + max{|ys], 21yl 2

= (17l + [41l;

lo cual concluye la demostracién para el caso max{|zs+ys|, |[v2z4+v2y4|} =
|xs + y3|. La demostracién para el otro caso es andloga y se deja al lector.

5. Equivalencia de Normas

DEFINICION 1.3. Sean N y N dos normas en R™. Se dice que N es
equivalente a N (es decir, N ~ N) si existen dos constantes ¢ > 0 y
C > 0 tales que:

(1.15) ¢N(Z) < N(Z) < CN(&) VieR™

El siguiente Lema es de gran importancia:

LEMA 1.5. La equivalencia de normas define una relacion de equivalencia
en el conjunto de las normas en R™.

DEMOSTRACION. La reflexividad es trivial debido a que N ~ N se veri-
ficaconc=C=1.

Para verificar la simetria, notemos que la desigualdad izquierda de (1.15)
implica:

(1.16) N(#) < %N(f).

Por otro lado, la desigualdad derecha de (1.15) implica:

1
(1.17) N(Z) > aN(a_;’)
Acoplando estas desigualdades tenemos:
1 ~ 1
EN(:E’) < N(@) < EN(QE)
Finalmente supongamos que N ~ N y N~N , es decir se verifica (1.15)
y
(1.18) dN(Z) < N(&) < DN(&) VZeR",
cond; >0ydy>0.
Ahora, notemos que

deN(Z)

IAIA A IA
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Acoplando estas desigualdades, tenemos que:

deN (%) < N(Z) < CDN(Z),

lo cual implica N ~ N y se concluye la demostracion. U
TEOREMA 1.4. Las normas || - ||oc.|| - [[1 y || - |2 satisfacen las siguentes
propiedades:
O [l lloo ~ I I
(1) {1 oo ~ 1+ If2-
DEMOSTRACION. Sea T = (x1,23,...,2Z,) Y notemos que:
Zl = lza| + |2l + .+ |2a] < nmdx{[z1],.. ., |2a]} = n[|Z]]o0.

Por otro lado, sea j € {1,...,n} tal que
|z5] = [|Z]] -
Lo cual permite deducir:
[Zlloo < || + [w2] + ... + |za| = [|Z]]1,
por lo tanto, se tiene que:
Z]loo < [1Z]]1 < nllZ]]o

y se verifica la propiedad (i).
Ahora, notemos que:

122 =/} + a3+ ... + % < Vil|]|e.
Por otro lado, sea j € {1,...,n} tal que
|| = 7] oo
Lo cual permite deducir:
170 = 5] = /23 < Ja? + a3+ ...+ 22 = ||]]2,
Book por lo tanto, se tiene que:
1Z]loe < [12]]2 < V17|

y se verifica la propiedad (ii). O

El siguiente resultado jugara un papel fundamental en este curso:
TEOREMA 1.5. Todas las normas en R™ son equivalentes.

Lamentablemente, ahora carecemos de las herramientas necesarias para
su demostracién. Sin embargo, en el siguiente capitulo podremos demostrar
este importante resultado (gracias a la propiedad de Bolzano—Weierstrass).
El Teorema 1.5 tiene como consecuencia de que el conjunto:

N = {N: R"™ — [0,400), | N es una norma en ]R”}

tiene sélo una clase de equivalencia.
Los resultados vistos sobre equivalencia de normas nos ayudaran a definir
nuevas normas.
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6. Anexo: Demostracién de la desigualdad de Cauchy—Schwarz

El caso ¢ = 0 es trivial, por que —sin pérdida de generalidad— supondre-

mos que ¢ # 0, lo cual implica ||7]|2 > 0.
Inspirados en el proceso de ortogonalizacion de Gramm—Schmidt, defi-

namos el vector:
(T v)

7=x—

Usando (1.4), notemos que:

s o= (2o @9 o
o
v G JAC )
= xT - — =
Y 1971l
= j;’zj’_fg’
= ()7

por lo tanto, Z’ e ¥ son ortogonales.
Por otro lado, notemos (usando la ortogonalidad recién vista) que:

S S o (- (Z-7)=
7.2 = Z-(¥— 1=
== e 0.
_ oz @)
19112
= Z-Z,
lo cual implica
Z7-2>0
y por lo tanto:
Y S RN ) I
#E = )
_ pop- - 0E-g)
B
= @l - L >0,
7112

Esta ultima desigualdad equivale a:
Y =212
(@-9)° < |1Z]l2]171]2,
luego se aplica la raiz cuadrada a ambos lados de la desigualdad, obtenién-
dose:
- g < [|Z]211712,

lo cual concluye la demostracion.

7. Anexo: Demostracion de la desigualdad de Holder
La demostracién es una consecuencia de diversos lemas preparatorios:
LEMA 1.6. Sip € (0,1), entonces
1+ pzr>(142x)? paratodo x> —1.
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DEMOSTRACION. Construimos la funcién auxiliar f: [-1, +oc0) — R
fl@)=14+pzr—(1+x)P
y demostraremos que f no toma valores positivos. En efecto, notemos que:
f'(x) =p—plz+1)""
y por lo tanto f/(z) = 0 si y sélo si 2 = 0. Ahora, notemos que:

f(x) = —plp = (1 +2)P~?
y se tiene que f”(0) = —p(p — 1) > 0. Por lo tanto, por el criterio de la
segunda derivada, sabemos que f tiene un minimo global en x = 0. Por lo
tanto:
f(z)> f(0) =0 paratodo x> —1,

lo cual es equivalente a 1 4+ px > (1 4+ 2)P y concluye la demostracién. [

Es interesante notar que este Lema es un resultado inverso a la Desigual-
dad de Bernoulli:

1+gxr<(1+42z)? paratodo z>-1 y qgeN,
estudiada en los cursos de Calculo de una variable.
LEMA 1.7. Se tiene que:
(1.19) z%'"*<oax+ (1 —a)y paratodo a€[0,1] y zy>0.

DEMOSTRACION. Notemos que la desigualdad 2z < x equivale a (1.19)
cuando a = 1. De igual forma, la desigualdad y < y equivale a (1.19) cuando
a = 0, por lo tanto sélo consideraremos el caso a € (0,1).

Como el caso y = 0 se verifica trivialmente, consideraremos y > 0 y la
desigualdad (1.19) es equivalente a:

«

(1.20) x—ay <ar+(l—a)y paratodo ac(0,1),2>0 e y>0,
Y

la cual a su vez es equivalente a:

(0%
%§a§+(l—a):a(§—1)+l para todo a € (0,1),z>0 e y>0.
Y Y Y

Con el cambio de variable 1 + z = %, podemos ver que esta iltima
desigualdad es equivalente a:

(1+2)* <1+ az,
Book la cual es cierta por el Lema 1.6, lo cual concluye la demostracion. [
Esta desigualdad involucra dos variables (x e y) pero se transformé me-

diante ingeniosas sustituciones en una desigualdad de una variable. Esta
idea es recurrente en muchas desigualdades de dos variables.

LEMA 1.8 (Desigualdad de Young). Dados dos nimeros positivos u y v,
se tiene que:
p q 1 1
(1.21) uvgu——l—v— donde —-+-=1, p>1,q>1
p q p q
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DEMOSTRACION. Usando el Lema 1.7, sabemos que
Y™ <ar+ (1 -a)y paratodo ac0,1] y z,y>0

Como p > 1, y es conjugado con ¢, podemos utilizar:

1 1
Oé:*E(O,l) y 1_(1:77
p q

obteniendo:
11 1

11 1
rryds < —x + —y paratodo z,y>0.
p q
La desigualdad de Young se obtiene con los caBookmbios de variable
= uP e y = v? y reemplazando en la desigualdad anterior. O

Con estos resultados, estamos en condiciones de demostrar la desigual-
dad de Holder. Para ello, utilizaremos la desigualdad de Young con los va-
lores:

_ ] _
1211 171lq

Por lo tanto, la desigualdad de Young (aplicada a estos nimeros) implica:

T N e N
12l 17llg — 21215 a I3l
Como esta desigualdad es vélida para todo k € {1,2,...,n}, sumamos

término a término, obteniendo:

n okl |yl 1 & |welP &g ygl?
LI O U 7 T S o
k§1 2]y [|9lq pk§1 Hxl\ﬁ k§1q”y|’3
n n
< 1_1 py 1l 1 q
S A A
1,15

lo cual permite concluir que:

n
> lzwllyel < 112171,
k=1

que es la Desigualdad de Hélder.

8. Espacio Vectorial Normado (*)

Las definiciones y resultados vistos en este capitulo pueden —en ciertos
casos— extenderse a K—espacios vectoriales distintos de R".

En efecto, se dice que (E, N) es un K-espacio vectorial normado si F
es un K—espacio vectorial y N: ' x ' — R, es una funcién que satiface las
propiedades (N1),(N2) y (N3) vistas al inicio del capitulo.

9. Bibliografia adicional

Gran parte de este capitulo se inspira en el libro de Bruno Aebischer [1].
Sin embargo, existen muchos y muy buenos libros sobre este tema. Reco-
mendamos la seccién 1.3 de [12].



6.-
7.-
8.-

10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

EJERCICIOS 15
Ejercicios
Demuestre que la funcién || - ||.: R™ — [0, +00) definida por

21 = 1l + 1|22 + - - - 4 [1Z]]10
€s una norma.
Sean «; > 0 para todo ¢ = 1,...,n. Demuestre que la funcién
||1Z]| = ai|zi| + aglza| + . .. + an|x,|

es una norma.
Sea || - ||: R* — [0, +00) una norma en R* y o > 0. Demuestre que

(21, 22, T3, 24, T5) ||« = [|(21, T2, 23, T4) || + @25
es una norma en RO,
Repita el ejercicio anterior para la norma

[|(x1, x2, 3, 4, T5)|[sx = ||(@2, T3, 4, T5)|| + |21

Demuestre que si p € (0,1) entonces || - ||, no es una norma. Idea:
considere el caso n = 2 y vectores del tipo Z = (1,1) y luego trate
generalizar a n arbitrario.

Demuestre que || - ||oo ¥ || - ||p (con p > 1) son equivalentes.
Demuestre que sip > 1y ¢ > 1 entonces ||-||, ¥ ||-]||4 son equivalentes.
Sea N: R3? — [0, +oo][ definida por

N(z1,@2,3) = /o + a3 + |os]

Es una norma? En caso afirmativo demuestre que es equivalente a
alguna norma || - [,
Lo mismo para N: R — [0, +oo] definida por:

N(a1,22,25) = \ (max{ |z, [r2]})? + 225,
Lo mismo para N: R — [0, +oo] definida por:

N(x1,m2,23) = |21 + 222| + |23].

Considere la funcién

N(x,y) = /22 + a2y + 92,

Demuestre que es una norma en R?. Demuestre que es equivalente a

|- 12
Sean ¥ € R" e y € R™ tales que Z - ¥ = 0. Demuestre que

= =2 =12 12
17+ 7112 = (12112 + [|4]]2-
Sean ¥ € R" e ¢ € R" tales que T - ¥ = 0. Demuestre que
Lo, o S S L,
5 (12 + U3 + 112 - 7113) = 12113 + 113113-

Sean || - || una normal, f: [0,400) — R una funcién estricamente
decreciente y p € [0, 1]. Demuestre que

flpZ + (1 =p)gll) = f@lIZ]]) + £((1 = p)lg]])-

Determine si las siguientes funciones NV: R — R™ son una norma:
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i) La funcién:

1+ [|Z][x

ii) La funcién
N(Z) = al|Z]|2 + |[T][c, >0
16.- Sean T = (1,...,zn) e 7= (Y1, .., yn)". Demuestre la desigualdad

elillnlglealiva] . glanllynl < [1FIsI19l5

17.- Utilice la desigualdad de Cauchy—Schwarz para demostrar que si
x1,x2,...,Ty son numeros reales cualquiera, entonces se tiene que

1 n n
I x| < 2

18.- Sean ¥ e ¢ dos vectores en R™. Demuestre que

121 - 1711] < 117 - 71|

19.- Sean & = (z1,...,22)", ¥ = (y1,---,yn)' ¥ ,q > 1 Demuestre la

desigualdad
1 n n
Dol < pD af
¥n i=1 i=1

20.- Sea A € M,,,,(R) y ¥ € R™. Demuestre que:

n
N < . Z - N
143111 < miéx ( r) s




Capitulo 2

Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

En este capitulo definiremos ciertos subconjuntos notables de R"™: los
conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados. La definiciéon de dichos con-
juntos se realiza en en base al concepto de bola abierta, el cual generaliza
la nocién de intervalo abierto en R.

1. Preliminares

DEFINICION 2.1. Sean Ty € R", r > 0 y || -|| una norma en R™. La bola
abierta de centro Ty y radio v asociada a la norma || - || es el subconjunto
de R™ definido por:

(2.1) BH,H(:L_"(),’I“) = {fGRn: ||f—fo‘| <’r‘}.

Como existen diversas normas en R"”, es claro que las bolas BH,H(fo, r)

son diferentes segun la norma que se considere. Por ejemplo’, notemos algu-
nas bolas en R? con centro en (0,0) y radio r = 1:

B (0,1) = {(z1,22) € R?: [a] + |aa| <1},
Bip(0,1) = {(z1,22) € R?: \Jaf +a3 <1},
B||Hoo(6’ 1) = {({L‘l,l‘z) € R2: méx{|x1\, ‘.%2‘} < 1}.
DEFINICION 2.2. Sean Zy € R™, r > 0 y || -|| una norma en R™. La bola
cerrada de centro Ty y radio v asociada a la norma || - || es el subconjunto
de R™ definido por:
(2.2) BH_H(f(),T): {fERnZ Hf—fo” ST}

Una simple consecuencia de la definicién es la contencién:
Bj\(o.r) © Bjjj(Zo, 7)-

DEFINICION 2.3. Un subconjunto A C R™ es acotado si es subconjunto
de alguna bola en R™.

PROPOSICION 1. Un subconjunto A C R"™ es acotado si y sélo si existe
R >0 tal que

(2.3) 17| < R Vi e A,
donde || - || es una norma cualquiera en R™.
IRecomendamos el link para visualizar mejor las bolas con diversas normas || - ||, en

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:2D_unit_balls.svg#/media/File:2D_unit_balls.svg

17
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DEMOSTRACION. En primer lugar, supondremos que existe R > 0 tal
que la desigualdad (2.3) se verifica. Por lo tanto, es claro que A es un sub-
conjunto de B|‘.||(6, R).

Ahora supondremos que A es acotado y demostraremos la desigualdad
(2.3). En efecto, si A es acotado, la Definicién 2.3 implica que existe &y € R"
y r > 0 tales que:

A C By (%o, 1),
es decir, se tiene que:
|7 — Zo|l| <r VZe A
Por lo tanto, podemos demostrar que todo vector £ € A verifica:
]| < [1& = Zol[ + [[Zo] <7+ [|Zol|
y se verifica la desigualdad (2.3) con R = r + ||Zp||. O

OBSERVACION 2. La proposicién precedente nos da un buen criterio para
saber cuando un conjunto A C R™ no es acotado: se dice que A no es acotado
st y solo si:

VR>0 3I¥€ A tal que ||7]| > R.
2. Conjuntos Abiertos en R"

DEFINICION 2.4. Un subconjunto O C R™ es abierto si

(2.4) Ve O Jry, >0 talque B(Z,ry) C O,

donde B(Z,r) es alguna bola abierta de centro ¥ y radio ry > 0.

OBSERVACION 3. Notemos que:

e La notacion r, indica que el radio depende de T.
e Como las normas en R™ son equivalentes, entonces la propiedad no
depende de la norma utilizada.

Usualmente, el conjunto de todos los subconjuntos abiertos en R" se
denota por O(R")2

OBSERVACION 4. La definicion 2.4 permite decir cuando un conjunto
A C R™ no es abierto. En efecto, diremos que A ¢ O(R™) si:

(2.5) dre A talque Vr>0 B(Z,r) ¢ A,
A continuacion, veremos algunos conjuntos abiertos importantes en R™.
PROPOSICION 2. R™ es abierto.

DEMOSTRACION. Sea & € R™ un vector cualquiera, es facil ver que para
todo 7 > 0 se verifica la propiedad

BHH(f, ’f‘) C Rn,
lo cual concluye la demostracion. O

PROPOSICION 3. El conjunto vacio @ C R"™ es abierto.

2La letra O se debe a la palabra ouvert (abierto en Francés).
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DEMOSTRACION. Antes de iniciar la demostracién, debemos enfatizar
las sutilezas y complejidades asociadas al conjunto vacio 3.

Usando la definicién intuitiva de conjunto vacio, podemos verificar que
para todo ¥ € R", la afirmacion p : ¥ € & es falsa.

Usando lo anterior y dado r > 0, podemos concluir que la afirmaciéon
¥re g = B(@r)Co
es siempre verdadera, independientemente de la falsedad o veracidad de la
proposicién q : B(Z,r) C @4 O
PROPOSICION 4. Toda bola abierta Bj.||(Z,r) es un conjunto abierto.

DEMOSTRACION. Recordemos que
B\ (Fo,r) = {Z € R": [|& — Zo|| <r}.

Dado € By (Zo,7), tenemos que demostrar la existencia de r, > 0 tal

que:
BH'H(f’ T;U) C BH.H(fo,T').
Consideremos
re =1 —||Z— Zo|| >0

y supongamos que § € Bj.j|(Z,72), por lo tanto:

—

g—|| <r— |7 - Zol],
j — || + || = Zo|| <,
—foH <r,

=y € By 1B(%o, ).

g€ By (&) = |
= |
= |

QR

Luego, existe r, > 0 tal que By (Z,72) C By, B(Zo,7), lo cual concluye
la demostracion. O

PROPOSICION 5. Sean O7 C R™ y Oy C R™ dos conjuntos abiertos en
R™. Entonces:

i) O1 U Oy es abierto en R™.

ii) O1 N Oy es abierto en R™.

DEMOSTRACION. Sea & € O1UQ2, es decir Z € O1 o & € O,. Sin pérdida
de generalidad supondremos que £ € O1. Como O; es abierto, tenemos que:

Jry >0 tal que By (Z,72) C Oy
tal que By |(Z,72) C O1 C O1 U Og,

lo cual implica (i).

Ahora demostraremis ii). Para ello, sea & € O1 N Oz. Como O; y O3 son
abiertos, sabemos que:

37, > 0 tal que BHH(.f, ’Fz) C O

dr, > 0 tal que BHH(.’E‘, 7%) C Os.
Elegimos 7, < min{7,,7,} y concluimos que:
Jry >0 tal que By (¥, 72) C O1 N Os.
3El lector pude revisar la Definicién intuitiva presentada in [11].

4Un breve repaso de tablas de verdad nos muestra que si p es falso, entonces p = ¢
es siempre verdadero.
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O

Serd muy importante que el(la) estudiante estudie el caso de las uniones
e intersecciones finitas e infinitas de conjuntos abiertos (ver la seccién de
ejercicios).
EJEMPLO 2.1. El conjunto
C = {f: (.%'1,.%'2) S RQZ T9 > O} C RQ

no es abierto.
Para ello usaremos la observacion 4 y escogeremos el vector &) = (1,0) €
C. Es fdcil verificar que para todo r > 0 se tiene que

By, (é1,) £ C.
En efecto, sea r > 0 fijo y consideremos el vector (1,|r|/2). Es claro que
(1,=|r|/2) € By, (e1,7) pero (1,—[r[/2) & C.
EjEmMPLO 2.2. El conjunto
A= {f: (:Zil,wg) GRzi XTo > 0} CR2
es abierto. En efecto, para todo vector ¥ = (r1,z2) € A, como xa > 0,
elegimos ry, € (0,x2). Verificaremos que:
BHHQ(f, 7"3;) C A.

Para demostrar esta contencién, usaremos algunas propiedades de la
funcion valor absoluto. Notemos que

(u,v) € By, (T,72) = Viu—a12 + v — x2]2 < 1y
= |v—x9] <7y
= Tog—Tp < V< T2+ T,
= 0<zo—1p <

= (u,v) € A,
lo cual concluye la demostracion.

EJEmpPLO 2.3. El conjunto

D = {Z = (21, 22) eR?:25>0 y Vi + a3 <1} C R?
es abierto.
En efecto, uno puede observar que

D=AnN B||.H2(6, 1),

es decir, D es la interseccion de dos abiertos: el conjunto A definido en el
ejemplo anterior y la bola abierta de centro (0,0) y radio r = 1. Como la
interseccion de dos abiertos es un abierto, podemos concluir que D es un
abierto.

LEMA 2.1. Sean O C R"™ un conjunto abierto en R™ y Ty, entonces
O\ {Zo} también es un conjunto abierto en R™.
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DEMOSTRACION. Sea & € O\ {Zp}. Tenemos que demostrar que existe
r > 0 tal que B(Z,r) C O\ {Zo}.
Como # € O y O es abierto, se tiene

dry >0 tal que B(Z,ry) C O.

Ademas sabemos que ¥ # Zy. Por lo tanto, usando las propiedades de las
normas sabemos que ||Z — Zy|| > 0. Ahora definamos r = min{r,, ||Z— Zp||}.
Entonces, notemos que

yeB@r) = ||ly—7||<r
= -2l <re y [[§—2I <||Z— Zol|
= yeB(r) y |74l <[|Z—Zoll < |7 =gl + |7 — Tol|
= y€O0 y 0<||y— @l
= ye€0 e y#ip
= €0\ {7}
y entonces B(Z,r) C O\ {Zp}, lo cual concluye la demostracion. O

3. Conjuntos Cerrados en R"

DEFINICION 2.5. Un subconjunto F C R™ es cerrado si su complemento
F¢ es abierto.

Usualmente, el conjunto de todos los subconjuntos cerrados en R™ se
denota por F(R™)®.

PROPOSICION 6. Los conjuntos R™ y & son cerrados.
DEMOSTRACION. Notemos que:
R =2 y o°=R"
y la demostracion es consecuencia de las proposiciones 2 y 3. O
PROPOSICION 7. Todo singleton {Zy} C R™ es cerrado.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2 se tiene que que R™ es abierto y
por Lema 2.1 sabemos que R™ \ {Zp} = {&}¢ es abierto. Lo cual concluye
la demostracién. O

PROPOSICION 8. Toda bola cerrada W es un conjunto cerrado.
DEMOSTRACION. Recordemos que
By (@) = & € R || = fol| < 1},
Demostraremos que
WC ={ZeR": ||Z - Zo|| > r}.
es un conjunto abierto.

SLa letra F se debe a la palabra Fermé (cerrado en Francés).
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= =S € .
Sea ¥ € By|.||(Zo,7) y consideremos

re = || — Zol| —r >0

—

y supongamos que i € B).||(Z,72), por lo tanto:

— —

g€ B (Zr) = |lg—Z| <|Z—Zo|| -,

= g = 2| = [|£ = Zol| < —r,

= |[& = Zol| = |lg = Z[| >,

= g —Zoll > [|# = Zol| = [[§ — 2| > r,
= :IjE BHHB(f(),T) .

Por lo tanto, existe 7, > 0 tal que By (7,7z) C B||.HB(5U’0,7“)C, lo cual
concluye la demostracién. O

PROPOSICION 9. Sean Fy C R™ y F, C R"™ dos conjuntos cerrados.
Entonces:

i) Fy UFy es cerrado.
ii) F1 N Fy es cerrado.

DEMOSTRACION. Usando las leyes de Morgan sabemos que:
(F1UF2)CZFICQF2C y (FlﬂFQ)c:FICUFQC

y luego usamos los resultados de unién e intersecciéon de abiertos enunciados
en la Proposicién 5. O

Serd muy importante que el(la) estudiante estudie el caso de las uniones
e intersecciones finitas e infinitas de conjuntos abiertos (ver la seccién de
ejercicios).

4. Vecindades en R" (*)

El concepto de vecindad generaliza el concepto de conjunto abierto y es
de gran utilidad.

DEFINICION 2.6. Si Ty € R", se de dice que una vecindad de Ty es un
subconjunto de R™ que contiene una bola abierta con centro Zy.

Es claro que Ty puede tener muchas vecindades. Usualmente el conjunto
de las vecindades de % se denota por V(%) o N ().

TEOREMA 2.1. V es una vecindad de Xy si y sélo si existe un conjunto
abierto contenido en V', el cual contiene a Ty.

DEMOSTRACION. En primer lugar, supondremos que V es una vecindad
de #y. Usando la definicién, sabemos que existe r > 0 tal que B(Zy,r) C V.
Por lo tanto, V' contiene a un conjunto abierto, el cual contiene a Zj.

En segundo lugar, supondremos que V' contiene a un conjunto abierto
O, el cual contiene a Zy. Como O es abierto, existe r > 0 tal que B(Zg,r) C
O C V y observamos que V satisface la definiciéon de vecindad. O

Una consecuencia de este resultado es una nueva forma de caracterizar
a los conjunto abiertos:

6Esto viene de las palabras voisinage en francés y neighbourhood en inglés britanico.
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COROLARIO 2.1. Un conjunto es abierto si y sélo si es una vecindad de
cada uno de sus elementos.

DEMOSTRACION. Sea O un conjunto abierto. Si Zy € O, sabemos que
existe r > 0 tal que B(Zp,r) C O. Por lo tanto, O es una vecindad de xy.

Sea £ un conjunto que es vecindad de cada uno de sus elementos. Por lo
tanto, ,usando la definicién de vecindad, sabemos que para cada ¥ € £ existe
una bola abierta con centro en ¥ contenida en £. Pero recordemos que esa
es la definicién de un conjunto abierto, luego £ es un conjunto abierto [J

En [1, pag.16] se senala lo siguiente: ... las vecindades de un punto
son extremadamente numerosas, debido a que todo conjunto que contiene a
una vecindad Ty se transforma inmediatamente en una vecindad de Zy. Esta
riqueza excesitva puede ser molesta en algunos casos. con el fin de remediar
este problema, se propone el concepto de base de vecindades.

DEFINICION 2.7. Una base de vecindades de Ty es un subconjunto B C
V(%o) tal que para todo V' € V(zp) existe W € B tal que W C V.

El lector verd sin dificultad que el conjunto de bolas abiertas con centro

en Tp es una base de vecinades de Zy.

5. Sucesiones en R"

Una sucesion de vectores de R™ es una funcion N — R™ que a cada

ntimero natural k € N le asocia un vector ), = (2%, 25, ... 2F)

DEFINICION 2.8. Una sucesion {Z}x converge al vector L si
(26)  Ve>0 Fko(e) eN talque k> ko= || —L|| <e,

donde || - || es una norma en R™. En tal caso se dice que L es el limite de la
sucesion, lo cual se denota como:

TEOREMA 2.2. Si la sucesion {Zy}i tiene limite, este es dnico.
DEMOSTRACION. Supongamos que

lim Zp=L vy Iim =M
k——+o0 k——+o0

y ademas L #* M.
Lo cual es equivalente a:

Ve>0 3JK(e)eN talque k>K = ||z —L||<e

Ve>0 3K(e)eN talque k>K = ||F — M| <e.
Como L # M, podemos elegir ¢ = ||L — M||/3. Ahora definimos

K(e) = max{K(¢), K(¢)}
y se tiene que si k > K (e), entonces:
IL = M| < ||Z — LI| + [|& — M]|| < 2,

lo cual es equivalente a 3 < 2, obteniendo una contradicciéon. Por lo tanto
sabemos que L # M. O
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PROPOSICION 10. Si || - || y || - ||' son dos normas en R™, entonces la
convergencia de una sucesion a L en términos de || - || es equivalente a la
convergencia hacia L en términos de || - ||'.

DEMOSTRACION. Supongamos que T converge a L en términos de la
norma || - ||, entonces sabemos que:

Vé>0 3JK@E) eN talque k>K = ||Z —L|| <&

Por otro lado, gracias al Teorema 1.5 sabemos que existen ¢ >0y C > 0
tales que:
o|Zl" < [1Z| < Cl|".

Luego, podemos concluir que

5 L
Ve=->0 3K(¢)eN talque k>K=||Zx — Ll <e,

c

lo cual implica que &, converge a L en términos de la norma || - ||’ O
TEOREMA 2.3. Sea T}, = (¥, 25,...,2F) una sucesion de vectores. En-

tonces la sucesién converge al vector L = ({1,0a,...,0,)" si y sdlo si cada
componente de la sucesion verifica:
(2.7) lim z¥=¢ (i=1,2,...,n).

k—4o00

DEMOSTRACION. En primer lugar supondremos que:

lo cual es equivalente a:
Ve>0 3JK(e)eN talque k>K = ||Zp — Lo <&
Usando las propiedades de la norma || - ||o0, sabemos que:
Vie{l,...,n},¥Ve >0, 3K(e)eN talque k>K = |zF—¢] <e.

Es fécil notar que esto equivale justamente a (2.7).
A continuacién supongamos que se verifica la propiedad (2.7), lo cual es
equivalente a:

Ve >0, 3K;(e)eN talque k>K = |zF—¢]<e.
Definamos
K = méx{K1(), Ka(e), ..., Kn(e))

y notemos que

Ve >0, 3K(e)eN talque k>K= Arrlléx {|zfF — 4]} < e,
i=1,...,n

que equivale a
Ve>0, 3K()eN talque k>K = |7~ L|joc <&

y concluye la demostracion. O
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Este resultado es muy practico, debido a que indica que el limite de una
sucesion vectorial debe calcularse coordenada a coordenada. Por ejemlo,
notemos que:

1 LA
Hm (ﬁ’l_%,zﬁ) :(0,1,6).

k——+o0

Por otro lado, notemos que el siguiente limite:
) 1+k p (—1)F
hm (T? (_1) ) k? )

k——+o0

k

no existe, debido a que la sucesion (—1)" correspondiente a la segunda coor-

denada no es convergente.
DEFINICION 2.9. Una sucesién de vectores {Ty} es de Cauchy si:
(2.8) Ve>0 3K(e)eN talque k,r>K = |7 —Z,|| <e.

El siguente resultado muestra un importante ejemplo de sucesién de
Cauchy

TEOREMA 2.4. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

DEMOSTRACION. Si @}, es una sucesién convergente a L, por definicién
tenemos que:

Ve>0 3JK(s)eN talque k>K = |7 —L|| <e/2

’ Ve>0 3K(e)eN talque r>K = ||L—Z| <e/2
Usando la desigualdad triangular, obtenemos que:
Ve >0 3K(e) eN talque k,r>K = ||¥ — 2| <e,
lo cual concluye la demostracion. O

Otra importante consecuencia del Teorema 2.3 es el siguiente resultado:
TEOREMA 2.5. Toda sucesion {Zy} de Cauchy es convergente.

DEMOSTRACION. Usando la norma infinito, sabemos que

Ve>0 3JK(e)eN talque k,r>K = |[|T —Trlleo <€
Ve>0 3K(e)eN talque k,r>K :>,qpx{uf—xﬂ}<s
1=1,...,n

Esto implica que para todo i = 1,...,n se cumple que
Ve >0 3K(e)eN talque k,r>K = |2F -2l <e,

lo cual implica que la i-ésima componente 2% de la sucesién {Fy} es una
sucesién de Cauchy. Como sabemos que las sucesiones de Cauchy en R son
convergentes, sabemos que

lim z¥=0eR V i=1,...,n
k—+oo

Finalmente, usando el Teorema 2.3 se tiene que:

A Y

lo que concluye la demostracién. U
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Otra consecuencia del Teorema 2.3 es el siguiente resultado, cuya de-
mostracién se deja al lector:

TEOREMA 2.6. Sean T) e 4 dos sucesiones tales que:

lim 7, = L lim i, = M.
k—+o00 k y k—)-l—ooyl€

(i) lm (Fp +Fk) =L+ M.
k—+o00
(ii) lim A& = AL para todo A € R™.
k—+o0
(iii) Wm & -yxr = L- M donde - es el producto interno estandar.
k—4o00

DEFINICION 2.10. Una subsucesion Zy(r)de la sucesion Ty, es una com-
posicion de la sucesion original N — R"™ (que a cada k € N asocia el vector
Zr) con una funcion ¢: N — U C N.

En el diagrama se puede apreciar, que a cada k € N se asocia el vector
To(k):

El siguiente resultado es util:

LEMA 2.2. Si T} es una sucesion de Cauchy y Ty, es una subsucesion
convergente a L, entonces Ty, converge a L.
DEMOSTRACION. Por hipétesis, sabemos que:
Ve >0 3K(e)eN talque k,r>K = [|Z) — Zr||oo < £/2

Ve>0 3K(e)eN tal que k> K = [[F50) — Llloo < /2.

Elegimos K = mzix{f( K } v usando la desigualdad triangular con r =
¢(k) podemos conlcuir que:

Ve>0 3K(c) €N tal que k,d(k) > K = ||Z — Zyp)lloc < /2

y
Ve >0 3JK(e) €N talque k> K = |[|Zyx) — Ll <é,

lo cual implica que &} converge a ¥ y se concluye la demostracién. O
6. Sucesiones y conjuntos cerrados

Hasta ahora, hemos definido a los conjuntos cerrados de forma residual
(es decir, en funcién de su complemento). El uso de las sucesiones nos per-
mitird realizar una mejor caracterizacién de los conjuntos cerrados.

TEOREMA 2.7. Un conjunto no vacio F' C R™ es cerrado si y sélo si
toda sucesion {Zy}r convergente de elementos en F' 7 tiene limite en F.

DEMOSTRACION. En primer lugar, supongamos que F es cerrado. Ahora
consideremos una sucesién {Z }; con las siguientes propiedades:

"BEs decir, Z € F para todo k € N.
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(i) ¥ € F para todo k € N.

() 5 < F parat
)t 7 =

Tenemos que demostrar que LeF (lo haremos por contradiccién). En
efecto, si suponemos que L ¢ F'y definimos O = F*, tenemos que L € O.
Como O es abierto y L € O, la definicién de conjunto abierto dice que:

Je >0 tal que BH.H(E, g) CO.

Ademas, la propiedad lim & = L implica que:
k—+o00

Ve>0 3K()eN talque k>K = |[|Z—L|<e
= T} € BH.H(L,&) c 0.
Esta tultima propiedad, combinada con (i) implica que:
k>K=%,cONF=FNF =,

lo cual es imposible. Por lo tanto LeF.

Ahora, supondremos que toda sucesion {7} convergente de elementos
en F tiene limite en F. Tenemos que demostrar que F' es cerrado (o que
O = F¢ es abierto).

Si suponemos que O no es abierto, tenemos que

IM €O =F° tal que B||_‘|(M,r)¢0 Vr > 0.

Esto puede reescribirse (viendo r = 1/k con k € N) como:

IM € O = F° tal que BIIH( , )gZO Vk € N.
Es decir,

37, tal que \|fk—]\2[\|<% y T ¢ O =F¢

37, tal que || — M| <3 y T eF

Notemos que hemos construido una sucesiéon ¥, € F que converge a
M ¢ F, lo cual contradice nuestra hipdtesis. Por lo tanto F' es cerrado. [

EJEMPLO 2.4. Notemos que el conjunto
Qx@:{(m,y)€R2:x6R e :cE]R},

no es cerrado en R?. En efecto, notemos que:

(o) (z gj)

es una sucesion en Q x Q y converge a (e,e) ¢ Q x Q.

1
5 J!

OBSERVACION 5. Una consecuencia directa del Teorema 2.7 es que si
F C R* es cerrado. Entonces para todo T € F, existe una sucesion &y, € F
(Vk € N) tal que lim &) = 2.
k——+o0
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7. Adherencia

DEFINICION 2.11. Consideremos el subconjunto P C R™. Se dice que ¥ €
R™ es adherente a P si existe una sucesion Iy que verifique las siguientes
propiedades:

(a) @ € P para todo k € N.

b) lim ) =42.
®) lip =2

El conjunto de puntos adherentes de P se denomina adherencia o clau-
sura de P y se denota por P.

TEOREMA 2.8. Dado un subconjunto P C R", se tiene que:

iy PCP.

(ii) P es cerrado.

(iii) P es cerrado si y sélo si P = P. Es decir, un conjunto es cerrado si
y solo si es igual a su adherencia.

(iv) P es el cerrado minimal que contiene a P, es decir: para todo con-
junto cerrado F que verifique P C F, se tiene que P C F.

(v) La adherencia de una bola abierta es una bola cerrada.

DEMOSTRACION. Sea & € Py construyamos la sucesién constante Ty =
Z. Es facil ver dicha sucesién satisface las propiedades (a) y (b) de la Defi-
nicién 2.11, por lo tanto Z € P y se verifica (i).

Para demostrar (ii) usaremos el Teorema 2.7. En efecto, consideremos
una sucesiéon convergente T, tal que T, € P (Vk € N) y kEI—&I-loo T = T.

Tenemos que demostrar que 7' € P.
Como 7, € P para todo k € N. La definiciéon 2.11 (aplicada a cada
término Zy) implica la existencia de sucesiones a‘c’kj € P convergentes a

T € P cuando j — +o0.

T, T, flg <. flr — T1 € B

Lo, T2, T2 cee I, — X2 € E

fgl T3, fg3 <. fgr — T3 €P
% .

Try Typy Tpg Ty, — I € P

Tjy Ty Tjy o Ty, - Ty = TjEP

Por hipétesis sabemos que HIJP Zy = & (ver la tltima columna del
T—>+00

diagrama). Es decir:
(2.9) Ve>0 3J(e) >0 talque r>J= |7 —2| <e/2.

Por otro lado, consideremos j fijo (pero suficientemente grande tal que
j > J) y usemos el hecho de que la sucesion {z;,,zj,,xj,,...} converge a
#j. Es decir (miremos la j—ésima fila del diagrama):

(2.10) Ve >0 dK;(e) >0 talque r>K;=||Z; — ;|| <e/2.

Notemos que el término Kj; varia con respecto a j. Supondemos, sin
pérdida de generalidad que K; > J cuando j es arbitrariamente grande.
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Ahora, consideraremos la ecuacién (2.10) con r = j.
(2.11) Ve >0 3K;(e) >0 talque j>K;= |7} — ;| <e/2.

Una ciudadosa observacion del diagrama sugiere que los términos diago-
nales ¥;, € P también debiesen converger a #. Es decir,
Zj,eP V jeN lim Z; =42.
35 J y j—+too Jj

En efecto, notemos que (2.9) y (2.11) implican:

Ve>0 3K;(e)>0 talque j>K; = |7~
< [|&5; = &l + (175 — 7|
< e.

Por lo tanto, usando la definicién 2.11 se tiene que ¥ € P y por lo tanto
P es cerrado.

Para demostrar (iii), primero supondremos que P es cerrado. Como sa-
bemos que P C P, nos bastard con demostrar la contencién P C P.

En efecto sea & € P, entonces existe una sucesiéon Z € P (para todo
k € K) tal que klim xp, = Z. Como P es cerrado, el Teorema 2.7 implica
—+00

que T € P, por lo tanto hemos visto que
reP = ZeP
lo cual implica P = P.

Ahora supondremos que P = P y es facil ver que (ii) implica que P es
cerrado.

Para demostrar (iv), consideremos un cerrado F' con la propiedad P C F.
Si tenemos un vector £ € P demostraremos que & € F.

En efecto, si ¥ € P entonces existe una sucesién 7 € P C F (para todo
k e N) tal que lim =z = 7.

k—4o00

Como F' es cerrado, el Teorema 2.7 implica que £ € F' y por lo tanto
PCF.

Para demostrar (v), denotemos por B a la adherencia de la bola abierta
BH.H(ifg, 7). Por lo tanto, tenemos que demostrar que B = BH.H(:?:’O, T).

Por un lado, gracias a la observacion 2.7, sabemos que B, (Zo,r) es un
conjunto cerrado que contiene a la bola abierta BH.H(fo, r). Ahora, por la
propiedad (iv) sabemos que B C By (Zo, 7).

Por otro lado, sabemos que si § € Bj.|(Zo,r), existe una sucesion 7 €
By (Zo,r) tal que kgrfoo Zr = y. Usando la definicién de adherencia, se tiene

que i € B y por lo tanto By (Zo,7) C B, lo cual concluye la demostracion.
O
8. Interior

DEFINICION 2.12. Consideremos el subconjunto P C R™. El conjunto
interior de P se denota por:
Int(P) ={Z€ P:3r >0 talque B, (& r)C P}.

El siguiente resultado sintetiza las propiedades del interior de un con-
junto:
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TEOREMA 2.9. Dado un subconjunto P C R™ no vacio, se tiene que:

(i) Int(P) C P.

(ii) Int(P) es abierto.

(iii) P es abierto siy solo si P = Int(P). Es decir, un conjunto es abierto
sty sélo si es igual a su interior.

(iv) Int(P) es el abierto mazimal contenido en P, es decir: para todo
conjunto abierto O que verifigue O C P, se tiene que O C Int(P).

(v) El interior de una bola abierta es ella misma.

DEMOSTRACION. La demostracién de (i) es inmediata. En efecto, no-

temos que la contencién Int(P) C P es una consecuencia de la definicién
2.12.
Para demostrar (ii) tenemos que verificar que

(2.12) VZ € Int(P) Jry >0 talque By (Z,7;) C Int(P).
Ahora bien, como # € Int(P), la definiciéon 2.12 indica la existencia de

r >0 tal que By (%,r) C P.
Como el conjunto Bj.|(Z,7) C P es abierto, sabemos que:

MRS BH_H(f, T) 36, > 0 tal que BII-H@’ (5y) C BH'H(f’ r) C P,

lo cual implica que ¢ € Int(P) y por lo tanto se tiene Bj.||(Z,7,) C Int(P).

Para demostrar (iii), supondremos en primer lugar que P es abierto y
demostraremos que P = Int(P), gracias a (i), sélo tenemos que demostrar
la contencién P C Int(P). En efecto, como P es abierto:

FTeP = 3Jrp,>0 talque B (7,r:) C P

Usando la definicién 2.12, vemos que eso equivale a Z € Int(P) y por lo
tanto P C Int(P).
Si suponemos P = Int(P), sabemos que P es abierto por la propiedad

(ii).
Para demostrar (iv) consideremos un abierto O C P. Notemos que:
feO = 3Jr,>0 talque B (%r,) COCP
= JIry >0 talque By (Z,7z) C P
= TeclntP.

Luego, concluimos que O C Int P.
La propiedad (v) es consecuencia de (ii) y (iii).

9. Frontera, puntos de acumulaciéon y puntos aislados

DEFINICION 2.13. Dado un subconjunto P C R"™, se dice que la frontera
de P es el conjunto de puntos adherentes que no son interiores. La frontera
de P se denota por:

OP = P\ Int(P).
EJEMPLO 2.5. La frontera de la bola abierta By (%o, r) es:

8B||H(a?o,r) = {f Hf—fo” = T’}.
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EJEMPLO 2.6. Notemos que OR"™ = (. En efecto, como R™ es abierto
y cerrado a la vez tenemos que es igual a su interior y su clausura, por lo
tanto:

OR =R"\ IntR™ = ().

DEFINICION 2.14. Dado un subconjunto P C R"™, se dice que ¥ € R"™ es
un punto de acumulacion de P si existe una sucesion Ty con las siguientes
propiedades:

(i) Zx € P para todo k € N.

(ii) & # & para todo k € N.

(iii) k-grfoo T, =7T.

El conjunto de los puntos de acumulacion de P se denota habitualmente
por P'.

El siguiente criterio es muy 1util para identificar puntos de acumulacién
y su demostracién se deja como ejercicio al lector:

LEMA 2.3. El vector £ € R" es un punto de acumulacién de P si:
Ve >0 By (@,e)N(P\{7}) #0.

EJjempLO 2.7. Consideremos el conjunto:

1
A:{(a:,y)echm:% e y=0 donde keN}.

Notemos que el origen (0,0) es el inico punto de acumulacion de A. En
efecto, veamos que

1 1
Ve>0 3 K(¢) e N tal que k‘>K—>H(E,O)||Oo:E<6.

Es decir:
Ve > 0 BHH(O,E) N (A \ {O}) #0
y usando el Lema 2.3 se tiene que (0,0) € A.

Es interesante notar que todo punto de acumulaciéon es un punto ad-
herente, pero la reciproca no es siempre cierta. Esto motiva la siguiente
definicién:

DEFINICION 2.15. Dado un subconjunto P C R™, se dice que Ty € R™ es
un punto aislado de P si es un punto adherente que no es de acumulacion.
Es decir:

To esaisladosi 36 >0 tal que By (Zo,d) NP = {Zo}.
LEMA 2.4. Sea P C R", entonces P =P U P'.

DEMOSTRACION. En primer lugar, demostremos que P U P’ C P. En
efecto, sea T € PUP’. Si & € P, entonces se tiene que ¥ € P (ver propiedades
de la adherencia). Por otro lado, si Z € P’, sabemos que existe una sucesién
no constante Ty € P para todo k € N tal que kgrf Zr = &, por lo tanto

o
FeP.
Ahora, demostraremos que P C P U P'. Sea & € P, entonces existe

Ty, € P (para todo k € N) tal que klim Ty, = 2. Si la sucesion es constante,
—+00

se tiene que & € P, de lo contrario, se tiene que Z € P’, lo cual concluye la
demostracién. O
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10. Compacidad

El siguiente resultado proporciona una interesante propiedad de las su-
cesiones convergentes:

LEMA 2.5. Toda sucesion convergente es acotada. Es decir si Ty es con-
vergente, existe M > 0 tal que

||Zk|| < M para todo k€ N.

DEMOSTRACION. Supongamos que Ty, €s una sucesién convergente a L,
es decir:

Ve>0 3JK(s)eN talque k>K = |[|Z—L||<e

Usando una consecuencia de la desigualdad triangular, sabemos que
|Zx]] — [|L|] < ||#x — L|| <& para todo k> K.

Por lo tanto:

Ve>0 3JK()eN talque k>K = |[|Z| <||L||+e.

Luego, podemos concluir que:

|Z]] < M = méx{||zy]], [|Z2ll,. .., [|Fx|, | L]| + &},
lo cual concluye la demostracion. O

Es importante enfatizar que el resultado reciproco no es cierto, es de-
cir no toda sucesién acotada es convergente, un ejemplo viene dado por la
sucesion:

e = (<1, (<)),
la cual es acotada (en efecto, es facil ver que ||Zg||c < 1 para todo k € N) pe-
ro no es convergente. Por otro lado, podemos comprobar que la subsucesion
Top, es convergente. Este hecho motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 2.16. Un subconjunto A C R™ es compacto si toda suce-
sion {Zy} de términos en A tiene una subsucesion convergente Tyyy a un
elemento T € A.

TEOREMA 2.10. Si A C R™ es compacto, entonces es acotado y cerrado.

DEMOSTRACION. En primer lugar, demostraremos que A es acotado por
contradiccién. En efecto, supongamos que A no es acotado, usando la Ob-
servacién 2, sabemos que:

VEeN dr, e A tal que |[|Zk|| > k.

De esta forma, hemos construido una sucesién 7y tal que ||Zx|| > &
para todo k € N. Por otro lado, como A es compacto, podemos extraer una
subsucesion convergente Ty ).

Sin pérdida de generalidad, supondremos que ¢(k) es estrictamente cre-
ciente y usando el hecho de que las sucesiones convergentes son acotadas,
obtenemos las desigualdades:

(k) < |[|Zyay|| < M para todo k € R,

pero como ¢(k) es creciente y diverge a +00, se obtiene una contradiccion.
Ahora, demostraremos que A es cerrado, para ello consideremos una
sucesion I con las propiedades:
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(i) Z € A para todo k € N.
(ii) klﬁf Zr = 4. Es decir, es convergente y por lo tanto de Cauchy.
—+00

Por compacidad de A, sabemos que existe una subsucesion 'y conver-
gente a & € A. Como Ty es de Cauchy, podemos demostrar (ver Teorema
2.4) que ¥ converge T y la unicidad del limite implica que & = 4 € A.
Luego, el Teorema 2.7 implica que A es cerrado. O

Ahora sabemos que un conjunto compacto en R™ es cerrado y acota-
do. A continuacién veremos que la reciproca de esta afirmacion es cierta,
es decir, un subconjunto cerrado y acotado de R™ es compacto. Para ello,
necesitaremos el siguiente resultado visto en el curso inicial de cédlculo:

TEOREMA 2.11 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion uy,
acotada de nimeros reales tiene una subsucesion convergente ug, .

DEMOSTRACION. Si la sucesién uy es acotada, entonces existen dos nu-
meros ag y by tales que todos los elementos de la sucesion estan contenidos
en el intervalo [ag, bo], es decir:

ug € Iy = [ag,bg] para todo k€ N.

Notemos que el largo del intervalo Iy es ¢(1y) = by — ay.

Ahora, subdividimos Iy en los intervalos:

ao + bo ao + bo b
92 ] y [ 2 ) 0]'

Como la sucesion uy tiene infinitos términos, al menos uno de estos
subintervalos debe contener infinitos términos de la sucesién (notemos que
la unién de dos conjuntos infinitos no puede ser un conjunto finito). Por lo
tanto elegimos un subintervalo que contenga infinitos términos de la sucesion
y lo llamaremos I = [a1, b1].

Notemos que sea cual sea la eleccién del subintervalo, la longitud de I
serd igual a

[a07

by — a
E(Il):bl—alz 0 5 O.
De un modo similar, subdividimos I; en los intervalos:
a1 + by a1+ by
b1].
[ah 9 ] y [ 9 ) 1]

Como la sucesiéon uy tiene infinitos términos en I;, al menos uno los
subintervalos recién definidos debe contener infinitos términos de la sucesion.
Por lo tanto, elegimos un subintervalo que contenga infinitos términos de la
sucesion y lo llamaremos Iy = [ag, ba].

Es facil ver que —sea cual sea la eleccién del subintervalo— la longitud de
I serd igual a:

by —ar _ bo—ag

E(IQ) = b2 — ag =

2 22
Si repetimos este proceso k veces, habremos counstruido un intervalo
I, = [ag,bg] de longitud £(I;) = (by — ag)/2%, el cual contiene infinitos

términos de la sucesion.
A continuacién construimos la subsucesién ugy), caracterizada por la
propiedad uy; € I para todo j € N.



34 2. CONJUNTOS ABIERTOS Y CONJUNTOS CERRADOS

Por otro lado, usando la propiedad arquimediana, sabemos que:

bo —
Ve>0 JK(e)eN talque k> K= OTGO g,
luego, podemos demostrar que:

Ve >0 3K(e) €N talque k,7>K = |ugm) — Upr)| <€

y podemos observar que ug) es una sucesion de Cauchy y por lo tanto
convergente (ver Teorema 2.5). Es decir lim  wugp) = u*. O
k——+o0

Ahora podemos enunciar un importante resultado:

TEOREMA 2.12. Si el subconjunto A C R™ es cerrado y acotado, entonces
es compacto.

DEMOSTRACION. Consideremos una sucesion T cuyos términos estian
en el conjunto A. Como A es acotado, la Proposicion 1 implica la existencia
de R > 0 tal que:

||Zk|| < R V@) € A.

Si consideramos la norma infinito y Zj = (z¥, 2%, ..., 2~

~), notemos que

||Zk||oo = max{|zF],|25],..., 2|} < R paratodo ke N.

Es decir, cada una de las componentes es una sucesién acotada de nu-
meros reales debido a que:

2% < R paratodo i=1,...,n ytodo ke&N.

Si aplicamos el teorema de Bolzano—Weierstrass a la primera compo-

s o . .z k
nente de la sucesiéon I, tenemos que existe una subsucesion xfl( ) tal que
. $1(k) _
lim z; " =27.
k—4o00
Al considerar la subsucesion:
= _ (..91(k) o1(k) k
Ty, (k) = (z7 ", 2y ,...,xﬁl( )),

solo sabemos que su primera componente converge, pero carecemos de infor-
macién suficiente para las restantes. Sin embargo, sabemos que la sucesion
de ntimeros reales xgl(k) es acotada (la subsucesion de una sucesién aco-
tada también es acotada) y podemos aplicar una vez més el teorema de
Bolzano—Weiestrass. Es decir, sabemos que existe una subsucesion:

$g¢20¢1)(k) tal que  lfm xgbzodn)(k) = 3.
k—+o00

Al considerar la sub-subsucesion:

($§¢>20¢>1)(k‘) (¢2001)(k) ’x%¢20¢1)(k))’

T (fooin) (k) = s Ty e

solo sabemos que su primeras dos componentes convergen respectivamente a
x% y o358, pero carecemos de informacién suficiente de las n — 2 coordenadas

. , o k
restantes. Como antes, sabemos que la sucesion de niimeros reales :1::(5@ $1)(k)

8Usamos el hecho de que si una sucesiéon es convergente, todas sus subsucesiones
tienen el mismo limite.
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es acotada, podemos aplicar una vez maés el teorema de Bolzano—Weiestrass.
Es decir, sabemos que existe una subsucesion:

x(¢30¢20¢1)(k) (p3p2001) (k)
3

tal que lim = =k
4 k——+o0 3 3

y Al considerar la sub-sub-subsucesion:

B, IR N
F(gsotmoon)(ty = (@770 glpaetretn®)),

solo sabemos que su primeras tres componentes convergen respectivamente a
x],x5 y x5, pero carecemos de informacién suficiente de las n—3 coordenadas
restantes.

Sin embargo, si aplicamos reiteradamente el teorema de Bolzano—Weierestrass
a las coordenadas restantes, obtendremos una sub-sub-sub-. . .-sub-sucesién

o n...0 k o
T(ppo...op1)(k) = (l‘gd) #1)( ), . x7(1¢n ¢1)(k)),

la cual converge a ¥ = (z7,z5,...,2}).

Por lo tanto, hemos visto que toda sucesién & en A tiene una subsuce-
SI60 T, 0,00, (k) cOnvergente a . Como A es cerrado, sabemos ademds que
Z € A, lo cual demuestra la compacidad de A. O

11. Convexidad

El concepto de convexidad jugara un papel clave en los capitulos siguien-
tes.

DEFINICION 2.17. Un subconjunto C C R"™ es convexo si para todo par
de elementos ¥ € C e i € C se verifica que el camino 7 [0,1] — R™ definido
por

0ty = (1 — )@+ tif
verifica la propiedad:

{(t) e C paratodo te[0,1].

Un ejemplo importante de conjunto convexo es el de bola abierta con
centro Tp y radio r > 0. En efecto, notemos que si & € By.|(Zo,7) e § €
By (Zo, ) entonces:

7+ (1= )F - Foll = |ItF+ (1 —O)F — 70— (1 -

|[£(Z = Zo) + (1 —)(§ — o)

t|Z — Zol[ + (1 = )|l — Lo
tr+(1—t)r=r

y por lo tanto tZ + (1 —t)§ € Byj,|(Zo,r) para todo t € [0,1].

ol ¥ te[0,1]
|

AvA|

EjempLO 2.8. Un Cono en R" es un subconjunto K C R™ que satisface
las siguientes propiedades:

i) Site K eyje K, entoncesT+y € K.
ii) SiZe K y\>0, entonces \¥ € K.
iii) Si# e K y —& € K, entonces ¥ = 0.
Es facil demostrar que todo cono K es un conjunto convexo. Ademds,
el lector puede verificar que el conjunto

Ri:{f:(l‘l,@,---,xn)GR”:xiZO V oi=1,...,n}.

es un cono (de hecho, se suele llamarlo, cono positivo ).



36 2. CONJUNTOS ABIERTOS Y CONJUNTOS CERRADOS

12. Conjuntos G5 y F,

En las secciones anteriores vimos que las uniones e intersecciones finitas
de conjuntos abiertos (resp. cerrados) eran un conjunto abierto (resp. cerra-
do). Sin embargo, en el caso de uniones e intersecciones infinitas numerables
(ver seccién de ejercicios) se puede verifica que la interseccion infinita nu-
merable de conjuntos abiertos no siempre es un conjunto abierto y que la
unién infinita numerable de conjuntos cerrados no siempre es un conjunto
cerrado.

DEFINICION 2.18. Un conjunto S es Gy si es la interseccion numerable
de conjuntos abiertos 9,

DEFINICION 2.19. Un conjunto S es F, si es la unién numerable de
conjuntos cerrados.

DEFINICION 2.20. De igual forma:

i) Un conjunto es Gs, si es una unién numerable de conjuntos Gy.
ii) Un conjunto es Fy5 si es una interseccion numerable de conjuntos
F,.

Ejercicios
1.- Siguiendo las ideas del Ejemplo 2, demuestre que el conjunto
{(ml,xg) cR?: 1 > 0}

es abierto.
2.- Usando el ejercicio anterior, combinado con las propiedades de los
conjuntos abiertos. Demuestre que el conjunto

C+:{(ac1,xg) GRQZ 1 >0 y X2 >0}

es abierto.

3.- Usando el Lema 2.1, demuestre que si a un conjunto abierto O se le
extrae un nimero finito de elementos, entonces el conjunto resultante
también es un conjunto abierto.

4.- Siguiendo las lineas del caso finito, demuestre que la union de infi-
nitos conjuntos abiertos es un conjunto abierto y que la interseccién
infinitos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

5.- Encuentre un ejemplo donde la interseccién de infinitos conjuntos
abiertos no es un conjunto abierto y otro ejemplo donde la unién de
infinitos conjuntos cerrados no es un conjunto cerrado.

6.- Demuestre que el conjunto

S = {(x,y) e R%: y;éO}

es abierto en R2.

9Esta notacién tien su origen en la lengua alemana: G de Gebiet (drea o vecindad) y
d de Durchschnitt (intersecién)
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7.- Demuestre que el conjunto
S={(zy) eR*: z £y}

es abierto en R2.
8.- Demuestre que el conjunto

S = {(m,y) cR?: 2 < |z| + |y <3}

es abierto en R?.

9.- Demuestre que todo subespacio vectorial V' de R™ es cerrado. Idea:
Demuestre que su complemento es abierto. Si Zy ¢ V. Recuerde que
su proyeccién ortogonal Py (Zy) sobre V verifica ||Zo — Py (xo)|| <
||Zo — ¥)|| para todo U € V.

10.- Demuestre que

§={(2.9,2) ER* aw+ By +72=0 y |2’ +[yf°+ |2 <47}

es un conjunto cerrado en R3.
11.- Sea n € N y considere

U, = {(x,y) e R%: y:n:r}

Demuestre que U, es cerrado en R?.
12.- Demuestre que si S es Gy, entonces S¢ es F;






Capitulo 3

Limites y Continuidad

1. Limites

Consideremos una funcién f: Q C R™ — R"™ donde 2 es un subconjunto
abierto del dominio de f.

DEFINICION 3.1. Sea Ty € R™. Se dice que
lim f(&) =/
Fio,7€Q
st y solo si

(3.1) Ve > 036(Zo,e) >0 talque 0<|[Z—o| <d=||f(Z) -1 <e

Es necesario enfatizar que nuestra definicién sélo dice que Zy € R™, no
es necesario que I pertenezca a ). Por otro lado, se sobreentiende que || -||’
es una norma en R™ en la izquierda de (6.1) pero es norma en R" en la
derecha.

Tambien es muy interesante caracterizar la definicién de limites en tér-
minos de bolas abiertas. En efecto, la definicién de limite (6.1) es equivalente
a:

(3.2) Ve > 035(:2%,6) >0 tq T € BHH/({E{),(S) \ {fo} = f(f) S BIIH(E 5).

OBSERVACION 6. Notemos que sin = m = 1, entonces las normas ||-||" y
[|-]| son equivalentes al valor absoluto |-| y la desigualdad (6.1) se transforma
en:

Ve > 030 >0 talque 0 < |z —xo| < d(zo,e) = |f(x) — ¢ <e,

la cual es la definicion clasica de limite de funcion de una variable real (vista
en los cursos anteriores).

Notemos que en el caso m = 1, x se acerca a xy de dos formas posibles:
por la izquierda de xqy o por la derecha de xq, eso permite concluir que si los
limites laterales:

lim f(z) y lim+ f(x)

Q?—)CIJO x—)xo

existen y son iguales, entonces f tiene limite en xg.

OBSERVACION 7. Sin embargo, cuando m > 1, existen infinitas formas
en las cuales el vector ¥ se puede acercar a Iy, esto hace el estudio de
limites mucho mas complicado. Esto es debido a que ya no se puede recurrir
al cdlculo de limites laterales como en el caso escalar.

TEOREMA 3.1. Si la funcion f: R™ — R™ tiene limite en Xy, este es
unico.

39
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DEMOSTRACION Supongamos que A y 05 son limites de f en Zj tales
que 01 # 05, 1o cual implica ||} — £3]] > 0.
Usando la Definicién (6.1), tenemos que:

Ve > 036, (Z,¢) >0 talque 0< ||Z— | < &1 = ||[f(Z) - <e
y
Ve > 036y(i,¢) >0 tal que 0 < [|Z—Zo||' < 02 = ||f(Z) — bo|| < &.

Consideremos § = min{d;,d2} y ¢ = M. Usando las dos desigualda-
des precedentes, se tiene que:

L .
16— &l < 17@) — Bl + 117@) — &) < D=2

obteniendo una contradiccién. O

Las siguientes propiedades elementales se enuncian sin demostracion (la
cual se propone como ejercicio para el lector):

TEOREMA 3.2. Seanf'QCRm%Rmyg:QCRm%R" st
lim f(#)=L1 Jim g(7) = Ly,

x%z

entonces
i) lim f(#) + (@) = lim f(&) + lm §(#) = L1 + L.
T—T0 T—T0 T—T0
ii) lim Af(Z) = ALi, VAeR.
T—T0
Concentraremos nuestro estudio en los limites de las funciones de tipo
fR*" =R
1.1. Limites de funciones de tipo f: R" — R: Notemos que, en
este caso, la definicién (3.1), se puede reescribir como:

DEFINICION 3.2. Sea Ty € R"™. Se dice que

lim_ f(&) =

T—T,TES
st y solo si
(3.3) Ve>030 >0 talque 0<||Z— 2|l <d=|f(Z)—{ <e,

donde || - || es una norma en R™

EJEMPLO 3.1. La funcion f: R?> — R definida por

fz,y) = ——2

tiene limite en (0,0) y es dado por:

p Yy
lim ———
(2,9)—(0,0) \/22 + 32
Demostraremos este resultado usando la definicion. Es decir, debemos
demostrar que dado un nimero € > 0, existe un nimero §(g,0) > 0 tal que

(3-4) 0 <[z, 9)ll2 =2 +y* <5 =|f(z,y)] <e.

=0.
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Antes de continuar nuestro cdlculo, notemos que 0 < (|z| — |y|)? =
|z|? — 2|zy| + |y|? es equivalente a la desigualdad:
2lzy| < 2® + 7 = [|(z,y)I[3,

y ahora, notemos que:

oyl _ 2?4y Ve
/$2+y2_2/$2+y2 2 ’
Por lo tanto, la desigualdad (3.4) se verifica considerando 6 = 2¢ y la
norma euclidiana || - ||2.

|f(z,y)| =

EjEmMpPLO 3.2. Notemos que:
4
(z,y)—(0,0) T° +y
Usando la definicion tenemos que demostrar que dado € > 0, existe
d(g,0) > 0 tal que
4

X
0<\/$2+y2<5:>‘$47_‘_yy4’<5.

Notemos que z* +y* > x* implica la desigualdad:

4 4
Y NP 2 = S < S22
‘x4+y4‘<)x4 ‘—]y\— y2 <Jx?+y? <9,
por lo tanto, escogiendo 0(¢) = € y usando la norma euclidiana || - ||2, se

verifica la definicion.

El ejemplo anterior utilizé la norma euclidiana por simple conveniencia.
A veces, otras normas permiten una demostraciéon mas simple.

EJEMPLO 3.3. La funcién f: R?2 — R definida por
f(z,y) = sin(z +y)
tiene limite en (0,0) y es dado por:

Iim sin(z +vy) =0.
(z,y)—(0,0) ( 2

Demostraremos este resultado usando la definicion. Es decir, debemos
demostrar que dado un nimero € > 0, existe un nimero §(g,0) > 0 tal que

(3.5) 0 <[zl =z + [yl <= [f(z,9)] <e.
Antes de continuar nuestro cdlculo, notemos que:
[f(z,y)| = [sin(z +y)| < |z +y| < |z|+ [yl = [[(z,y)]].

Por lo tanto, la desigualdad (3.5) se verifica considerando 6 = ¢ y la
norma || - ||1.

EJEMPLO 3.4. La funcion f: R? — R definida por
flx,y) ==y
tiene limite en (xo,yo) y es dado por:

lim TY = ToYo-
(z,y)—=(z0,90)
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Demostraremos este resultado usando la definicion. Es decir, debemos
demostrar que dado un nimero € > 0, existe un nimero d(e, Zp) > 0 —donde
Zo = (w0, Yo)— tal que
(3.6) 0 < |[(z0,Y0)||cc = méx{|x — zo|, |y — vo|} < d = |f(z,y)] < e.

Antes de continuar nuestro cdlculo, notemos que:

|f(z,y)—zoyol = |lzy—z0y0| < [2y—2Y0+2Y0—20Y0| < |2[ly—Y0|+|T—20|[Y0]-
Primero supondremos provisoriamente 6 = 1 (podria ser tan pequerno
como se quisiera) y se obtiene:
|| = [@o| < |2 — @o| < max{|z — xol, |y —wol} <=1,

tras lo cual concluimos que |xz| < 1+ |zg| y reemplazamos en la pendltima
desigualdad, obteniendo:

lzy — ool < |zy — Yo + 2yo — woyo| < (1 + |zol)|y — vol + [ — xo|[yo-
Ahora olvidamos el & provisorio igual a 1 y usamos las desigualades

lz—z0| < max{|z—xzo|,|[y—yol} <0 ¥y |y—yo| < max{|z—zol,|y—yol} <9

para concluir que:

lzy — xoyo| < |xy — 2yo + TYo — Toyol
< (14 |zo|)|ly — wo| + |x — ol|yol
< (14 |zo| + |yol)d.

Por lo tanto, la desigualdad (3.6) se verifica considerando

€
d =min{l, ————
{ 1+ [wo| + |y0’}
y la norma || - ||o. Esta idea de usar diversos deltas es usada regularmente
en cdlculo de una variable, sugerimos revisar el libro Calculus de Michael
Spivak (pdginas 116-117).

EJEMPLO 3.5. La funcién f: R?2 — R definida por

Ly
f(xay) - x2+y2
no tiene limite en (0,0).

En efecto, si consideramos las coordenadas (x,y(x)) donde y: R — R es
una funcion continua, la cual verifica y(0) = 0, podemos ver que si x — 0
también se verifica (x,y(z)) — (0,0). Es decir, se verifica la desigualdad
izquierda de (6.1).

Entonces, si el limite existiese (llamémoslo ), se verificaria que:

m oY@
(@,y(2)—(0,0) 22 + y*(x)

para toda funcion y(x) con las propiedades descritar anteriormente.
Ahora bien, consideremos y1(z) = 0. Notemos que:

0
lim

— =/=0.
(2,1 (x))—(0,0) T2
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Por otro lado, consideremos y2(x) = x. Notemos que:

22 1

lim — = (==,
(z,y2(x))—(0,0) 22 9

lo cual contradice la unicidad del limite.

EJeEMPLO 3.6. La funcion
2

_ vy
f(wvy)*le_’_yg

no tiene limite en (0,0).
Consideremos y1(x) = mx y observemos (usando la Regla de L’Hépital)
que:

3
mz

i = lim ————  —

(z,y1 (:cl)r)n—>(0,0) f($, y(x)) xlg% x4 + m2g2
Consideremos yo(x) = 2% y notemos que

4

T 1

1i = lfim ——— = =

(x,yQ(xl)I)nﬁ(U,O) fey(@) 0ttt 2

lo cual contradice la unicidad del limite.

EJEMPLO 3.7. La funcion
2 _ .2
r- =y
T,Y) = &
fla,y) = — e
no tiene limite en (0,0).
En efecto, si consideramos y(x) = x e y(x) = 0, obtendremos 0 y 1 como
limites respectivos, lo cual contradice la unicidad del limite.

EJeEmPLO 3.8. Notemos que el siguiente limite no existe:
, 'ty
lim ——.
()= (0,0) 78 + ¢
Consideremos dos caminos (x,y(x)) que convergen a (0,0) cuando x
converge a cero:
y(z) =0 e yofz) =2zt

Entonces:
0

lim - =0.
(@y1(2))—(0,0) & + 22
Por otro lado:
8 a8 1

1f —  —lm— =
(x,yz(xl)l)n—>(0,0) 8 + 28 750 78 +z8 2’
lo cual contradice la unicidad del limite.

Los siguientes propiedades algebraicas de los limites se enuncian sin de-
mostracion (la cual es casi igual a aquella vista en el curso inicial de célculo):

TEOREMA 3.3. Sean f: QCR®" =R yg: QCR" - R si
Im f(Z) =6 vy lm g(Z) = L,
T—To T—T0o

entonces
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) lim f(#)+9(@) = lim f(Z)+ lim g() = &+ o,
Tr—xo T—x0 T—X0
ii) lim Af(Z) =X, VAeR.
T—T0
i) lim £(2)g(7) = (165,
T—X0
iv) Sifly # 0, entonces:
1 "
A @ g
T 4@)
T—T0

El siguiente resultado es una consecuencia de la propiedad iii) del resul-
tado anterior. Sin embargo, haremos una demostracién formal:

LEMA 3.1. Si f: R2 — R es una funcién de variables separables

f(@,y) = p(@)a(y)
donde p: R - R y q: R — R son tales que

(3.7) lim p(x) =41 y lim q(y) = 4o,

T—xT0 Y—Yo

entonces se verifica:
(3.8) lim  f(z,y) = l14s.

(z,y)—(x0,y0)

DEMOSTRACION. Notemos que el segundo limite (3.7), es equivalente a:

Ve>0 30 >0 tq. |y—uyol <= laly) — o] < ﬁ‘
A partir de do, definamos:
M =sup{q(y): y € (yo — b2, 90 + d2)} = M.
El primer limite de (3.7), es equivalente a
Ve>0 36, >0 tq. |v—axo <6 = |p(z)— 6] < ﬁ

Sea § = min{dq, d2}, por lo tanto, tenemos que:

Ve>030 >0 tq |[(z— 20,y —0)||oe <9

AINIA Y
/‘\i/‘\
\_/\%/\_/

(=)

< p(@) = 4| M + |6]q(y) — L]
Finalmente, usando las desiguadades precedentes, se tiene que:

Ve >030 >0 tq [|(z -0,y —w0)llec < = [p(x)q(y) — Lrta]
< |p(z) = GIM + [6i]]q(y) — £
< §+5=¢

lo cual concluye la demostracion. O

EJEMPLO 3.9. La funcion g: R?> — R definida por
3yb
xT,Y) = —F———
9(@.y) = s 2
tiene limite en (0,0) y es dado por:

3,6
lim Y _p

(@9)—(0,0) /22 +y2
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En efecto, usamos la propiedad iii) del Teorema 3.3 combinada con el

resultado anterior:

1’23/6

. ; ry ;
lIm ———= Ilim ——— Ilim
(@y)=00) \x? + 32 (29)=(00) Va2 + y? (z)—(0,0)
y —usando los ejemplos anteriores— sabemos que ambos limites son iguales a
cero.

1‘25

EJEMPLO 3.10. La funcion polinomial
n
f(:l:vy) = Z aiszyj 7’5] € Z+
ij=1
tiene limite
n
lim T,Y) = aiixhyl.
(I7y)_>(z07y0) f( y) ZJZZI Y Oyo
En efecto, el Lema 3.1 indica que:
lim a;r'yl = aijxéyg.
('Z:y)g)(xofyo)

FEl resultado final es consecuencia de la propiedad i) del Teorema 3.3.

LEMA 3.2. Si f: R? = R es una funcidén tal que

flz,y) = p()a(y)
donde p: R -+ R y q: R — R son tales que

(3.9) xli)nggo p(x) =0
y q(+) es una funcion acotada en R, entonces se verifica:

(3.10) lim  f(z,y) =0.
(z,y)—(20,y0)
DEMOSTRACION. Como antes, notemos que (3.9) es equivalente a la de-
sigualdad:

€
Ve>0 35>0 t.q. |z—x0] <= |p(x)]< i
donde
sup{q(y): y € R} = M.
Notemos que |z — zo| < max{|z — xol, |y — vo|} = ||(x — z0, ¥ — ¥0)||co-
Por lo tanto, tenemos que:

Ve>030 >0 t.q. |[|(z,y) — (z0,y0)|lec < = |p(x)q(y)|
(w)ICJ(y)I

M

lo cual concluye la demostracion. O

El lector podrd comprobar que si suponemos que ¢(-) es una funcién
acotada en algin un intervalo abierto que contiene a yg (esto es mas general
que suponer que es acotada en todo R) la demostracién es similar. Por otro
lado, un importante corolario es el siguiente resultado de cambio de variables:
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LEMA 3.3. Si f: R? = R es una funcion tal que el cambio de variables
(3.11) x=rcos(d) e y=rsin(d) con r>0 e 60€c]l0,2m)
aplicado a f es tal que

f(z,y) = g(r,0) = ¢(r)i(6)
donde existe M > 0 tal que |¢(0)] < M y 71ﬂ1_1)% ¢(r) = 0. Entonces

lim z,y) = (0,0).
(x,y)—>(0,0)f( y) = (0,0)

EjemMpPLO 3.11. Notemos que usando el Lema 3.3 permite:

x3y

— 15 2 3 ; _
(m7y)gr%070) Zrg }1_1)1%)7“ cos”(6) sin(6) = 0,

debido a que | cos3(0)sin(9)] < 1.

EJEMPLO 3.12. En el Ejemplo 3.2 vimos (usando la definicion) que:

, aty
lim —/———
(2.9)—(0,0) 4 + y*
Por otro lado, aplicando el Lema 3.3, podemos observar que

4 4 :

x*y cos*(0) sin(6)
f@.y) zt + yt Tcos4(9) + sin(9) 9(r,9)

Por lo tanto, el resultado podria obtenerse mediante el paso a coordena-
das polares, previa comprobacion de que la funcion

cos*(6) sin(#)
cos*(6) + sint(6)’

es acotada en 6.

LEMA 3.4. Sean g: R — R y f: R?> — R dos funciones tales que g es
continua en b y

lim  f(z,y) =b.

(z,y)—(z0,y0)
Entonces se verifica:

lim  g(f(z,y)) = g(b).

(@,y)—(x0,y0)

DEMOSTRACION. La propiedad

lim T,y)=2>b
(l“vy)ﬁ(l“o,yo)f( 2

es equivalente a:
v > 03000, 20,90) > 0t 0 < [[(@,9)— (w0, yo)l| < & = | F(w,9)—b| < .
Por otro lado, la continuidad de g(-) en b implica que:
Ve > 03n(,e,b) >0 tal que |u—bl <n=|g(u)—g(b)| <e.
Acoplando ambas desigualdades y usando similar n > 0, se tiene que
Ve > 030(e, z0,y0) >0 t.q. 0 <||(z,y)—(xo,y0)|| <0 = |g9(f(z,y))—g(b)| <e,

lo cual concluye la demostracion.

O
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2. Un resultado fundamental

TEOREMA 3.4. Sea f: R™ — R™ con coordenadas fi, fa, ..., fn (donde
fi: R™ — R). Entonces:

lim f(@) =L siysolosi lim fi(@)=46 Vi=1,...,n,

ﬂ%ﬁo uU—UQ

donde L = (b1, 0g, ..., 0y).

DEMOSTRACION. En primer lugar, supongamos que lim f(4) = L, lo
u—uQ
cual es equivalente a:

Ve > 030(e, @) >0 tq 0<|[@—ido|| <d=|f(@)—-L| <e.
Si consideramos la norma infinito, tendremos que
5@ = 6] < mix {155@) — 4} = |17@) — Ll <=,
para todoi=1,...,n.
Por lo tanto, concluimos que:

Ve > 03(5(6,@0) >0 tq 0< Hﬁ—ﬁo” <= ‘fz(ﬁ) —&‘ < g,

lo cual es equivalente a lim f;(@) =¢; Vi=1,...,n.
U—UQ
Ahora supondremos que lim f;(@) =¢; Vi=1,...,n, lo cual implica:
u—uQ

Ve > 039;(e,tdp) >0 tq O0<||d—1dpl|| <o=|fi(d)— 4] <e.
Definimos 6 = min{dj, do, ..., d,} usamos la norma infinito en R™ para
concluir que:
Ve > 030(e,dp) >0 tq 0 <||d— |l <d=méx{|fi(d) — 4|} <e,

lo cual implica 1im f (0) = L. O
U—Uo
Ahora, aprovechando la experiencia adquirida calculando limites de fun-
ciones f: R® — R podemos calcular limites de funciones f :R™ — R”
calculando coordenada a coordenanda, por elemplo si usamos los resultados
anteriores serd muy facil demostrar que:

l{im (—EL—QMM+WMQMWD:mﬁﬁ)

(z4)~(00) \ /22 + 32
3. Continuidad

DEFINICION 3.3. Una funcién f: R™ — R™ es:

(a) Continua en Ty € R™ si:
(3.12) Ve > 038(ip,€) > 0 tal que ||Z—o||" < 0 = ||f(Z)— f(Z0)]| <&,

donde || - || es una norma en R™ y || - || es una norma en R™.
(b) Continua en Q € R™ siy sdlo si es continua en todo Xy € @ C R™.

OBSERVACION 8. Notemos que la ecuacion (6.2) es equivalente a la afir-
macion:

lim f(7) = f(7).

f—)a?o
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Por otro lado, la afirmacién (6.2) permite una interesante caracteriza-

cion la continuidad en términos de bolas abiertas. En efecto, tenemos que f
es continua en Xy Si:

(3.13) Ve > 038(wo,€) >0 tq & € By (a0,0) = f(Z) € By (f(do),e),
donde la primera bola estd definida con la norma || - ||" y las sequnda bola
con la norma || - ||.

3.1. Continuidad y sucesiones. Es muy 1til caracterizar la conti-
nuidad mediante sucesiones, ese el objetivo del siguiente resultado:

TEOREMA 3.5. Una funcion f: R™ — R™ es continua en Ty € R™ si y
solo si

— — —

(3.14) klirjra f(@x) = f(Zo) VA{Zr} C Dom(f) convergente a Ty
—+oo

DEMOSTRACION. En primer lugar supondremos que f es continua, por
lo tanto se verifica la propiedad (6.2). Sea {Z}}r C Dom(f) una sucesion
convergente a Iy, es decir

(3.15) V6 >0 IK >0 tq. |[|Tx—7| <d paratodo k> K.

Esta desigualdad, combinada con (6.2) implica:

— —

Ve>0 3K >0 t.q. ||f(Zx)— f(Z)|| <e paratodo k> K,

lo cual es equivalente a lim  f(Zx) = ().
k——+o0
Ahora, supondremos que la propiedad (3.14) se verifica y demostraremos
que f es continua en Zy por contradiccién. En fecto, si no se verificase (6.2),
se tendria que:

— —

Je>0 talque ||[Z—20||'<d v ||f(@)— f(Zo)]|>¢e V&>0.

=

Ahora, sea {Z}r C Dom(f) una sucesién convergente a Zp. Es decir, se
verifica la propiedad (3.15), lo cual implicaria

— —

Je >0 talque ||Zx—2o| <d y ||f(@%)—f(@o)|]|>ec V§>0,k>K,

lo cual es incompatible con (3.14). Por lo tanto, f es continua en Zy. (]

3.2. Propiedades algebraicas. El siguiente resultado se enuncia pa-
ra funciones f: R™ — R:

TEOREMA 3.6. Sean f: QCR™" >R, g: QCR™" Ry AeR. Si fy
g son continuas en Xy, entonces

i) f+ g s continua en Ty,
ii) Af es continua en Ty,
iii) fg es continua en Ty,

iv) Si g(Zo) # 0, entonces f/g es continua en Ty.

LEMA 3.5. Sean g: R — R y f: R?2 = R dos funciones tales que si f
es continua en (xg,y0) y g es continua en f(xo,yo), entonces se verifica que
go f es continua en (xo,yo).
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DEMOSTRACION. Notemos que g o f es una funcién g o f: R? — R.
Ahora, la continuidad de g en f(xo,y0) es equivalente a la afirmacion:
Ve > 03n(e, f(xo,50)) >0 ta [u—f(zo,y0)] <n=lg(u)—g(f(xo,m0))| <e.

La continuidad de f en (xg,yo) es equivalente a la afirmacién:

Vo > 03v(d, zo,90) >0 ta |[(z,y)—(20,%0)|| <v = |f(z,y)—f(z0,y0)| < 0.

Si elegimos § = (e, f(xo,y0)) vy acoplamos ambas desigualdades, obte-
nemos

Ve > 03v(e, (zo,10)) >0 tq |[|(z,y)—(zo,y0)l| <v = |g(f(z,y))—9(f(xo,%0))| <e.
O

EJEMPLO 3.13. Notemos que el polinomio en dos variables:
f(z,y) = a1z + agy + agzy + asz®y + asry” + aga’y’

es una funcién continua en (xg,vo): En efecto, f existe en todo R? y usan-
do los resultados de limites podemos demostrar que lim flz,y) =

(x’y)ﬁ(mofyo)
f($0) yO) :
Usando el Lema 3.5, es fdcil demostrar que las funciones
p(z,y) = sin(a1x + asy + azzy + a4’y + asry® + apx
q(x,y) = arctan(a1z + asy + azxy + a4y + asry® + agr’y?),
r(x,y) = tanh(a12 + agy + agzy + agx’y + aszy? + agr’y?),
son continuas en (To,Yo)-

22)
)

3.3. Continuidad y conjuntos abiertos en R™. Para toda funcién
f: R™ — R" y todo par de conjuntos A C R™ y B C R™ definiremos los
conjuntos:

(3.16)  fla)={r@):secal={jerR"3ITecA tq [(@) =7}

(3.17) fUB)={zecr™: [ e B},

este tltimo no debe entender como funcién inversa. Esta notacién no significa
que f sea invertible, sélo intenta caracterizar la imagen reciproca de B sobre

f

OBSERVACION 9. Es interesante notar alguas consecuencias sencillas de

(3.16) y (3.17):
f(@) € By (f(Zo),r) siysdlosi @€ f (B (f(Zo),r)).
Por otro lado, si B C C CR", se tiene que:
B c o).
En efecto, notemos que:

Fe fY(B)

La ecuacién (6.2) permite una interesante caracterizacion la continuidad
en términos de bolas. En primer lugar, veremos el siguiete resultado técnico:
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LEMA 3.6. Si la funcion f: R™ — R™ es continua en g € R™, entonces:
(3.18) Ve > 036(e, @) > 0 tq B(xo,8) C fH(B(f(#0),e)).

DEMOSTRACION. Si f es continua en Zy podemos usar la definicién de
imagen reciproca y notar que:

Ve > 030(e,Zp) >0 tq |[|&@—2ol|<d =
Ve > 03d(e, 7o) >0 tq &€ B(%p,d) = [f(&)e B(f(Z),e)
Ve > 03d(e,%p) >0 tq &€ B(%p,d) = &

lo cual concluye la demostracion. U

El siguiente resultado, tiene una importancia fundamental en el andlisis
y la topologia:

TEOREMA 3.7. La funcion f: R™ — R"™ es continua en R™ si y sdlo si
para todo abierto O C R™ se verifica que f~1(O) es un abierto en R™.

DEMOSTRACION. En primer lugar, supondremos que f: R™ — R" es
continua en R™ y que O C R" es un conjunto abierto. Tenemos que demos-
trar que el conjunto

—

o)y ={zer™: f(@)eo0},
es abierto. Es decir, tenemos que demostrar que:
VZo e f1(0) 36>0 tq B(z,0)C f1O).

Ahora bien, como Zy € f~1(0), se tiene por definicién que f(i) € O.
Como O es un conjunto abierto, sabemos que existe € > 0 tal que:

B(f(#),e) = {7 € R": || - f(@)| < e} C O
Usando la Observacién 9, se tiene que:

71 7 -1
By (f(Zo),€)) € f7(0).
Usando este € > 0 fijo, usamos el Lema 3.18 y concluimos que existe un
0 > 0 tal que
B(wo,8) € fH(B(f(T0),¢)) € f1(O)
y por lo tanto, podemos ver que f~!(O) es un conjunto abierto.
Finalmente, supongamos que si para todo O C R™ abierto se tiene que
f~1(O) es un abierto en R™. Tenemos que demostrar que f es continua en
R™.
Dado @ € R™, elijamos el abierto V = B(f(Z),¢), entonces se tiene
que

—

FUB(f(@0),e) = {F € R™: f(F) € B(f(@0),2) },

es un abierto contenido en ¥y, por lo tanto, existe §(Zp,e) > 0 tal que

B(y,6) € fH(B(f(0)¢)),

lo cual es equivalente a:

— —

FeB(T,0) = Tef Y B(f(@)e).
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Usando (3.17) vemos que esto equivale a:

— —

e B(@,0) = f(@) e B(f@)e)
y la continuidad se deduce de la Definicion en términos de bolas (3.13) O
Los siguiente Corolarios son muy importantes:
COROLARIO 3.1. 57 f: R™ — R es continua en R™, entonces el conjunto
{ZeR™: f(Z) >r}
es abierto para todo r € R.

DEMOSTRACION. Notemos que O = (r,4+00) es un subconjunto abierto
de R. Por otro lado, el lector notara facilmente que:

[7H(0) = {F € R™: f(@) > 1},
el cual es abierto debido al Teorema anterior. (]
COROLARIO 3.2. Si f: R™ — R es continua en R™, entonces el conjunto
{ZeR™: f(Z) <r}
es abierto para todo r € R.

DEMOSTRACION. Usamos f(Z) = —g(Z) y aplicamos el resultado ante-
rior. U

EJEMPLO 3.14. Veremos que el conjunto

{(xa y,2) €R3: In (2% + % + g — arctan(zz)) > 1}

es abierto en R3. Para ello, sélo tenemos que verificar que la funcion

f(x,y,2) =In (22 +y* + g — arctan(zy))
es continua en R3. Por un lado, sabemos que los polinomios en varias va-
riables son funciones continuas y por lo tanto x> + y* y xyz son funcio-
nes continuas. Como u +— arctan(u) es una funcién continua, se tiene que
arctan(zz) es una funcion continua. Ahora, como la suma de funciones con-
tinuas es continua, Se tiene

glz,y,2) =2+ 9% + g — arctan(zy)

es continua en R3. Finalmente, como g(x,y,z) > 0 se tiene que f(x,vy,z)
estd bien definida la continuidad de la funcion logaritmica implica la conti-
nuidad de f(x,y,z).

Usando el Corolario 3.1, podemos concluir que el conjunto es abierto.

EJeEMPLO 3.15. Notemos que el conjunto:
{(x,y) e R?: 2z + by — 3ay + 2%y — 8zy? + 22y? < 6}

es abierto. En efecto, sabemos que R? es un conjunto abierto y que f(x,y) =
2z + by — 3wy + 2%y — 8xy? + 12%y? es continua en R? (esto es un caso
particular del ejemplo 3.13). Finalmente, aplicamos el Corolario 3.2.
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TEOREMA 3.8. Si la funcion f: R™ — R es continua en el cerrado
C C R™ entonces los conjuntos

{ZeCCR™: f(¥)>r} reR
son cerrados para todo r € R.

DEMOSTRACION. Usando la caracterizacién por sucesiones sabemos que
el conjunto es cerrado si y sélo si para toda sucesién & tal que

T € C talque f(Zg) >

convergente a ? se verifica £ € C v f (E_) >r.

Como C' es cerrado, es claro que lecC. Ademsds, como sabemos que
f(Zy) > r, usamos el Teorema 3.5 sabemos que

Jim f(@0) = £(0

o bien

—

Ve >03N(e) >0 tq. k>N = \f(xn)—f(f)lie

Ve >03dN(e) >0 tq. k>N= [f(&,) —e<f({)
Ve >03N(e) >0 tq. k>N= r—ec<f(),

como la ultima desigualdad no depende de k, sabemos que

r—e< f(f) Ve>o0,

lo cual implica que f(¢) > r y por lo tanto el conjunto es cerrado. O

COROLARIO 3.3. Si la funcion f: R™ — R es continua en el cerrado
C CR™ yr eR es un numero fijo, entonces:

i) El conjunto {¥ € C C R™: f(Z) <r} es cerrado.
ii) El conjunto {¥ € C C R™: f(Z) =r} es cerrado.

—

DEMOSTRACION. En el caso i) construimos la funcién ¢g(7) = —f(Z) y
aplicamos el Teorema anterior.

El caso ii) se demuestra usando que F° = F.F N F~ y el hecho de que la
intersecciéon de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. O

4. Continuidad uniforme

DEFINICION 3.4. La funcién f: Q C R™ — R" es uniformemente conti-
nua en Q C R™ si

(319) Ve >038(c) >0 talque ||[Z—7| <d=||f(@) — f@| <e,
donde || - ||" es una norma en R™ y || - || es una norma en R™.

EJEMPLO 3.16. Toda norma || - ||: R™ — R es una funcion uniforme-
mente continua en R™. En efecto, tenemos que demostrar que:

Ve >036(e) >0 tq. ||Z—yl|<d=] ||z |7l | <e.
En efecto, una consecuencia de la desigualdad triangular es:

Iz =119l | < 112 = 9],
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y la continuidad uniforme se concluye con § = . Por otro lado, el hecho de
que la norma sea una funcion continua permite afirmar que

lim 7, =7 = lim [|7|| = ||7]].
Jin @ =7 = lim (17| =17

EJEMPLO 3.17. La funcion f(x,y) = xy no es uniformenmente continua.
En efecto, vimos en secciones predecentes que

0= min{l, m},

es decir, § no depende exclusivamente de £ sino que del punto donde se estd
evaluando la continuidad.

5. Functiones definidas sobre conjuntos compactos

En primer lugar, revisaremos el concepto de compacidad y sus propie-
dades, aportando una nueva perspectiva al concepto.

DEFINICION 3.5. Una familia de conjuntos F es un cubrimiento del con-
junto S € R™ si

En particular, si todos los conjuntos de la familia F son abiertos, se dice
que es un cubrimiento de S por abiertos.

Como ejemplo consideremos un subconjunto 2 C R"™, es ficil notar que:
QC U BHH(f, (Sx) Ve >0
e
y podemos ver que la expresion de la derecha es un cubrimiento de 2 por
abiertos.

DEFINICION 3.6. Se dice que un subconjunto Q C R™ tiene la propiedad
de Borel-Lebesgue si todo cubrimiento por d—abiertos admite un cubri-
miento finito, es decir, existe N € N y un conjunto finito {y1,%2, -+ ,yn} C
Q tal que:

N
@ c U By (@, 9y,)-
j=1

Fl siguientes resultado relaciona la propiedad de Borel-Lebesgue con el
concepto de compacidad:

TEOREMA 3.9. §% un subconjunto K C R™ es compacto, entonces tiene
la propiedad de Borel-Lebesgue.

DEMOSTRACION. Supondremos que la propiedad de Borel-Lebesgue no
se verifica y llegaremos a una contradiccién. En efecto, si la propiedad de
Borel-Lebesgue no se verifica, entonces se tiene que

N
J# € K tal que 7 ¢ U B;
i=1

donde B; es una bola abierta de radio arbitrario (diremos r = 1/2).
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De igual forma, como Borel-Lebesgue no se verifica, tenemos que
N
A, € K tal que @3 ¢ | ) BiUB(#1,1/2).
i=1
De un modo recursivo veremos que:
N k
Tk € K tal que i ¢ U B; U U B(Z;,1/2).
i=1 j=1
En resumen, hemos construido una sucesién ¥ cuyos terminos (y por
lo tanto, también los términos de cualquier subsucesion f¢(k)) verifican la
propiedad
T — || > 1/2
y por lo tanto, no se puede extraer ninguna subsucesiéon convergente, lo cual
contradice la compacidad de K. O

El resultado reciproco también es cierto, pero se enuncia sin demostra-
cién:

TEOREMA 3.10. 57 un subconjunto K C R™ tiene la propiedad de Borel-
Lebesgue, entonces es compacto.

TEOREMA 3.11. S7 f: R™ — R" es una funcion continua en R™ y
I C R™ es un subconjunto compacto de R™, entonces f es uniformemente
continua en IC.

DEMOSTRACION. Tenemos que demostrar que

P , .
Ve > 030(e) >0 talque ||Z—7] < 5 = 1@~ fW)ll <e
Consideremos a partir de ahora un € > 0 fijo. Como j? es continua en
T € K, se tiene que:

— —

12 =2l < 6(Z,¢) = [[f(2) = F(@)] <e/2.
Por otro lado, Notemos que la union de todas las bolas abiertas B(Z, d,/2)
(con Z € K) es un cubrimiento de I por abiertos, es decir:
K c | B(#6z/2).
ek
donde dz = (%, ¢).
Por la propiedad de Borel-Lebesgue, sabemos que podemos extraer un
cubrimiento finito de bolas abiertas:

N
K C U B(#;,0z,/2) donde &; € K.

i=1
Como fes continua en ¥1,%s, ..., TN, también sabemos que
(3.20) 17 = Zil| < 6(Fi,¢) = [|f(2) — f(@)]| <e/2

para todoi=1,2,..., N.
Elijamos 6 > 0 de la forma:

5:min{(5@.,€:i:1,...,N}.
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Ahora, observemos que si ||Z — ¢]| < 6/2 (donde Z,7 € K), entonces
existe Z; tal que ||Z — @;|| < 0z,/2 lo cual implica que || — &;|| < . Usando
la desigualdad triangular combinada con (3.20), podemos concluir que:

1@ = F@) < 1f@) = F@)I + 17§ — f@)| <e/2+e/2=¢,
y que ¢ solo depende de ¢ (no depende ni de & ni de %), lo cual implica la
continuidad uniforme. O

TEOREMA 3.12. zf R™ — R™ es una funcion continua en R™ y IC C R™
es un subconjunto compacto de R™, entonces el conjunto

—

fIK)={geR":3Atc Kk talque 7= f(7)}
es un subconjunto compacto de R™.

DEMOSTRACION. Sea {#;} una sucesién de elementos en f(K), tenemos
que demostrar que existe una subsucesién §'¢(k) convergente a un vector en
FK). )

En primer lugar, notemos que si yx € f(K) para todo k, entonces existe
una sucesioén Ty, de elementos en K tal que g, = f(Z%).

En segundo lugar, como K es compacto, existe una subsucesion Ty, tal

ue lim & =zek.
1 k—+o0 (k)

—

Finalmente, esta subsucesién genera la subsucesion g4y = f(Zpk)) v la

continuidad de f (Ver Teorema 3.5) implica que

— —

lim ys = lm f(Zw) = f (Jim Zor) = f(T) € F(Kbig),

k—4o00

lo que concluye la demostracién. O

6. Equivalencia de las normas (*)

Ahora tenemos las herramientas necesarias para demostrar la importan-
te propiedad de la equivalencia de las normas en R™, seguiremos la idea
desarrollada en el libro de Kreyzig [8] (paginas 72-76)!. En primer lugar, se
necesitara el siguiente resultado

LEMA 3.7. Sea {Z1,...,%,} una base de R™. Entonces, existe un nimero
¢ > 0 tal que para cada eleccion de escalares {aq, ..., an} se tiene que
(3.21) |1 @1 + ... + anZnl| = c(laa] + ... + |an)).

DEMOSTRACION. Definamos s = |ay|+. ..+ |ay|. Si s = 0, entonces oy =
. = a, = 0 y la desigualdad se verifica siempre. Si s > 0, le desigualdad
(3.21) se transforma en

(3.22) A1Z1 + ..+ Budn|| > ¢,

donde 3; = «;/s.
Por lo tanto, es suficiente demostrar la desigualdad (3.22) para todo
conjunto de escalares {f1,...,[,} tales que Y |5;| = 1.

1Una demostracién mas corta (pero mas dif
icil de seguir) se puede encontrar en el Apéndice del libro de Williamson et al. [14]
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Si suponemos que esta afirmacién es falsa, se tiene que para todo ¢ > 0
existe un conjunto de escalares {f1, ..., 5,} tales que

n
1811 + ..+ Bunl| <c con D |Bi| = 1.
1=1

Esto implica la existencia de una sucesién de vectores
n
= k= k= k
Uk = BiT1+ ...+ BhZ, con Z|ﬁi|:1
i=1

tal que lim ||yx|| = 0.
k—0
Ahora nos concentraremos en la sucesién de vectores (B¥,..., %) la
cual pertence al conjunto
A={zeRr" |4 =1},
el cual es cerrado y acotado (entonces Compacto). Por lo tanto, existe una

subsucesién convergente (ﬁf(k), o BN (B, B,
Por lo tanto, se tiene que

k—+o0

n
m g = Bid1+...+ Bidn =4 con > [Bf]=1
i=1

Es facil ver que al menos un 3} debe ser distinto de cero. Ademas, como
{#1,...,%,} es una base de R", se tiene que ¥ # 0.
Como las normas son continuas, podemos concluir que

, — _ * — * = = , — _ —

G Gy = Pi@r+ .+ By =g = M {[ga = 17]]-
Finalmente recordemos que ) — 0, lo cual implicarfa que llg]] = 0,
luego las propiedades de las normas implican que §¥ = 0, obteniendo una
contradiccién con i # 0. O
Ahora, demostraremos el Teorema 1.5: Sean ||-|| y || - ||o dos normas en

R™. Si {é1,-,€,} es la base canonica de R", se tiene que todo vector Z € R"
admite la representacion:

=o€l + ...+ anéy,.

Aplicando el Lema anterior, sabemos que existe una constante ¢ > 0 tal
que
|1Z]] = c(lar] 4. .. + |an]).

Por otro lado, si aplicamos la desigualdad triangular, se tiene que

n n
1710 < D lailllEllo =k Y lov]
i=1 i=1
donde k£ = méx{||€1]|o,- .-, ||€r|[o} Por lo tanto, se tiene que
c. S
o < 112

Intercambiando el uso de las normas en el procedimiento anterior, obte-
nemos que
1Z]lo = é(laa] + - .. + [anl)
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y n _ n
121 < D laalllell = k) el
i=1 i=1
donde k£ = méx{||é1]],...,||€n]|}. Finalmente, se tiene que

CH H <—H ”<— kH H
T T
k 0 c “ho,

lo cual concluye la demostracion.

57






Capitulo 4

Derivabilidad

1. Preliminares

Recordemos el concepto de derivada de una funcién f: R — R en zq:

I f(zo+h) — f(zo0)
h—0 h

= f'(w0)

y notemos que —al igual que en el caso de los limites— la variable h se “acerca‘“
a cero solo por dos direcciones: por la izquierda o por la derecha.

Sin embargo, cuando consideramos funmones del tipo f R™ — R",
existen infinitas formas en las cuales un vector i se puede acercar a 0, esto
hace el estudio de las derivadas mucho mas complicado que en el caso escalar.
A continuacién veremos como h se acerca al origen por los ejes coordenados
(derivadas parciales).

Dada una funcién f : R™ — R™, escribiremos:

T
f1($1,$2, ce 7xm)
— > f2(x17x27"'7xm)
f(.’E) (gjl?an al‘m) = . )
fn(x].u:’cZa ce 7$m)

donde f;: R™ — R.

DEFINICION 4.1. Dada una funcién f: R™ — R", la derivada parcial
de su i—ésima funcion coordenada con respecto a la j—ésima coordenada
viene dada por:

ofi

(.’E) — lim fi(.fCh.’ﬂQ,"‘ 7$]+h7 7‘7:71) _f’i(xth?”' ,.'Ifj,“' 7‘,1771)
8:6]‘ h—0 h

0 su equivalente:

Ofi . fi(Z + hej) — fi(2)

(4.1)

Esta definicion puede parecer un poco intimidante. Sin embargo, una
lectura profunda de la misma muestra que la derivada parcial de f; con
respecto a la variable x; se obtiene considerando constantes a las variables
diferentes de x; y derivando solamente con respecto a x; en el sentido usual
de calculo en una variable.

EJEMPLO 4.1. Considere la funcién f: R> — R definida por

flz,y) =22 + 3zy — 52’y +
59
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Sus derivadas parciales son:

of of 9
D (z,9) + 3y Ozy vy By (r,y) = 3x — bz* + 2y

EJEMPLO 4.2. Considere la funcién f: R? — R definida por
f(z,y) = arctan(z? + y?).

Sus derivadas parciales son:

of 2x of

(z.9) &
G () = a5
ar Y T 1 Ay 2x2y2 + o4 Y oy

- 1+ 2% + 22292 + ¢yt

(z,y)

EJEMPLO 4.3. Considere la funcién f: R> — R definida por
f(z,y) = sin(z?y).

Sus derivadas parciales son:

0 0
L) = 2oycosta™s) v Gw) =a

EJEMPLO 4.4. Considere la funcion f: R? — R? definida por
f(z,y) = (2% + 2zy + In(z), tan(y) + = cos(y)).

Sus derivadas parciales son

2 cos(z2y)

8f1 1 afl
- =2 2 - = =2
5y (BY) =20+ 2y + -, 9y (z,y) = 2z,
L) = o) v Do) = secdy) — wsin(y).
EJEMPLO 4.5. La ley de Boyle de gases ideales indica que:
PV =KT,

donde V es el volumen de un gas encerrado en un recipiente eldstico, P es
su presion y T es su temperatura. La constante K se demomina constante
de Boltzmann. Si escribimos el volumen del gas en funcion de su presion y
temperatura, obtenemos la funcion V: R? — R definida por:

KT
PT)=—.
V( 9 ) P
Las derivadas parciales son:
oV K ov KT
—(P,T) = — —(P,T) = ——.

EJEMPLO 4.6. El siguiente caso es muy interesante, consideremos f: R —
R definida por:

zy si (2,y) # (0,0)
z,y) = 2% 4+ 9°
fz,y) { 0 Y si (7,9) = (0,0),

FEs facil demostrar que f es discontinua en (0,0) (por que?).
Sin embargo, calculamos sus derivadas parciales en (0,0):
h(0)
F (0.0 = 1t L0 = F(0,0) _ ez =0 _
gz 00) = fim h = = =0
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(0)h
U 0.0y — 1im L0 = 1(0.0) o =0
oy T T Y

Este ejemplo es interesante pues se obtiene el resultado de que las de-
rivadas parciales %(0,0) Yy %(0,0) existen pero f(x,y) no es continua en
(0,0).

1.1. Matriz jacobiana. Una herramienta importante que se puede

construir con las derivadas parciales es la matriz jacobiana, la cual defi-
nimos a continuacion:

DEFINICION 4.2. Sea f: Q C R™ — R"™ (Q es abierto en R™). Cuando
las derivadas parciales de f estdn definidas en Ty € Q, la matriz de n filas
y m columnas:

[ oli@) gl 9@ o gli@)
of Of of Ofy
g (@) g2 (@0)  gp= () W;Z(ﬂo)
(42)  Di@)=| §B@) §B@) §B@) - Fla@ |
| Gn@y) Gl G - Hi@) |

se conoce como matriz jacobiana de f en Zy.

DEFINICION 4.3. Al determinante de la matriz jacobiana de f en Ty se
le denomina determinante jacobiano y se denota por

(4.3) Jf’(fo) = det Df(f())

EJjempLO 4.7. Consideremos el campo vectorial F:R3 - R3:

—

F(z,y,z) = (z + 2%y, sin(z + y°), arctan(z + xy))
Usando la Definicion 4.2, se tiene que

2zy x? 1

DF(z,y,2) = cos(xy+ v 3y? coséﬂc +3) (1)
L+ (z+ay)? 1+ (z+ay)? 1+ (2 +ay)
EJEMPLO 4.8. Consideremos el campo escalar f: R — R definido por:
f(z,y,2) = zz + cos(yz).
La matriz jacobiana es:
Df(x,y,z) = z —=zsin(yz) x—ysin(yz) |.
EJEMPLO 4.9. Consideremos la transformacion lineal T: R? — R3:
T(z,y,z) = (z—i—:): —y,r—y— z,:;:—l—y/?).

Luego, obtenemos que:
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Una revision cuidadosa del curso de dlgebra lineal mostrard que DT (x,y, 2)
es la matriz representante de la transformacion T ' con respecto a la base
canénica de R3.

2. El caso escalar revisitado

Sea f: (o — 0,20+ 6) CR — R (con § > 0), en los cursos anteriores se
dice que la funcién f es diferenciable en xg si existe el limite:

(4.4) lim St hf)L — @) i),

el cual se denomina la derivada de f en z = .

Nuestro objetivo es generalizar esta definicién al contexto de funciones de
varias variables. Para ello, serd muy conveniente reinterpretar la definicién
dada por el limite (4.4).

Primero construyamos la funcion auxiliar:

s oty = LW =10) _ g

la cual sabemos que existe y verifica ¢(h) — 0 cuando h — 0.
Multiplicamos (4.5) por h y obtenemos:

ho(h) = f(xo + h) — f(xzo) — f'(x0)h,

ahora reordenamos los términos

f(zo+h) = f(zo) + f'(z0)h + $(h)h.
Ahora, definimos las funciones L: R - R y r: (=4,0) — R:

(4.6) L(h) = f'(zo)h 'y r(h)=¢(h)h.
Es facil observar que L es una transformacion lineal y que r(-) verifica:
lim @ =0.
h—+oco h

Por lo tanto, ahora podemos formular una definicién alternativa de fun-
cién diferenciable en x:

DEFINICION 4.4. La funciéon f: (xog — 6,20 +0) CR = R (§ > 0) es
diferenciable en xq si existe una transformacion lineal L: R — R y una
funcion r: (—0,0) = R, las cuales satisfacen la ecuacion:

(4.7) f(zo+h) = f(x0) + L(h) +r(h)

donde r(-) satisface

(4.8) i T g,

h—+oc0 h
Ademds, la trasformacion L se denomina la diferencial de f y L(1) es
la derivada de f en zo°.

La Definicion 4.4 presenta una complejidad mayor a la anterior, pero
permitird generalizar el concepto de derivabilidad a funciones de varias va-
riables.

1Esto no es una casualidad y en las secciones posteriores veremos que tiene gran
importancia.
2En todo caso, esta definiciéon no es uniforme en la literatura
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3. Una definicién formal
DEFINICION 4.5. La funcién f: Q@ C R™ — R"™ (Q abierto en R™) es
diferenciable en Xy € Q) si existe una transformacion lineal T: R™ — R"”
y una funcion 7: B(0,0) C R™ — R", las cuales satisfacen la ecuacion:
(4.9) f(@ +R) = f(@) +T(R) + ()
donde 7(-) satisface:

(4.10) lim ~) _ g,

i ||R]|

y |- || es una norma en R™.

El lector estd invitado a revisar la seccién 3.6 de [10] para revisar los
conceptos de funcién diferenciable en el sentido de Fréchet y en el sentido
de Gateaux.

TEOREMA 4.1. Sea f: Q C R™ — R™ (Q abierto en R™) una funcién
diferenciable en Ty € Q. La matriz representante de T: R® — R™ con
respecto a las bases canonicas de R"™ y R™ es la matriz jacobiana de f en
Zo.

Demostracion: Si f es diferenciable en #j, notemos que (4.21) puede rees-
cribirse como:

(4.11) T(h) = (@ + h) — f(&@) + 7(h).

Si consideramos el vector i = he; (Sin pérdida de generalidad, supon-
dremos que h > 0) y reemplazamos en (4.11), se obtiene:
T(hé;) = f(To + hé;) — f(o) + 7(hé).
Como T es una transformacion lineal, se tiene que T'(hé;) = hT'(€;) y al
dividir por h obtenemos:

f(@ + hé) - f(@) | ()

T(@) =

h h
lo cual es equivalente a:
f1(Zo + héi) — f1(Zo)
, n .
f2( 0+h€z)_f2( 0) F(hg)
(4.12) T(E) = R ¢ 02
Jm(Zo + hé;) — fm(x())
Hacemos tender h — 0 en (4.12):
lim J1(To + hei) — f1 (7o)
ho0 h B
Y £2(Fo 4 héi) = f2(To) @)
lm T(&) = | -0 h + lim
h—s0 . h—0 h

Fon (0 + héé) — fn(o)

lim
h—0
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Luego, como f es diferenciable en &, las ecuaciones (4.10) y (4.1) com-
binadas con ||€;||2 = 1 implican que:

Of1 =
7
2 (20) ) ) )
0 -
O ()
Por lo tanto, la i-ésima columna de la matriz representante de T', esta
compuesta por las derivadas parciales % (j=1,...,m).

TEOREMA 4.2. Si f: Q C R™ — R™ (Q abierto en R™) una funcién
diferenciable en Ty € (2, entonces la transformacion lineal T: R™ — R"
de la ecuacion (4.21) es dnica.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen dos transformaciones lineales
T;: R™ — R™ (i = 1,2) tales que:

(4.13) fd@o +h) = f(@o) + Ti(h) + 71 (h)
y
(4.14) F(@ + h) = f(&) + To(h) + 7a(h).
Donde se tiene que (por definicién de diferenciabilidad):
(h) _ s .
(4.15) m (h) =0, para i=1,2.

h—0 ||hl|
Restando ambas ecuaciones obtenemos:

— — —

(4.16) Ty(h) — Ta(h) = 7a(h) — 71 (R).

Si dividimos por ||h|| y usamos la linealidad de T} y T» se obtiene:

ﬂ<ﬁ>—@(ﬁ)_“@_“@?
1] 1Al 1 ]
y tenemos que

(4.17) lim T (’3) —-T <@> =0.
h=d \||R]] [|A]

Consideremos el caso particular del vector h = te; donde €; es el i—ésimo
vector de la base candnica de R"™. Notemos que reemplazando en (4.17) y
recordando que ||€;||2 = 1 (las bases candénicas son ortonormales) se obtiene:

(4.18) lim — T (€) — —T(€;) = 0.

Notemos que esto equivale a

lim T1 (6_;) - TQ(é}) = 0.

t—0t+

lim Tg(e_%) - Tl(é;)} =0.

t—0—
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(4.19) Ti(€;) = T>(€;), paratodo i=1,...,n.

Sin embargo, la ecuacién (4.19) implica que T1(%) = T»(Z) para todo
7= (z1,...,2,)" € R™.
En efecto, escribimos & = 1€, +. ..+ x,€, y gracias a (4.19), se obtiene:

n n
= aTi(&) =) xTa(&) = Ta(2),
=1 i=1

lo cual concluye la demostracion. O

La unicidad de la transformacion lineal asociada a la ecuacion (4.21)
motiva a introducir la siguiente definicién:

DEFINICION 4.6. Si f: Q C R™ — R" es diferenciable en zg € .
La transformacion lineal (umca) de la ecuacion (4.21) se conoce como la
diferencial de la funcion f en T y la denotaremos por Df(:co) Es decir,

f(@o + h) = f(Zo) + Df(Zo)h + 7(h).

Recordemos que dada una transformacién lineal T: R™ — R"™ se tiene
la siguiente igualdad:

(4.20) T(Z) = [T]Z para todo T € R™,
donde [T es la matriz representante de T con respecto a las bases candnicas
de R™ y R™.

El Teorema anterior junto al reciente comentario permiten demostrar el
siguiente corolario:

COROLARIO 4.1. La funcion f: Q C R™ — R"™ (Q abierto en R™) es
diferenciable en Ty € Q) si y sdlo si las derivadas parciales sz (Zo) existen

y ademds existe una funcién r: B(0,8) C R™ — R™ tal que:

(4.21) f(@o +h) = [(&) + Df(@o)h + F(h),

donde Df(Zy) es la matriz jacobiana de f en Zo y 7(-) satisface:

(4.22) tim " _ .
it |||

TEOREMA 4.3. Toda transformacion lineal U : R™ — R"™ es diferenciable
en todo valor ¥ € R™. Ademds, la transformacion lineal T: R"™ — R™ de la
ecuacion (4.21) es igual a U.

DEMOSTRACION. Por linealidad de U, se tiene que:
(4.23) U(Zo +h) = U(Z) + U(h)

y notemos que la ecuacién (4.21) se verifica con #(h) = 0. Luego, por la
unicidad de la transformacién lineal, se tiene que T'=U. U
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4. Ejemplos

Los siguientes ejemplos nos ayudaran a ilustrar la diferenciabilidad de
una funcién:

EJEMPLO 4.10. La funcion:

rt+y

332 2
f(w,y)={ L st (x,y) #(0,0)
0 si (z,y) = (0,0).

es diferenciable en (0,0).
En efecto, notemos que:

of v | G st (@) #(0,0)
R ’y)_{ TV ()= (0.0).

El primer término se obtiene calculando la derivada parcial. Por otro
lado, el sequndo término se obtiene usando la definicion de derivada parcial:

of F(h,0) ~ F0.0) e
vy _ ¢ ) - ) _ 15 h2+(0)2 _
gz 00 = Jim h P
Del mismo modo, notamos que:
Notemos que:
x4 .
g(%y) — (122+7yy?)2 S1 (xay) 7é (070)
dy 0 si (z,y) =(0,0).
Ahora consideremos
of of h1 ) 7
b, ) = £0,0) = [220,0) Z0.0 (1) = (R

y demostremos que converge a cero cuando (hi,he) — (0,0). En efecto,
notemos que esa expresion es equivalente a:

h2h3 h2h3 -
2 — | ]<Zl >: 25 =r(h).
Finalmente, notemos que
P 272
fm Wy, MR
(h1h2)>(00) [p2 4 2 (hh2)+(0.0) (hF + h3)3/2
Para demostrar que este ultimo limite es cero, realizamos el cambio de
variable:

hi =rcos(f) y he =rsin(0).
Notemos que
hih3
(1 + h3)3/2
Finalmente, como 0 < cos?(6)sin?(0) < 1, se concluye que (ver Lema

= rcos?(0) sin(h).

, hih3 , 2y win?
(h17h£1)ni(070) W = ;%TCOS (#) sin*(0) = 0.
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EJEMPLO 4.11. La funcién f(x,y) = 2y + 1y es diferenciable en (0,0).
En efecto, notemos que

of

of )
896(96,1/) Ty 'y 8y(x,y) 2?41,

luego notemos que:

b, he) = £0.0) = (52 0.0) Fo.01 (52 ) = ()

es equivalente a
h -
h3hg + hy — [0 1] < ! > = hihy = r(h)

Yy notemos que

r(h) I h2hs

lim _ = - =
(h1,h2)—(0,0) /h%-i-h% (h1,h2)—(0,0) /h%—l—h%

y realizando el paso a coordenadas polares, notamos que:

. r(h) . hihs 22 :
lim lim = lim r“ cos“(0) sin(6) = 0,
(h1,h2)—(0,0) ,/h2 + h2 (h1 h2)—(0,0) | /h% + h% r—0 (6) sin6)

lo cual demuestra la diferenciabilidad en (0,0).

EJEMPLO 4.12. La funcion:

Ty .
T _ £E2 + 2 S1 (xay) 7é (070)
f(z,y) { oY

no es diferenciable en (0,0).
En efecto, recordemos que en el Ejemplo 4.6 verificamos que:

of ELf
Ox oy
Por otro lado, notemos que:

b, ho) = £0.0) - (52 0.0) Zo.07 (52) = (i

ZL(0,0)=0 (0,0) = 0.

es equivalente a:

mhe < 2 > _ e gy

s he ) T 1212
Es facil ver que el limite:
. r(h) . hyha
lim === lm o —5en
s ||B]] (h1h2)—(00) (BT + Rh3)3/

no existe. Por ejemplo, si tomamos el camino hy = ho = h — 0, podremos
comprobar que el limite no existe.
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EJEMPLO 4.13. La funcion

f(z,y) = sin(zy)
es diferenciable en todo punto (zg,yo) € R2.
En efecto, notemos que

0 0
£($0,y0) = yo cos(zoyo) ¥ 85(3«"071/0) = Zo 005(3302/0),

Por lo tanto, la expresion

r(h) = f(zo + hi,y0 + h2) — f(x0,90) — hl%(l‘ﬂay[)) — hzgg(xo,yo)

es equivalente a:

r(h) = sin(zoyo+xohe+hi1yo+hiha)—sin(zoyo)—h1yo cos(zo, yo)—hazo cos(zoyo)
Ahora, tenemos que verificar que
h
i ")
h—0 ||h|

S usamos la norma euclidiana, esto equivale a demostrar que

lim sin(woyo + Toha + hiyo + hiha) — sin(zoyo) — (h1yo + hazo) cos(woyo)

h—0 \/h% + h%

St realizamos los cambios de variable:

=0

up =2z0Yo y &= xoh2+ hiyo+ hihs,
podemos ver que:
sin(xoyo + xoha + h1yo + h1he) — sin(zoyo) = sin(ug + &) — sin(up)
y ademds
—(h1yo + haxo) cos(zoyo) = —(§ — h1ha) cos(up).
Ahora, reescribimos el limite anterior
lim sin(ug + &) — sin(ug) — (§ — hihg) cos(ug)

h—0 NGRS

Si notamos que & — 0 cuando (hi,he) — (0,0), podemos aplicar la
aprozimacion Taylor de orden uno con resto de Lagrange®:

52

=0

sin(ug + &) = sin(ug) + cos(ug)& — w

donde c € (—=€,§).
Ahora notamos que’:

r(F) _ g Sn(O)(wohs + hago + huha)® | huhs cos(un)

lim —% = lim
L 2,/h3 + h3 NIRRT

se puede obtener fdacilmente mediante el paso a coordenadas polares.

=0

3Ver Apéndice
4Agradezco al alumno que advirtié un leve error en una versiéon preliminar
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EJEMPLO 4.14. La funcion f: R? — R definida por:

f(@,y) = /22 + 32

no es diferenciable en (0,0).
En efecto, notemos que las derivadas parciales no estin definidas en

(0,0):
of o f(h,0) = f(0,0) . VhZ |}
A L Y
Si calculamos los limites laterales:
.|l . —h . |n . h
| — =1 — =1 1 Lad | -1
o hao- h Y oS-k nso-h

h—0— h
y concluimos que la derivada parcial con respecto a x no existe en (0,0).

De un modo andlogo se demuestra que la derivada parcial con respecto a y
tampoco existe.
Leyendo el Corolario 4.1, podemos apreciar que la existencia de las de-

rivadas parciales
of of

es una condicion necesaria para la diferenciabilidad. Como ésta no se cum-

ple, podemos concluir que f no es diferenciable en (0,0).
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FIGURA 1. Gréfica de la funcién de f(z,y) = /2% + y2.

La grifica de esa funcion es la de un cono con vértice (groseramente ha-
blando, con una punta afilada) en el origen. Ese es un caso muy importante

de no diferenciabilidad en un punto.
EJEMPLO 4.15. La funcion f: R? — R definida por:
L) i (3,y) #(0,0)

Fa.y) = (2% + y?) sin (7T+y2 |
0 si (z,y)=(0,0).

es diferenciable en (0,0). Pero sus derivadas parciales mo son continuas.

Calculemos las derivadas parciales en (0,0):
of _ o fh0)—f0,0) L 1
(0,0) = lim ; = }llg%hSID (E) =0,

h—0

ox
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donde este limite se obtiene por el teorema del sandwich. En sintests:

of
—(0,0) = 0.
(0,0
De igual forma (los cdlculos se dejan para el lector) se demuestra que:
of
—(0,0) = 0.
8y( Y )

Notemos que:

b, ho) = £0.0) - (52 0.0) Zo.07 (51) = (i

es equivalente a:

o h in (——
adeian (-0 () =i ()

Notemos que

= T(hl, hg).

) r(h1, ho) ) . 1
lim —_— lim \/h? + h3sin (————) =0,
(h1.h2)(0.0) [|(h1, h2)[|  (hiha)=00) V7 72 (,/h% - h%>

lo cual implica la diferenciabilidad en (0,0).
Sin embargo, si calculamos las derivadas parciales de f obtenemos:

i : — 2 _cos(——) si (x
g(xay) = { 20 sin (\/5’32"'92) \/502+y2 (\/W) ( 7y> 7é (070)
o 0 si (x,y)=1(0,0)
Y
%(IL‘, y) = { 2y i (\/I21+y2) B \/$2y+92 o8 (\/ac21+y2) S% (l‘, y) 7& (07 O)
” 0 si (z,9)=(0,0).

Es interesante ver (revisar los ejercicios 19 y 20 del Capitulo anterior)
que estas funciones no son continuas en (0,0). Es decir, este es un ejemplo
de funcion diferenciable en (0,0) cuyas derivadas parciales no son continuas
en (0,0).

EJEMPLO 4.16. S7 f: R™ — R es tal que

1£(®)] < K||Z||°, donde y K >0,6>1

donde || - || es una norma, entonces f es diferenciable en el origen.
En primer lugar, notemos que

0 < |£(0)] < K1/0]|"

y por las propiedades de las normas conluimos que | f(0)| = f(0) = 0.

Sea €; el i—ésimo vector de la base candnica de R™ (i=1,...,n), por lo
tanto: B B
of 3y = 1im L0£t€)—=f(0)
SL(0) = g [OHE-1O
= lim L0%)
t>0 t

Notemos (usando propiedades de las normas y valor absoluto) que

~K|t°1g]° < f(te;) < K|lte|l” = Kltl°]]e])°.
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Si suponemos t > 0, esto implica que

f(téi)

—K [t &) < == < K],

cuando t > 0.
Como 0 > 1, se tiene que
t_’.
0=— lim K[t|7}|&|° < lim fite) < lim K|t|°~1))&]|? = o,
t—0+ t—0+ 1 t—0+

y se concluye que:

=,

f(0+t&;) — f(0)

lim =0.
t—0+ t
De un modo similar, se deduce que
5412 — £(5
o TO12) = 1@ _
t—0— t
lo cual implica que

donde

ox
Por lo tanto, se tiene que f(ﬁ) = (ﬁ) y se concluye que
f(h)
|||
Como 0 > 1, podemos concluir que
im r(_},L) =
h—0 ||h|]

< K||R|"

—K[h|" <

y se demuestra que f es diferenciable en 0.

5. Propiedades de las funciones diferenciables

TEOREMA 4.4. Sea f: U C R™ — R", donde U es un conjunto abierto
de R™. Si f es diferenciable en Ty € U, entonces f es continua en Iy.

DEMOSTRACION. Si f es diferenciable en xg, por definicién existe una
transformacién lineal 7': R™ — R™ y una funcién r: R™ — R™ con la pro-
piedad:

— — — - — r }_7: —
f(Zo+ h) = f(Zo) + T(h) + 7(h) donde lim T(_, ) _ 0.
h—0 ||h]]

-

Ahora escribamos h = & — Ty, por lo cual la identidad precedente se
transforma en

ﬂf) - f( to) + T(% — Zo) + 7(¥ — ¥) donde lim M

7o ||Z — Tyl

=0.
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Notemos que h = ¥ — Z(, implica que

lim [ — Zol| = 0,
Tr—T0

lo cual nos permite demostrar (ver Teorema 3.3) que:

lim (% — %) = lim 17 — 7| = 20) _ g

f*}fo T—T0 H.’f—f()H
Por otro lado, es facil demostrar (debido a la continuidad de las trans-
formaciones lineales) que:

lim T(h) =

L im T(f— _‘0) = 6
h—0

1
T—To

—

Por lo tanto, si hacemos Z — 0, los limites (4.15) implican que:

— — —

Im f(Z) = f(Zo) + 1m T(Z — Zo) + Hm 7(Z — To) = f(Zo),
T—T0 Tr—To Tr—To
lo cual concluye la demostracion. U

Este resultado permite revisar el Ejemplo 4.6, el cual demostraba (usan-
do la definicién de diferenciabilidad) que la funcién

B s (x,y) #(0,0)
f<s:,y>—{ 0" s (ny) = (0,0).

no es diferenciable en (0, 0).

Ahora lo podemos hacer utilizando el Teorema 4.4. En efecto, si supone-
mos que f es diferenciable en (0,0), el Teorema 4.4 indicaria que la funcién
es continua en (0,0). Sin embargo, en el Capitulo anterior demostramos que
€so no es cierto.

El siguiente resultado (enunciado sin demostracién) presenta una condi-
cién suficiente que asegura la diferenciabilidad de una funcién:

TEOREMA 4.5. Sea f: Q CR® = R™, donde Q2 es un conjunto abierto.
Si las derivadas parciales 0f;/0x; existen en B(Zo,d) y son continuas en
Zo € 2, entonces f es diferenciable en xg.

EJEMPLO 4.17. La funcion f: R? — R definida por
f(xa y) = 67(x2+y2)
es diferenciable en R?. En efecto, notemos que

of o
%(x,y)— 2xe

Por un lado sabemos que la funcion (x,y) — 2% + y? es continua (ver

Ejemplo 1 de la seccion 5), por otro lado sabemos que la funcion g(u) = e’
es continua en R. Por lo tanto, la continuidad de f es una consecuencia del
Lema 3.5.

EJEMPLO 4.18. La funcion f: R? — R definida por
f(z,y) = arctan(z? + y?).
es diferenciable en R?. En efecto, sus derivadas parciales son:
of 2z af 2y
%(z:,y) T 1t a2t + 222y + ol Y @(x’y) T 1t ot 12022 oyt

a?+y?) (=*+y?)

of _ _
y afy(wny) = —2ye -
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Sabemos que las funciones 2x y 2y son continuas, es facil demostrar que
el polinomio en dos variables (z,y) — 1+2*+22%y% +y* es continuo y nunca
es igual a O (el estudiante podrd demostrar que sus valores son mayores o
iguales a uno). Por lo tanto, usando la propiedad iv) del Teorema 3.6, se
verifica que las derivadas parciales son continuas en cualquier punto de R?.

EJEMPLO 4.19. Retomemos el ejemplo 4.13 de la seccion anterior: la
funcion

f(z,y) = sin(zy)

y veamos como el Teorema 4.5 da una mayor simplicidad a la demostracion
de que esta funcion es diferenciable en R2.
Notemos que:

0 0
o) =yeosten) v Fhwy) = wcos(ay)

El estudiante no debiese tener problemas para demostrar que las fun-
ciones (x,y) — cos(zy) y (z,y) — sin(z,y) son continuas en R%. Lo cual
implica la continuidad de las derivadas parciales y la diferenciabilidad de la
funcion.

OBSERVACION 10. Es preciso enfatizar que el Teorema 4.5 sélo propor-
ctona una condicion suficiente para la diferenciabilidad en un punto. Es
decir, pueden existir funciones derivables en un punto ¥y cuyas derivadas
parciales no sean continuas en dicho punto. El estudiante estd invitado a
verificar que las derivadas parciales del Ejemplo 4.15 no son continuas en
(0,0).

6. Derivadas direccionales

DEFINICION 4.7. Sea  C R™ un conjunto abierto y f: R™ — R". La
derivada direccional de f en el punto Ty € Q y la direccion ¥ € R™\ {0}
es el siguiente limite (cuando existe):

lm fl(fo+h1}71)*f1(fo)
RN — RN h—0
(4.24) Dy f(Fy) = 1im LE 00 = f(To) _
h—0 h

Hm fn (50+hg)_fn (CEO)
h—0 h

EJEMPLO 4.20. Consideremos la funcion f: R? — R definida por:
f(z,y) = 32% — % + 4z

y calculemos la derivada direccional de f en el punto (xo,yo) y direccion

= (V3/2,1/2).
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V3h h

 flao+ =90+ 5) — f(zo, %0)
Dyf(xo,y0) = Lim n
3 h 3h
30+ Y20 — o+ 17 4 (o + V) 803 142 — ng
= lim 2 2 y 2
h—0
9, h?
3v3hzo 4+ ~h% — hyo — — + 2v/3h
= lim 4 4
h—0 h

= 3v3xo —yo + 2V3.

Es interesante notar que la derivada direccional en el punto #y €
y la direccion €; (j = 1,...,m) donde €} es el j—ésimo vector de la base
candnica de R™ es el conjunto de derivadas parciales con respecto a la j—
ésima variable. En efecto

o fil@other)—f1(Zo) Of1 /=
,llli% I an;.(iﬁo)
¢ fn(Zo+he;)— fn(Zo) Ofn (2
ilzlg% = : O (7o)

El siguiente resultado relaciona el concepto de diferenciabilidad en el
punto Zy con el de derivada direccional en el punto Zy:

TEOREMA 4.6. Sea Q C R™ un conjunto abierto y f: R™ — R™ una
funcion diferenciable en Ty € Q). Entonces existen todas las derivadas direc-
ctonales de f en Zo. Finalmente, para toda direccion ¥ # 0 se tiene que la
derivada direccional de f en el punto &y € Q y la direccion © € R™\ {0} es:

— —

T'(v) = Df(Zo)(V) = Dy f(Zo).
DEMOSTRACION. Como f es diferenciable en &, se tiene que:

) i+ ) = (@) - D))
h—0 ||h]| R0 [|h]]

Si consideramos h = h# y recordamos que D f(Zo)(h#) = hD (i) (7),
se tiene que:

G = i J@othd)=F(@0)—Df(@o) (ko)
sy Il
_ Yy S @t~ fE0)-hDF(E0)(@)
o T
1 o J@ARD @) by Fa (o
= o Jim ZE D FE)@ ).

Si h tiende a cero por la derecha se tiene que:

0 = L{ lim fﬁ(*o-FhZ)—fd(*o) —DJ?(_’O)(T_)‘)}
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Si h tiende a cero por la izquierda, se tiene que:

— -

= 1 . F@o+hd)—f(F Z o\
R s
= oi{ - Dsfl@0) + Df (@) (@)},
lo cual concluye la demostracion. O

7. Un estudio mas profundo del caso escalar

Consideremos la funcién f: Q@ € R"” — R, donde € es un conjunto
abierto de R"™.

7.1. Gradiente.

DEFINICION 4.8. Consideremos la funcién f: Q C R® — R, donde Q
es un conjunto abierto de R™ y Xy € Q. Si las derivadas parciales gi (Z0)

existen para todo i = 1,...,n, se puede definir el gradiente de f en Z
como el vector de R™:
- of .\ of of .
4.2 == — N
(4.25) V(o) = (5,-(@0), 5 (@), -, 5 (70))

EJEMPLO 4.21. Considere la funcién de Cobb-Douglas P(K, L) = K3L5.
Su gradiente es:

VK = (3K2L5,5K3L4).

EJEMPLO 4.22. Considere el campo escalar f: U C R? — R definido

por: f(z,y) = In(xy): .

x’ y)
EJEMPLO 4.23. Considere el campo escalar f: R? — R definido por

f(xvyaz) =V 2 +y2 +Z27
su gradiente es:

. T Y z
e (\/a:2+y2+z27 \/a:2+y2+z27 \/3:2+y2+z2>

EJEMPLO 4.24. La fuerza gravitacional sobre una masa puntual m en
7 = (z,y,2)" producida por otra masa puntual M en el origen de R? estd
definida por la ley de Newton:

vi=(

—

x
(ZL‘2 _|_y2 +22)3/2
F(z,y,z) = —GMm /

GMm
(.172 +y2 +22)3/2 = 2
z

(x2 +y2 +22)3/2

donde r = ||F||s = Va2 + y2 + 22 es la distancia al origen y fi = 17 es un
vector unitario en la direccion de 7.
Ahora, definamos

M M
V($7yvz):_ GMm *_—G m.

Va2 4y + 22 r
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El estudiante puede comprobar que —VV = F. Es decir, F esel negativo
del potencial gravitacional V.

Notemos que si el vector ¥ varia con respecto al tiempo, es decir 7(t) =
(z(t),y(t), z(t)), entonces la segunda ley de Newton implica:

o GMmi(t)
0 =

El ejemplo anterior induce una pregunta interesante (de respuesta un
tanto dificil): dado un campo de vectores F:R" - R"™, existe un campo
escalar f: R™ — R tal que:

vf=F?
la respuesta es no siempre, pero motiva una definiciéon interesante:

DEFINICION 4.9. Un campo de vectores F': R — R" es conservativo
si existe un campo escalar f: R™ — R tal que

vf=F.
ademds a [ se le denomima el potencial de F.

7.2. Gradiente y derivada direccional. Si f es diferenciable en
Zp € €, entonces sabemos que

(a26) @R = @)+ gh@Eh + .+ GhEo) b+ r(R)
= [f(Zo) + Vf(Zo) - b+ r(h),

donde r: R™ — R satisface:

h
(4.27) tim ") _
h—0 ||h||

OBSERVACION 11. La ecuacion (4.26) combinada con el Teorema 4.6
implican las siguientes identidades:

(4.28) Df(io)(h) = V f (&) - h = D f ().

Es decir, la derivada direccional de f en el punto Ty y direccion h es
tgual al producto escalar entre el gradiente de f en Ty y la direccion h.

EJEMPLO 4.25. En el ejemplo 4.20 calculamos la derivada direccional de
la funcion
flz,y) =327 —y* + 4o
en el punto (xq,vo) y direccion T = (v/3/2,1/2) usando la definicion. Note-
mos que
vV f(x0,90) = (620 + 4, —2y0).
Usando la ecuacion (4.28), se tiene que:

Dy f (0, 90) = (620 + 4, —2y0) - (V3/2,1/2) = 3V3w0 + 2V3 — 0.
Notemos que en este contexto, la derivada direccional de f en el punto
Zo y direccion ¥ € R™ define una funcién del tipo
veR" — Dgf(fo) eR,
por lo tanto, podemos preguntarnos si existe una direccion ¥ que maximice el
valor de Dy f(Zy). El siguiente resultado tiene una importancia fundamental:
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TEOREMA 4.7. Consideremos la funcion f: Q CR™ — R, donde Q2 es un
conjunto abierto de R"™ y &y € Q. Si f es diferenciable en Ty y V f(Zy) # 0.
Entonces:

méx{|Dg f(Zo)|: [[dll2 = 1} = ||V f(Z0)]]
y tal mdximo toma la direccion del gradiente de f en Zy.

DEMOSTRACION. Consideremos un vector unitario cualquiera @ € R”,
notemos que la ecuacién (4.28) junto a la desigualdad de Cauchy—Schwarz
implican:

Dz f(Zo)| |V f(Zo) -
|1V f (Zo) ]2 |l 2
1V f(Zo)]]2-

Ademés sabemos que (en el contexto de la desigualdad de Cauchy—
Schwarz), se tiene la igualdad sélo cuando V f(#p) y @ son linealmente de-
pendientes. Entonces, la derivada direccional de f en el punto Ty toma un
maximo en la direcciéon

v f(Zo)

/l/_l::i

|V f(Zo)ll2

INIA I

7.3. Hiperplano tangente.

DEFINICION 4.10. Consideremos una funcion f: Q C R™ — R, donde Q
es un conjunto abierto de R™. Si f es diferenciable en Zy € §2, entonces la
ecuacion:

(4.29) z = f(@o) + Df(%0)(¥ — Zo)

describe a un hiperplano en R™%1, el cual se denomina hiperplano tangen-
te a la superficie definida por la grifica de f en el punto (Zo, f(Zo)) € R™HL,

Una consecuencia notable de la diferenciabilidad® de f en #, combinada
con la definicién de hiperplano tangente dada por (4.29) es que

- -

f(@o+h) = f(Zo)+ Df(Fo)(h)+r(h)
f(Z) = f(Zo) + D f(%o) (& — Zo) +7 (& — Zo),

=z

por lo tanto, si & es arbitrariamente cercano a Ty, se tiene que r(Z — Zy) es
arbitrariamente pequenho y por lo tanto, el valor f(Z) puede ser aproximado
por el hiperplano tangente (4.29)6, esta aproximacion se denota por:

f(&) = f(Zo) + Df(%o)(Z — Zo)-

EJEMPLO 4.26. Consideremos la funcion f(z,y) = /22 + y?. La ecua-
cion de su plano tangente en (9,0, f(z0,v0)), donde (xq,y0) # (0,0)7:
Calculamos las derivadas parciales:

ﬁm o) = ——2— v (lf(:m o) = —2
o Jai+ug 07 V@ + i

5y el cambio de variable ¥ = Zo + h

6La precisién de la aproximacién no serd abordada en este curso pero es objeto de los
cursos de andlisis numérico.

"Hemos visto que esta funcién no es diferenciable en el origen
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Usando la definicion, se tiene que la ecuacion del plano tangente es:

Zo Yo
z =2+ Y5 + ——=(r — x0) + ———=(y — W)
V26 + Y V8 + U3

Reordenando, se tiene que:

2 2
o _ Yo

_ 2 2 o Yo _ .
zZ =T+ Yy + r%ﬂ_ygw-k\/xg%_y%y \/x%—}—y% \/x%—}—y%

Simplificando un poco mas, notamos que:

x5+ up

o Yo
z=Jat+yd+ T+ y—
Vi tus e tus ey

y concluimos que la ecuacion es:

z = 0 xr 4+ Yo Y
VI Ty /2w

es decir, todos los planos tangentes la superficie de un cono pasan por el
origen.

EJEMPLO 4.27. Consideremos la funcién f(x,y) = x> +y%. La ecuacion
de su plano tangente en (xo,yo, f(xo,Y0)):
Calculamos las derivadas parciales:
of of
—_— = 2 —_ = 2 .
e (z0,¥0) =2x0 ¥y e (0, Y0) = 2yo
Usando la definicion, se tiene que la ecuacion del plano tangente es:
z = f(xo,y0) + 2z0(z — 20) + 2y0(y — Yo)-
Simplificando un poco:
z = f(xo,y0) + 2x0x + 2oy — 222 — 202,
y se concluye que el plano tangente es:
z = 2z + 2y0y — x% — yg.

EJEMPLO 4.28. Consideremos la funcién f(x,y) = x> —y%. La ecuacion
de su plano tangente en (xo,yo, f(xo,Y0)):
Las derivadas parciales son:

%(Jﬁoayo) =2xp y %(3007110) = —2yo.
La ecuacion del plano tangente es:
z = f(xo,y0) + 2z0(z — o) — 2y0(y — ¥o)
Desarrollando un poco, se concluye que el plano tangente es:
z = —:JU(Q) + y% + 220 — 2y0Yy.

EJEMPLO 4.29. Sin usar calculadora, encontraremos una buena aproxi-
macion del nimero 1,08%%. Para ello definamos la funcion f: R? — R:

f('xa y) =¥ = eln(xy) —_— In(z)

839 es una cantidad cercana a f(1,4).

y notemos que 1,0



8. REGLA DE LA CADENA 79

Calculamos las derivadas parciales:
gi(:c,y) = Jeyia) gJyf(w,y) = In(z)ev ™),
Es fdcil ver que

of 4wy _ of -~ 4ln(1) _
o (1,4) = 1¢ =4 vy 8y(1, 1) =In(1)e = 0.

Luego, si consideramos h= (h1,ha) = (0,08, —0,02), la ecuacion (4.29)
implica que

1,08%98 = f(1+4 hy,4+ hs)
FOL4) + 5L 4)hy + §L(1, 4)hg = 1+ 4(0,08) = 1,32.

Notemos que la calculadora da un valor de 1,3583965, es decir obtenemos
un decimal de precision.

Q

EJEMPLO 4.30. Encontraremos una aproximacion para la expresion 4,02 sin( 5+
0,01). Para ello definamos la funcion auziliar:
T
flay) = wsin(5 +1).
Calculamos las derivadas parciales:
of

_ (T of _ ™
%(ﬂr,y)—sm(2+y) y ay(m,y)—$COS(2+y)

y notemos que ellas existen y son continuas en R%. Por lo tanto, f es dife-
renciable en todo punto de RZ.
Notemos que

of T of
Bx( '0) sm(2) Y Jy

Si consideramos h = (h1,hg) = (0,02,0,01), la ecuacién (4.29) implica
que:

(4,0) = 4(:08(%) = 0.

4,02 Sin(% + 0,01) = f(4 + h1,0+ hg)
£(4,0) + 5L(4,0)h1 + 3L(4,0)hy
= 4sin(Z) + 1(0,02) = 4,02.

Q

8. Regla de la cadena

Dada una funcién f: Qy C R™ — R™ (25 es abierto en R™) y una
funcién g: Q, C R* — RF (Q, C Rec(f) N Dom(§) € R™ un conjunto
abierto en R™). Escribiremos:

(4.30)
T T
fl(xl,.%'g,...,xm) 91(9173/27--~,Z/n)
>, f2($1,$2,...,$m) ) 92(917927--~,yn)
f(@) = : y §) = :
fn(x17x27"'7xm) gk(y17y27"'7yn)

donde f;: R™ — R para todo ¢ = 1,...,ny ¢g;: R" — R para todo i =
1,...,k.

Notemos que (g o f): R™ — RF esté bien definida cuando Rec( f) N
Dom(g) # 0.
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a

R™ —>R”

e

gof

TEOREMA 4.8. Si f es dz’ferencz'able en Ty € Qf y g}' es diferenciable en
o = f(io) € Qg, entonces (g o f) es diferenciable en Ty. Es decir:

(4.31) (G o F)(@o+h) = (7o f)(o )+D(90f)(xo)h+77(h)
donde D(g o f)(%o) = DF(f(Z0)) o Df(Z0) y

Hmd@zﬁ

=0 ||B]|

DEMOSTRACION. Si j? es diferenciable en &y, usando el Corolario 4.1 se
tiene que existe ry: R — R" tal que:

(4.32) F(@o + h) = f(xzo) + Df(a0)(h) +7(h)
y

4.33 lim Ff—gh) =

( ) h—0 ||h||

Del mismo modo, si g es diferenciable en ¢y, usando el Corolario 4.1 se
tiene que existe 7,: R" — R* tal que:

(4.34) 9o + @) = §(yo) + Dg(40)(q) + 74(q)
y

im FQ(@) —
(4.35) %MMIO'

Escogemos 7y tal que f(fo) = 7o y elegimos ¢ = f(fo + ﬁ)
Reemplazando estos valores en (4.34) se obtiene:

— fl@)®
G(f@+h) = g(f(@)) + Dg(f(Eo))(F(d@o + k) — fld@o)) +7y(d)

Usando la ecuacion (4.32), podemos concluir que:

J(F(@ + k) = §(f(@)) + Da(F(@0)) ((DF(@o)(h) + 7(R)) +7y(@)

Ahora, usamos la linealidad de (Dg)(f(Z)) y notamos que:

G(F(@ +h) = §(F(&))+ Dg(f(@0))((Df(@0)(h))+
DG(f(#0))(Fr(h)) + 7%(d),
lo cual es equivalente a:
(o @ +h) = (o f)()) + (DF(f(F0)) o DF(Fo))(h)+
DG(f(&0))(Fr(h)) +74(d),

8Notemos que ¢ depende de h
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Sea 7: R™ — R" definida por
7(h) = DG(f(%0))7s (h) + 74(q)

y reemplazando en la tltima ecuacién se obtiene:

(Go H@o+h) = (Fof)(@))+ (DF(f(F0)) o DF(0))(h) + 7(h).

Para finalizar la demostracion, tenemos que verificar lo siguiente:

A(h) -
(4.36) m T g
h—0 ||h||
Para ello, veamos que:
R pa(Trh) L T (Eo+h) - f(F0)
" g<”’2f'4>)+ (/T WEI>| f(#0) || f(@o+h)—f(Fo)|
— parl Ty *oJ_r’h . £0)) ||.f(Zo+h)—f(Zo
() + o Tl

Como (Dg) es lineal y continua, la ecuacion (4.33) implica que:

3
limD§’<Tf£h)):D§’ lim _ M) g
h—0 ||

h—0 HhH

Por otro lado, la ecuacién 5) implica que

(4.3
7 (f(&@o + h) — f(&0))

hm = —— =0.
i=0 || (&0 + h) — F(@o))ll
Finalmente, notemos que:
[F@+R)—F@E)I  _  [Df(E0) ()47 (R
1Al I .
IDfEN (I, Iy
< = =
e /- TR .
< s IpfE@il + 0
——
—0

es acotado en una bola con centro en el origen. Por lo tanto:
o ralf (@0 + 7) — [(&0)) |1/ (o + h) — f(#@))]]
i 1/ (&0 + h) — f(0))]] 1Al

:67

O

EJeMPLO 4.31. Consideremos las funciones j?: R? 5 R? y g: R? - R3
definidas por:

flo,y) = @+ 1,9°) v §luo) = (utou?).

et

p=gof R?)

Ademds, definamos p: R? — R? como p'= go f
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En primer lugar, calcularemos la matriz jacobiana de p' en (xo,yo). Para
ello, notemos que:

- —

Dpl(xo,y0) = Dg(f(z0,y0))Df(x0, o)

Notemos que:

1 1
S | 2z O g =
(Df)(zo,y0) = [ 0 2y ] v (Dg)u0)= [ (1) 200 ]

Si reemplazamos (u,v) por f(a:o,yg) = (fi(xo,90), f2(z0,y0)) = (x% +
1,92), se tiene que

(D) (f (0, y0)) [

Por lo tanto:

2x0  2y0
[ 229 O } _ [ 90 0 ]

1 1
(Dp)(xo,y0) = Dg(f(xo0,y0))Df(xo,50) =] 1 0 0 2
. 0 4y

0 243

EJEMPLO 4.32. Consideremos las funciones f: R?2 5 R3 y ¢g: R? — R?
definidas por:

flay) = (2y,52,9°) = (fi(z,), fol@,9), fa(z,y)) vy Gle,y) = Ba’+y’+2°, 5ay2).

Ademds, definamos p: R? — R? como = go f
Calcularemos la matriz jacobiana de p en (x,y). Para ello, notemos que:

— —

Notemos que:

. B y z . [ 6 2y 2z
(Df)(z,y) = [ g 322 ] y (Dg)(z,y) = [ Syz bdxz dxy }

—

Si reemplazamos (x,y) por f(z,y) = (xy,5z,y>), se tiene que

o 6ry 10z 293
(Dg)(f(x,y)) [25:@3 5y’ 259621/}

Por lo tanto:

(D9) = DiFley)Diey) = | 570, 100 20 TN g
’ ’ ’ 25zy3  Bayt 25z3y 0 342
[ 6xy? +50x 622y + 6y°
- 502y* 100223

El siguiente corolario puede ser util en diversos casos:
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COROLARIO 4.2. Sea g: Q C R™ = R una funcion diferenciable en €.
Sea f: Qy CR™ — R" una funcién diferenciable.
Definamos:

w=g(x1,22,...,Tm) ¥ = filur,uz, ..., Uyn) i=1,...,n.

Entonces se tiene que:

Ow _ 09 9z | 0Og Oy 09 Oy
Ouy ~— Oz 0u; ' OxzgOur ' T Oxy Oug
ow _  0g 0y n 09 Oz I dg Oz,
Buy = OwyOup T Oz Ous Tt B, Oup
ow dg Oz dg 8:52 dg Oz,

Mty Ozt Dty 02 Oty + " Dy Dty

DEMOSTRACION. Notemos que la composicién de fy g puede describirse
por el diagrama

f

R™ — R"

R
v que las matrices jacobianas son Dgy D f
Luego, se tiene que
[ al‘l 8561 . 8m1 1
Ju;  Jug DUy,
9y 0 o0 1| 32 G - g
— g g ... g Uy U2 U
Dg(f(u)Df(u) = | Fir  aag D : : . "
Oy Oxn - Ozy
| Oup Ouo O, |
y notemos que el producto matricial es equivalente al enunciado del teorema.

O
El reciente corolario considera los cambios de variable

xi:fi(ul,uQ,...,um) izl,...,m,

lo cual adapta muy bien al uso de sistemas de coordenadas distintos a las
cartesianas.

EJEMPLO 4.33. Consideremos la funcién V: R3 — R, definida
V =sin(z? + % + 2?)
y calculemos las derivadas parciales con respecto a las coordenadas esféricas:

V. _ QVOr  9VIy , 9V 9:
o = orortoyor T oz ar

Reemplazamos las derivadas parciales respectivas:
%—‘7{ = 2z cos(z? + 3% + 22) cos() sin(p) + 2y cos(z? + y? + 22) sin(0) sin(p)+
2z cos(z? + y? + 22) cos(p)
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Como 2% + y* + 22 = 12 (el estudiante debe hacer los cdlculos!!!), se
obtiene que:
oV
= 2rcos(r?).
Por otro lado, el estudiante podrd verificar que
o _ov _
90  0p
EJEMPLO 4.34. Sea g: Q C R? = R una funcion diferenciable en Q del
tipo g(x,y, z) donde

r = fi(ui,ug,u3)
y = faur,uz,us3)
z = f3(U1,U2,U3)

donde f: (f1, f2, f3): Qf C R? — R una funcién diferenciable.
Supongamos que la matriz

g o) Of1 (=
RS IR T
ClEe Be B
gur (@) gy (0°) gy (@)

es invertible en ©* = (uj,u3,u3) y que la derivadas parciales

ag — 89 —k ag %
(@) G2 () ¥ (@)
son conocidas. Es posible conocer los valores de las derivadas parciales:

8x(x T ),ay(:ﬂ 52Ty 82(«’6 Y, ")

Notemos que:

99 _ 09 0x , 099y , 0g 9z

ouq Or Ouy; ' Oyduy ' Iz dug

99 _ 990z 990y | O0g 0z

Ous Ox Ous ' Oy dus ' Jz Jus

0 _ Ogor 090y 040

Jus x Ous ' Oy duz ' 0z Jug

Puede reescribirse como:

%m %Wﬂ%%%%ﬁ o
%7’;(17*) = gﬁ(ﬁ*) gffé(ﬁ*) g%(ﬁ*) ng
e ) S (i) Sh(ar) (@) 5

Luego, como A es invertible, el sistema de ecuaciones tiene solucion.

EJEMPLO 4.35. Sea g = 22+3y?, donde x = €' ey = cos(t). Nos interesa
calcular 0g/ot.

Definamos las funciones auziliares f: R — R2 como f(t) = (', cos(t))
yg: R2 = R como g(z,y) = 2% + 3y>.

G = 2r cos(r?) cos? () sin?(p) + 2r cos(r?) sin?(0) sin? () + 2r cos(r?) cos?(p)
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El siguiente diagrama puede ser util

RLH@
P

Por lo tanto:
oy _ 990 gy
ot  Ox ot 0Oyot

EJEMPLO 4.36. Sea g(x,y) = wzeys, donde © = uwv ey = u

. , o) 0,
Encuentre las derivadas parciales: Q—z Y 5.

Definamos la funcién auziliar f: R? — R? como:

f(u’ U) = (’LLU,U2 - ’03)7

del mismo modo, definamos g: R? = R como:

= 2ze’ — 6ysin(t) = 2e* — 6cos(t) sin(t).

2

gz, y) = %",

Consideremos el diagrama:

R2

|9

R

RQL
Notemos que:
Dy(e.y) = [ 22’ 2 | v Dftwe)=| 5 4o ).

Por lo tanto:

0, dg O dg 0 3 3
?TZ = g*ia% + g—gg—z = 23:2?/ v+ 3a:2y263y (2u)
0.
=it oo = 2zeu+t 3z%y%eY” (—30?).
EJEMPLO 4.37. Recordemos la ley de Boyle de gases:

PV = KT

y supongamos que tanto la temperatura como la presion son funciones dife-
renciables con respecto a la variable t tiempo. Calcularemos OV /0t.
Notemos que:

KT
V="
P

ov _ovor  ovor
ot 0P ot 0T ot’
EJEMPLO 4.38. Consideremos la funcion u = In /22 + y2. Ademds con-

sideremos x = re® e y = re”*. Calcularemos las derivadas parciales % Yy

ou

Por lo tanto:

&.
Notamos que:
ou _ 8uax+8u3y_:nes+ye S
or = Oz dr " Oy dr — 242 T
ou oudx | Qudy _ r(ze’ —ye )
0s w0s T y Os 22 + o> anh(2s)
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EJEMPLO 4.39. Sea w = g(x,y, z) donde g: R? — R y ademds:
r=r’4+s+u?, y=r—u+cos(s) z=e" +In(su).

Calcular Ow/0r,0w/0s y Ow/0u.

Notemos que

ow _ 090v 090y , Dgo:
or — Odxdr " Jyor ' 0zor
Qw _ 099z 090y , 0992
ds ~—  Oxrds " OJyds " Dz0s
ow _ 099z 090y 090
Ju Jdrdu " dydu " 0z u”
Entonces:

ow _ 9g 99 , 0g r
Gu — Q95— W sin(s) + $2(1/s)
ow _ 994, 09 0Og

ou 8x2u 8y+8z(1/u)

9. Propiedades algebraicas

Los siguientes resultados seran ttiles para demostrar ciertas propiedades
de la suma y producto de funciones diferenciables.

LEMA 4.1. La funcion S: R? — R definida por
S(x,y)=z+y
es diferenciable en R? y verifica DS(a,b)(hi,hs) = S(hi,h2) para todo
(hl, hg) € R2.
DEMOSTRACION. Notemos que:

S(a+hi,b+hy) = a+hi+b+hy
= a+b+hi+hy
— S(a,b) + S(hy, ha) +0.

Luego, el resultado es una consecuencia de la definicién de diferenciabi-
lidad. O
LEMA 4.2. La funcién P: R?> — R definida por
S(z,y) = zy
es diferenciable en R? y wverifica DP(a,b)(hi,h2) = bhy + ahs para todo
(h1, hg) € R2.
DEMOSTRACION. Notemos que:

P(a+h1,b+h2) = (a+h1)(b+h2)
= ab—+ ahs + bhi + hihs
= P(a,b) + bhy + ahy + hihs.

Notemos que la funcién (hy, ha) — bhy + ahg es lineal y que:
hihy 0

lim —_— =
(h1,h2)—(0,0) | /h% + h%

por lo tanto el resultado es una consecuencia de la definiciéon de diferencia-
bilidad. O
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LEMA 4.3. La funcion d: R x R\ {0} — R definida por

D(z,y) ==z/y
es diferenciable en R? y verifica
bhy — ah
Dd(a,b)(hy,he) = 1Ta2 para todo (hy,ha) € R2.
DEMOSTRACION. Notemos que:
dla+hi,b+hy) = 1 — 844
_ a + ath1 _ a
bV S b ab—ah
— 19—ao—
BN
= d(a,b) + bQIJ:b(;L 2
— d(a,b) + bh1 ahg + bggl_i_—bigz _ bh1b—2ah2
bhy—ah bhi—ah
= d(a,b) + 1b2a g (b—|—1h2 - %)
bhy—ah bhy—ah —h
= d(a,b) + e g (b(b+ﬁ2))
bhi—ah h2—bh1h
= d(a,b) + lbza 2+ (abz2(b+h12)2)
Como la funcién o ,
1 — ahg
(h1,ha) — —
es lineal y ademds (por ejemplo, usamos coordenadas polares):
ah3 — bhihs

lim =0,
(h1,h2)—(0,0) b2(b + he) /h% + h%

podemos ver que el resultado es una consecuencia de la definicién de dife-
renciabilidad. O

LEMA 4.4. 5% las funciones f: R® - R y g: R™ — R son diferenciables
en Ty € R™. Entonces la funcion @: R" — R? definida por:

u(Z) = (f(Z), 9(Z))
es diferenciable en %y y satisface D(f(Zo), g(Zo)) = (Df(Zy), Dg(Zo)).
DEMOSTRACION. Notemos que:
i(Zo+h) = (f(@+h),g(do+h)) o
= (f(&),9(&0)) + (Df(T0)(R), Dg(&o)(h)) + (F;(R),r(h)).

El lector debe verificar que la funcién h — (Df(Z)(h), Dg(Zo)(h)) v
por otro lado la diferenciabilidad de f y g en &y implica que:

7t (h h
g () 19Uy (g )
R0~ [[R[| - [|R]]

lo cual termina la demostracion. O

TEOREMA 4.9. Sean f,g: Q@ CR™ = R, donde Q es un conjunto abierto
de R™. Si f y g son diferenciables en &y € €2, entonces:

i) La funcién f+g: U CR™ — R definida por (f+9)(%) = f(¥ )

9(&)
es diferenciable en Ty y ademds D(f + g)(Zo) = D f(xo) + Dg(Zp).
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ii) La funcion fg: U CR™ — R definida por (fg)(Z) = f(Z)g(Z) es di-
ferenciable en ¥y. Ademds D(fg)(Zo) = 9(Zo)D f(Zo)+ f(z0)Dg(Zo).

iii) Si g(Zo) # 0, la funcion f/g: U CR™ — R definida por (f/g)(Z) =
f(Z)/g(Z) es diferenciable en Zy. Ademds:

q Df(Zo)g(Zo) — f(Zo)Dg(Zo)
D To) = —
(f/g)( 0) g(ﬂfo)Z
DEMOSTRACION. Para probar (i) notemos que f(Z)+g(%) = S(f(Z), g(%)),
usando la regla de la cadena y los Lemas 4.1 y 4.4 se tiene que:

D(f(@o) + g(Zo)) = DS(f(Zo),9(Z0))D(f(Zo), 9(Z0))
= S(Df(#o), Dg(%o))
= Df(Zo) + Dg(Zo).
Para demostrar (ii), notemos que f(Z)g(Z) = P(f(Z), g(Z)), usando la
regla de la cadena y los Lemas 4.2 y 4.4 se tiene que:

D(f(Zo)g(Z0)) = DP(f(Zo),9(Zo))D(f(Z0),9(Z0))
= g(Zo)Df(Zo) + f(Z0)Dg(Zo))-

FInalmente, la demostracién de (iii) se basa en f(Z)/g(%) = d(f(Z), g(Z)),
usando la regla de la cadena y los Lemas 4.3 y 4.4 se tiene que:

D(f(Z0)/9(70)) = Dd(f(70),9(Zo))D(f(Zo),g(%0))
Df(fo)g(fo)(— {éfo)DQ(fo))
g\xo

O

Es importante destacar que el Teorema se puede demostrar directamente
mediante el uso de la definicién de funcién diferenciable, sin recurrir al uso
de la regla de la cadena. El lector estd invitado a comparar la simplicidad o
complejidad de ambas demostraciones.

10. Teorema del valor medio

FEl Teorema del valor medio juega un papel importante en el estudio
de las funciones f: R — R: Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b)
entonces existe 0 € (a,b) tal que:

f(b) = fa) = f1(0)(b— a).
Para el caso de varias variables, no es posible obtener una generalizacion
directa. Sin embargo, existen resultados ttiles e interesantes.
Dados dos vectores & € R™ e i € R™ introduciremos la siguiente nota-
cién para definir la recta que une ambos vectores:

17,4 = {(1 - )T +tF € R™: t € [0,1]}.

TEOREMA 4.10. Sea 2 C R™ abierto y convexo y f: QCcR™— R"”
una funcion diferenciable en Q. Si ¥ € Q e §y € (), entonces, para cada
U= (ui,...,up) € R" existe 7 € [Z,Y] tal que:

u-{f(y) - [(@)} =a- DY - 7},

donde Df(-) es la diferencial de f y - es el producto interno en R™ .
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DEMOSTRACION. En primer lugar, definamos @ = i — Z y notemos que
la convexidad de €2 implica que
(4.37) T+ti=ty+ (1 —-t)7=[7,y] € Q paratodo te[0,1].

Como 7 € Q y Q es abierto, existe r > 0 tal que

B(z,r) C Q.

Si elegimos 0 < g1 < ﬁ tal que t € (—1,0) se tiene que ¥ + td €

B(Z,r) C Q. Por lo tanto:

(4.38) T+td=ty+ (1 —¢)F € Q paratodo te (—e1,0).
Como Z+d € Q y Q es abierto, existe v’ > 0 tal que
B(Z+a,r") C Q.
Si elegimos 0 < g9 < ﬁ tal que t € (0,e2) se tiene que ¥ + d + td €
B(Z+d,r") C Q. Por lo tanto:

(4.39) Z+tdeQ paratodo te(1,1+¢e2).
Si elegimos ¢ = min{e1, &2}, se tiene que (4.37),(4.38) y (4.39) implican:
(4.40) T+ti=ty+ (1 —t) €N paratodo te (—¢,1+¢).

Ahora definimos F': (—e,1+¢) — R de la forma siguiente:

—

F(t) =i f(T+1td) = w1 (T +1d) + ... + un fu(T + ta),

donde @ = (uy,...,uy) # 0 es un vector no nulo de R". Por lo tanto, usando
la regla de la cadena, se tiene que:
) = @ Df(E+1d)2(F+ta
(4.41) F'(t) = @ D“t({thci)ai(lem)
= u-Df(Z+ta)(y— ©).

Ahora como F es derivable en (0, 1) y continua en [0, 1], podemos aplicar
el Teorema del valor medio cldsico y concluir que existe 6 € (0,1) tal que:

F(1) = F(0) = F'(0),

lo cual se puede reescribir como:

— — —

i flz+a) —a f(@) = i

{f(G) = /(
= u-Df(Z+0d)(y— )
Finalmente, el teorema se concluye al definir 2= Z 4 0d € [, ). O

COROLARIO 4.3. Sea Q C R™ abierto y convexo y f: Q@ C R™ — R una
funcién diferenciable en Q. Si & € Q e § € Q, entonces existe Z € [Z, 7] tal
que:

—

F§) @ = DIy -7

DEMOSTRACION. Se utiliza u = 1 en el resultado anterior. O
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COROLARIO 4.4. Sea Q0 C R™ abierto y convero y f: QCcR" - R”
una funcion diferenciable en ) y tiene derivadas parciales acotadas en 2.
SiZ € ey e, entonces se cumple la desigualdad:

— — —

1f(@) = f()ll2 < sup [[DF(ED)]|[F— Z][2,
zZe[Z,y]

—

donde ||Df(2)|| estd definido por:

—

(7)

DEMOSTRACION. Si

(@) = fi (Z), la demostracion es inmediata. Por lo
tanto, supondremos que f(Z) #

—

T
(Z), lo cual nos permitira definir el vector

unitario:
- T - f@)
1 (Z) = f(@)]l2
Notemos que
oL — (2 _ fw- Z*)}{f(*)—f(f)}
i {f(§) - fla)y i

Aplicando el Teorema del valor medio se tiene que:

— — —

(@) = f(@l2 = @ Df(2)(Y— 7).

Aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz y recordando que ||@l]2 = 1
podemos ver que:

— — —

(4.42) @) = f@Dllz < IIDFE)G - DI

Notemos que:

paf HORED

) 5 08 () (s — 2)
N =

55 9 (2) (y; — )

@
Il
—
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Calculando la norma euclidiana y usando la desigualdad de Cauchy—
Schwarz, notemos que:

2

3

—

IDFE)(G =Dl =

<
Il
—

(é&ﬁaw—mﬂ

IvgE
—
<
Sk
—~
&y
—
<y
|
8
N—
N——

(3]

<
—

V52 )BT - )13

2
mvg<ma|W—5m

( T = 22

IN
&QQL
1= T 1=

Como las derivadas parciales existen y son acotadas en 2, se tiene que
(4.42) implica:

—

1F@) = F@ll: < [IDFEG - D)l
< IDF)l|g -
< sup [[Df()[[1G— @2,
zZe[Z,y]
lo cual concluye la demostracion. U

Como R™ es abierto y convexo, se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 4.5. Sea f: R™ — R™ una funcion diferenciable en R™
y tiene deritvadas parciales acotadas en R™, entonces es lipschitziana y se
cumple la desigualdad:

1f(@) = f@)l2 < sup [IDF(E)1F - 2|2,

donde ||Df(Z)|| estd definido por:

Otra consecuencia es el siguiente resultado

COROLARIO 4.6. Sea Q0 C R™ abierto y convero y f: QCcR" - R”
una funcion diferenciable en Q. Si Df(Z) = 0 para todo ¥ € Q, entonces f
es constante en €.

DEMOSTRACION. Sean T € Q e i € Q. Por Teorema del valor medio se
tiene que para todo 4 € R™ se verifica:

i-{f@-fr = o

— —

Si consideramos @ = f(Z) — f(i), se tiene que ||f(Z) — F(#)]|3, lo cual

—

implica f(f) = f(y) para todo ¥ € Q e § € Q. O
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11. Apendice: Demostracién del Teorema 4.5

El Teorema 4.5, fue enunciado sin demostracién. dicho resultado decia
que Si f : 1 C R® — R™, donde €2 es un conjunto abierto. Si las derivadas
parciales 0f;/0x; existen en B(Zy,d) y son continuas en &y € €2, entonces f
es diferenciable en xg.

Como las derivadas parciales existen y son continuas, sabemos que f
admite la representacion:

F(@ + h) = f(Zo) + Df(Fo)(h) + F(h).

Por lo tanto, s6lo tenemos que demostrar que
e Y Fl) - D\ (R
i (Fo+ 1) — f(&o) — Df(o)(h)

I i 3.
h—0 ||h]]

Demostrar la anterior propiedad es equivalente a demostrar

£i(@o + ) — (&) — 3 2lolp,

(4.43) lim =1 =0V j=1,...,n
h—0 [|h]|
Escojamos h = (hy, ..., hy) tal que ||h|| < 8, lo cual implica que Zo+h €

B(#%y, d). Ademas, la convexidad de B(Zp,d) y el Teorema del Valor medio
implican la existencia de z' € [%y, T + h| tal que:

fi(@o +h) — fi(Zo) = Ynfj(f)ﬁ
= X gfﬁ(z?)hi

Por lo tanto:

S 7 - ULy, (0f; = Ofj /=
(T + 1) = [3(@0) = X GE@E)h: = X {FHE) - G (T0)
La continuidad de las derlvadas parciales en xg implica que
0 of;
Ve > 030 >0 tal que e B(io,d) fj () — i (:i"o)‘ <=,
ox; m

Elegimos § < 6. Por otro lado, como 2" € [mo,xo + i_i], sabemos que
Z € B(Zp,0) C B(Zp,0), lo cual implica:

i@+ B) = £5(F0) = 3 GR@h| < 3 ({5~ G0
< ellAll

En sintesis, se tiene que:
m
fi(Fo+h)— f;(&0)—

Ve >035 >0 tal que 7 € B(0,0) = [1h]| =

IA
™

lo cual es equivalente a (4.43), lo cual concluye la demostracién.



Capitulo 5

Derivadas de orden Superior

1. Definiciones Preliminares

DEFINICION 5.1. Sea f: Q C R™ — R™ (Q es abierto en R™). Si para
cada Ty € Q existen las derivadas parciales

gg;(fo) Vi=1,....,.n y j=1,...,m,

entonces se definen (cuando existen):

5) Pl oy Ofs (i + hék) — 2L (o)
’ 01,0 )= h
2 ¢ ofi (7 + hé;) — Ofi (7
(5.2) 91t (7)) = lm a2, (To + 1) = g3, (o)

EJEMPLO 5.1. Consideremos la funcién f: R* — R definida por:
zy(x?—y? .
Fag = | HERE S @0 2 00),
0 si (z,y)=(0,0)

Notemos que si (x,y) # (0,0) las derivadas parciales se pueden calcular
simbolicamente:

Of = W@ —y) + 2%} (@® + ) = 2a{oy(a® —y?))
or oY) = (22 + y2)2
OF (= 12" —97) — 2P0} (% +5°) = 2ylay(a® — ™)}
dy (22 + y2)?

Por otro lado, podemos comprobar que:

af 12 f(hvo)_f<070)_ . 0_
o O T T T T
g(o,o) T {0kl A (U1 B 0.
dy h—0 h h—0
Ahora podremos calcular:
92f 95(0,n) — 2L(0,0) 1( A
— l{m 2z > Ox \7 —lim=J =1 _ 4
Oyox (0,0) B0 h B0 h{ h4}
y
02 f g5 (h,0) — 5(0,0) 11
(0,0) = lim ¥ v :Hmf{f}:
0x0y h—0 h h—0 h Lp4
Por lo tanto, podemos observar que:
*f 0 f
0,0 0,0).

93
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EJEMPLO 5.2. Consideremos la funcién f: R?> — R definida por:

f(x,y) = sin(a? + ).
Notemos que:

af - 2 2 af - 2 2
) = 2oeos(a® +3) ¥ () = 2eos(a® +17)
Por lo tanto:
O*f .9 9 O*f
:—4 = .
o @) = ~daysina® +17) = - (,y)

Ambos ejemplos motivan la siguiente pregunta: bajo que condiciones es
posible asegurar que se verifique la siguiente identidad:
O f O*f
T,y) = x,y)?.
ayﬁx( v) 8x8y( v)
El siguiente resultado, responde parcialmente la pregunta anterior (su
demostracién reproduce las ideas de la demostracién realizada en [1]):

TEOREMA 5.1 (Teorema de Schwarz). Sea f: Q C R™ — R (Q es abierto
en R™ ) tal que las funciones:
0% f
axiaxj
son continuas en €. Entonces:
*f . O f
(Zo) =
8%185@ axjaxl
DEMOSTRACION. por simplicidad supondremos m = 2y (xg, o) € 2.
Como las funciones:

0% f
ox 7 6331

(1)

()

(Zp) paratodo Zpe Q.

v o
Oyox Y 9a2

son continuas en €2, el Teorema 4.5 implica que la funcién % es diferenciable

en 2 y el Teorema 4.4 implica que 9f es continua en Q.

De igual forma, como las funcio?lxes
0> f O f
0xdy Y Oy
son continuas en {2, se puede demostrar que % es continua en 2.

Ahora, como las funciones % y % son continuas en (2, los Teoremas 4.5

y 4.4 implican que f es diferenciable y continua en €.
Elegiremos ntimeros positivos h y k tales que el rectangulo de vértices
(z0:¥0)s (o + hyy0),  (zosyo+k) v (xo+h,yo + k)

estd contenido en €.
Ahora definiremos las funciones auxiliares:

u(z) = f(z,y0 + k) — f(z,90) v v(y) = f(zo+hy) — f(z0,y)
También definiremos la funcién A: R? — R:
A(h, k) = f(xo+ h,yo + k) — f(xo + h,yo) — f(xo,y0 + k) + f(z0,0)
Paso 1: Estudio de A(h, k) y u(x):
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Es fécil notar que:

A(h,k) = f(zo+h,yo+k)— f(zo+h,yo) — { (20,90 + k) — f(z0,0)}
= u(zo+ h) — u(zg).

Notemos que u(x) es diferenciable en (zg,zo + h). En efecto, usando la
definicién tenemos que:

u(@ +§) — u(x)

W@) = lim
— gmf(x"i_fay()"i_k)_f
—0

($+§7?£/0) —f(l‘,yo+/€)+f(33,y0)

= lim
£—0

= %(%ZJO‘F@—%(%QO)

(ZU,y() +£k) _ f($+£7y0) + f(ﬂj’,yo)

Como u(-) es diferenciable en (xg,zo + h), sabemos que es continua en
(zo, o + h). Por otro lado, la continuidad de f en € implica que:

Ilggo u(z) =u(zg) y xi;rgl+h u(z) = u(zo + h),

por lo tanto u(-) es continua en [zg,zo + h]. Ahora, aplicamos el Teorema
del valor medio a la funcién u(-), obteniendo:

A(h, k) = u(xo + h) —u(zg) = u'(2)h, 2z € (xo, 70+ h).
Si reescrimos z = xg + 61h con 01 € (0, 1) se tiene que:
A(h,k) = u'(xg+01h)h
= {?Ti(ivo +01h,yo + k) — ?Ti(ivo + 91h,y0)}h

Ahora, definiremos la funcién go: R — R de la forma siguente:

92(y) = %(wo +61h,y).

Notemos que g2 es diferenciable en (yo,yo + k). En efecto:

of of

. S (wo+01hy+€)— L (zo+01h,

93(y) = lim Lty gI)z it
€0

82
= Wafx(fﬂo + 61h,y).

Ya hemos visto que df/0x es continua en 2. Por lo tanto, g2 es continua
en [yo, Yo+ k]. Entonces, si aplicamos el Teorema del valor medio a la funcién
g2 se tiene que:

Alhk) = {GL o+ 0uhyo + k) = GL (o + b1, 50) b

= {g92(yo + k) — g2(y0) }

= kgL (w0 + 601h, 2)

para algin z € (yo, yo + h). Si elegimos z = yg + 02k con O3 € (0,1), se tiene
que:

A(h, k) _ 0*f

(5-3) hk — Oyox

(CL‘O + 601h,yo + (92]43)
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. s 52 . . .
Como la funcién ng es continua en (zg, o) € €2, se tiene que:

0% f 0% f
Ve > 03n > 0 tq ||(x,y) — (0, Y0)||ec <7 = ’8yax(%y)—m($o,yo)‘ <e.

Si escogemos (x,y) = (zo+61h, yo+02k) con ||(h, k)|| < 7, la propiedad
0; € (0,1) (i = 1,2) combinada con (5.3) implica que:

2 2
a‘za’; (w0 + O1h,yo + O2k) — %(fﬂovyo)‘ <e
A(

h,k 0?2
o ) _ 8y8fx($0’y0)‘ <e.

Ve>03>0 tq [|(01h,0ek)||ee <n = ]
= |

Es facil ver que la ultima desigualdad es equivalente a:
A(hk) _ 9*f
im =
(h,k)—(0,0) hk 0yox
Paso 2: Estudio de A(h, k) y v(y):
Es facil notar que:
A(h.k) = f(xo+h,yo + k) — f(xo,y0 + k) — {f(xo + h,y0) — f(z0,y0)}
= (Yo +k) — v(yo).
Como en el caso anterior, podemos demostrar que v(-) es derivable en

(Y0,%0 + k) y continua en [y, yo + k|. Por otro lado, usando la definicién de
derivada tenemos que:

V) = i Hrot byt = flant hop) = {fle0.y =)+ Sleo}

£—0
of of

= yy(xo +h,y) — a*y(onyy)

(5.4) (205 Y0)-

Ahora, si aplicamos el Teorema del valor medio a la funcién v(-), se tiene
que:

A(h k) =

con & € (0,1).
Ahora, definiremos la funciéon g;: R — R de la forma siguente:

of
== k).
91(x) 2y (7,90 + &1k)
Como antes, podemos demostrar que gs es diferenciable en (xg,z¢ + h)

y continua en [z, z¢ + h|. En efecto:

2
gi(x) = a‘?,;afy (w0 + &ah,yo + &1K).

Aplicando el Teorema del valor medio a la funcién g; se tiene que:

Alh k) = Ag1(wo+h) = g2(z0) }K
= hkaaTa];(%oJrfzh,yoJrflk)

donde &, € (0,1). De esta forma se obtiene:

A(h, k) _ 0*f

(5-5) hk  0z0y

(o + &2h, yo + E1k).
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Finalmente, usando la continuidad de las segundas derivadas parciales
como en el caso anterior implicard que

A(h,k) — &*f
5.6 _
o0 (hvk)lam(o,f)) hk 0xdy (0, yo)
y el Teorema es una consecuencia de la unicidad del limite. .

2. Operadores diferenciales

La definicion de las segundas derivadas parciales permite definir los si-
guientes operadores diferenciales:

DEFINICION 5.2. Sea F': Q C R™ — R™, donde ) es un conjunto abierto.
Una funcion cuyas derivadas parciales existen en ). La divergencia de F
en U € 2 es definida por:

n

(5.7) DivF = v - F(@ Z

Es facil recordar a la divergencia de ﬁ como a la traza de la matriz
jacobiana de F.

DEFINICION 5.3. Sea F': Q C R3 — R3, donde Q es un conjunto abierto.
Una funcion cuyas derivadas parciales existen en €. El rotor de F' en © € ()
es definido por:

. 0F3 oFy , , OF,, O0Fs, . 0Fy,, , O0F,
5.8) VX F (1) = — — .
(5:8) v x F(a) = (%52 ) = 52 (@), "5 ) =5 2 (@), 5 2 0) = 5 H(@)

DEFINICION 5.4. Sea f: Q C R™ — R, donde Q es un conjunto abierto.
Una funcion cuyas sequndas derivadas parciales existen en ). El Lapla-
citano de F en 4 € ) es definida por:

, O f
(59) Af(@) =Y S5 ()
i=1 9%
OBSERVACION 12. Tambien es usual utilizar las notaciones:
Af(id) =V f(i@)=v-Vf

Hay una interesante (e importante!) relacion entre los operadores gra-
diente, divergencia y laplaciano. La cual describimos a continuacién

LEMA 5.1. Sea f: Q@ C R® — R, donde  es un conjunto abierto. Una
funcion cuyas sequndas derivadas parciales existen en €). Entonces
(5.10) Div Gradf(@) =V - (Vf)(d) = Af(d).

DEMOSTRACION. Recordemos que

V1) = (G (i) (i)

Ahora, si calculamos la matriz jacobiana de V f(u), es facil notar que es
una matriz diagonal con segundas derivadas parciales, luego, se tiene que:

vwnH@ = 3 2@

=1 g
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3. Segunda derivada de f (versién informal)

En el curso de calculo en una variable, se demostré la identidad

, zo+h)—2f(xg) + f(zg—h
f"(x0>=,£g%f( 0ot+h) f};o) f(zo )’
la idea es relacionar esa igualdad con las segundas derivadas de una funcién
fiQCR™ — R".
Si f : Q C R™ — R" es una funcion diferenciable en el abierto {2, sabemos
que

f(@+h) = f(@) + Df(x)h+7(h) donde lim T‘(:ﬁ
h—0

Ahora, nos concentraremos en estudiar la diferenciabilidad de la funcién

Z— Df(z)h.

0.

Notemos que si aplicamos la definicion clasica de diferenciabilidad a esta
funcién deberiamos obtener la expresion

=y

—

Df(Z+ @)h = Df(&)h+ D(D

—

(Z)h)i@ + (@) donde (ﬁ

=0.

lim
u—0
La expresién D(D f(Z)h)d concentrard nuestra atencion:

DEFINICION 5.5. Sea f: Q C R™ — R™ una funcién en el abierto €2,
cuyas segundas derivadas parciales son continuas. Se dice que la seqgunda
diferencial de f en To €  es la funcion D2f( 0): R™ x R™ — R" definida
por:

(5.11) D? (@) (h, @) = D(D f(&o)h)i.

y satisface
L oo o Fd) -
Df(Z+ u)h = Df(Z)h + D*f(Zy)(h,u) + 7(@) donde lim = 0.

a0 |||

—

El siguiente Teorema se enuncia sin demostracion, el lector puede con-
sultar [3, pag. 21]:

TEOREMA 5.2. Sea f: Q C R™ — R" una funcion en el abierto €,
cuyas sequndas derivadas parciales son continuas. La sequnda diferencial
D2f(%): R™ x R™ — R"™ es una funcion bilineal, simétrica y continua.

OBSERVACION 13. La bilinealidad de D2f(a:0) significa que:

o D*f(#0)(h1 + ha, @) = D2f(%0) (b1, @) + D? f(&o) (he, ).
o D2£(fo)(éh,ﬁ), para todo A € R.. B

o D2f(@0)(h iy + 2) = D* (), @) + D2 (o) (. o).
e D2f(%)(h, @), para todo \ € R.

Es decir, es lineal con respecto a cada variable.
OBSERVACION 14. La simetria de de D2 f(Z) significa que:

D?f(&o)(h, @) = D* (o) (d, ).
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A continuacién intentaremos conocer la estructura de la forma bilineal
(5.11) para el caso particular (pero muy importante) de funciones f: R? —
R:

TEOREMA 5.3. Sea f: R? — R una funcién cuyas sequndas derivadas
parciales son continuas. La sequnda diferencial es de la forma:

(5.12) Df(w,y)(h,5) = & Hp(x,y)h
donde = (v1),v2, h = (h1,h2) y H¢(z,y) es la Matriz Hessiana de f en
(z,y) definida por:
2 2
g @) g (ey)
(5.13) Hy(z,y) =

62 0?

DEMOSTRACION. Usando la Definicién 5.5, sabemos que
(5:14)  Df(x + hi,y + ha)i = Df (,y)i = D*f(2,y)(h, 0) + r(h),
donde

Por otro lado, notemos que

Df(x+4 h1,y+ ho)¥ = [%(w—l—hl,y—l-hz) gi(w—i—hlay‘FhQ)}[Z;]

y

Dites = [ He Hen ][]

Luego, se tiene que
{Df(x+hi,y+he) — Df(x,y)}0 = [ faol@+hi,y+h2) = fulz,y) fylz+hi,y+he) - fylz,y) |0
donde f, y f, denotan las derivadas parciales:

or o, o
fa:—% y fy—ay-

Como f; y f, son funciones diferenciales, aplicamos la definicién de
diferenciabilidad a estas funciones, obteniendo

foa(@, y)h + fya(@,y)ha + r1(R)

y
fy(x+h1,y+h1)—fy($7y) = [ fmy(xay) fyy($ay) ]l_i .
= fmy(xay)hl +fyy($7y)h2+r2<h)-
Donde
(5.15) tim 7 g, 2D

- =1 =
h—0 ||h]|  E=0 ||h]]
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Luego, es facil ver que
Df(l‘ + hl, Y+ h2)17— Df(:L‘, y)17 = Ulfx:phl + 'Ulfy:th + U2fmyh1 + 'U2fyyh2 + 71 (’J)Ul + TQ(ﬂ)UQ

2f 8f
Oz2 dyox hy 5 5
= [ V1 U9 ] |: h ] +r1(h)vl —|—7“2(h)v2.
a2f a2f 2
dzdy  Iy? r(h)

=D2f(wy) (h,7)
y los limites (5.15) implican que esta identidad satisface la ecuacion (5.14).
O

OBSERVACION 15. Es fdcil demostrar que
D?f(w,y)(h, %) = & Hp(z,y)h

donde ¥ = (v1), va, h = (h1,ha) y Hy(x,y) es la matriz Hessiana de f en
(z,y) es una forma bilineal.



Capitulo 6

Integral de linea

En este capitulo estudiaremos a las funciones f: R — R", por lo tanto
adoptaremos la convencién

f(t) = (fl(t)a f2(t)a cey fn(t))ta

donde f;: R — R es una funcién de variable real (estudiada en los cursos
anteriores de cédlculo), la cual es denotada como i—ésima componente.

1. Limites y continuidad

DEFINICION 6.1. Sea f: R — R™ con funciones componentes (fi, fa, ..., fn)-
Se dice que

tll)r% f(t)=L con L= (l1,...,4,)
st y solo si:
lim f;(t) =4¢; paratodo i€ {l,...,n}.
i—to
Esta definicién es 1til en tanto el limite puede calcularse usando los
métodos y técnicas clasicas de calculo de limites vistos en el curso inicial de
célculo.

—

EJEMPLO 6.1. Consideremos f(t) = (arctan(t),sin(t)). Es claro que

—

lim f(t) = (0,0).

Por otro lado, podemos ver que f no tiene limite cuando t — +oo debido a
que lim sin(t) no existe.

t—-+oo

EJEMPLO 6.2. Consideremos f(t) = (sin(1/t),cos(t)). Es claro que f(t)
no tiene limite en 0 debido a que el siguiente limite no existe:

lim sin(1/t).
lim sin(1/1)
LEMA 6.1. Sean f: R — R" con funciones componentes (f1, fa,..., fn)
y to un numero real perteneciente al dominio de f. Si tlﬁ? ft) = L =
—lo
(l1,....4n) y |- ||2 es la norma euclidiana, entonces

i [1£6)1l2 = 1Lz
DEMOSTRACION. Notemos que:

—

i |If@)]]2 = lim

S f200)
=1

101
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Usado la Definicién 6.1 combinada con las propiedades de limite de las
funciones escalares y la continuidad de la funcién raiz cuadrada, sabemos
que

n
lim || f (t ||z = lim ZfQ = .| lim ZfQ = ZE% = ||L||2,
j i=1

t—to t—to t—to

lo cual concluye la demostracion. O

El siguiente resultado se deja como ejercicio al lector, el producto punto
se denota por - y el producto cruz se denota por X:

LEMA 6.2. Consideremos las funciones f: R—R"yg: R— R" Ade-
mds, supongamos que

—

lim f() =L y lim §(t) = M,

t—to t—to
entonces':
i) im{f F(t) +g(t)} = Jm ) + lim g(t) = L+ M,

—

ii) tlg? cf(t)=cL y hm cj(t) = M para todo c € R,
0

- —

iif) lim ft)-gt) = im f( ) Mm §t)="L-M,
iv) Mm ) x g(t) = Hm F#) x tlg% g(t) =L x M.
DEFINICION 6.2. Sean f: R — R™ con funciones componentes (f1, f2,-- s [n)

y to un numero real pertenciente al dominio de f. Se dice que f es continua
en ty st y solo si sus n funciones componentes son continuas en to. Es decir

i £6) = fito)
lo cual es equivalente a:
lim f;(t) = fi(to) paratodo i€ {1,...,n}.

t—to

De igual forma, se dice que f es continua en el intervalo I C R si f
es continua en todo ty € I. Es facil ver que la funcién del Ejemplo 6.1 es
continua en R.

TEOREMA 6.1. Si la funcion f: R — R”™ con funciones componentes
(f1, f2, .., fn) es continua en [a,b] C R, entonces el conjunto

B={7er":3 tclof talque f(t)=2]
es compacto en R™.

DEMOSTRACION. Sea ), una sucesiéon en B. Es decir @), € B para to-
do k € N. Tenemos que demostrar la existencia de una subsucesion )
convergente a ¥ € B.

En efecto, notemos que si Zx € B, entonces existe i, € [« 3] tal que:

Ty = (fr(tr), f2(tr)s - - - fultr))-

1En el caso iv) se supone que n = 3.
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Es decir, existe una sucesion de niimeros reales tj, € [a, §]. Usando el
Teorema de Bolzano-Weierstrass, sabemos que existe una subsucesién con-
vergente 1y ) que verifica:

lim tqb(k) =t" e [Oé,ﬁ].

k—+o00

Por otro lado, cada una de la funciones f;: [, 5] — R es continua en
[c, B]. Entonces, cominando la continuidad de f; en [«, ] con la convergencia
de la subsucesion t4(y), es facil verificar que:

I i(t = f;(t* tod ,=1,2,...,n.
k:—1>I-|I—100 fz( ¢(k)) fz( ) para todo 1 ) y T
Entonces, notemos que la subsucesion 'y, definida por:

Loy = (F1ltom))s fotowy)s - - s faltow)))

verifica:
Ii i = t* ), ... t* B
k—1>I-§1:loox¢(k) (fl( )7f2( )7 7fn( )) € P
lo cual concluye la demostracion O

2. Derivabilidad

La siguiente definicion generaliza la nocién de derivada de funciones de
una variable:

DEFINICION 6.3. Sea f: R — R" con funciones componentes (f1, fa, ..., fn)
y supongamos que f estd definida en un intervalo abierto (ty —d,to+ ). Se
dice que f es derivable en tg si el siguiente limite

Ifm f(to +h) — flto)
h—0 h

existe y se denota por f'(to).

PROPOSICION 11. Sea f: R — R™ con funciones componentes (f1, fa, . . ., fn)
Y Supongamos que f estd definida en un intervalo abierto (tg—9,t9+9). En-
tonces fdem'vable en ty siy solo susn funciones componentes son derivables
en to, obteniéndose de esta forma:

.]E?(t()) = (f{(tO)v 7f7{L(t0))‘

DEMOSTRACION. Si f es derivable en t(, entonces sabemos que:

—

flto+h) = flto) 2

1{ = f(to).
lim Y f(to)
Usando la Definicién 6.1, se tiene que las n componentes (g1 (h), . .., gn(h))

de la funciéon g: R — R” definida por:

— —

G(h) = f(to + h})L — f(tp)

tienen limite cuando h tiende a cero. Por lo tanto:

iy Jito + 1) = fi(to)
h—0 h
existen para todo 7 € {1,...,n} y son iguales a f!(to).

lim g;(h) =
lim g (h)
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Por otro lado, si fi, fa,..., fn son derivables en ¢y significa (usando
la misma notacién) que g;(h) — f/(to) para todo i € {1,...,n} cuando
h — 0. Usando una vez mds la Definicién 6.1 se tiene que g(h) tiene a
(f1(to)s-- ., fi(to)) como limite cuando h — 0, lo cual concluye la demos-
tracioén. (]

Es facil ver que la funcién definida en el Ejemplo 6.1 es derivable en R
y su derivada es:

—,

1
7
t) = (—s
f ( ) (1 + t27
De igual forma, la funciéon definida en el Ejemplo 6.2 es derivable en
R\ {0} y su derivada es:

)= (- t%cos(t), —sin()).

cos(t)).

PROPOSICION 12. Sea f: R — R™ con funciones componentes (f1, f2,- s fn)

y supongamos que f estd definida en un intervalo abierto (to—9,t9+9). En-
tonces si f es derivable en ty, entonces f es continua en tg.

DEMOSTRACION. Si f es derivable en t(, entonces se tiene que:

. fi(to + h) — fi(to) — lim fit) — filto) = fl(to).

h—0 h t—to t—to

Por otro lado, sabemos que

lim (t - to) =0.

t—to

Usando las propiedades algebraicas de los limites, sabemos que:

lim M lim (t — to) = tlir% fz(t) — fi(to) =0

t—to t— tO t—to
lo cual es equivalente a
lim f;(t) = f;
i fi(t) = fi(to),
y eso es equivalente a la continuidad de f; en ¢y para todoi=1,...,n. 0O

Como antes, el siguiente resultado se deja como ejercicio al lector 2:

LEMA 6.3. Consideremos las funciones derivables f: R—-R"yg:R—
R™:

Jny = F() +3).

cf (t) para todo ¢ € R,
i) {h(t)f(t)Y = h(t)f'(t)+h (&) f(t) para toda funcién derivable h: R —

iv) {f(0)- g} = F(#) - g(0) + f() - 7 (@),

Una consecuencia de la propiedad iv) del Lema anterior es el siguiente
resultado:

Zel producto punto se denota por -
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LEMA 6.4. Si f: R — R™ es una funcion derivable, entonces se verifica:
(0 f( )
|

Fo — L)
1F (O] = ol

=

cuando f(t) # 0.
DEMOSTRACION. Usando el item iv) del Lema 6.3 se tiene que:

— — — — — —, —, —

{f)- oy = ) f1) = Py fo + 1) - F &) =27 @) - (o).
Como - 7 = ||#]|3, entonces se tiene:

SIFOIB= P 7+ Fo) - o) =27 0) - o)

Por otro lado, usando la regla de la cadena a la funcién ¢(t) = || £(t)||3,
sabemos que:

d = 2 = d =
@Iz = 20l f Ol I f D2,
lo cual implica la igualdad:

CIFOIB =270l 11 Fe)l = 270) - 7o)

Finalmente trabajamos sobre la tltima igualdad diviendo por || f(¢)|]s.

DEFINICION 6.4. Sea f: R — R" con funciones componentes (f1, fa, ..., fn)

y supongamos que f esta definida en un intervalo abierto (ty — d,to+ ). Se
dice que f es k—veces derivable en ty sus n funciones componentes lo son.
En este caso, la k—ésima derivada del vector f(t) ent =ty es:

9 (t0) = (FP ko), .., £ (t0)).

De igual forma, se Se dice que f es k—veces derivable en (tg—0,to+0) sus
n funciones componentes son k—veces derivables para todo t € (to—0,t9+9).

DEFINICION 6.5. Sea f: I C R — R"” con funciones componentes (f1, fa, ...

Se dice que:

o f es de clase C' en I si susn funciones componentes son derivables
con deriwada continua en I.

o f es C! por trozos si f es derivable y su derivada es continua, ex-
ceptuando un numero finito de puntos en I.
fes de clase C* en I si ' t k

o [ es de clase en I si sus n funciones componentes son k veces
derivables con k—ésimas derivadas continuas en I. Las funciones f
de clase C*° en I se definen andlogamente.

DEFINICION 6.6. Una funcion f: (tg — 6,to +6) C R — R™ de clase C!
es regular si f'(t) # 0 para todo t € (tg — 0,tg + ).

7fn)
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3. Interpretacién cinematica

En esta seccién M (t) serd 1til para describir la posicién de una particula
y M: R — R" (n = 2,3) serd una funcién vectorial dos veces derivable (al
menos). Usualmente escribiremos:

M) = ((t),y(t) st n=2 y N()=(e(t)y(t),2(t)) si n=3

DEFINICION 6.7. El conjunto de vectores UeR® para los cuales existe
t tal que U = M (t) se conoce como la trayectoria de la particula M(t).

e El vector M'(t) = V() se denomina el vector velocidad de la parti-
cula al instante ¢. Usualmente escribiremos:

V() = @(0.9(t) st n=2 y V(&)= (&0),§(0),2()) si n=3

e El vector M"(t) = A(t) se denomina el vector aceleracién de la
particula al instante ¢. Usualmente escribiremos:

At) = (2"(t),y"(t)) si n=2 y A@t)= (z"(t),y"(t),2"(t)) si n=3.

e La velocidad absoluta de la particula es la norma euclidiana del
vector velocidad (a saber, ||V (t)||2) v se denota por:

V(t)=y/&(t)2+yt)? si n=2 y V()= \/g'c(t)2 +yt)2 + ()2 si n=3.

Finalmente, diremos que el movimiento de la particula es acelerado si
V(t) es una funcién creciente. De igual forma diremos que el movimiento de
la particula es retardado si V(t) es una funcién decreciente.

TEOREMA 6.2. El movimiento de una particula es acelerado en un in-
tervalo de tiempo I si y sélo si V(t) - A(t) > 0 para todo t € I. De igual
forma, es retardado en un intervalo de tiempo I si y sélo si V(t) - A(t) <0
para todo t € 1

DEMOSTRACION. Notemos que:

2i(t)x ”()+2z)( )y”()+22()”(t) V(t) - Aty
I

Vi) = 2/%(t) 24+ 2(t)? -

)
Como el signo de V'(t) coincide con el signo de V (¢) - A(t), se concluye
la demostracion. O

t) -
V)l

4. Interpretacién geométrica y parametrizacion

Las funciones f : I C R — R” son un objeto de estudio privilegiado de
la Geometria diferencial, la cual las define como caminos en R™.

DEFINICION 6.8. Denotaremos por curva en R"™ a la imagen de un
camino f: I CR — R™. Dicho camino f es llamado parametrizacion de
la curva.

El significado es natural para n = 2 pues la imagen de f I CR =R
es una curva (en el sentido coloquial del término) en el plano.
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EJEMPLO 6.3. La imagen de f: [0,2r) C R — R2 definido por:
f(#) = (cos(t), sin(t))
es una circunferencia con centro (0,0) y radio r = 1.
EJEMPLO 6.4. La imagen de g: [0,7) C R — R? definida por:
g(t) = (cos(2t),sin(2t))
también es una circunferencia con centro (0,0) y radio r = 1.

Estos ejemplos son muy importantes pues nos muestran que una curva
en el plano (en este caso, la circunferencia con radio uno y centro en origen)
puede tener parametrizaciones distintas.

EJEMPLO 6.5. Consideremos el cuadrado de vértices (0,0),(1,0),(1,1) y

(0,1). Buscaremos una parametrizacion f: I — R? de dicho cuadrado. Por
eje mplo:

(t,0) si 0<t<1,

oo ) t—1) si 1<t<2,
FO=93 3-¢1) si 2<t<3
(0,4—1t) si 3<tz4,

DEFINICION 6.9. Si la funcién f: [a,b) C R — R™ es continua y f(a) =
f(b), entonces se dice que la imagen de f es una curva cerrada. Por otro

lado, si f es inyectiva en [a,b), se dice que la imagen de f es una curva
cerrada simple.

—

DEFINICION 6.10. Si la funcién f: [a,b] C R — R™ es continua y f(a) #
f(b), entonces:
i) Si f: [a,b] CR — R™ es inyectiva, entonces la imagen de f es una
curva simple.
ii) Los vectores P = f(a) y Q@ = f(b) se denominan los extremos de
la curva. Es importante destacar que los extremos de la curva no
dependen de la parametrizacion escogida.

EJEMPLO 6.6. Consideremos la linea recta que une los puntos (0,0) y

—

(1,1) en el plano. Veremos dos parametrizaciones f(t) = (t,t) y g(t) =
(1—t,1—1t) dondet € [0,1].

OBSERVACION 16. Toda curva simple tiene dos orientaciones o direc-
ciones asociadas. Notemos el caso de una curva simple con extremos P Y @ .
FEs facil darse cuenta que hay dos tipos de parmetrizaciones: i) la parame-
trizaciones donde P es el extremo inicial y i) las parametrizaciones donde
P es el extremo final.

Es importante enfatizar que las curvas cerradas simples también tienen
dos orientaciones asoctadas.

DEFINICION 6.11. Sea h: [a,b] — [a1,b1] una funcion inyectiva y C*. Sea
C una curva simple parametrizada por la funcién &: [a1,b1] — R™ que es C*
por trozos.

La funcién p: [a,b] — R™ descrita por p(t) = &(h(t)) es una reparame-
trizacion de C. Finalmente:
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e Si h es creciente, se dice que la reparametrizacion preserva la orien-
tacion.

e Sih es decreciente, se dice que la reparametrizacion invierte la orien-
tacion.

—

f

R’I’TL s R’n
~\%\ W
gof Rk
EJEMPLO 6.7. Consideremos la semicircunferencia superior de radio r =

1 y centro en el origen. Es facil ver que

at)=(—t,v1—-1t2) te[-1,1]
es una parametrizacion cuyo extremo inicial es (1,0) y su extremo final es
(—=1,0).
Por otro lado, sabemos que h: [0,7] — [—1,1] definida por h(0) =
—cos(0) es inyectiva y creciente. Finalmente, sabemos que
70) = G(h(0)) = (cos(0),sin(9)) 6 € [0,7]
es una reparametrizacion que preserva la orientacion.
Por otro lado, usando g: [0,7] — [—1,1] definida por g(0) = cos(0),
obtendremos una reparametrizacion que invierte la orientacion.

5. Algunas curvas clasicas

EJEMPLO 6.8. La imagen de la funcién f: [0,400) C R — R? definida
por
f(t) = (a(t —sin(t)), a(1 — cos(t))) con a >0,
se conoce como Clicloide.

cicloide-eps—-converted-to.pdf

Ficura 1. Grafica de la Cicloide del Ejemplo

EJEMPLO 6.9. La imagen de la funcién f [0,4+00) C R — R? definida
por

f(t) = ((k—1) sin(t) —sin((k—1)t), (k—1) cos(t) +cos((k—1)t)) con k > 2,

se conoce como Hipocicloide.
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deltoide-eps-converted-to.pdf

astroide-eps-converted-to.pdf

FIGURA 2. Gréficas de la hipocicloide: deltoide (kK = 3 a la
izquierda) y Astroide (k = 4 a la Derecha)

FiaurA 3. Graficas de la hipocicloide: k = 5 (izquierda) y
k = 6 (Derecha)

FI1GURA 4. Gréficas de la hipocicloide: k = 7,2 (izquierda) y
k = 8,5 (Derecha)
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6. Meétodos numéricos para graficas en dos y tres dimensiones
(SCILAB)

SCILAB es un programa de uso libre desarrollado por el INRIA (Insti-
tute Nationale de la Recherche en Informatique et Automatique) 3

EJEMPLO 6.10. Consideremos f: R — R? definida por:
[ cos(t)
o= (i) )
cuyo recorrido en R? es una circunferencia de centro (0,0) y radio r = 1.

EJEMPLO 6.11. Consideremos f: R — R? definida por:

0= (et ). az0b>0

cuya imagen en R? es una elipse de centro (0,0) y semiejes a y b.

4

EJEMPLO 6.12. Las curvas de Lissajous * son definidas por la funcion

f: R — R2:
s0=( S )

con a y b reales.

A0 T T T T T T T T T J
40 08 06 04 02 00 02 04 06 08 10

FI1GURA 5. Izquierda: Curva de Lissajous (a = 3,b = 5).
Derecha: Curva de Lissajous (a = 5,b =7)

El grafico de la derecha de la Figura 6.12 se obtiene con el siguiente

cbdigo en SCILAB

x=[0:0.01:2%3.14159]’;
//simple plot
plot2d(sin(5%*x)),cos(7*x));

3www.scilab.org
4Jules Antoine Lissajous, 1822—-1880.
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FIGURA 6. Izquierda: Curva de Lissajous (a = 2,b = 12).
Derecha: Curva de Lissajous (a = 5,b = 15)

EJEMPLO 6.13. Consideremos f: R — R? definida por:
cos(t)

f() =1 sin(t) |.

1

EJEMPLO 6.14. Consideremos la hélice cilindrica f: R — R3 definida

por:
cos(t)
f(t) = ( sint(t) ) :

e

Figura 7. Grafica de la hélice cilindrica del Ejemplo

El grafico de la hélice cilindrica se obtiene con el siguiente codigo en
SCILAB
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x=[0:0.01:2%3.14159]’;
//simple plot
param3d(cos(x)),sin(x),x);

7. Integral de linea

DEFINICION 6.12. Sean &': [a,b] — R™ una funcién derivable por trozos
Yy F:R" - R" una funcion continua tal la imagen de & es un subconjunto
del dominio de F. La integral de linea del campo Falo largo de & se
define por:

6.1) /aﬁ Cds = /abﬁ(a(t)) L& (t) dt.

Si F(x,yz) = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(x,y,2)), a veces es muy conve-
niente escribir:

[Feds= [ Play.2)dw+QUuy, =) dy + Rz, 2) dz

[ }EJEMPLO 6.15. Sean F(x,y,z) = (22,zy,1) y 3(t) = (t,£2,1) con t €
0,1]. Notemos que
JsFeds = [(2,63,1) - (1,2t,0) dt
1
Jo (> 2ty dt =5 4 %
_ 1 0
- 15

EJEMPLO 6.16. Sean F(z,y,z) = (cos(z),e%,e¥) y &(t) = (1,t,€') con
t € [0,2]. Notemos que

JsFeds = [F(cos(e!) e, et) - (0,1,et) dt
1
= f02(e +e2) dt = 2e + (%64’5’0)
_ 1( .4
= 2+3; (e — 1)
FEl siguiente resultado relaciona integrales de linea y parmetrizacion

TEOREMA 6.3. Sea &: [a,b] — R"™ la parametrizacion de una curva C' y
7: [e,d] = R™ es una reparametrizacion de &. Entonces:

e Si 7 preserva la orientacién, entonces:

/ﬁ-ds:/ﬁ-ds,
d 5

e Si 7 invierte la orientacion, entonces:

/ﬁ-ds:—/ﬁ-ds.
G 5

DEMOSTRACION. Supongamos que 4 preserva la orientacion, es decir,
existe una funcién creciente h: [c,d] — [a,b] tal que &(h(t)) = 7(t). Luego,
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con el cambio de variable s = h(t) se tiene que
FFds = [LFGE)-Tod
fcb}j(&(h‘( ))) - &' (h(£))N(¢) di
- REEL) 70
= JF-
El otro caso, se deja al lector. U

TEOREMA 6.4 (Generalizacién del Teorema fundamental del célculo).
Sean f: R™ = R una funcién de clase C' y C una curva parametrizada por
7: [a,b] = R, la cual es derivable. Entonces se tiene que:

(62) [ 1-ds= 13 @) - £(6(a).

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, realizaremos la demostra-
cién con n = 3. Para ello construimos la funcién auxiliar G: [a,b] — R

definida por G(t) = f(5(t)) = f(o1(t), o2(t), o3(t)).
Usando la regla de la cadena, se deduce que:

¢'(1) = Eal() + 2HFoh(r) + 2y (1)

V() - 5 (1),

Por lo tanto,

[zF-ds = [CG'(t)dt

= )
= f(@(®)) — f(d(a)),
lo cual concluye la demostracion. O

—

OBSERVACION 17. Es interesante notar que si &(a) = d(b), se tiene que
[ £+ ds = G ®) - f(F@) = 0.

EJEMPLO 6.17. Sea &: [0,1] — R? definida por G(t) = (t*/4,sin3(nt/2))
(z,

y el campo vectorial F(z,y) = (y,z). Notemos que

JsFeds = J) (sin(nt/2),81/4) - (£, 35 sin?(wt/2) cos(nt/2) ) dt

= fo t3 sin3 (7t /2) + 3“ sin?(mt/2) cos(mt/2) dt.
Antes de continuar el cdlculo, notemos que F(x, y) verifica la propiedad

F(z,y) = Vf(z,y) donde f(z,y) = zy.

Por lo tanto, aplicando el teorema anterior se puede obtener el resultado
de un modo mas simple:

fgf'ds = f
= f
1
1

El resultado anterior sugiere la siguiente definicion:
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DEFINICION 6.13. Se dice que el campo vectorial F:R" = R" es un
campo conservativo si existe una funcion (llamada potencial) f: R" —
R tal que

F(%) = vf(Z).

El siguiente resultado nos entrega una condicién necesaria y suficiente
para determinar cuando un campo es conservativo para dimensiones n = 2, 3:

TEOREMA 6.5. Sea F': R? — R3 de clase C!, entonces existe f:R? =R
tal que

—

F(z,y,2) = Vf(z,y,2)
sty solo st RotF = 0.
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