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1. (3 pts) Encuentre y clasifique los puntos criticos de la funcién f : R? — R definida por

f(z,y) = 2" +y* — 4y

Solucién: f es una funcién de clase C? al ser un polinomio en dos variables.
Las derivadas parciales de primer orden de f en todo punto (z,y) son

folz,y) = 42® — 4y y fy(z,y) = 4y° — 4z (0.1p).
Luego, los puntos criticos de la funcién vienen dados por las soluciones del sistema de ecuaciones

{4x3—4y:0 5

r =19y
3

r=Yy

5 (0.3p), que equivalentemente se puede reescribir como
4y —4dx =0
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Reemplazando y = 23 en la ecuacién z = y* se obtiene la ecuaciéon z = z°, cuyas tnicas

soluciones reales son x € {—1,0,1}. (0.1p c/u)

Si z = —1, entonces y = (—1)> = —1; si z = 0, entonces y = 03> = 0; y si z = 1, entonces
y =13 =1 (0.1p c/u). Luego, los puntos criticos de f son (—1,—1),(0,0),(1,1) (0.3p).

Las segundas derivadas parciales de f en todo punto (z,y) son

fee(z,y) = 1222, foy (2, y) = —4, fra(z,y) = =4, f,,(z,y) = 12y* (0.2p)

Luego, la matriz Hessiana de f en (z,y) estd dada por

e =[] =%

En particular, se tiene que

» Hy(—1,-1) = {ii 124} (0.2p) (determinante y traza positivos)

= Hs(0,0) = {_04 _04} (0.2p) (determinante negativo)

» Hy(1,1) = {ii Iﬂ (0.2p) (determinante y traza positivos)

Finalmente, por criterio de la segunda derivada se concluye que:
» f tiene minimos relativos en (—1,—1) y (1,1) (0.3p c/u)
» f tiene un punto de ensilladura en (0,0) (0.3p)



2. (3 pts) Encuentre la distancia més corta entre el punto (1,1,1) y el plano definido por la
ecuacion
r+y+z=1

Solucién: Sea (x,y,1 —x — y) un punto cualquiera del plano. La distancia entre este punto y
el punto (1,1, 1) estd dada por

d(z,y) = /(z —1)>+ (y — 1)> + (z + y)* (0.4p)

Para simplificar el problema, estudiaremos los puntos criticos de la funcién

fla,y) =d(@,y)* = (= 1)* + (y = 1)* + (2 +y)*
Esta es una funcién de clase C? al ser un polinomio en dos variables. Adem4s, se tiene que

fo(z,y) =2(x — 1) +2(z +y) =4z + 2y — 2 (0.1p)
fyl,y) = 2(y = 1) +2(z +y) = 2z + 4y — 2 (0.1p)
dr+2y—2=0
20 +4y—2=0
solucién es (z,y) = (3, 3), por lo tanto este es el tnico punto critico de f. (0.4p)

Luego, los puntos criticos son las soluciones del sistema (0.3p) cuya tnica

Las segundas derivadas parciales de f son
fmc(x>y) :4a fxy($ay) :27 fyx(xay) :27 fyy(xvy) =4 (0']—p C/u)

Entonces la matriz Hessiana de f en todo punto (z,y) es H¢(z,y) = HM chy””} (z,y) = [;l i] .
ey Jyy
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En particular, se tiene que Hy(3,3) = 5 4] (0.4p), matriz cuyo determinante es positivo

y cuya traza es positiva. Luego, por criterio de la segunda derivada, se sigue que f tiene un
minimo relativo en el punto (%, %) (0.4p), y dado que la funcién f es derivable en todo su
dominio (que es un abierto), se sigue que el minimo tiene que ser global (0.2p), y dado que f
tiene su minimo global en (3, 5), se sigue d también tiene su minimo global en (3, 5). Asi, el
punto buscado es (3,3,1—3 —3) = (3,3, 3) v la distancia mds corta es

a4, 5) = /(32 + (3 + (3)2 = V3 (0.3p)




