Capitulo 6:
Ondas, Optica y Plasmas

En este capitulo discutiremos como construir soluciones a la ecuaciones de Maxwell.
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1. Soluciones de ondas con ¢, ;1 = constante

En el espacio libre, las ecuaciones de Maxwell dan soluciones que se propagan y que satisfacen la ecuacion
de ondas para las constantes €,
V2E — %GQ—E ~0
2 Ot?

Hemos visto que si tenemos una fuente puntual se generara una onda esférica. Lejos de la fuente esta onda
se asemeja a una onda plana. También, la solucion a la ecuacién de ondas puede ser descrita por una
superposicién de ondas planas, por lo tanto, es natural estudiar el comportamiento de las ondas planas en
un medio

E(ZL‘,t) — Efoeik-zfiwt
B([E,t) —_ Boeik-m—iwt

Se entiende que debemos tomar la parte real al finalizar el calculo. Si usamos esta solucién en las ecuaciones
de Maxwell sin fuentes, obtenemos

k-E=0 Ex E=2B
C
k-B=0 kx B = 2K
C

lo que implica que k, F y B forman un sistema ortogonal de vectores. Definiendo n = /e podemos
demostrar que

. E,xB
k= Yk fp= 20X o
c )onBo

y que ademas

BlznchEo

Notemos que en general podemos definir la onda con w, E, y k. En este caso particular, tenemos una
relacion de dispersion

w?

k2 = g/,LE

para el espacio dacio. Generalizaremos esto mas adelante.

En principio n puede depender de la frecuencia también, como en un medio dispersivo. Esto sera relevante
solo cuando estudiemos pulsos més generales, como una superposicion de ondas.

Definamos las dos direcciones perpendiculares a k£ = k2. Como la amplitud E puede ser un nimero complejo,
el campo eléctrico



E(x,t) = (E,@ + E,g)e™ "
puede representar ondas circulares
E(l‘, t) — Eo(i' 4 ig)eik:zfiwt

o elipticas polarizadas.

1.1. Interfase plana

Asumamos que sobre la interfase plana entre dos medios, con n = constante (y real), tenemos una onda
incidente, lo que genera una onda refractada, y una onda transmitida. El cuadrado de las amplitudes de
estas ondas definen la transmision y el coeficiente de refraccién. Para z < 0 tenemos

Er(z,t) = e ™" (Eoeik'x + Eleikl'x) Br(z,t) = e “iny <IA€ X E,e™ 4 ky x Ele““'x>
y para z > 0 tenemos
Ep(z,t) = PRl O Br(z,t) = Noky X Fek2®
Notemos que

[Fa| = |k

dado que k = wn/c. Para tener soluciones compatibles sobre todo el plano z = 0, debemos requerir que las
fases sean todas iguales, por lo tanto

kx| _o=Fk 2| _,= ky - x i

Esto implica que los k estan todos en el mismo plano. También obtenemos la ley de Snell

nysinf; = nysinbs

61:9/1

donde los rayos que se definen en la Fig. 1 representan la normal de las superficies de fase constante de cada
onda. Veremos esto en detalle mas adelante.
Debemos aplicar las condiciones de borde para los campos en la interfase

[81 (EO+E1)—€2E2]"fl:O [(EO+E1>—E2] xn=~0
1 1
[kXEO—Fk’lXEl—kQXEQ]'TAL:O —(k'XEO+k1XE1)——]€2XE2 xn=>0
I Ha

Hagamos contabilidad. Tenemos 6 ecuaciones, y justamente tenemos que resolver por F; y Es. Estas ecua-
ciones pueden ser resueltas en Mathematica para el caso general.



Figura 1: Interfase plana

Para el caso de incidencia normal, podemos escribir los coeficientes de transmisién y reflexién

. |E1|2 . {712—”1}2

B Lt ne
_ |E2’2 _ 2711 2
‘EO‘Q No + Ny

Podemos ver que esto implica conservacién de energia, ya que usando el vector de Poynting

S, = —E* x H =n|E,Pk,
81

podemos demostrar que

S1+ S Ey|? Es|?
1+ 02 _ |E | @| o] — R4+ N9
So ‘EOP nq ‘EO‘Q nq

No hay pérdida de energia en el proceso.

Resolver el problema general en Mathematica.

Resolver el problema de la propagacion en una interfase delgada.

2. Fisica de plasmas: medio no trivial

En un plasma las particulas cargadas se mueven en respuesta a los campos aplicados, generando corrientes
y densidades de cargas. Las ecuaciones de Maxwell en su forma macroscopica es



10B
V- E=4drn<p> VXE:——a—
c Ot
V-B=0 Vxp=2T o g. L8
c c Ot

La teorfa del plasma da una formulacién consistente para la dindmica de 5y J en la presencia de los campos
microscopicos e y b, y en particular para los campos macroscépicos E' y B. Recordemos que no siempre
existe una escala donde este promedio microscopico tiene sentido, por ejemplo en un plasma diluido donde
la dindmica sucede en escalas L < A.

La densidad de carga microscépica p incluye la densidad de carga libre y ligada en los dtomos, moléculas.
Lo mismo para la corriente J. Al pasar a una escala macroscépica vimos en el capitulo anterior que si
tenemos cargas ligadas en atomos y moléculas, el efecto del material se puede incluir a través de los campos
M y P. Ahora generalizaremos esto, al permitir que las cargas tengan mas movilidad con la posibilidad
de generar corrientes libres. Por ahora asumiremos que tenemos un medio macroscopicamente neutral
p = 0, lo cual sucede en muchos ambientes astrofisicos de interés. Notemos que esto permite que la ecuacién
de Maxwell sea

V-D=0
lo que en la presencia de una onda plana da

kE-D=0

Mas delante relajaremos la restriccién de neutralidad macroscoépica utilizando un formalismo de Vlasov-
Maxwell. Notemos que es posible tener corrientes en un medio macroscopicamente neutral, siendo el caso
de un conductor un ejemplo de relevancia.

El analisis hecho en el capitulo anterior sugiere que podemos escribir la corriente macroscépica como

E) +V x[(1-1/u)B]
donde tenemos los tensores de conductividad o, dieléctrico €, y de magnetizacion . Con esta definicion, y

D=¢cE B = uH

podemos escribir la formulacion macroscopica de las ecuaciones de Maxwell en la presencia del plasma
como

V-D=0 Vsz—la—B
c Ot
V-H=0 VXB:4—7TGE—I—18—D
c c Ot



Para este caso general conviene resolver

%—f = —cVxFE

oF c Oe Aw B
= _ Z\pZE_,E =
ot A T —|—V><M]

con E y B dependientes. Si tomamos el rotor de la ecuaciéon de Faraday, tenemos

drpd(cE)  po*(eE) pd 1

- = ——— |BxV(—))| =0

c Ot 2 ot? cot % (u)>

la cual aun depende de B. Si i es independiente del tiempo, podemos tener una ecuacién independiente
para E, dando

V?E -V(V-E) -

_Ampd(oE)  p 0P(eE) 1

’E — - E E =
\% V(V-E) PR 2 + 1(V x )XV(M)) 0

En el caso de oscilaciones harménicas Fe ! los tensores € y o se pueden obtener de la parte real e
imaginaria de la corriente

J = [a—l—iwg_l]E
47

asumiendo p = 1.

Notemos: Los tensores se obtienen de J. En muchos libros se calcula el efecto del medio usando el tensor
dieléctrico P =< nex >, dando origen a tensores complejos. Veremos mas adelante que esto complica la
formulacién de la aproximacién Eikonal (éptica de rayo), requiriendo Eikonales complejas. En este libro
utilizaremos tensores reales, y en esta formulacién veremos que € determina las propiedades de propagacién
de la onda, y o la disipacion en el medio.

Un tema muy interesante hoy en dia son los materiales con ¢ < 0y p < 0, llamados “left-handed
materials”

Para encontrar estos tensores, y los modos de propagacion en el plasma, debemos resolver una evolucién
macroscopica del plasma. La soluciéon depende fuertemente de la situacién particular.

2.1. Propagacion en un medio escalar homogéneo

Si asumimos que los tensores son diagonales €d; j, (10; ; ¥ 00; ; y constantes (espacial y temporal), entonces
la ecuacion de onda
drud(cE)  p 0*(eE)
c Ot 2 ot?

V2E - V(V-E) + (Y x B) % V(%)) ~0

7



permite soluciones en ondas planas, lo que da origen a la funcién de dispersion
2
w 4o «
kQ:—Q(ue—i—m—) — kzi(ﬁ—l—i—)
c w 2

Los modos de propagacion son entonces

B@J%:EO%H%)EXQ

6_§k'$6¢51}.m—m]

lo cual muestra que los campos no tienen la misma fase dentro de un conductor. La distancia de penetracion
(“skin depth”) definida como la distancia de penetracién en un medio conductor, estd dado por

2
s=Sn S Bl

a A\ 2Tpwo

la dltima relacion se aplica para un buen conductor.

Incidentalmente, notemos que para este caso particular podemos escribir las ecuaciones de Maxwell

k-E=0 kx E=2B
C

k-B=0 hx B— 0wk
C C

obteniendo el resultado anterior

; . E,xB, L.
k= “nk fo= Do X7 B, = nk x E,
¢ ‘oxo

pero con el indice de refraccién complejo
kc‘ / _ 47o
n=|—| =/ pe+ru—
w w

esta relacién nos permitira hacer interfaces conductoras.

2.2. Por que w(k)?

Notemos que la relacién de la seccién anterior da dos soluciones k(w) = (8 + ia/2). Recordemos que
cuando construimos la funcién de Green en el el espacio k — w en el capitulo pasado, vimos que los ceros
de la funciéon de dispersion representaba los modos de oscilaciéon del sistema. Por lo tanto es necesario



considerar estos dos modos. Esto es exactamente lo que esperariamos, ya que nos permitira construir una
solucién completa por superposiciéon de un paquete de onda. Veremos esto en detalle mas adelante.

Notemos que la ecuacion de onda es en general lineal, por lo tanto la podemos resolver asumiendo una
condicion inicial y aplicando la transformada de Laplace para el tiempo, y una transformada de Fourier
para el espacio. Esto significa que puede ser transformada a

h(k,w) - E(k,w) =[] (E(t=0))

donde el lado derecho corresponde a condiciones iniciales generadas por la transformada de Laplace. Notemos
que si u depende de la posicién, entonces k no representa un buen modo (solo situaciones homogéneas), y por
lo tanto la transformada de Fourier deberia convertirse en una convolucién. Si y depende de w solamente,
entonces podemos seguir y resolver este problema. Si los tensores dependen de w, la funcién de dispersién
esta dada por

4 9 .
M g N WLy
c c c ]

hlk,w| - Elk,w] = —k x (kX E) +

)

Notemos que al hacer una transformada de Laplace inversa, solo los modos correspondientes a

Detlh(k,w)] =0

sobreviven, ya que estos son los polos de nuestra ecuacién. Esta es llamada una relacion de dispersion. Es
una cuestién de opcién si hacemos la transformada de Fourier primero y obtenemos k(w), o si hacemos la
transformada de Laplace primero y obtenemos w(k). Hay que tener cuidado con esto, ya que para garantizar
que la transformacién de Laplace converja hay que hacer una continuacion analitica y mover el contorno de
integracion, a lo que se denomina método de Vlasov. En todo caso vemos que los modo de propagacion
dan origen a w — w(k) que luego se utilizard para construir una solucién completa en termino de la
transformada de Fourier. Esta expresion conecta k con w, determinando los modelos posibles del sistema.
Los modos de E son encontrados invirtiendo el tensor h.

Trabajaremos en dos ejemplos.

2.2.1. Caso simple I: Conductores
En un conductor podemos tratar el movimiento de las particulas cargadas como

eE(x)e ™t
m(w? + w? — iwy)

&+ i+ wlt = EE(q:)e’i“’t — z(t) =
m

Notemos que en esta ultima expresiéon asumimos que kxz << 1, por lo tanto estamos asumiendo un campo
pequeno. Si las particulas no interactian entre ellas (densidad muy baja), podemos calcular la corriente

2
_ —iwne
J = —nex = 5 L
w? —iwy)

o_

lo que nos permite estimar



g =

2
w
wly e (1__;)
pe -1
2

LU2 2
7?2+ w? (1 — E)

con la frecuencia del plasma wze = 4mnZe*/m. En muchos libros se maneja el concepto de un dieléctrico
complejo, y aunque las dos formulaciones son completamente analogas, la 6ptica se complica considerable-
mente. Para electrones libres (como en el caso de los metales y los plasmas) w, = 0 y pequenas velocidades
v = 0, por lo que obtenemos

47

2
w
O‘:LV — oc=0
Am[y? + w?]
w2 w?
e=1—- —=& _ N =1 _F¢
e+ x

Este modelo sirve para representar ondas en la ionosfera mientras w > wp.. Si a alguna altura w < wy,,
entonces € — o, entonces y la onda es reflejada. Este fendmeno es el responsable de la reflectividad de los
metales. Si tenemos una onda plana en el plasma, la distancia de penetracién sera E

2
0 =i—y/w? +wl
w

por lo tanto, una onda que se propaga en la ionosfera es reflejado si w < wy. permitiendo las comunicaciones
de radio tipo AM. Por esto podemos escuchar la radio de Moscow en Santiago. En este caso el indice de
refraccién es real y la propagacion real del rayo puede ser resuelta con la formulacién Eikonal que veremos

mas abajo usando
2
n(z) = ve(r) =1/1— wp:}—(f)

En situaciones mas generales debemos incluir el efecto de frecuencias resonantes multiples w, dando lugar
a altos coeficientes de absorcién.
2.2.2. Caso simple II: Propagacion iondsferica

En la presencia de un campo magnético constante B = B,Z, como es en el caso del campo magnético de la
tierra, podemos escribir la siguiente ecuacion de movimiento

e .
mit — =By x 1 = eFe~ke=wh
c
Asumiendo k|r| < 1, podemos escribir
r = ,roefi(k-:rfwt)

10



por lo que obtenemos

[ ww), iQw?, 0 7
02 0 wg 02 —2w2 E,
i = | - "% e E,
02— w2 Q02— o2
w2 Ez
0 0 e
L w 4

Para encontrar los modos de propagacion, tenemos que encontrar la relacion de dispersion, dada por la
ecuacion de onda

y
kxkx E+k, {EJ+/€OE:| — 0.
C

Asumiendo modos que se propagan en forma paralela al campo magnetico, obtenemos

[ w? iw? Q T
]{72 _ k2 pe k,2 pe k,o_ 0
. °2+ w?—02°% w—-02 "¢ ) E,
Wiowpe 2 2 Woe 42 =
o Wt mhghe 0 | =Y
w2 z
0 0 —ki + =5
L cs
donde Q2 = ¢B/mc es la girofrequencia. Esto es
A 1B 0
E,
—iB A 0 E
2 y | =0
0 0 K- ||E
o 2

Por lo tanto la relacin de dispersin A? = B2 tiene dos modos circulares que se propagan a lo largo de campo
magntico (donde ki sale de A = £B)

By = E(3 £ §)e+?

Es extremadamente interesante notar que si podemos poner un campo magnético lo suficientemente fuerte
en un conductor (electrones libres) podemos hacerlo transparente con la propagacién de la onda a través
de él, i.e., un material invisible.

2.3. Trayectoria de particulas en campos electromagneticos

2.4. Ecuacién de Vlasov
En Mecénica Analitica demostramos que la distribucién de N particulas p(Z,t) en el espacio de fase satisface

d .. Op . B
pr (a:,t)—a—l—(x-vi)p—()

11



wb/wp=0 wb/wp=0.5

20 20 \\_//
10 10
w 0 v 0
-10 -10
-20 -20
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
w/wp w/wp
wb/wp=1 wb/wp=1.5
20 20
10 10
v 0 v 0
-10 -10
-20 -20
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
w/wp w/wp

Figura 2: Constante dieléctrica como funcién de w, w,, wp para la propagacion ionosférica.

para las 6N variables & = x1,...2x3n5,p1,-..,P3n. O asumimos que las fluctuaciones son pequenas, y que
las particulas interactiian solo a través de los campos promedios (y entre especias a través de una friccién
efectiva), podemos asumir que

p= Hiv f (xja t)
Aqui z; corresponde a la posicién y momento de la particular j. Esta implica que las correlaciones son

pequenas. En principio las correlaciones de segundo orden son incluidas en el termino colisional que veremos
abajo en la ecuacion de Vlasov. Por lo tanto la ecuacién para la densidad de particulas f es

Of (x; J
>, %H#J’f(xi,t) +22; fja_i,jﬂif(xi’t) =0

2 %Hmﬂ%t)+Zj($'V)f(%t)n#jf(%t) =0

S (25 (0 9) ) ) s it -0

Como cada termino en el paréntesis depende solo de la particular j, entonces todos deben de ser cero, y
por lo tanto obtenemos la ecuacién de Vlasov.

La dindmica de particulas que interactian a través de campos electromagnéticos macroscopicos pueden ser
descrita por una ecuacion macroscopica llamada la ecuacién de Vlasov que asume que:

1. la densidad del plasma es pequena

12



2. las correlaciones son pequenas

3. las fluctuaciones electromagnéticas microscépicas son irrelevantes

La ecuacién de Vlasov es entonces

Ofa . Of Ofa 0
e gt (B xB) =

coll

donde f(z,v,t) representa la densidad de particulas con posicién en el cubo centrado en z de tamano da3
y con velocidades en el cubo centrado en v y tamano dv®. El operador colisional

Ofa
ot

representa posibles colisiones entre particulas, o con particulas neutrales como es el caso de la ionosfera.

coll

Las variables macroscépicas son
ne = [dvif,
Us = i f dv® fov = (v),,
Poij = mao [ dv’fo (vi = Uas) (vj = Uay) = nama ((vi = U3) (v; = Uj)),

Notemos que el tensor de presion esta definido con respecto a la velocidad promedio de cada especie. Con
estas definiciones podemos escribir

P = anna = Za Qaffa(xavat) dv?
J = ZQanaUa = Za qafvfa(x,v,t) dv®

como fuentes para las ecuaciones de Maxwell

10B

E=4 E—_-2

\Y% mp V x Y
4 10E
V-B=0 V><B——7TJ 0
c ot

Estas ecuaciones se pueden resolver usando una transformada de Laplace—Fourler para condiciones iniciales
tanto en los campos como en las distribuciones a través de la teoria de Vlasov, lo que implica que
tendremos también una funcién de Dispersion, y varios modos de propagacion.

Por ahora construiremos una teoria de fluidos para estas ecuaciones, tomando momentos < v¥ > de la
ecuacion de Vlasov.

13



2.4.1. Momento v°
Asumamos que no tenemos ni ionizacion ni recombinacion, y ademaés el plasma esta completamente ionizado
Oong,
ot
Por lo tanto multiplicando por 1 e integrando, obtenemos la ecuacién de continuidad (usando una sumatoria
de Einstein)

=0

C

On, 0 B
82& + 8—%(710{[]&71') =0

Hemos asumido que para grandes |v| — oo la distribucién tiende a cero.

2.4.2. Momento v

Vemos que en la ecuacién de Vlasov multiplicando por m,v; e integrando obtenemos (usando una sumatoria
de Einstein)

a 8 a1
a (namaUa,i> + a_l,j(nama <Ujvi>) = naQaEi + n Cq (Ua X B)z + Koz,z’
Notemos que
((vi = Uai)(v; = Uay)) = (viv;) = Ua,iUa,
y por lo tanto
U, U, 0P, ; Naq
allla - Ua' D == e aEi - Ua B i Kai
Hallt (’3t+ ’]Ga:j} Ox; + Rat +c( X Bit+ Ko,

Ademas,

Ka,i = /mavi {%}C d'U3

representa el intercambio de momentum con las otras particulas. En un aproximacién lineal, esto se puede
escribir como

Ka,i = — My Z Va,B (naUa — nBUg)
B

donde v, s es la frecuencia de colisiones entre especies o y 3. Esto es equivalente a

0fa
[g} = Eﬁj vos (fo = f5)

14



2.4.3. Momento v?

Multiplicando por m,v?/2 e integrando obtenemos

d /1 0 (1
a (énama <'U2>a> + 8_% (§nama <'UjU2>a) - naan : UOé - Ha

Notemos que en general podriamos tratar de construir una ecuacion para el tensor P, ;; pero por ahora
asumiremos que es isotropico

Foij = Pudij

H,, = /mav2 {%] dv’
’ ot |,

representa el intercambio de energia cinética con las otras particulas. En un aproximacién lineal, esto se
puede escribir como

Ademas,

Koi=—mq Z Va8 (na <v?>, —ng < v? >5)
B

donde v, s es la frecuencia de colisiones entre especies a y 5. En principio esto se puede relacionar con las
presiones respectivas.

2.5. Ecuaciones de Fluido

Es conveniente definir las variables de fluido macroscépicas

L= MaNg pU =5 " mana U,
P =2 qa"Na J =3 qanalUa
Con estas definiciones inmediatamente tenemos
dp
—+V-J=0
ot *

and

o
E—FV-([LU)—O

Notemos que las colisiones entre las particulas cargadas no cambian en momento total

Zma/dv3 {%] U:ZKQ =0

por lo tanto

15



0

oUu
(’33:]

pl =+ (U- V)U] =

> P — uU;U; +ZmanaUMUa] + pE + = (J><B)

Vemos que se hace conveniente reformular las presiones del fluido P con respecto a la velocidad del centro
de masa, y no de cada especie. Esto es

pa,i,j = ma/dv?’fa (Ui - Uz) (Uj - U]) = NaMyg <Uivj>a - namanUj
Con esta definicién tenemos
oU
E+(U VVWU| =~V P+ pE+ - (J><B)

con P =) P,. Siasumimos una presién isotropica, tenemos

poe = %nama (<U2>Q_U2) — VP:VP

y.

Notemos que las colisiones entre las particulas cargadas no cambian la energia total

e o ] X

El flujo de energia es

Qui = ~ttama (v — U)(v — U)),

f

= —NagMy (<Uﬂ)2>a -2 <Uivj>a Uj -+ U2Ui7a — UZ <U2>a -+ 2UinUa,j — UZU2)

f

1 1
= §nama <UZ‘U2>a — Uj [Pa,i,j + naman(Uj — Ua,j)] + §namaU2(Ui7a — Uz) — §Umama </U2>o¢

Sumando sobre a y tomando un presién isotropica tenemos

Q= Z noémoz<vZ a——PU——,uUQU

Notemos que la ecuacién de un momento n, depende del momento n + 1. Esto se llama una jerarquias de
ecuaciones. En general esta jerarquia se corta en algin nivel. Aqui asumiremos que

Por lo tanto



Por lo tanto si sumamos la ecuacién de la energia cinética sobre las particulas tenemos
{6P

5 1
5 (U V)P] =5 PV-U+(J = pU)- (E+EU><B)

2.6. La ley de Ohm

En plasma la gente suele utilizar la ecuacién de movimiento para los electrones (o las particulas de menor
masa)

ou,,

ot
como una ecuacion de Ohm. Aveces es 1til construir la ecuacién de Ohm a través de la derivada temporal
de

0P

Lj

NaMe, |: =+ (Ua : V>Ual = - + Naga [E + % X B‘| + Ka,i
&

J = Z qanaUa

que nos da

0J , a
o (L o)+ T [ o+ Dk

Notemos que par el caso de un plasma de dos particulas (electrones y neutrones) tenemos

en.u, e2niu; e’n,  e’*n;\ pU x B e2m. e’m; Jx B
X B+ X B = + + _
CM, cm; CMe cmy; ) Me +my cm; CMe | Me + My
0 Golo | O
—a ; gqana <Uﬂ}j>a = v; -~ -+ _61']‘ (UZJ] + UJJZ — UZU]p)

2.7. Algunos parametros relevantes

Estos son los valores de algunos pardmetros caracteristicos en la cola de la magnetosfera (magnetotail)

Spatial scales

Electron Larmor gyroradius | 7. = v7e /8 10 kms
Ion Larmor gyroradius rri = vri [ 1000 kms
Plasma skin depth Ae = C/Wpe 1 km
Plasma Debye Length Ap = (KT /4mne?)~1/? 200 m

2.8. Ecuaciones de MHD

Ahora vamos a construir las ecuaciones de Magnetohydrodynamics (MHD).
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Time scales

Electron gyrofrequency Q. =eB/m.c 2 x 10° rad/sec
Ion gyrofrequency O, = ZeB/myc 1 rad/sec
Electron plasma frequency wpe = (4dmnee? /m,)t? 10° rad/sec
Ion plasma frequency wyi = (4nq? /m;)? 2 x 10? rad/sec
Electron collisions Ve =291 x107%n.In AT, | 3 x 1079 1/sec
Ion collisions v; = 4,80 x| 5x107"% 1/sec

1078 Z4u~%n;In ATZ-_3/2

Velocities

Electron thermal speed vre = (KT./m.)? 10* km/sec
Ton Thermal speed v = (KT;/m;)'/? 10% km/sec
Ton sound speed Cs = (WZKkT,./m;)'/? 3 x 10% km/sec
Alfven speed va = B/(4mn;m;)1/? 10% km/sec

2.8.1. Neutralidad

En general asumamos un plasma macroscopicamente neutral
p= 0 - E GaNa = 0
[0

compuesto de varios tipos de particulas cargadas. Esta es una aproximacion bastante comun en plasmas.
Cuando tenemos electrones e iones (una vez ionizados), en general esto implica n, = n.

Para clarificar esta aproximacion, definamos la distancia de Debye A\p de las particulas. Si ponemos una
carga en reposo en el plasma con densidad inicial ng,, esto forzara a las particulas del plasma a moverse
para cancelar el campo eléctrico producido por esta carga. Eventualmente se deberia llegar a una situacion
de equilibrio ®(r). Dado que las particulas cargadas tiene en general una distribucién tipo Boltzmann
(asumiendo que estamos muy cerca del equilibrio estadistico inicial), vemos que

qa®
kT,

dado que tienen una temperatura dada en el plasma. Dado que estamos cerca del equilibrio estadistico,
implica que el exponencial es pequeno, y por lo tanto

WP 0P
Ng = No,o VTP [— ZT ] RN [1 — zT}

No = No,o TP [—

El resultado final deberia ser la solucién

V2<I> = —4m [q&(x’) - ZQQ(na - nO,a)] ~ _47Tq5(‘1;) + LQ)

AD

Esto genera un potencial apantallado
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D~ ge_”/AD

donde

- AT G2 Ny

kT,
Ap =) A N

Asumamos que estamos interesados en fenémenos que ocurren en escalas mucho mayores a L >> Ap,
entonces podemos asumir que

p~0
En el caso de dos especies tenemos n; = ny. Esto implica que
V-J=0
Ademas, esto permite definir un plasma, que es cuando tenemos efectos colectivos, lo que implica que

deberia haber suficientes particulas dentro de una distancia de Debye,

1
g=——<<1
nA%

2.8.2. Electro protén plasma

Nuevamente nos concentraremos en el caso de electrones y protones

my, >> me
Primero tenemos
~ ~ M
Ne =~ Ny ~ —
mp
Adema3s
1
U, ~U U, ~U——J

en
Asumamos que |U, — U,| es pequeno, por lo tanto

e e
—EKE + m—pr ~ 2nev, (U, — Up) = —2vJ = — .

donde la resistividad del plasma es

La ecuacién de Ohm es entonces
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4 B 1
E+Ywpony|~ im0l T +—V-(%R~—Pe)
C

w2, ot cen, en m;

sin considerar los términos cuadraticos y tomando explicitamente que m, >> m.. Por eso es que la gente
utiliza mucho la ecuacion de los electrones como la relacién de Ohm. Las dos concuerdan solo en estos
limites.

Vemos que en general tenemos el termino

nJ:E+g><B
c

al que estdbamos acostumbrados. Por lo tanto si asumimos que en general n es muy pequeno, podemos
partir con el “ordering”

E~UBJc
En la ecuacién de fuerza tenemos
kU?B?
pE ~ 47Tk7EE ~ 5 pE U 2
c _ _
JxB| kBB R—JX—B—<;) <<l
c c c

por lo tanto podemos asumir que p ~ 0 para velocidades no-relativisticas. Pero si asumimos que p ~ 0,
entonces lo logico es que utilicemos la ecuacion

47

VxB=—J
c
Para velocidades no-relativistas, tenemos
10F LOE
-—| ~UB/(*T) c Ot U 1L
c ot R=———7F=(—)(-5) <<1

Notemos que el tensor de presién es en general no-isotropico por que el medio es bastante no-colisional,
lo que implica que no hay suficientes colisiones para volver al equilibrio iso-tropico. Pero podemos ignorar
efectos de presion, si estamos mirando en escalas mas grandes que la distancia de Larmor de los electrones:

J x B P, nmevfh iV ' P'

Ucen(3 . enlL enlL R— 6[7} N ?%h (TZ,e) e
— x B|~UB/c — x B‘

c c

La dependencia temporal de la corriente también se puede ignorar si la giro frecuencia de los electrones es
mayor a la frecuencia de la escala temporal de la dindmica de los campos
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JxB| BB ar 9J

cen, | cenL w01 W

dm 0J|  mewceB R= J X B NQ_e<<1
wge 8t n62 CEeN,

El termino de Hall también se puede ignorar si la distancia de Larmor de los electrones, y el “electro skin

depth” A, = ¢ es mucho menor que el radio de Larmor de los electrones.
Whe
Jx B BB Jx B
cen, | enL CeNne Uth Ae 2o Le
UxB| UB h= UxBN(7><rL7e>(L><<1
C C C

Muchas veces esto no se satisface.

Bajo estas aproximaciones la ley de Ohm es

1
E=—-—-UxB
c
la que satisface la condicién de “Frozen-in”. Las ecuaciones de MHD son entonces

o

E—FV(MU) =0
1
MLG—U—F(U'V)U] = —V.-P+-(JxDB)
ot c
0
E—VX(UXB)
con
&
= —VxB
J 47TV><

Aveces es mejor integrar estas ecuaciones para el vector potencial, ya que p = 0, y lo cual garantiza V-B = 0.
Notemos que aun nos falta una ecuacion para P. De la ecuacion para P de arriba tenemos

3 [oP
2

_ 5 _
EHU-V)P} =5 PV-U

lo que podemos re-escribir como

1dP 5l
Pdt 3pdt
donde
dP oP _
R el V)P
ar [m”U V)}
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con lo cual tenemos

2.8.3. Perturbacion lineal en plasma homogéneo

Ahora partiendo de un equilibrio homogéneo

Bo Uo Ko Po

podemos hacer perturbaciones lineales

B, + Byet vt U, + Uyetkewt Lo + p1p €Tt P, + Pjettr—wt

para obtener el tipo de ondas que se pueden propagar en el sistema. Esto va a dar origen a una matriz que
determina los 8 modos de propagacion

A(w, k)x =0 wi(k)

donde z = { By, Uy, Pi, pu1}. De esta relacién podemos encontrar los tensores € y o si necesitaramos.

También podemos considerar esto como un problema de valor inicial si deseamos, como lo hicimos con la
ecuacion de Vlasov.

para la situacién que no tenemos un plasma homogéneo hay que se mas cuidadoso, y hay que considerar
las variaciones espaciales de los campos or lo tanto no podemos hacer la expansion en ondas planas.
?

2.9. Shumman Resonances
3. Optica del rayo, con n(x)
Hasta ahora conocemos cémo resolver la ecuacién de ondas con n = constante por una solucién de rayo con

S(z) = nk-7  — E(z,t) = B gikoS(@)—ist

donde k, = w/c. La funcién S es la Eikonal, y es claro que k es perpendicular al plano constante de la fase,
i.e., S = constante. El camino seguido por k es denominado un rayo. En el caso de £(z) y o(x), debemos
reescribir las ecuaciones de Maxwell

VE - ——— - 2~ —
c? Ot? c2 ot

Podemos tratar una solucién armonica en el tiempo

e ’FE  4wo OF __y (E . Vs)
€

E(CL‘, t) _ E_fo(x>€ikos(x)—iwt
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wt,
wt,

wt,

Figura 3: Como evoluciona S(x).

como se sugiere en la Fig. 3.

Si tratamos esta funcién como una solucién que tenemos de las ecuaciones de Maxwell, con 1 = constante,
0 = V2E,—VI[E, V(lne)]
. dro = - SR -
—iko | =——Eo +2(VS - V)E, = E,V*S 4+ VS(E, - V(Ine))

—H{:g [(VS)Q - E]E_;

Si asumimos que k,L >> 1, (L como la longitud de escala de la variacién del campo y el indice de refraccién),
lo cual significa que el campo varia suavemente comparado con la longitud de onda de la onda, L >> \.
Podemos escribir la siguiente solucién para un orden dado

(VS =n*=¢
4o =

2(VS-V)E, — EV2S + VS (E? - V(In g)) - 2F,

Notemos que la propagacion de S responde a las variaciones de e, mientras que la conductividad sélo afecta
a la evolucién de la amplitud de la onda.

Podemos obtener el mismo resultado por analogia. Usando la metodologia para n = constante definimos el
vector unitario k que determina la propagacién del rayo que es perpendicular a S en cada punto

VS = n(x)k(x)
i VS VS
ds |VS|  n

con s la longitud de arco del camino ds = \/ dx? + dy? + dz2. Recuerde que el gradiente de S tiene la
magnitud apropiada. La ecuacién del rayo definido por k, es

d dr dVS

s"ds T ds "
Usando V(A-B)=(A-V)B+ (B-V)A+ Ax (VX B)+ B x (Vx A)
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tenemos

VS,

&"L'j

ds  ds Oz, on oz N nnVn =Vn

Lo cual da la ecuacion del rayo. Podemos escribir todavia

S(z) = / " nlz(\)]dA

donde los términos de segundo orden en x han sido omitidos como es esperado para una aproximacion de
rayo. Por lo tanto si partimos de x( y la ecuacion del rayo nos lleva a x, entonces podemos calcular cuando
cambio S en ese camino. De esta forma podemos encontrar S(z) en todo el espacio (en la practica es mas
conveniente integrar hacia atrés).

Otra cosa es descubrir cuanta energia es perdida en la propagacidn, i.e., el valor de E(x) a través de la
trayectoria. Es facil mostrar que el campo varia a través de la trayectoria como

Ao (s)

s V2S(s') +
Ey(s) = E/(s) exp —1/0 ()

5 ds’ (1)

con F'(s) = constante a lo largo del rayo si es perpendicular al rayo en algin punto, e.g., en el espacio
vacio. Notemos que

dr
V3§ =V-(VS)=V- <n—)
ds
por lo tanto tenemos que evaluarla en forma numérica. En algunas situaciones se puede hacer en forma
analitica.

Podriamos intentar escribir una ecuacién de rayo para un Eikonal complejo y habria dado una solucién
similar en términos de las dos ecuaciones Eikonales. En nuestro formalismo no es necesario, ya que tenemos
claramente separados los efectos de propagaciéon del tensor dieléctrico €, de los efectos de la disipacién se
incorporaron en el tensor de la conductividad o, ambos reales.

Es bastante facil notar que si n = constante, entonces (2) da lineas rectas. En los interfaces entre los dos
medios, usamos la ley de Snell. El primer término en la integral de (2) representa la divergencia de los rayos
en el espacio. Tomando una onda esférica en el espacio vacio, luego

24



10%rS 2
) — 2 = — = —
exp (i [kor —wt]) — V=S - .

%/VQS ds=Inr — FE(s)= E(0)

r

como deberia ser.

Los métodos de soluciones para esta ecuacion incluyen:
1. La aproximacion paraxial.
2. Numéricamente.
3. El principio de Fermat.
4. La suma de fases.

Es extremadamente importante notar que hemos obtenido la misma relaciéon para la Eikonal independiente
de la ecuacion de ondas que representa, expansion analitica de apenas una onda con una fase variable. Por
lo tanto la ecuacion del rayo, i.e. el Eikonal, sélo representa como las fases de la solucion de la ecuacion
de ondas cambia en un indice de refraccién variable. Sélo la amplitud de la onda depende en especifico de
la ecuacién de ondas (términos fuente). Por lo tanto, esta aproximacién Eikonal es vélida para cualquier
solucion oscilatoria a través de un espacio indice de refraccion variable, mientras las variaciones del espacio
sean mas suaves que la longitud de onda.

Problema: La capa de invisibilidad. Considere una esfera (o cilindro) de radio R con un indice de
refraccion n(z,y, z) tal que existe una region cerca del origen por la cual los rayos externos no logran pasar.
Si ademas estos rayos salen de la esfera en la misma direccion de incidencia, entonces a esta region se le
denomina la region de invisibilidad. Trate de construir el indice de difraccion. Como se plantea este problema
para poder resolverlo? Ayuda: Se puede plantear como un problema de optimizacion o directamente como
ecuaciones diferenciales. Ayuda: Se sugiere plantearlo expandiendo n en terminos de M elementos finitos
y luego testear que se de la condicion de incidencia igual a la condicion de salida para un numero igual de
rayos. Utilizando la ecuacion de onda, muestre que la solucion que construyo en el problema anterior para
n genera efectivamente una region de invisibilidad.

3.1. Aproximacion paraxial

En la aproximacion paraxial sustituimos

d d d dz(z) On

—~— 5 —n——=—

ds dx dr  dx 0z
En esta aproximacion es ttil desarrollar un formalismo de matrices para trabajar problemas complejos de
ir a través de diversos medios e interfaces. De hecho este trazo del rayo es usado en simulaciones complejas
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de la realidad.

En este formalismo, definimos un estado de dos vectores del rayo (z(z), x). Usando este formalismo podemos
definir la transformacion del rayo en:

a) En un medio con n = constante de largo L

Zol=( 1) [Z0)
-0 ]
2= O]

d) Espacio variable con n(x,z) = n,(1 — a?z?/2) de longitud L

b) Una interfaz dieléctrica

c¢) Lentes delgados

| ——|
N\ [
—_—
SRS
—_
I

(et o) 6]

_—

Figura 4: Aproximaciones paraxiales

con estas aproximaciones podemos calcular muchas trayectorias de rayo complejas en un medio complejo.
Mas atin, es posible establecer una conexién directa de la forma matricial y el coeficiente de propagacion
de una viga Gausiana, usada en fibras dpticas. Esto es lo que se usa en “ray optics” para las peliculas de
animacion. con muchas rayos de luz.

Problema de reflexion en un espejo.

Problema de propagaciéon magnetoesférica: Onda alven.
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3.2. Solucion numérica

La ecuacién de rayo, sus tres componentes 7(s), pueden ser resueltas numéricamente usando s como el
parametro

d dr dvS

£n£ - ds

Vn

Podemos escribir

S(z) = Slz(M)] = / " nlz(0)]dA

Por lo tanto si partimos de xy y la ecuacién del rayo nos lleva a x, entonces podemos calcular cuando
cambio S en ese camino. De esta forma podemos encontrar S(z) en todo el espacio. En la practica es mas
conveniente integrar hacia atras. Notemos que de esta forma podemos evaluar como evoluciona la fase

Explik,S(x) — iwt]

Con S(z) evaluado (por lo menos numéricamente) podemos ahora estimar

dro(s)

1 /S V2S(S/) +
0

Eyls) = Eyls)exp |3 I (2)

a lo largo de rayo. Con esto obtenemos

E(z)Explik,S(x) — iwt]

el campo en todo el espacio siempre y cuando lo conozcamos en alguna interfase.

3.3. Principio de Fermat

El principio de Fermat establece que un rayo miminizara el tiempo que toma viajar de el punto A al B,
luego

dr n B 2 | 2 | 22\1/2 b
[A7B]: 35 —dr ~ n(x,y,z)(a: +y +z ) ds = F ds
sV s C A

A
Usamos los métodos entandar para minimizar esta relacion para el camino, para obtener

dx 0t; Oz, ds ds

la cual es la ecuacién de rayo. Notemos que podemos usar directamente el indice de refracciéon n = /g, o
mas general, podemos usar la velocidad de fase de una onda. Por ejemplo la velocidad de fase




esto se obtiene de la relacién de dispersién h del plasma.

Problema: de la propagacién magnetoesférica: En un plasma con un campo magnético B, Alfven gan6 el
novel mostrando que uno de los modos de propagacién es una onda de Alfven con una velocidad de fase
proporcional a la magnitud del campo magnético. Muestre numéricamente que el campo dipolo de la tierra
no puede actuar como una longitud que se enfoca para las ondas de Alfven en el viento solar. De hecho estas
ondas pueden ser enfocadas sélo cuando el campo magnético alrededor de la tierra cambia topologicamente.

Problema: Dos problemas entandar de Fermat (linea y el indice n ~ z?)

3.4. Suma de fases e integrales de camino

En la obtencion de la ecuacion de rayo desde el formalismo de reduccién al minimo, debemos aumentar la
siguiente ecuacién. Como lo hace el rayo sepa por adelantado que camino tomar. La respuesta es que el
rayo muestra todos los caminos posibles, esto estd relacionado con el formalismo de integral de camino que
hizo a R. Feymann famoso. La idea es que el rayo toma todos los caminos posibles y la probabilidad que el
rayo alcance un punto B esta dada por

T:/nds — P(A,B) ~ Z exp(iwT)
S;

todos los S;

Se puede ver que la trayectoria clasica que minimiza la fase de Fermat alcanza el punto B. Para cualquier
otra trayectoria cancela cada una en fases. En la mecanica cuantica esto es verdad sin una longitud de onda
A del camino clasico.

A

Figura 5: Diferentes caminos generan diferentes fases.

Haga un problema con el espejo usando Fermat y las fases.

3.5. Paralelismo con la mecanica clasica y cuantica

Notemos que a través de la Eikonal fuimos capaces de aproximar las ecuaciones de onda de Maxwell con
una ecuacién diferencial ordinaria para el rayo. Es interesante notar que la mecanica clasica (las ecuaciones
de Hamilton) son exactamente esta misma aproximacién de las ecuaciones de Schrodinger, y la método de
aproximacion es el mismo. Notemos el paralelismo:
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Ecuaciones de Maxwell Ecuaciéon de Schrodinger

Ecuacién del rayo Ecuacién de Hamilton (Newton)
Eikonal S = [ ):\O "nds Accién A = ftif Ldt

Principio de Fermat 65 = 0 Principio de Hamilton A = 0
Propagador Y Explik,S)| Propagador Y Exp[ihA]

Ecuacién Eikonal (V.S)* = n? Hamilton Jacobi (VT)? = 2m(E — U)
Limite k,L >> 1 Limite pL >> h

onda Fxplik,S — iwt] onda Fxpl(ik, T —iEt)/h]

Por lo tanto vemos que en 6ptica las trayectorias estan dadas por la normal k alas superficies de S constante.
Mientras que en la mecanica la transformacién canénica p = VT es perpendicular a las superficies de fase
T constante. Esto ultimo es equivalente a superficies de fase A constante ya que

ar or or. .
E—EwLa—qq——Herq—L

ya que T'(q,p,t), pero p = const. Por lo tanto

4. Superposiciéon de amplitudes

Tomemos la superposicién de ondas de ondas con un indice de refraccién variable.

1 o .
u(z,t) = E/ A(k)etke=iw®t g

A(k) = \/% /OO u(z,0)e* dy

Es en general una cosa de eleccion considerar w o k como la variable independiente. Depende de la naturaleza
de las condiciones iniciales del problema, a saber si /0z = 0 o 9/9t = 0 entonces podemos expandir en k
vy w respectivamente.

4.1. Medio dispersivo

Asumamos que w(k) tiene el valor maximo cerca de w,. Luego
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d
w(k) = wo+£ (k— ko) + ...
[k dw ] [ dw }k
% — | —wol|t ile———
1 o o o0
u(z,t) = \/%e dk|., / A(k)e dk|., dk
[k dw }
dw 7 o% —wo | t
- 0t wo
U (x 7 . ,O) e

lo cual significa que un pulso inicial mueve la fase y el grupo velocidad esta dado por

U_w(k:)_ c
Pk n(k)
dw
b=

Como nota final, cuando describimos un material debemos tener cuidado en definir una condiciéon casual,
especialmente cuando

D(z,w) = e(w)E(z,w)

no todos estos modelos estan casualmente conectados, segtin lo caracterizado por la integral de convolucion

4.2. Medio disipativo
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