
Caṕıtulo 1

Funcionales de la densidad

1.1 Introducción

Teoŕıa del funcional de la densidad es el nombre con que usualmente se conoce este método,
basado principalmente, en dos teoremas demostrados por Hohenberg y Kohn en el año 1964 [1].
En lo fundamental, se trata de encontrar un método que permita calcular la enerǵıa y cualquier
otra propiedad de un sistema electrónico sin siquiera tener que escribir el hamiltoniano ni cono-
cer la función de onda, en principio eso es posible a partir justamente de la densidad electrónica.
Es decir, toda la información disponible del sistema (átomo, molécula, cluster o sólido) esta
contenida en la densidad.

Algunas palabras sobre el t́ıtulo. Es usual hablar y escribir Teoŕıa del funcional de la densidad.
Pero esto requiere algunas presiciones. Formalmente, no es una teoŕıa, es un método. No puede
existir una teoŕıa dentro de otra teoŕıa, y este método esta inserto dentro de una teoŕıa que es
la mecánica cuántica. Sin embargo, seguiremos la tendencia mayoritaria y la llamaremos teoŕıa.
Por otro lado, generalmente se habla del funcional, en singular, pues se piensa tan solo en el
funcional de la enerǵıa total. Pero, como veremos más adelante, existen diversos funcionales, y
esa es la razón por la cual hablamos de las funcionales de la densidad.

Entonces, en lo medular, estos apuntes mostrarán que la densidad contiene toda la información
y sus consecuencias. Para un sistema electrónico, en la aproximación de Born-Oppenheimmer,
el hamiltoniano en unidades atómicas viene dado por:
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Donde el primer término corresponde a la enerǵıa cinética, el segundo a la repulsión electrón-
electrón y el tercero es lo que se denomina el potencial externo. Este será normalmente la
atracción núcleo-electrón:

Vext = −
∑
A,i

ZA

|RA − rAi|
(1.2)
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donde la suma es sobre todos los núcleos y el sub́ındice respectivo es A. ZA es la carga nuclear
del núcleo A, RA es la coordenada del núcleo A y rAi es la distancia del i-ésimo electrón al
núcleo A. Dependiendo del número de núcleos presentes en la suma, estaremos en presencia
de un átomo, de una molécula, de un cluster o de un sólido. Este potencial externo puede ser
también más complejo e incluir perturbaciones externas, tales como un campo eléctrico u otros.
El único requisito, es que debe ser un potencial local y monoelectrónico.

Una vez que el hamiltoniano es conocido, el procedimiento normal es resolver la ecuación de
Schrödinger:

HΨ = EΨ (1.3)

donde Ψ es la función de onda, la cual depende de las coordenadas de todos los electrones y
sus respectivos espines. O sea, Ψ = Ψ(x1, x2, ...xn), donde la coordenada xi incluye tanto las
coordenadas de posición, ri, como de esṕın, si, del i-ésimo electrón. La densidad electrónica,
ρ(r) esta definida como:

ρ(r) = N
∑

s

∫ ∫
...

∫
|Ψ|2dr2dr3...drN (1.4)

donde la suma simboliza una suma sobre todas las variables de esṕın. La densidad asi definida
representa la probabilidad de encontrar una cierta cantidad de electrones en un elemento de
volumen dado. Esta función entonces, es siempre una función de sólo tres variables, independi-
ente del número de electrones que tenga el sistema. Esto no es algo menor, pues si uno dispone
de un método que depende solo de la densidad y no de la función de onda para conocer comple-
tamente el sistema a estudiar, se elimina una de las grandes pesadillas de la Teoŕıa de muchos
cuerpos: el tener que tratar con funciones de a lo menos 3N variables. Lo que es completamente
impractible para sistemas aún bastante pequeños, como, por ejemplo, un átomo de cobre que
tiene 29 electrones.

Argumentos simples para pensar que es posible determinar todas las propiedades a partir de
la densidad existen desde antes de los teoremas de Hohenberg y Kohn. Uno de los más cono-
cidos es el argumento de Wilson [2]: el Hamiltoniano de la ecuación (1.1) esta completamente
determinado una vez que el número de electrones y el potencial externo son conocidos. Los dos
primeros términos son iguales para cualquier sistema, a no ser porque las sumas son hasta un N
distinto. Por lo tanto, conociendo N puedo escribir los dos primeros términos del hamiltoniano,
y conociendo el potencial externo escribo el tercero. Una vez escrito el hamiltoniano, resuelvo
la ecuación de Schrödinger y conozco todas las propiedades. Entonces, lo único que hay que
demostrar es que la densidad determina tanto el número de electrones N como el potencial
externo. La demostración que la densidad determina el número de electrones es trivial, pues
normaliza a N : ∫

ρ(r)dr = N (1.5)

Para dar un indicio que la densidad también determina el potencial externo, hay que usar el
teorema de cúspide de Kato, que dice que se cumple la siguiente ecuación:
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∂ρ(r)

∂r
|r=rα = −2Zαρ(rα) (1.6)

donde rα es la posicion del núcleo α. Entonces, una vez conocida la densidad, solo hay que
buscar los puntos donde se cumple esa ecuación y sabremos las coordenadas de los núcleos,
y de la misma ecuación extraemos la carga nuclear. Conocida las coordenadas de los núcleos
y la carga que tienen, ya se puede escribir el potencial externo dado por la ecuación (1.2).
Por lo tanto, la densidad tiene toda la información para escribir el hamiltoniano. Una vez
escrito el hamiltoniano, se resuelve la ecuación de Schrödinger y se obtiene la enerǵıa. O sea,
dada la densidad, se puede obtener mediante un algoritmo matemático uńıvoco (complejo por
cierto) la enerǵıa. Es decir, en términos matemáticos, la enerǵıa es una funcional de la densidad.

El análisis funcional es una área de las matemáticas que muchas veces es desconocida para
los estudiantes de qúımica. Es por eso, que el primer caṕıtulo será un breve repaso de las
principales caracteŕısticas de las funcionales.

1.2 Funcionales

La densidad ρ(r) es una propiedad que caracteriza un sistema, posee toda la información del
sistema y por lo tanto las propiedades del sistema pueden ser derivables desde la densidad. En
la teoŕıa de las funcionales de la densidad, la enerǵıa de un sistema electrónico, es función de
la densidad electrónica del sistema, E = E[ρ(r)], esta puede escribirse como [3]:

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + v[ρ(r)] + Vee[ρ(r)] (1.7)

donde T [ρ(r)] es la enerǵıa cinética, v[ρ(r)] es el potencial externo y Vee[ρ(r)] es el potencial de
interacción electrón - electrón. De la ecuación (1.7) se observa que la enerǵıa es una función de
la densidad electrónica y a su vez la densidad es una función de la posición. Una función de
este tipo se llama: funcional, caso particular, E[ρ(r)] es una funcional de la densidad. Es por
eso que en esta sección exploraremos alguna algebra de funcionales de la densidad necesaria
para el desarrollo algebraico de la teoŕıa de las funcionales de la densidad.

Una funcional es un algoritmo matemático que establece una relación uno a uno entre algún
espacio de funciones y el espacio de los números reales. Es decir, la funcional F , aplicada a la
función f(x), da como resultado un número F [f(x)]. El ejemplo más sencillo de funcionales es
la integración:

I[y(x)] =

∫ x2

x1

g
(
x, y(x),

dy

dx

)
dx (1.8)

donde g es una función arbitraria.

Una funcional F [f(x)] puede pensarse, en algunos casos, como una generalización de una función
de muchas variables, f(x1, x2, ·, xN) con N →∞ y no numerable. En ese sentido sabemos que
su diferencial esta dada por
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df =
N∑

i=1

( ∂f
∂xi

)
dxi (1.9)

Entonces la generalización del diferencial de una funcional será

δF [f(x′)] =

∫ [δF [f(x)]

δf(x′)

]
δf(x)dx (1.10)

donde la cantidad
δF [f(x)]

δf(x′)
es la derivada funcional de la funcional F con respecto a f(x′) en

el punto x′.

Por simplicidad de la presentación, todas las ecuaciones se presentarán en una dimensión, pero
la generalización a más dimensiones es trivial.

1.3 Derivada de una funcional

La definición de la derivada funcional es:

δF [f(x)]

δf(x′)
≡ lim

ε→0

[
F [f + εδ(x− x′)]− F [f ]

ε

]
(1.11)

Ahora, veamos un procedimiento sencillo para calcular derivadas funcionales. Considere la
funcional F [f + εδ(x−x′)] como una función de ε y por lo tanto, podemos escribir el desarrollo
de Taylor:

F [f + εδ(x− x′)] = F [f ] + ε
d

dε
F [f + εδ(x− x′)]

∣∣∣∣∣
ε=0

+ · · · (1.12)

F [f + εδ(x− x′)]− F [f ] = ε
d

dε
F [f + εδ(x− x′)]

∣∣∣∣∣
ε=0

+ · · · (1.13)

F [f + εδ(x− x′)]− F [f ]

ε
=

d

dε
F [f + εδ(x− x′)]

∣∣∣∣∣
ε=0

+ · · · (1.14)

tomando el ĺımite cuando ε→ 0

lim
ε→0

[
F [f + εδ(x− x′)]− F [f ]

ε

]
= lim

ε→0

d

dε
F [f + εδ(x− x′)]

∣∣∣∣∣
ε=0

+ · · · (1.15)

según la ecuación (1.11) y en primera aproximación, la ecuación (1.15) toma la forma:
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δF [f(x)]

δf(x′)
=

d

dε
F [f + εδ(x− x′)]

∣∣∣∣∣
ε=0

(1.16)

Esta expresión nos dá una forma práctica de calcular la derivada funcional através de una
derivada ordinaria.

Problema 1.1 Calcular
δF [f(x)]

δf(x′)
, usando la definición de la derivada funcional, ecuación

(1.11), sabiendo que la funcional está dada por:

F [f(x)] =

∫ b

a

f
4
3 (x)dx (1.17)

Solución:

δF [f(x)]

δf(x′)
= lim

ε→0

1

ε

[∫ b

a

(f + εδ(x− x′))
4
3dx−

∫ b

a

f
4
3dx

]
(1.18)

el desarrollo binomial de (f + εδ(x− x′))
4
3 , en primera aproximación es:

(f + εδ(x− x′))
4
3 = f

4
3

(
1 +

εδ(x− x′)

f

) 4
3

(1.19)

≈ f
4
3

(
1 +

4

3

εδ(x− x′)

f

)
(1.20)

≈ f
4
3 +

4

3
f

1
3 εδ(x− x′) (1.21)

reemplazando (1.21) en (1.18),

δF [f(x)]

δf(x′)
= lim

ε→0

1

ε

[∫ b

a

f
4
3dx+

∫ b

a

4

3
f

1
3 εδ(x− x′)dx−

∫ b

a

f
4
3dx

]
(1.22)

= lim
ε→0

1

ε

∫ b

a

4

3
f

1
3 εδ(x− x′)dx (1.23)

=

∫ b

a

4

3
f

1
3 (x)δ(x− x′)dx (1.24)

=
4

3
f

1
3 (x′) (1.25)

Problema 1.2 Calcular
δF [f(x)]

δf(x′)
, usando la expresión de la derivada funcional, ecuación

(1.16).
Solución:
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δF [f(x)]

δf(x′)
=

d

dε

∫ b

a

(
f(x) + εδ(x− x′)

) 4
3dx

∣∣∣∣∣
ε=0

(1.26)

=

∫ b

a

4

3

(
f(x) + εδ(x− x′)

) 1
3
d

dε

(
εδ(x− x′)

)
dx

∣∣∣∣∣
ε=0

(1.27)

=

∫ b

a

4

3

(
f(x) + εδ(x− x′)

) 1
3 δ(x− x′)dx

∣∣∣∣∣
ε=0

(1.28)

=

∫ b

a

4

3
f

1
3 (x)δ(x− x′)dx (1.29)

=
4

3
f

1
3 (x′) (1.30)

Problema 1.3 La funcional de enerǵıa cinética en la aproximación de Thomas - Fermi, está
dada por la expresión:

TTF [ρ] = CF

∫
ρ

5
3 (r)dr (1.31)

Calcular
δTTF [ρ]

δρ(r)
, usando las ecuaciones (1.11) y (1.16).

Solución:

a. Usando la ecuacion (1.11).

δTTF [ρ(r)]

δρ(r′)
= lim

ε→0

1

ε

∫
CF

(
ρ+ εδ(r− r′)

) 5
3 − ρ

5
3

)
dr (1.32)

= lim
ε→0

1

ε

∫
CF

(
ρ

5
3

(
1 +

εδ(r− r′)

ρ

) 5
3

− ρ
5
3

)
dr (1.33)

≈ lim
ε→0

1

ε

∫
CF

(
ρ

5
3

(
1 +

5

3

εδ(r− r′)

ρ

)
− ρ

5
3

)
dr (1.34)

≈ lim
ε→0

1

ε

∫
CF

(
ρ

5
3 +

5

3
ρ

2
3 εδ(r− r′)− ρ

5
3

)
dr (1.35)

≈ lim
ε→0

1

ε

∫
5

3
CFρ

2
3 (r)εδ(r− r′)dr (1.36)

≈
∫

5

3
CFρ

2
3 (r)δ(r− r′)dr (1.37)

≈ 5

3
CFρ

2
3 (r′) (1.38)

en donde se obtiene que
δTTF [ρ(r)]

δρ(r′)
=

5

3
CFρ

2
3 (r′)
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b. Usando la ecuacion (1.16).

δTTF [ρ(r)]

δρ(r′)
=

d

dε

∫
CF

(
ρ+ εδ(r− r′)

) 5
3dr

∣∣∣∣∣
ε=0

(1.39)

=

∫
5

3
CF

(
ρ+ εδ(r− r′)

) 2
3
d

dε
εδ(r− r′)dr

∣∣∣∣∣
ε=0

(1.40)

=

∫
5

3
CF

(
ρ+ εδ(r− r′)

) 2
3 δ(r− r′)dr

∣∣∣∣∣
ε=0

(1.41)

=

∫
5

3
CFρ

2
3 (r)δ(r− r′)dr (1.42)

=
5

3
CFρ

2
3 (r′) (1.43)

Ejercicios 1.1 Para una variación suave de la densidad ρ(r), existe una conocida expansión del
gradiente para la enerǵıa de intercambio Ex. La correción no local a ésta enerǵıa de intercambio
es dada por:

Ex[ρ(r)] = −β
∫ (

∇ρ(r)
)2

ρ
4
3 (r)

dr (1.44)

donde β es una constante. Esta es la corrección no local usada en la aproximación Xαβ [4].

Calcular
δEx[ρ(r)]

δρ(r′)
.

La derivada funcional tiene propiedades análogas a la derivada ordinaria. Aśı pués, para una
combinación lineal de estas funcionales, se tiene que:

δ

δf(x′)

(
λF [f(x)] + βG[f(x)]

)
= λ

δF [f(x)]

δf(x′)
+ β

δG[f(x)]

δf(x′)
(1.45)

donde α y β son constantes. Y para el producto de dos funcionales:

δ

δf(x′)

(
F [f(x)]G[f(x)]

)
=
δF [f(x)]

δf(x′)
G[f(x)] + F [f(x)]

δG[f(x)]

δf(x′)
(1.46)

Problema 1.4 Calcular
δTW [ρ(r)]

δρ(r′)
, sabiendo que TW [ρ(r)] es la funcional de enerǵıa cinética

de von Weizsacker definida como:

TW [ρ(r)] =
1

8

∫
∇ρ(r) · ∇ρ(r)

ρ(r)
dr (1.47)
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Solución:

TW [ρ(r)]

δρ(r′)
=

1

8

d

dε

∫
∇ρ(r) · ∇ρ(r)
ρ(r) + εδ(r− r′)

dr +
1

8

d

dε

∫ ∇
(
ρ(r) + εδ(r− r′)

)
· ∇ρ(r)

ρ(r)
dr

+
1

8

d

dε

∫ ∇ρ(r) · ∇
(
ρ(r) + εδ(r− r′)

)
ρ(r)

dr (1.48)

=
1

8

d

dε

∫
∇ρ(r) · ∇ρ(r)

ρ(r)

(
1 +

εδ(r− r′)

ρ(r)

)−1

dr +
1

8

∫
∇δ(r− r′) · ∇ρ(r)

ρ(r)
dr

+
1

8

∫
∇ρ(r) · ∇δ(r− r′)

ρ(r)
dr (1.49)

=
1

8

d

dε

∫
∇ρ(r) · ∇ρ(r)

ρ(r)

(
1− εδ(r− r′)

ρ(r)

)
dr +

1

8

∫
∇δ(r− r′) · ∇ρ(r)

ρ(r)
dr

+
1

8

∫
∇ρ(r) · ∇δ(r− r′)

ρ(r)
dr (1.50)

= −1

8

∫
∇ρ(r) · ∇ρ(r)

ρ(r)

δ(r− r′)

ρ(r)
dr +

1

4

∫
∇ρ(r)
ρ(r)

· ∇δ(r− r′)dr (1.51)

como,

∫
f(r)

d

dr
δ(r − r′)dr = − d

dr
f(r)

∣∣∣∣∣
r=r′

(1.52)∫
f(r)δ(r − r′)dr = f(r′) (1.53)

entonces,

TW [ρ(r)]

δρ(r′)
= −1

8

∇′ρ(r′) · ∇′ρ(r′)

ρ2(r′)
− 1

4
∇ ·

(
∇ρ(r)
ρ(r)

)∣∣∣∣∣
r=r′

(1.54)

= −1

8

∇′ρ(r′) · ∇′ρ(r′)

ρ2(r′)
− 1

4

∇′2ρ(r′)

ρ(r′)
− 1

4
∇ρ(r) · ∇

(
1

ρ(r)

)∣∣∣∣∣
r=r′

(1.55)

como,

d

dr

(
1

ρ(r)

)
=

d

dρ(r)

(
1

ρ(r)

)
dρ(r)

dr
(1.56)

∇
(

1

ρ(r)

)
= − 1

ρ2(r)
∇ρ(r) (1.57)

reemplazando,
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δTW [ρ(r)]

δρ(r′)
= −1

8

∇′ρ(r′) · ∇′ρ(r′)

ρ2(r′)
− 1

4

∇′2ρ(r′)

ρ(r′)
+

1

4

∇ρ(r)
ρ2(r)

· ∇ρ(r)

∣∣∣∣∣
r=r′

(1.58)

= −1

8

∇′ρ(r′) · ∇′ρ(r′)

ρ2(r′)
− 1

4

∇′2ρ(r′)

ρ(r′)
+

1

4

∇′ρ(r′) · ∇′ρ(r′)

ρ2(r′)
(1.59)

= −1

4

∇′2ρ(r′)

ρ(r′)
+

1

8

∇′ρ(r′) · ∇′ρ(r′)

ρ2(r′)
(1.60)

Problema 1.5 La densidad de enerǵıa de repulsión electrón-electrón J [ρ(r1, r2)] es un término
puramente clásico y está dada por la expresión:

J [ρ(r1), ρ(r2)] =
1

2

∫ ∫
ρ(r1)ρ(r2)

r12
dr1dr2 (1.61)

en donde el factor
1

2
previene la doble suma. Calcular

J [ρ(r1, r2)]

δρ(r′)
.

Solución:
Usando la ecuación (1.46), se tiene:

δJ [ρ(r1), ρ(r2)]

δρ(r′)
=

1

2

d

dε

∫ ∫ (
ρ(r1) + εδ(r1 − r′)

)
ρ(r2)

|r2 − r1|
dr1dr2

∣∣∣∣∣
ε=0

+

1

2

d

dε

∫ ∫
ρ(r1)

(
ρ(r2) + εδ(r2 − r′)

)
|r2 − r1|

dr1dr2

∣∣∣∣∣
ε=0

(1.62)

δJ [ρ(r1), ρ(r2)]

δρ(r′)
=

1

2

∫ ∫
δ(r1 − r′)ρ(r2)

|r2 − r1|
dr1dr2 +

1

2

∫ ∫
ρ(r1)δ(r2 − r′)

|r2 − r1|
dr1dr2 (1.63)

=
1

2

∫
ρ(r2)

|r2 − r′|
dr2 +

1

2

∫
ρ(r1)

|r′ − r1|
dr1 (1.64)

śı r1 = r2, se obtiene que:

δJ [ρ(r1), ρ(r2)]

δρ(r′)
=

∫
ρ(r1)

|r′ − r1|
dr1 (1.65)

Las derivadas de las funcionales de densidad de orden superior, se pueden calcular aplicando
razonamientos análogos. Aśı, la segunda derivada funcional, se puede calcular como:

δ2F [f(x)]

δf(x′)δf(x′′)
=

d

dµ

d

dε
F [f(x) + εδ(x− x′) + µδ(x− x′′)]

∣∣∣∣∣
µ=ε=0

(1.66)
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El orden de la diferenciación no es importante:

δ2F [f(x)]

δf(x′)δf(x′′)
=

δ2F [f(x)]

δf(x′′)δf(x′)
(1.67)

Problema 1.6 Sea la funcional F [f(x)] =

∫ b

a

f 2(x)dx. Calcular
δ2F [f(x)]

δf(x′)δf(x′′)
.

Solución:

Aplicando la ecuación (1.66), se tiene,

δ2F [f(x)]

δf(x′)δf(x′′)
=

d

dµ

d

dε

∫ b

a

(
f + εδ(x− x′) + µδ(x− x′′)

)2

dx

∣∣∣∣∣
µ=ε=0

(1.68)

=
d

dµ

∫ b

a

2
(
f + εδ(x− x′) + µδ(x− x′′)

) d
dε

(
εδ(x− x′)

)
dx

∣∣∣∣∣
µ=ε=0

(1.69)

=
d

dµ

∫ b

a

2
(
f(x) + εδ(x− x′) + µδ(x− x′′)

)
δ(x− x′)dx

∣∣∣∣∣
µ=ε=0

(1.70)

=

∫ b

a

2
d

dµ

(
µδ(x− x′′)

)
δ(x− x′)dx

∣∣∣∣∣
µ=0

(1.71)

=

∫ b

a

2δ(x− x′′)δ(x− x′)dx (1.72)

= 2δ(x′′ − x′) (1.73)

Se puede demostrar que para una funcional de la forma

F [ρ] =

∫
f(x, ρ, ρ(1), ρ(2), ...)dx (1.74)

donde ρ(n) =
∂nρ(x)

∂xn
, si se cumple la condición que la función ρ(x) tienda a cero en el infinito,

entonces la derivada funcional está dada por la siguiente expresión:

δF

δρ(x)
=
∂f

∂ρ
− d

dx

(
∂f

∂ρ(1)

)
+

d2

dx2

(
∂f

∂ρ(2)

)
− ... (1.75)

La generalización a tres dimensiones es obvia [5, 6, 7, 8].

Ejercicios 1.2 Aplicando la última ecuación encontrar nuevamente la derivada funcional de
la funcional de von Weiszacker (Problema 1.4).
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En particular, cualquier función se puede expresar como una funcional, escribiendo

f(x) =

∫
f(x′)δ(x− x′)dx′ (1.76)

de donde se encuentra que

δf(x)

δf(x′)
= δ(x− x′) (1.77)

Es decir, las funciones son un caso especial de funcionales.

Śı f(x) en cada punto de x, a su vez es una funcional de g(x), esto es: f = f [g(x), x], se tiene:

δf(x) =

∫
δf(x′)

δg(x)
δg(x′)dx′ (1.78)

y por lo tanto, la ecuación (1.10) puede escribirse como

δF [f(x′)] =

∫ ∫
δF [f(x)]

δf(x′)

δf(x′)

δg(x)
δg(x′)dxdx′ (1.79)

aśı que:

δF [f(x′)]

δg(x′′)
=

∫
δF [f(x)]

δf(x′)

δf(x′)

δg(x)

δg(x′)

δg(x′′)
dxdx′ (1.80)

=

∫ ∫
δF [f(x)]

δf(x′)

δf(x′)

δg(x)
δ(x′ − x′′)dxdx′ (1.81)

=

∫
δF [f(x)]

δf(x′′)

δf(x′′)

δg(x)
dx (1.82)

en donde la ecuación (1.82) es la regla de la cadena para las derivadas funcionales.

También es posible definir la derivada inversa en perfecta analoǵıa con el cálculo de funciones.
Si uno es capaz de invertir la relación y ≡ y(x) de tal forma de obtener x ≡ x(y) entonces
ambas derivadas , dy

dx
y dx

dy
, existen y cumplen con la relación:(

dx

dy

)(
dy

dx

)
= 1 (1.83)

del mismo modo, en funcionales, si somos capaces de invertir la relación f ≡ f [g(x), x] para
obtener g ≡ g[f(x), x] entonces podemos escribir

δf(x) =

∫
δf(x)

δg(x′)
δg(x′)dx′ (1.84)
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y

δg(x′) =

∫
δg(x′)

δf(x′′)
δf(x′′)dx′′ (1.85)

reemplazando (1.85) en (1.84) se obtiene

δf(x) =

∫ ∫
δf(x)

δg(x′)

δg(x′)

δf(x′′)
δf(x′′)dx′dx′′ (1.86)

y la única forma de cumplir con esa relación es que∫
δf(x)

δg(x′)

δg(x′)

δf(x′′)
dx′ = δ(x− x′′) (1.87)

Estas derivadas y su inverso tienen una clara analoǵıa con matrices, donde el inverso esta
definido de tal forma que si

yi =
∑

j

Aijxj (1.88)

entonces la matriz inversa de A es la matriz B que cumpla con:

xj =
∑

k

Bjkyk (1.89)

Sustituyendo (1.89) en (1.88) se encuentra que los elementos de la matriz producto AB deben
cumplir con

(AB)ik =
∑

j

AijBjk = δik (1.90)

donde δik es la delta de Kronecker. Nótese la analoǵıa de las ecuaciones (1.84) y (1.85) con
(1.88) y (1.89), como también de la ecuación (1.87) con la (1.90). En cierto modo, las derivadas
funcionales se comportan como una matriz de rango infinito no numerable y la delta de Dirac
se convierte en la delta de Kronecker.

Como veremos más adelante, en la teoŕıa de las funcionales de la densidad muchas veces ten-
dremos que estudiar derivadas funcionales en que su propia existencia es dif́ıcil de probar. De
hecho, toda la teoŕıa de las funcionales de la densidad se basa en dos teoremas (los teoremas
de Hohenberg y Kohn), de los cuales, el primero justamente demuestra la existencia de una
funcional, la enerǵıa del estado fundamental es una funcional de la densidad. Para trabajos
recientes respecto a los problemas matemáticos de las funcionales y sus derivadas ver [9, 10, 11].

Al igual que en el cálculo de funciones, muchas veces uno esta interesado en encontrar el mı́nimo
de una funcional, es decir, dada la funcional F [f(x)], cual es la función f(x) que entrega el
valor más bajo al evaluar la funcional. En analoǵıa con el cálculo de funciones, debe cumplirse
que
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δF =

∫
δF

δf(x)
δf(x)dx = 0 (1.91)

para una variación δf(x) arbitraria. Entonces se tiene que cumplir que la derivada funcional
evaluada en la función que la minimiza debe ser cero:

δF

δf(x)
= 0 (1.92)

En la mayoŕıa de los casos, sin embargo, uno esta interesado en encontrar la función f(x) que
minimiza la funcional F , pero con alguna restricción sobre la función f(x). Una restricción
del tipo G[f(x)] = 0. Entonces, lo que hay que usar son los multiplicadores de Lagrange, y la
funcional a minimizar será

Ω[f(x)] = F [f(x)]− λG[f(x)] (1.93)

donde λ es el parámetro de Lagrange asociado a la restricción impuesta. Entonces, la derivada
funcional de Ω debe ser igual a cero. O sea, se debe cumplir que

δF

δf
= λ

δG

δf
(1.94)

la cual se conoce como la ecuación de Euler-Lagrange del problema.

Naturalmente si hay más restricciones se agregará un parámetro de Lagrange por cada re-
stricción. El parámetro de Lagrange puede convertirse en una función en el caso que la re-
stricción sea del tipo

g[f(x), x] = cte (1.95)

ya que la funcional a minimizar es

Ω[f(x)] = F [f(x)]−
∫
λ(x′)g[f(x), x′]dx′ (1.96)

y la correspondiente ecuación de Euler-Lagrange es

δF

δf
=

∫
λ(x′)

δg

δf(x)
dx′ (1.97)
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Caṕıtulo 2

Operadores y Matrices de densidad

2.1 Operadores de densidad

Hasta ahora, en la mecánica cuántica básica, se ha considerado sistemas cuyos estados son
perfectamente conocidos (estados puros). Se ha estudiado cómo predecir resultados de varias
medidas operando sobre ellos. Sin embargo, en la práctica el estado de un sistema a menudo
no es perfectamente determinado (existe una mezcla de estados accesibles). Entonces, cómo
incorporar dentro del formalismo de la mecánica cuántica la información incompleta que se
tiene acerca del sistema?. La herramienta matemática para hacer esto es el operador de
densidad, el cual facilita la aplicación de los postulados de la mecánica cuántica permitiendo
una simple descripción estad́ıstica de la mezcla de estados accesibles al sistema.

En esta sección se darán a conocer algunas relaciones entre la función de onda de un sistema
de N part́ıculas: Ψ(r1, · · · , rN) y su correspondiente densidad: ρ(r1, · · · , rN). Debido a que la

relación entre ΨN y ρN no es lineal, ΨN → ρ
1
2
N , la relación presenta algunas dificultades. Por

lo tanto, se considerará matrices de densidad de todas las N part́ıculas, ΓN , las cuales tienen
una relación lineal con la función de onda del sistema de N part́ıculas y su correspondiente
densidad electrónica. [12]

Debido a que el hamiltoniano se expresa en términos de una y dos part́ıculas (pares de part́ıculas),
la matriz de densidad de N part́ıculas ΓN se debe reducir a una densidad de matriz de una y
dos part́ıculas, γ1 y γ2, respectivamente. El problema es decidir cuando una matriz de densidad
reducida γk (k < N) es la reducción de una matriz de densidad de N cuerpos, esto se conoce
como el problema de la N representabilidad y aún no ha sido resuelto. Entonces, la relación
entre las cantidades Ψ, Γ, γ y ρ, puede resumirse como sigue: ΨN → ΓN → γk → ρ, donde,

• ΨN → ΓN = |ΨN〉〈ΨN |

• ΓN → γk(x,x
′)

• γk(x,x
′) → γk(x,x)

• γk(x,x) → ρ(x)

15
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El objetivo general de la teoŕıa de las funcionales de densidad es expresar la enerǵıa del sistema
en términos de la densidad electrónica ρ(x) y no de las matrices reducidas γk(x).

2.2 Operador de densidad de ensamble Γ̂N

El concepto de ensamble fué primero introducido por Gibbs. Un ensamble es una colección
(mental o virtual) de un gran número de sistemas [13]. El operador de densidad de ensamble
de N part́ıculas, denotado como Γ̂N , es definido como:

Γ̂N =
∑

i

pi|Ψi〉〈Ψi| (2.1)

donde pi es la probabilidad de que el sistema sea encontrado en el i-ésimo estado |Ψi〉 (|Ψi〉
es el i-ésimo estado puro) y la suma se realiza sobre todo el conjunto completo de todos los
estados puros accesibles. Para un sistema en un estado puro pi es igual a 1 y los demás estados
tendŕıan probabilidad igual a cero. Γ̂N no debe escogerse para representar un estado puro [12].

2.2.1 Propiedades del operador de densidad Γ̂N

1. La traza del operador de densidad de ensamble Γ̂N es igual a uno.

Śı se toma un conjunto de funciones base {fk} y calculando el valor esperado del operador
de densidad de ensamble, ecuación (2.1),

〈fk|Γ̂N |fk〉 =
∑

i

pi〈fk|Ψi〉〈Ψi|fk〉 (2.2)

sumando sobre todos los estados k,

∑
k

〈fk|Γ̂N |fk〉 =
∑

k

∑
i

pi〈fk|Ψi〉〈Ψi|fk〉 (2.3)

=
∑

i

pi〈Ψi|
∑

k

|fk〉〈fk|Ψi〉 (2.4)

=
∑

i

pi〈Ψi|Ψi〉 (2.5)

=
∑

i

pi (2.6)

= 1 (2.7)

en donde se ha usado la relación de base completa
∑

k

|fk〉〈fk| = 1, la ortogonalidad de

los estados 〈Ψi|Ψi〉 = 1 y como la suma de los elementos de la diagonal del valor esperado
de un operador es igual a la traza, entonces,
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∑
k

〈fk|Γ̂N |fk〉 = Tr
(
Γ̂N

)
(2.8)

Tr
(
Γ̂N

)
= 1 (2.9)

2. El operador densidad de ensamble Γ̂ es hermı́tico.

La ecuación (2.2) puede escribirse como:

〈f`|Γ̂N |f`〉 = 〈f`|
∑

i

pi|Ψi〉〈Ψi|f`〉 (2.10)

tomando el complejo conjugado a ambos lados,

〈f`|Γ̂N |f`〉† =
∑

i

pi

(
〈f`|Ψi〉〈Ψi|f`〉

)†
(2.11)

=
∑

i

pi〈f`|Ψi〉〈Ψi|f`〉 (2.12)

= 〈f`|
∑

i

pi|Ψi〉〈Ψi|f`〉 (2.13)

= 〈f`|Γ̂N |f`〉 (2.14)

〈f`|Γ̂†
N |f`〉 = 〈f`|Γ̂N |f`〉 (2.15)

es decir Γ̂†
N = Γ̂N

3. Los elementos de la diagonal de un operador densidad de ensamble Γ̂N son positivos

〈f`|Γ̂N |f`〉 =
∑

i

pi〈f`|Ψi〉〈Ψi|f`〉 (2.16)

=
∑

i

pi〈f`|Ψi〉〈f`|Ψi〉† (2.17)

=
∑

i

pi|〈f`|Ψi〉|2 (2.18)

y como |〈f`|Ψi〉|2 ≥ 0 y pi ≥ 0, entonces,

〈f`|Γ̂N |f`〉 ≥ 0 (2.19)
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4. El operador densidad Γ̂N no es idempotente.

Multiplicando a la ecuación (2.1) por ella misma:

Γ̂N Γ̂N =
∑
ij

pipj|Ψi〉〈Ψi|Ψj〉〈Ψj| (2.20)

=
∑
ij

pipj|Ψi〉δij〈Ψj| (2.21)

=
∑
ij

pipj|Ψi〉〈Ψj|δij (2.22)

=
∑

i

p2
i |Ψi〉〈Ψi| (2.23)

6= Γ̂N (2.24)

5. Valor esperado de un operador Â.

Premultiplicando la ecuación (2.1) por el operador Â,

ÂΓ̂N =
∑

i

piÂ|Ψi〉〈Ψi| (2.25)

tomando el conjunto de funciones base {|fi〉}

〈fk|ÂΓ̂N |f`〉 =
∑

i

pi〈fk|Â|Ψi〉〈Ψi|f`〉 (2.26)

=
∑

i

pi〈Ψi|f`〉〈fk|Â|Ψi〉 (2.27)

integrando a ambos lados,

∫
〈fk|ÂΓ̂N |f`〉dxk =

∑
i

pi〈Ψi|
∫
|f`〉〈fk|dxk|Â|Ψi〉 (2.28)

como

∫
|f`〉〈fk|dxk = δk` (2.29)

entonces,

∫
〈f`|ÂΓ̂N |f`〉dxk =

∑
i

pi〈Ψi|Â|Ψi〉 (2.30)



J. David - D. Guerra - P. Fuentealba Teoŕıa de las funcionales de la densidad 19

es decir,

Tr(ÂΓ̂N) =
∑

i

pi〈Ψi|Â|Ψi〉 (2.31)

y como Tr(ÂΓ̂N) = 〈Â〉Γ̂N
, entonces:

〈Â〉Γ̂N
=
∑

i

pi〈Ψi|Â|Ψi〉 (2.32)

2.2.2 Ecuación de Schrödringer en la representación de Γ̂N

La ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo, se escribe de la forma,

i~
∂

∂t
|ΨN〉 = Ĥ|ΨN〉 (2.33)

Ahora, derivando la ecuación (2.1) con respecto al tiempo,

∂

∂t
Γ̂N =

∑
i

pi
∂

∂t
|Ψi〉〈Ψi| (2.34)

=
∑

i

pi

(( ∂
∂t
|Ψi〉

)
〈Ψi|+ |Ψi〉

( ∂
∂t
〈Ψi|

))
(2.35)

multiplicando a ambos lados por i~ y usando la ecuación (2.33) y la ecuación (2.1) , se obtiene:

i~
∂

∂t
Γ̂N =

∑
i

pi

((
i~
∂

∂t
|Ψi〉

)
〈Ψi|+ |Ψi〉

(
i~
∂

∂t
〈Ψi|

))
(2.36)

=
∑

i

pi

((
Ĥ|Ψi〉

)
〈Ψi| − |Ψi〉

(
〈Ψi|Ĥ

))
(2.37)

=
∑

i

pi

(
Ĥ|Ψi〉〈Ψi| − |Ψi〉〈Ψi|Ĥ

)
(2.38)

= Ĥ
∑

i

pi|Ψi〉〈Ψi| −
∑

i

pi|Ψi〉〈Ψi|Ĥ (2.39)

= ĤΓ̂N − Γ̂NĤ (2.40)

= [Ĥ, Γ̂N ] (2.41)

Esta expresión se conoce como la ecuación de Liouville.
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2.3 Operadores de densidades γ̂N

La descripción de un estado cuántico está dada por la distribución de probabilidad: ΨNΨ∗
N ,

donde ΨN es la función solución a la ecuación de autovalores (1.3). Podemos considerar una
descripción más general del estado cuántico de un sistema definiendo una matriz de densidad
γN de la siguiente forma:

γN ≡ ΨN(x1,x2 · · · ,xN)Ψ∗
N(x1,x2 · · · ,xN) (2.42)

como la distribución de probabilidad asociada a la solución de la ecuación de Schrödinger (1.3).
En una forma más general, la ecuación (2.42) puede escribirse como:

γN(x′
1,x

′
2 · · · ,x′

N ;x1,x2 · · · ,xN) = ΨN(x′
1,x

′
2 · · · ,x′

N)Ψ∗
N(x1,x2 · · · ,xN) (2.43)

en donde (2.43) puede interpretarse como elementos matriciales de la matriz de densidad. Śı
x′

i = xi se obtienen los elementos de la diagonal de la matriz de densidad.

Como

ΨN(x1,x2 · · · ,xN) = 〈x1,x2 · · · ,xN |Ψ〉 (2.44)

la ecuación (2.43), también puede verse como la representación del operador de densidad:

γ̂N = |ΨN〉〈ΨN | (2.45)

Se observa que el operador de densidad γ̂N es independiente del sistema de coordenadas y
además, tiene la misma información que la función de onda ΨN(x1,x2 · · · ,xN).

2.3.1 Propiedades del operador de densidad γ̂N

1. La traza del operador de densidad es igual a uno. La ecuación (2.45) puede escribirse
como:

〈xN |γ̂N |xN〉 = 〈xN |ΨN〉〈ΨN |xN〉 (2.46)

= ΨN(xN)Ψ∗
N(xN) (2.47)

en donde xN ≡ x1,x2 · · · ,xN . Integrando a ambos lados la ecuación (2.47):∫
〈xN |γ̂N |xN〉dxN =

∫
ΨN(xN)Ψ∗

N(xN)dxN (2.48)

es decir,

Tr(γ̂N) = 1 (2.49)
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2. El operador densidad γ̂N es hermı́tico.

Tomando el complejo conjungado a ambos lados de la ecuación (2.45)

(γ̂N)† = (|ΨN〉〈ΨN |)† (2.50)

como (ÂB̂)† = (B̂)†(Â)†,

(γ̂N)† = (〈ΨN |)†(|ΨN〉)† (2.51)

= |ΨN〉〈ΨN | (2.52)

= γ̂N (2.53)

3. El operador densidad γ̂N es idempotente.

γ̂N γ̂N = |ΨN〉〈ΨN |ΨN〉〈ΨN | (2.54)

como 〈ΨN |ΨN〉 = 1,

γ̂N γ̂N = |ΨN〉〈ΨN | (2.55)

= γ̂N (2.56)

2.3.2 Ecuación de Schrödringer en la representación de γ̂N

Derivando la ecuación (2.45) con respecto al tiempo,

∂

∂t
γ̂N =

∂

∂t

(
|ΨN〉〈ΨN |

)
(2.57)

=
( ∂
∂t
|ΨN〉

)
〈ΨN |+ |ΨN〉

( ∂
∂t
〈ΨN |

)
(2.58)

como la ecuación de Schrödinger puede escribirse como:

i~
∂

∂t
|ΨN〉 = Ĥ|ΨN〉 (2.59)

entonces, la ecuación (2.58), puede escribirse como:

∂

∂t
γ̂N = −i~Ĥ|ΨN〉〈ΨN |+ i~|ΨN〉〈ΨN |Ĥ (2.60)

= −i~
(
Ĥγ̂N − γ̂NĤ

)
es decir, (2.61)

= −i~
[
Ĥ, γ̂N

]
(2.62)

en donde se ha usado la definición de la ecuación (2.45).
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2.3.3 Matriz de densidad reducida de orden p

Se puede presentar la posibilidad que para las N part́ıculas que corresponden a N funciones,
solamente existen p funciones que se mezclen. Una matriz de densidad de orden p se define
como:

γp(x
′
1, · · · ,x′

p;x1, · · · ,xp) ≡
(
N

p

)∫
· · ·
∫
dxp+1 · · · dxN ×

γN(x′
1, · · · ,x′

p,xp+1, · · · ,xN ;x1, · · · ,xp,xp+1, · · · ,xN) (2.63)

donde (
N

p

)
=

N !

p!(N − p)!
(2.64)

es un coeficiente binomial que indica que los N estados se toman de p estados.

Matriz de densidad reducida de orden 1

γ1(x
′
1;x1) =

(
N

1

)∫
· · ·
∫
dx2 · · · dxNγN(x′

1,x2, · · · ,xN ;x1,x2 · · · ,xN) (2.65)

según la ecuación (2.42) y el coeficiente binomial (2.64), la matriz de densidad reducida de
orden uno toma la forma,

γ1(x
′
1;x1) = N

∫
· · ·
∫
dx2 · · · dxNΨN(x′

1,x2, · · · ,xN)Ψ∗
N(x1,x2, · · · ,xN) (2.66)

Obsérvese que si se realiza la integral a ambos lados sobre los elementos de la diagonal, normaliza
al número de electrones N ,

∫
dx1γ1(x

′
1;x1) = N

∫
· · ·
∫
dx1dx2 · · · dxNΨN(x′

1,x2, · · · ,xN)Ψ∗
N(x1,x2, · · · ,xN) (2.67)

con x′
1 = x1

∫
dx1γ1(x1;x1) = N (2.68)

es decir,

Tr(γ1(x1;x1)) = N (2.69)

De acuerdo con la ecuación (2.44), matriz de densidad reducida de orden 1, puede escribirse
como:
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γ1(x1;x1) = 〈x1|Ψ1〉〈Ψ1|x1〉 (2.70)

tomando el complejo conjugado a ambos lados,

γ†1(x1;x1) =
(
〈x1|Ψ1〉〈Ψ1|x1〉

)†
(2.71)

=
(
〈Ψ1|x1〉

)†(〈x1|Ψ1〉
)†

(2.72)

= 〈x1|Ψ1〉〈Ψ1|x1〉 (2.73)

= γ1(x1;x1) (2.74)

indicando que γ1(x1;x1) es hermı́tica.

Matriz de densidad reducida de orden 2

γ2(x
′
1,x

′
2;x1,x2) =

(
N

2

)∫
· · ·
∫
dx3 · · · dxNγN(x′

1,x
′
2,x3 · · · ,xN ;x1,x2x3 · · · ,xN) (2.75)

según la ecuación (2.42) y el coeficiente binomial (2.64), la matriz de densidad reducida de
orden dos, toma la forma,

γ2(x
′
1,x

′
2;x1,x2) =

N(N − 1)

2

∫
· · ·
∫
dx3 · · · dxNΨN(x′

1,x
′
2,x3 · · · ,xN)Ψ∗

N(x1,x2,x3 · · · ,xN) (2.76)

haciendo x
′
2 = x2 e integrando con respecto a dx2,

∫
dx2γ2(x

′
1,x2;x1,x2) =

N(N − 1)

2

∫
· · ·
∫
dx2dx3 · · · dxNΨN(x′

1,x2,x3 · · · ,xN)Ψ∗
N(x1,x2,x3 · · · ,xN) (2.77)

según la ecuación (2.66), obtenemos la relación entre las matrices de densidad reducida de orden
1 y 2 :

∫
dx2γ2(x

′
1,x2;x1,x2) =

(N − 1)

2
γ1(x

′
1;x1) (2.78)

Como en el caso de la matriz de densidad reducida de orden uno, se puede demostrar que la
matriz de densidad de orden dos γ2(x1,x2;x1,x2), es hermı́tica, es decir,

γ†2(x1,x2;x1,x2) = γ2(x1,x2;x1,x2) (2.79)
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2.4 Matrices de densidad sin esṕın

La matriz de densidad reducida de orden uno es definida como:

γ1(x
′
1;x1) = N

∫
· · ·
∫
dx2 · · · dxNγN(x′

1,x2, · · · ,xN ;x1,x2 · · · ,xN) (2.80)

reemplazando la matriz de densidad γN(x′
1,x2, · · · ,xN ;x1,x2 · · · ,xN) en términos de la función

de onda del sistema de N part́ıculas, ΨN(x1,x2, · · · ,xN)

γ1(x
′
1;x1) = N

∫
· · ·
∫
dx2 · · · dxNΨN(x′

1,x2, · · · ,xN)Ψ∗
N(x1,x2, · · · ,xN) (2.81)

integrándose con respecto a los espines se obtiene la matriz de densidad sin esṕın de orden uno,
ρ1(r

′
1; r1)

∫
ds1γ1(x

′
1;x1) =

∫
· · ·
∫
ds1dx2 · · · dxNΨN(r′1s1,x2, · · · ,xN)Ψ∗

N(r1s1,x2, · · · ,xN)

= ρ1(r
′
1; r1) (2.82)

Śı r′1 = r1 la matriz de densidad sin esṕın puede escribirse como:

ρ(r1) = N

∫
· · ·
∫
ds1dx2 · · · dxN|ΨN(x′

1,x2, · · · ,xN)|2 (2.83)

Con el mismo procedimiento, a partir de la matriz de densidad reducidad de orden dos,
γ2(x

′
1,x

′
2;x1,x2), se obtiene la matriz de densidad de esṕın ρ2(r

′
1, r

′
2; r1, r2),

ρ2(r
′
1, r

′
2; r1, r2) =

∫
ds1ds2γ2(x

′
1,x

′
2;x1,x2)

=
N(N − 1)

2

∫
· · ·
∫
ds1ds2dx3 · · · dxNΨN(x′

1,x
′
2,x3 · · · ,xN)Ψ∗

N(x1,x2,x3 · · · ,xN)

Śı r′1 = r1 y r′2 = r2, la matriz de densidad de esṕın puede escribirse como:

ρ2(r1, r2) =
N(N − 1)

2

∫
· · ·
∫
ds1ds2dx3 · · · dxNΨN(x1,x2,x3 · · · ,xN)Ψ∗

N(x1,x2,x3 · · · ,xN)

=
N(N − 1)

2

∫
· · ·
∫
ds1ds2dx3 · · · dxN |ΨN(x1,x2,x3 · · · ,xN)|2 (2.84)

Integrando a ambos lados con respecto a dr2,
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∫
dr2ρ2(r1, r2) =

N(N − 1)

2

∫
· · ·
∫
ds1ds2dr2dx3 · · · dxN|ΨN(x1,x2,x3 · · · ,xN)|2

=
N(N − 1)

2

∫
· · ·
∫
ds1dx2dx3 · · · dxN|ΨN(x1,x2,x3 · · · ,xN)|2 (2.85)

comparando (2.85) y (2.83), ρ2(r1, r2) en términos de ρ(r1) es:

∫
dr2ρ2(r1, r2) =

(N − 1)

2
ρ(r1) (2.86)

es decir,

ρ(r1) =
2

N − 1

∫
dr2ρ2(r1, r2) (2.87)

2.5 Valor esperado de los operadores Ô1 y Ô2

El valor esperado de un operador de un electrón para una función de onda Ψ es:

〈Ô1〉 =

∫
dx1dx2 · · · dxNΨ∗(x′

1,x
′
2, · · · ,x′

N)Ô1Ψ(x1,x2, · · · ,xN)

=

∫
dx1dx2 · · · dxNÔ

†
1Ψ

∗(x′
1,x

′
2, · · · ,x′

N)Ψ(x1,x2, · · · ,xN) (2.88)

como Ô1 es hermı́tico

〈Ô1〉 =

∫
dx1dx2 · · · dxNÔ1Ψ

∗(x′
1,x

′
2, · · · ,x′

N)Ψ(x1,x2, · · · ,xN) (2.89)

como el operador Ô1 actua sobre una sola part́ıcula y los orbitales de esṕın son ortonormales,
entonces

〈Ô1〉 = N

∫
dx1dx2 · · · dxNÔ1Ψ

∗(x′
1,x2, · · · ,xN)Ψ(x1,x2, · · · ,xN)

∣∣∣
x′
1=x1

=

∫
dx1Ô1γ1(x

′
1;x1)

∣∣∣
x′
1=x1

(2.90)

Aśı, el valor esperado del operador de un electrón sin esṕın, en términos de la matriz de densidad
de orden uno, se escribe como:
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〈Ô1〉 =

∫
dr1Ô1ρ1(r

′
1; r1)

∣∣∣
r′
1=r1

(2.91)

De la misma forma para el operador de dos electrones, Ô2, se tiene

〈Ô2〉 =

∫
dx1dx2 · · · dxNΨ∗(x′

1,x
′
2, · · · ,x′

N)Ô2Ψ(x1,x2, · · · ,xN)

=

∫
dx1dx2 · · · dxNÔ2Ψ

∗(x′
1,x

′
2, · · · ,x′

N)Ψ(x1,x2, · · · ,xN) (2.92)

como el operador Ô2 actua sobre dos part́ıculas y los orbitales de esṕın son ortonormales,
entonces

〈Ô2〉 =
N(N − 1)

2

∫
dx1dx2 · · · dxNÔ2Ψ

∗(x′
1,x2, · · · ,xN)Ψ(x1,x2, · · · ,xN)

∣∣∣x′
1=x1

x′
2=x2

=

∫
dx1Ô2γ2(x

′
1,x

′
2;x1,x2)

∣∣∣x′
1=x1

x′
2=x2

(2.93)

El valor esperado del operador de dos electrones sin esṕın es:

〈Ô2〉 =

∫
dr1dr2Ô2ρ2(r

′
1, r

′
2; r1, r2)

∣∣∣∣∣ r′1=r1

r′2=r2

(2.94)

2.5.1 Enerǵıa electrónica en la representación de las matrices de
densidad reducida γ1 y γ2

La enerǵıa de un sistema electrónico es la suma de los valores esperados 〈Ô1〉 y 〈Ô2〉

E = 〈Ô1〉+ 〈Ô2〉 (2.95)

donde

Ô1 = −1

2
∇2

1 + v(r1) (2.96)

Ô2 =
1

r12
(2.97)

según las ecuaciones (2.90) y (2.93) la enerǵıa en términos de las matrices de densidad reducida
de orden uno γ1 y orden dos γ2 es:
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E[γ1, γ2] =

∫
dx1

(
− 1

2
∇2

1 + v(r1)
)
γ1(x

′
1,x1)

∣∣∣
x′
1=x1

+

∫
dx1dx2

1

r12
γ2(x

′
1,x

′
2;x1,x2)

∣∣∣x′
1=x1

x′
2=x2

(2.98)
En la representación de las coordenadas cartesianas, la traza de una matriz reducida de orden
uno γ1(x

′
1;x1) puede calcularse en el caso de Hartree-Fock mediante los operadores :

γ̂1 = γ̂1γ̂1

= γ̂1

∫
dx′′

1|x′′
1〉〈x′′

1|γ̂1 (2.99)

=

∫
dx′′

1γ̂1|x′′
1〉〈x′′

1|γ̂1 (2.100)

〈x′
1|γ̂1|x1〉 =

∫
dx′′

1〈x′
1|γ̂1|x′′

1〉〈x′′
1|γ̂1|x1〉 (2.101)

γ1(x
′
1;x1) =

∫
dx′′

1γ1(x
′
1;x

′′
1)γ1(x

′′
1;x1) (2.102)

En el modelo de Hartree-Fock el determinante para un sistema de N electrones es:

Ψ(x1,x2, · · · ,xN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(x1) ψ2(x1) · · · ψN(x1)
ψ1(x2) ψ2(x2) · · · ψN(x2)

...
...

. . .

ψ1(xN) ψ2(xN) · · · ψN(xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1√
N !
det[ψ1ψ2ψN ] (2.103)

y la matriz de densidad reducida de orden uno puede obtenerse reemplazando este determinante
en la ec. (2.66)

γ1(x
′
1;x1) =

∫
· · ·
∫
dx2 · · · dxNdet[ψ

′
1ψ2ψN ]det[ψ′

1ψ2ψN ]∗ (2.104)

La integración de un producto de dos determinantes de Slater con respecto a x2 · · ·xN , de
acuerdo con la condición de ortonormalización, da (N−1)! si los orbitales son iguales en ambos
determinantes y cero en caso contrario. Asi, si N = 2

γ1(x
′

1;x1) =

∫
dx2(ψ1(x

′

1)ψ2(x2)− ψ1(x2)ψ2(x
′

1))(ψ
∗
1(x

′

1)ψ
∗
2(x2)− ψ∗

1(x2)ψ
∗
2(x

′

1))

= ψ1(x
′

1)ψ
∗
1(x1) + ψ2(x

′

1)ψ
∗
2(x1) (2.105)

Luego para un sistema de N electrones la matriz de densidad de orden uno es:
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γ1(x
′

1,x1) =
N∑

i=1

ψi(x
′

1)ψ
∗
i (x1) (2.106)

calculando la matriz de densidad reducida γ2(x
′
1,x

′
2;x1,x2),

γ2(x
′
1,x

′
2;x1,x2) = Ψ(x′

1,x
′
2)Ψ

∗(x1,x2)

=
1

2
(ψ1(x

′
1)ψ2(x

′
2)− ψ1(x

′
2)ψ2(x

′
1)) (ψ∗

1(x1)ψ
∗
2(x2)− ψ∗

1(x2)ψ
∗
2(x1))

=
1

2

(
ψ1(x

′
1)ψ2(x

′
2)ψ

∗
1(x1)ψ

∗
2(x2) + ψ1(x

′
2)ψ2(x

′
1)ψ

∗
1(x2)ψ

∗
2(x1)

−ψ1(x
′
1)ψ2(x

′
2)ψ

∗
1(x2)ψ

∗
2(x1)− ψ1(x

′
2)ψ2(x

′
1)ψ

∗
1(x1)ψ

∗
2(x2)

)
=

1

2

(
γ1(x

′
1,x1)γ1(x

′
2,x2) + γ1(x

′
2,x2)γ1(x

′
1,x1)− γ1(x

′
1,x2)γ1(x

′
2,x1)

−γ1(x
′
2,x1)γ1(x

′
1,x2)

)
=

1

2
(γ1(x

′
1,x1)γ1(x

′
2,x2)− γ1(x

′
2,x1)γ1(x

′
1,x2)) (2.107)

donde se observa que la matriz de densidad reducida de orden dos puede calcularse a partir de
la matriz de densidad de orden uno. En general, puede demostrarse que, si la función de onda
se puede escribir como un determinante de Slater, la matriz de densidad de cualquier orden
puede calcularse a partir de las matrices de densidad de orden uno, según la siguiente expresión

γp(x
′
1,x

′
2, · · · ,x′

p;x1,x2, · · · ,xp)

=
1

p!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1(x

′
1;x1) γ1(x

′
1;x2) · · · γ1(x

′
1;xp)

γ1(x
′
2;x1) γ1(x

′
2;x2) · · · γ1(x

′
2;xp)

...
...

...
γ1(x

′
p;x1) γ1(x

′
p;x2) · · · γ1(x

′
p;xp)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.108)

Reemplazando la ecuación (2.107) en la ecuación (2.98),

E[γ1] =

∫
dx1

(
− 1

2
∇2

1 + v(r1)
)
γ1(x

′
1,x1)

∣∣∣
x′
1=x1

+∫
dx1dx2

1

r12

(
γ1(x

′
1,x1)γ1(x

′
2,x2)− γ1(x

′
2,x1)γ1(x

′
1,x2)

)∣∣∣x′
1=x1

x′
2=x2

(2.109)

=

∫
dx1

(
− 1

2
∇2

1 + v(r1)
)
γ1(x

′
1,x1)

∣∣∣
x′
1=x1

+

∫
dx1dx2

1

r12
γ1(x

′
1,x1)γ1(x

′
2,x2)

∣∣∣x′
1=x1

x′
2=x2

−
∫
dx1dx2

1

r12
γ1(x

′
2,x1)γ1(x

′
1,x2)

∣∣∣x′
1=x1

x′
2=x2

(2.110)

= T [γ1] + VNe[γ1] + J [γ1]−K[γ1] (2.111)
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donde se han definido, las funcionales de enerǵıa cinética T [γ1], potencial núcleo-electrón, el
potencial de interacción electrón-electrón y el potencial de intercambio electrónico. La ecuación
(2.110) puede ser minimizada sobre todo el conjunto de las densidades de matrices reducidas
γ1(x

′
1,x1), bajo las condiciones de:

γ1(x
′
1,x1) =

∫
dx′′

1γ1(x
′
1,x

′′
1)γ1(x

′′
1,x1) (idempotencia) (2.112)∫

dx1γ1(x1,x1) = N (Normalización) (2.113)

2.5.2 Enerǵıa electrónica de Hartree-Fock en la representación de
las matrices de densidad de esṕın ρ1 y ρ2

Integrando las variables de esṕın en la ecuación (2.111) se obtiene:

EHF [ρ1] =

∫
dr1

(
− 1

2
∇2

1

)
ρ1(r

′
1, r1)|r′

1=r1 +

∫
dr1v(r1)ρ1(r

′
1, r1)|r′

1=r1

+
1

2

∫ ∫
dr1dr2

1

r12
ρ(r1)ρ(r2)

−1

2

∫ ∫
dr1dr2

1

r12
[ραα

1 (r1, r2)ρ
αα
1 (r2, r1) + ρββ

1 (r1, r2)ρ
ββ
1 (r2, r1)]

= T [ρ1] + VNe[ρ] + Vee[ρ] (2.114)

donde E[ρ] es la enerǵıa del sistema y depende de la función de densidad, T [ρ1] es la enerǵıa
cinética, VNe[ρ] es el potencial central y Vee[ρ] es el potencial de interacción electrón - electrón.

De la misma forma que en el caso anterior, para un sistema de capa cerrada, en donde cada
orbital ψi(r) se encuentra doblemente ocupado, la funcional de enerǵıa E[ρ] puede escribirse
como:

E[ρ] = T [ρ1] + VNe[ρ] + J [ρ]−K[ρ1] (2.115)

donde K[ρ1] es la integral de intercambio, definida como:

K[ρ1(r1, r2)] = −1

4

∫
dr1dr2

|ρ1(r1, r2)|2

|r1 − r2|
(2.116)

en donde E[ρ(r1, r2)] puede ser minimizada usando las condiciones:

ρ1(r
′
1, r1) =

∫
dr′′1ρ1(r

′
1, r

′′
1)ρ1(r

′′
1, r1) (idempotencia) (2.117)∫

dr1ρ1(r1, r1) = N (Normalización) (2.118)
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2.6 Densidad de pares electrónicos: ρ2(r1, r2)

La densidad de par electrónico denotada como: ρ2(r1, r2), es la probabilidad de encontrar un
par de electrones simultáneamente en los elementos de volumen dr1 y dr2 independiente de su
esṕın, mientras que los demás N−2 electrones restantes poseen posiciones y espines arbitrarios.
La cantidad ρ2(r1, r2) es de gran importancia ya que contiene toda la información acerca de la
correlación electrónica [14].

Śı los electrones fueran part́ıculas clásicas, la probabilidad de encontrar un electrón en un punto
determinado es completamente independiente de la posición y esṕın del segundo electrón. Por
lo tanto, el modelo es idealizado como masas puntuales sin volumen, osea que pueden tener la
probabilidad de que ambos electrones se encuentren simultáneamente en el mismo elemento de
volumen. En este caso la densidad de los pares electrónicos ρ2(r1, r2) se reduce a un simple
producto de probabilidades:

ρ2(r1, r2) ≈ ρ(r1)ρ(r2) (2.119)

donde ρ(r1) es la probabilidad de que cualquiera de los N electrones esté en el elemento de
volumen dr1 y ρ(r2) es la probabilidad de que el segundo electrón se encuentre simultáneamente
en el elemento de volumen dr2. En este caso se dice que el movimiento de las part́ıculas no se
correlacionan. Sin embargo, el modelo anterior es malo para representar los electrones debido
a que:

• Todos los electrones son fermiones y por lo tanto tienen una función de onda antisimétrica.

• Todos los electrones son part́ıculas cargadas e interactuan através de una repulsión coulom-
bica.

Ambas propiedades tienen gran influencia sobre la densidad de pares electrónicos ρ(r1, r2).

La función de onda del sistema Ψ(x1,x2) hace que la matriz de densidad de segundo orden
γ2(x

′
1,x

′
2;x1,x2) sea antisimétrica:

γ2(x
′
1,x

′
2;x1,x2) = +Ψ(x′

1,x
′
2)Ψ

∗(x1,x2)

= −Ψ(x′
2,x

′
1)Ψ

∗(x1,x2)

= −γ2(x
′
2,x

′
1;x1,x2)

= −Ψ(x′
1,x

′
2)Ψ

∗(x2,x1)

= −γ2(x
′
1,x

′
2;x2,x1)

= +Ψ(x′
2,x

′
1)Ψ

∗(x2,x1)

= +γ2(x
′
2,x

′
1;x2,x1) (2.120)

y por lo tanto, la diagonal de la matriz de densidad de esṕın también es antisimétrica:
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ρ2(x1,x2) = −ρ2(x2,x1) (2.121)

Un caso especial de la ecuación (2.121) es cuando x1 = x2, es decir, la probabilidad de que los
dos electrones con el mismo esṕın sean encontrados es:

ρ2(x1,x1) = −ρ2(x1,x1) (2.122)

relación que solamente se cumple cuando ρ2(x1,x1) = 0. En otras palabras, la ecuación (2.122)
dice que: la probabilidad de encontrar dos electrones con idéntico esṕın en el mismo elemento
de volumen es cero. Esta consecuencia de la antisimetŕıa de la función de onda es conocida
como: correlación de intercambio o correlación de Fermi. Esta correlación es incluida
en la aproximación de Hartree-Fock.

La próxima propiedad se refiere a cómo afecta la carga de los electrones la densidad de pares
electrónicos ρ(r1, r2). La repulsión electrostática entre los electrones, se manifiesta através del

término
1

r12

, el cual previene que los electrones estén demasiados cercanos. Este efecto es in-

dependiente del esṕın y es conocido con el nombre de correlación coulómbica y se puede
demostrar que es totalmente despreciado en la aproximación de Hartree-Fock.

Para analizar este caso, considere un sistema de dos electrones con orbitales espaciales φ1, φ2

y espines s1 y s2. En el modelo de Hartree-Fock la densidad de pares electrónicos para este
sistema tiene la forma:

ρHF
2 (x1,x2) =

[
det{φ1(1)s1(1)φ2(2)s2(2)}

]2
=

1

2

(
φ1(1)s1(1)φ2(2)s2(2)− φ1(2)s1(2)φ2(1)s2(1)

)2

=
1

2
φ2

1(1)s2
1(1)φ2

2(2)s2
2(2) +

1

2
φ2

1(2)s2
1(2)φ2

2(1)s2
2(1)−

φ1(1)φ2(2)φ1(2)φ2(1)s1(1)s2(2)s1(2)s2(1) (2.123)

La probabilidad de encontrar un electrón en el punto r1 y simultaneamente otro en r2, es
obtenida integrando la ecuación (2.123) con respecto a los espines.

ρHF
2 (r1, r2) =

1

2
φ2

1(1)φ2
2(2)δs1,s1δs2,s2 +

1

2
φ2

1(2)φ2
2(1)δs1,s1δs2,s2

−φ1(1)φ2(2)φ1(2)φ2(1)δs1,s2δs2,s1 (2.124)

• Śı los espines son antiparalelos: s1 6= s2. La ecuación (2.124) se reduce a:

ρHF
s1 6=s2

(r1, r2) =
1

2
φ2

1(1)φ2
2(2) +

1

2
φ2

1(2)φ2
2(1) (2.125)
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y si los orbitales espaciales son iguales (dos electrones en el mismo orbital espacial y
antiparalelos): φ1 = φ2 = φ y como ρ(r) ≈ φ2(r) entonces,

ρHF
s1 6=s2

(r1, r2) = ρ(r1)ρ(r2) (2.126)

comparando las ecuaciones (2.126) y (2.119), se observa que la ecuación (2.126) corre-
sponde a electrones con espines antiparalelos, en donde el movimiento de los dos electrones
no se correlaciona (se comportan como dos part́ıculas clásicas). También se observa que
śı r1 = r2, la ecuación (2.126) se reduce a ρHF

s1 6=s2
(r1, r1) 6= 0.

• Śı los espines son paralelos: s1 = s2. La ecuación (2.124) se reduce a:

ρHF
s1=s2

(r1, r2) =
1

2
φ2

1(1)φ2
2(2) +

1

2
φ2

1(2)φ2
2(1)− φ1(1)φ2(2)φ1(2)φ2(1) (2.127)

es decir,

ρHF
s1=s2

(r1, r2) =

{
0 si φ1 = φ2 = φ
6= 0 si φ1 6= φ2

(2.128)

La ecuación (2.128) indica que si los dos electrones tienen igual esṕın, ρHF
s1=s2

(r1, r2) no se
reduce a un simple producto no correlacionado de producto de densidades individuales.
Este es un caso en el que el movimiento de los electrones es correlacionado. Además, śı
r1 = r2, se tiene que ρHF

s1 6=s2
(r1, r1) = 0, mostrando que el principio de exclusión de Pauli

esta presente.

Según el análisis anterior, la teoŕıa de Hartree-Fock da información de cómo están correlaciona-
dos los electrones paralelos, pero no da información de como están correlacionados los electrones
con espines antiparalelos. Para incorporar la correlación de espines antiparalelos, expresamos la
densidad de pares electrónicos como una combinación lineal del caso correlacionado (electrones
con espines paralelos) y del caso no correlacionado (electrones con espines antiparalelos):

ρ2(r1, r2) =
1

2
ρ(r1)ρ(r2) +

1

2
ρ(r1)ρ(r2)h(r1, r2)

=
1

2
ρ(r1)ρ(r2)

(
1 + h(r1, r2)

)
(2.129)

donde h(r1, r2) es una función llamada factor de correlación. Obsérvese que h(r1, r2) = 0 define
completamente el caso no correlacionado, por lo tanto, la función h(r1, r2) contiene todos los
efectos no clásicos.

Sustituyendo (2.129) en (2.87),
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ρ(r1) =
2

N − 1

∫
dr2

1

2
ρ(r1)ρ(r2)

(
1 + h(r1, r2)

)
(2.130)

=
1

N − 1

{∫
dr2ρ(r1)ρ(r2) +

∫
dr2ρ(r1)ρ(r2)h(r1, r2)

}
(2.131)

N − 1 =

∫
dr2ρ(r2) +

∫
dr2ρ(r2)h(r1, r2) (2.132)

N − 1 = N +

∫
dr2ρ(r2)h(r1, r2) (2.133)

donde ∫
dr2ρ(r2)h(r1, r2) = −1 (2.134)

se define la carga de correlación de intercambio de un electrón en el punto r1 (electrón de
referencia), como:

ρxc(r1, r2) ≡ ρ(r2)h(r1, r2) (2.135)

entonces, la ecuación (2.134) se escribe como:∫
dr2ρxc(r1, r2) = −1 (2.136)

La cantidad ρxc(r1, r2) también es conocida como agujero de intercambio y correlación, el cual
contiene exactamente la carga de un electrón y su concepto es ampliamente usado en la teoŕıa
de las funcionales de densidad. Reemplazando (2.129) en el potencial de interacción electrón
electrón Vee[ρ]

Vee[ρ] =
1

2

∫
dr1dr2

1

r12
ρ(r1)ρ(r2)

(
1 + h(r1, r2)

)
(2.137)

=
1

2

∫
dr1dr2

1

r12
ρ(r1)ρ(r2) +

1

2

∫
dr1dr2

1

r12
ρ(r1)ρ(r2)h(r1, r2) (2.138)

=
1

2

∫
dr1dr2

1

r12
ρ(r1)ρ(r2) +

1

2

∫
dr1dr2

1

r12
ρ(r1)ρxc(r1, r2) (2.139)

= J [ρ] + vh
xc[ρ] (2.140)

donde se define el potencial coulombico J [ρ] y el potencial del agujero de intercambio y cor-
relación vh

xc[ρ] en la posición r1 del electrón de referencia. J [ρ] es un término clásico y vh
xc[ρ]

genera la enerǵıa funcional de intercambio y correlación Exc[ρ] el cual es un término desconocido.
La exactitud de la teoŕıa de las funcionales de densidad depende del conocimiento
adecuado de la funcional de enerǵıa de intercambio y correlación. El desarrollo y
elaboración de buenos potenciales de intercambio y correlación, hacen posible el cálculos de
propiedades qúımicas con una exactitud comparable con las calculadas por métodos ab-initio
correlacionados.
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2.7 ρxc(r1, r2) en la aproximación de Hartree-Fock

La integral de intercambio K[γ1], definida en al ecuación (2.110),

K[γ1] = −
∫
dx1dx2

1

r12
γ1(x

′
2,x1)γ1(x

′
1,x2)

∣∣∣x′
1=x1

x′
2=x2

(2.141)

se puede observar que cuando los electrones se encuentran con espines paralelos la integral es
diferente de cero, mientras que si los electrones son antiparalelos la integral es igual a cero,
entonces: Śı los electrones tienen espines paralelos, bien sean α o β, la matriz de densidad
reducida se escribe como:

γ1(x
′
1,x2) = γ1(r

′
1, α; r2, α) + γ1(r

′
1, β; r2, β) (2.142)

entonces, para sistemas de capa cerrada, se cumple que:

γ1(r
′
1, α; r2, α) = γ1(r

′
1, β; r2, β) =

1

2
γ1(x

′
1,x2) (2.143)

reemplazando en la integral K[γ1],

K[γ1] = −1

4

∫
dx1dx2

1

r12
γ1(r

′
2, α; r1, α)γ1(r

′
1, α; r2, α)

∣∣∣x′
1=x1

x′
2=x2

(2.144)

si integramos a ambos lados con respecto al esṕın, se obtiene:

K[ρ] = −1

4

∫
dr1dr2

1

r12

∫
dαγ1(r

′
2, α; r1, α)

∫
dαγ1(r

′
1, α; r2, α)

∣∣∣ r′1=r1

r′2=r2

(2.145)

= −1

4

∫
dr1dr2

1

r12

ρ(r′2; r1)ρ(r
′
1; r2)

∣∣∣ r′1=r1

r′2=r2

(2.146)

Ahora, comparando las ecuaciones (2.146) y (2.139),

1

2

∫
dr1dr2

1

r12
ρ(r1)ρxc(r1, r2) = −1

4

∫
dr1dr2

1

r12
ρ(r1; r2)ρ(r2; r1) (2.147)

ρ(r1)ρxc(r1, r2) = −1

2
|ρ(r1; r2)|2 (2.148)

es decir, en la aproximación de Hartree-Fock, el agujero de intercambio y correlación es dado
por la expresión:

ρHF
xc (r1, r2) = −|ρ(r1; r2)|2

2ρ(r1)
(2.149)
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La corrección incluida aqúı es solamente de electrones con espines paralelos. Observese que
la integral (2.141) da cero para electrones con espines antiparalelos. Debido a que el término
de correlación (2.149) solamente tiene en cuenta los efectos de la antisimetŕıa del determi-
nante, en muchas ocasiones ρHF

xc (r1, r2) es denotado como ρh
x(r1, r2) el cual solamente contiene

información del agujero de intercambio.

2.8 Agujeros de Fermi y Agujeros de Coulomb

Cuando un electrón se encuentra en una posición r1, existe una probabilidad condicional
Ω(r2/r1), para que un segundo electrón esté en la posición r2. Ω(r2/r1) es definida como
la probabilidad de que cualquier electrón se encuentre en r2 sabiendo que existe uno en r1:

Ω(r2/r1) ≡
ρ(r1, r2)

ρ(r1)
(2.150)

de las ecuaciones (2.129) y (2.135)

ρ(r1, r2) =
1

2
ρ(r1)ρ(r2) +

1

2
ρ(r1)ρxc(r1, r2) (2.151)

la probabilidad condicional puede ser expresada en términos del agujero de intercambio y cor-
relación como:

Ω(r2/r1) = ρ(r2) + ρxc(r1, r2) (2.152)

integrando a ambos lados con respecto a dr2,

∫
dr2Ω(r2/r1) =

∫
dr2ρ(r2) +

∫
dr2ρxc(r1, r2) (2.153)

= N − 1 (2.154)

observándose que la probabilidad condicional integra a N − 1 electrones. Contiene N − 1 elec-
trones y el electrón de referencia se encuentra en r1.

La función agujero de correlación e intercambio ρxc(r1, r2), permite de una manera muy intuitiva
comprender cómo los efectos de correlación e intercambio afectan la distribución electrónica en
un átomo o molécula. ρxc(r1, r2) describe como es la desviación entre la densidad condicional
Ω(r2/r1) y la densidad no condicionada ρ(r2).

El agujero de correlación e intercambio ρxc(r1, r2), formalmente puede escribirse como la com-
binación de los efectos de correlación de Coulomb y de intercambio:

ρxc(r1, r2) = ρc(r1, r2) + ρx(r1, r2) (2.155)
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ρx(r1, r2) es conocido como el agujero de Fermi o agujero de intercambio y se inter-
preta como la interacción consigo mismo, mientras que a ρc(r1, r2) es llamado el agujero de

Coulomb y se interpreta como la interacción con otro através del término
1

r12
. La ecuación

(2.155) dá lugar a las enerǵıas de intercambio Ex y a la enerǵıa de correlación Ec. Por mu-
cho tiempo los qúımicos cuánticos han definido la enerǵıa de correlación como la diferencia
entre la enerǵıa exacta y la enerǵıa de Hartree-Fock, sin embargo, recordemos que la teoŕıa de
Hartree-Fock no dá información de la correlación entre electrones con espines paralelos (Ec).

2.8.1 Agujero de Fermi

El agujero de Fermi es una consecuencia de la antisimetŕıa de la función de onda del sistema y
tiene la propiedad de que integra a -1 con respecto a r2,

∫
dr2ρ

h
x(r1, r2) = −1 (2.156)

esto es fácil de entender, puesto que la probabilidad condicional Ω(r2/r1) integra a N − 1 en
lugar de integrar a N , debido a que ya existe un electrón con igual esṕın en r1 (se excluye
el electrón r1). Esto es una consecuencia del principio de exclusión de Pauli, el cual asegura
que dos electrones que tengan el mismo esṕın no ocupen el mismo espacio, el agujero de Fermi
tiende a ser a menos la densidad del electrón de referencia, es decir,

ρh
x(r2 → r1, r2) = −ρ(r1) (2.157)

es decir, cuando el electrón r2 se acerca al electrón de referencia r1, la profundidad del agujero
tiende a −ρ(r1). Pictoricamente, entiendase como si el electrón r1 empieza a cavar un agujero
de carga negativa, la cual aumenta a −ρ(r1) cuando r2 se aproxima. Según la teoŕıa de Hartree-
Fock, el agujero de intercambio ρh

x(r2 → r1, r2) puede aproximarse a:

ρh
x(r1, r2) ≈ −|ρ(r1; r2)|2

2ρ(r1)
(2.158)

Śı el electrón r2 se acerca al electrón de referencia r1, la profundidad del agujero es cero si
ambos tienen el mismo esṕın (s1 = s2),

ρh
x(r2 → r1, s1 = s2) = 0 (2.159)

La forma precisa del agujero depende fuertemente del sistema, pero en general ρh
x(r1, r2) siempre

es negativo,

ρh
x(r1, r2) < 0 (2.160)
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Problema 2.1 Asuma que en un sistema todos los estados electrónicos ocupados tienen en-
erǵıa E menor que la enerǵıa de Fermi EF (E < EF ). Usando funciones de estados ocupados
de onda plana (funciones de part́ıcula libre) eik·r encuentre el potencial de intercambio en la
aproximación de Hartree-Fock. Analice el potencial cuando E = EF .

2.8.2 Agujero de Coulomb

A partir de las ecuaciones (2.155) y (2.156), es obvio que el agujero de Coulomb es normalizado
a cero,

∫
dr2ρ

h
c (r1, r2) = 0 (2.161)

es decir, la integral sobre todo el espacio no contiene cargas. Es natural definir el agujero de
Coulomb como la diferencia entre el agujero completo y la el agujero de Fermi [15]:

ρh
c (r1, r2) = ρh

xc(r1, r2)− ρh
x(r1, r2) (2.162)

Dada la inevitable interacción entre part́ıculas, la correlación entre ellas se mide mediante
funciones de correlación, las cuales describen la desviación entre el comportamiento ideal y real
de las part́ıculas.

2.9 La F́ısica detrás del agujero de intercambio y cor-

relación

Hemos visto que el agujero de Fermi es negativo en todas las partes e integra a menos uno.
Volviendo a la ecuación (2.140) uno puede ver, que para el caso de un electrón, el segundo
término deberá cancelar exactamente al primero, ya que un electrón no interactua consigo
mismo. Esto es conocido como efecto de autointeracción. Como el modelo de Hartree-Fock
corrige bien esta autointeracción podemos ver que el efecto debe ser corregido por el agujero de
Fermi. Mientras tanto el agujero de Coulomb integra a cero y no es responsable de la autointer-
acción. Pero como su origen esta en la repulsión coulombiana que obliga a los electrones a estar
más separado que en caso no correlacionado, el agujero de coulomb será más grande y negativo
en las vecindades del electrón de referencia. Por lo tanto, para preservar la normalización a
cero, en alguna otra parte deberá ser positivo. Es decir, el agujero de Coulomb es responsable
de disminuir la densidad cerca del electrón de referencia y aumentarla en algún otro lugar. Por
lo tanto, debe ser muy dependiente de la posición del electrón de referencia. Veamos como
ejemplo la molécula de hidrǵeno. Aqui, la única misión del agujero de Fermi es eliminar la
autointeracción, porque el intercambio entre dos electrones de diferente esṕın es cero. Entonces
el agujero de Fermi será simplemente el negativo del cuadrado del orbital σg. Como vemos,
completamente independiente de la posición del otro electrón. Pero si no consideramos el agu-
jero de Coulomb, es decir, si nos quedamos en la aproximación de Hartree-Fock, a medida que
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Figura 2.1: Agujero de Fermi, agujero de Coulomb, y agujero total en la molécula de hidrógeno
a R=1.4 (distancia de equilibrio) y 5.0 bohrs. El electrón de referencia siempre se coloca a 0.3
bohr del lado izquierdo del átomo de hidrógeno de la derecha. [16]

alejamos los átomos de hidrógeno, el agujero de Fermi seguirá siendo mitad y mitad en cada
átomo (ver Figura 2.1), por lo tanto quitará en cada átomo una autointeracción que no existe.
Es necesario introducir el agujero de Coulomb para corregir ese defecto. En este caso su rol será
sacar densidad de la zona donde se encuentra el otro electrón y acumularla en otro lugar. si
tenemos los dos átomos de hidrógeno separados y el electrón de referencia es, por decir, el átomo
de la izquierda, el agujero de Coulomb sacará densidad de los alrededores de ese átomo y la
colocará cerca del átomo de la derecha (ver Figura 2.1), y vice versa, si el electrón de referencia
se encuentra en el átomo de la derecha. Como vemos en la figura, a largas distancias, el agujero
total es altamente localizado alrededor del electrón de prueba, pero los agujeros de Fermi y
Coulomb son altamente deslocalizados en todo el espacio, y sólo un detallado balance entre
ambos produce la aparente localización. Este simplificado análisis en la molécula de hidrógeno
demuestra porque es tan dif́ıcil modelar estos agujeros y la importancia de usar modelos bien
equilibrados tanto para el intercambio como para la correlación coulombiana.

2.10 Avances recientes en la teoŕıa de las matrices de la

densidad

Después de cierta efervecencia cient́ıfica en torno a las matrices de la densidad a mediado de los
años cincuenta, los problemas de N-representabilidad mantuvieron el área sin mayores avances
hasta la decada de los setenta con los trabajos de Nakatsuji [17] y Cohen [18], en que ellos
encontraron una jerarqúıa de ecuaciones para las matrices de densidad de distinto orden, las
que se pensó en principio que se podŕıan desacoplar. Bueno, tuvieron que pasar cerca de 20 años
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para que trabajos recientes de Mazzioti [19], Valdemoro [20] y Nakatsuji [21], mostraran formas
eficientes de desacoplarlas. La idea central se puede entender escribiendo el hamiltoniano como
una suma de operadores monoelectrónicos y bielectrónicos:

HN =
N∑

i=1

Ωi +
N∑

i6=j

Ωij (2.163)

entonces, multiplicando la ecuación de Schrödinger por Ψ∗ se obtiene:

HNγN = EγN (2.164)

La idea central de Nakatsuji y Cohen en los setenta fue integrar esa ecuación sobre xs+1,xs+2, ...,xN

para obtener: ∫
HNγNdxs+1dxs+2...dxN =

(
N

s

)−1

Eγs (2.165)

La evaluación de la integral de la izquierda es algo larga y tediosa, pero el resultado separándolo
en un término de los operadores monoelectrónico y otro de los operadores bielectrónico es para
la parte monoelectrónica:

N∑
i=1

∫
ΩiγNdxs+1dxs+2...dxN =

(
N

s

)−1 s∑
i=1

Ωiγs+

(
N

s+ 1

)−1

(N−s)
∫

Ωs+1γs+1dxs+1 (2.166)

Nótese que en el lado izquierdo de la última ecuación ya no hay sumas hasta N . Las sumas
son solo hasta s, variable que eventualmente puede valer incluso 1. El término que proviene de
los operadores bielectrónicos es un poco más engorroso, pero con un poco de algebra se puede
demostrar que es igual a:

N∑
i6=j

∫
ΩijγNdxs+1...dxN =

(
N

s

)−1 s∑
i6=j

Ωijγs +

(
N

s+ 1

)−1

(N − s)
s∑

i=1

∫
Ωi,s+1γs+1dxs+1 +

(
N

s+ 2

)−1
(N − s)(N − s− 1)

2

∫
Ωs+1,s+2γs+2dxs+1dxs+2 (2.167)

donde nuevamente las sumas se han reducido hasta la variable s. Entonces, definiendo un
hamiltoniano reducido Hs :

Hs =
s∑

i=1

Ωi +
s∑

i6=j

Ωi,j (2.168)

con H1 = Ω1, se puede obtener la siguiente ecuación para cualquier valor de s:
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Hsγs + (s+ 1)

∫
(Ωs+1 +

s∑
i=1

Ωi,s+1)γs+1dxs+1 +

1

2
(s+ 1)(s+ 2)

∫
Ωs+1,s+2γs+2dxs+1dxs+2 = Eγs (2.169)

En particular, para s = 1 se obtiene:

H1γ1 + 2

∫
(Ω2 + Ω12)γ2dx2 + 3

∫
Ω23γ3dx2dx3 = Eγ1 (2.170)

Es decir, basta conocer γ2 y γ3 para conocer la enerǵıa y la densidad del sistema. La ecuación
para s = 2 queda:

H2γ2 + 3

∫
(Ω3 + Ω13 + Ω23)γ3dx3 + 6

∫
Ω34γ4dx3dx4 = Eγ2 (2.171)

Existen diversas técnicas para romper esta jerarqúıa de ecuaciones en que siempre aparece como
necesario conocer las matrices de mayor orden. Por ejemplo, si uno desprecia γ4 en la última
ecuación y expresa γ3 como un determinante de acuerdo a la Ec.(2.108) se recobra el método de
Hartree-Fock [17, 18]. Más recientemente se ha demostrado que escribir γ2 en términos de γ1

de acuerdo al modelo de Hartree-Fock, Ec.(2.108), equivale al producto definido en el algebra
de Grassmann, y se escribe como γ2 = γ1 ∧ γ1. Entonces, definiendo los cumulantes de orden
s, 4s como:

γ1 = 41 (2.172)

γ2 = 42
1 +42 (2.173)

γ3 = 43
1 + 341 ∧42 +43 (2.174)

γ4 = 44
1 + 641 ∧42 + 441 ∧43 + 342

2 +44 (2.175)

donde los términos del tipo 42
1 corresponden al producto de Grassmann, se han demostrado

como muy exitosas aproximaciones en las cuales se hacen igual a cero los cumulantes de orden
3 y 4 en las ecuaciones de arriba y luego con algún Ansatz razonable para γ1 y γ2 se procede
a iterar las Ecs. (2.170), (2.171) [19, 22]. La teoŕıa matemática de los cumulantes ha sido
exitosamente aplicada en la Mecánica Estad́ıstica principalmente por Kubo [23].



Caṕıtulo 3

Modelos de
Thomas-Fermi-Dirac-von Weisszäcker

3.1 Modelo de Thomas-Fermi

Los primeros intentos en usar la densidad electrónica para obtener información de los sistemas
moleculares y atómicos fueron los de Thomas y Fermi. Es por esto que los desarrollos de la
teoŕıa de las funcionales de densidad empezaron con los trabajos de Thomas-Fermi en los años
27, mediante consideraciones mecanocuánticas-estad́ısticas de cómo era la distribución de los
electrones en los sistemas electrónicos, el cual en su forma original, toma en cuenta sólamente
la enerǵıa cinética mientras que el tratamiento de los potenciales de atración nuclear e in-
teracción electrón-electrón son completamente clásicos. Lo más importante en el modelo de
Thomas-Fermi es la descripción de la enerǵıa cinética del sistema electrónico mediante una
simple expresión que depende de la densidad electrónica ρ(r).

Las consideraciones de Thomas fueron: Los electrones estan distribuidos uniformemente en un
espacio de fase de 6 dimensiones dentro de un potencial efectivo que es determinado por la
carga nuclear y las distribuciones de los mismos electrones. Śı se divide el espacio de fase en
celdas, cada una de lado ` y con volumen ∆V = `3, conteniendo un número fijo de electrones
∆N , a cero grado Kelvin (K), las cuales pueden tener diferentes valores de enerǵıa, los niveles
de enerǵıa de cada uno de los electrones son dados por la expresión:

E(nx, ny, nz) =
h2

8m`2
(n2

x + n2
y + n2

z) (3.1)

=
h2

8m`2
R2 (3.2)

donde R = nxı̂+ ny ̂+ nz ẑ y nx, ny, nz = 1, 2, 3, · · · . Como nx, ny y nz son positivos, se puede
observar que la enerǵıa total E puede ser aproximada al volumen de un octante de una esfera
de radio R en el espacio de los números cuánticos nx, ny y nz. El número de estados cuánticos
con enerǵıa E se puede determinar por la expresión:

41
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Φ(E) =
1

8

(4

3
πR3

)
(3.3)

despejando R de la ecuación (3.2),

R =
(8m`2

h2
E
) 1

2
(3.4)

sustituyendo en (3.3),

Φ(E) =
1

8

(4

3
π
)(8m`2

h2
E
) 3

2
(3.5)

=
π

6

(8m`2

h2
E
) 3

2
(3.6)

Ahora, el número total de estados g(E), entre E y E + δE es:

g(E) =
Φ(E + δE)− Φ(E)

∆E
(3.7)

según la ecuación (3.6),

g(E)∆E = Φ(E + δE)− Φ(E) (3.8)

=
π

6

(8m`2

h2

) 3
2
(
E + δE

) 3
2 − π

6

(8m`2

h2

) 3
2E

3
2 (3.9)

=
π

6

(8m`2

h2

) 3
2E

3
2

(
1 +

δE
E

) 3
2 − π

6

(8m`2

h2

) 3
2E

3
2 (3.10)

=
π

6

(8m`2

h2

) 3
2E

3
2

(
1 +

3

2

δE
E

+ · · ·
)
− π

6

(8m`2

h2

) 3
2E

3
2 (3.11)

=
π

6

(8m`2

h2

) 3
2E

3
2

(
1 +

3

2

δE
E

+ · · · − 1
)

(3.12)

=
π

4

(8m`2

h2

) 3
2E

3
2
δE
E

+ · · · (3.13)

=
π

4

(8m`2

h2

) 3
2E

1
2 δE + · · · (3.14)

y en primera aproximación,

g(E)∆E ≈ π

4

(8m`2

h2

) 3
2E

1
2 δE (3.15)

Śı se integra la ecuación (3.15) nos dá el número total de electrones en cada celda y śı se
multiplica a ambos lados por E y se integra nos dá la enerǵıa en cada celda. Para calcular la
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enerǵıa total del sistema, se necesita conocer la probabilidad de ocupación para los estados con
enerǵıa E , la cual se denotará como f(E). esta probabilidad esta dada por la distribución de
Fermi-Dirac,

f(E) =
1

1 + e−β(E−µ)
(3.16)

donde β =
1

KBT
y KB es la constante de Bolztman. A 0oK, la función de distribución de

Fermi-Dirac se reduce a la función paso:

f(E) =

{
1 si E < EF

0 si E > EF
(3.17)

donde EF es la enerǵıa de Fermi. La ecuación (3.17) indica que todos los estados ocupados
tienen enerǵıa menor que la enerǵıa de Fermi, mientras que los estados desocupados tienen
enerǵıa mayor que la enerǵıa de Fermi. La enerǵıa total de cada una de las celdas puede ser
encontrada sumando todas las contribuciones de todos los diferentes estados energéticos,

∆E = 2

∫
dEf(E)Eg(E) (3.18)

donde f(E) es la probabilidad de que el estado con enerǵıa E sea ocupado, E es la enerǵıa
del estado y g(E) es la degenerancia o el número de niveles energéticos. El número dos que
multiplica la ecuación (3.18) indica que cada estado energético está doblemente ocupado, uno
con esṕın α y otro con esṕın β. El número de electrones ∆N , en cada una de las celdas puede
ser determinado mediante la expresión:

∆N = 2

∫
dEf(E)g(E) (3.19)

Reemplazando las funciones f(E) y g(E) en la ecuación (3.19), se tiene:

∆N = 2
π

4

(8m`2

h2

) 3
2

∫ EF

dEE
1
2 (3.20)

=
π

2

(23m`2

h2

) 3
2
(2

3
E

3
2

)∣∣∣∣∣
E=EF

(3.21)

=
π

3

(23m`2

h2

) 3
2E

3
2
F (3.22)

=
8π

3

(2m`2

h2

) 3
2E

3
2
F (3.23)

el número de electrones por unidad de volumen es:
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∆N

`3
=

8π

3

(2m

h2

) 3
2E

3
2
F (3.24)

y como el número de electrones por unidad de volumen es la densidad de cada una de las celdas
ρ, entonces,

ρ =
8π

3

(2m

h2

) 3
2E

3
2
F (3.25)

despejando la enerǵıa de Fermi EF ,

EF =
( 3

8π

) 2
3
( h2

2m

)
ρ

2
3 (3.26)

y la enerǵıa de cada celda es:

∆E = 2
π

4

(8m`2

h2

) 3
2

∫
EE

1
2dE (3.27)

= 2
π

4

(8m`2

h2

) 3
2

∫
E

3
2dE (3.28)

=
π

2

(8m`2

h2

) 3
2
(2

5
E

5
2

)∣∣∣∣∣
E=EF

(3.29)

=
π

5

(8m`2

h2

) 3
2E

5
2
F (3.30)

=
8π

5

(2m`2

h2

) 3
2E

5
2
F (3.31)

reemplazando (3.26) en (3.31),

∆E =
8π

5

(2m`2

h2

) 3
2
( 3

8π

) 5
3
( h2

2m

) 5
2
ρ

5
3 (3.32)

=
8π

5

( 3

8π

) 5
3
(2m

h2

) 3
2
( h2

2m

) 5
2
`3ρ

5
3 (3.33)

=
3h2

10m

( 3

8π

) 2
3
`3ρ

5
3 (3.34)

como ∆V = `3,

∆E =
3h2

10m

( 3

8π

) 2
3
ρ

5
3 ∆V (3.35)

E =
3h2

10m

( 3

8π

) 2
3

lim
∆V →0

ρ
5
3 ∆V (3.36)

E[ρ(r)] =
3h2

10m

( 3

8π

) 2
3

∫
V

ρ
5
3 (r)dr (3.37)
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como la enerǵıa es una enerǵıa de part́ıcula libre, entonces se refiere a una enerǵıa cinética, por
lo tanto la ecuación (3.37) es escrita como:

T [ρ(r)] =
3h2

10m

( 3

8π

) 2
3

∫
V

ρ
5
3 (r)dr (3.38)

y en unidades atómicas,

T [ρ(r)] =
3

10m

( 3

8π

) 2
3

∫
V

ρ
5
3 (r)dr (3.39)

= 2.871

∫
V

ρ
5
3 (r)dr (3.40)

La ecuación (3.40) es la funcional de enerǵıa cinética de Thomas-Fermi. Se observa que
Thomas-Fermi convirtió el laborioso trabajo de calcular la funcional de enerǵıa cinética T [ρ(r)]
en términos de las derivadas de la matriz de densidad de primer orden, las cuales tenian la
forma:

T [ρ1(r
′, r)] = −1

2

∫
dr∇2ρ1(r

′, r)

∣∣∣∣∣
r′=r

(3.41)

por una ecuación más simple de resolver. El modelo de Thomas-Fermi, tampoco resuelve el
problema del movimiento de correlación electrónica. Aśı, en el modelo de Thomas-Fermi, la
funcional de enerǵıa de un sistema electrónico puede ser escrita como:

ETF [ρ(r, r′)] = CF

∫
ρ

5
3 (r)dr− Z

∫
ρ(r)

r
dr +

1

2

∫
ρ(r′)ρ(r)

|r′ − r|
dr′dr (3.42)

donde CF = 2.871. La enerǵıa de Thomas-Fermi puede ser minimizada (variación de la funcional
de enerǵıa) usando la condición de normalización de la densidad:

∫
drρ(r) = N (3.43)

donde N es el número total de electrones. Entonces, el estado fundamental del sistema satisface
el principio variacional:

δ

δρ(r′)

{
ETF [ρ(r)]− µTF

(∫
drρ(r)−N

)}
= 0 (3.44)

donde µTF es un multiplicador de Lagrange.
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δ

δρ(r′′)

{
CF

∫
ρ

5
3 (r)dr− Z

∫
ρ(r)

r
dr +

1

2

∫
ρ(r′)ρ(r)

|r′ − r|
dr′dr− µTF

(∫
drρ(r)−N

)}
= 0

CF
δ

δρ(r′′)

∫
ρ

5
3 (r)dr− Z

δ

δρ(r′′)

∫
ρ(r)

r
dr +

1

2

δ

δρ(r′′)

∫
ρ(r′)ρ(r)

|r′ − r|
dr′dr

−µTF

δ

δρ(r′′)

∫
drρ(r) = 0

calculando cada una de las derivadas funcionales,

δ

δρ(r′′)

∫
ρ

5
3 (r)dr =

d

dε

∫ (
ρ+ εδ(r− r′′)

) 5
3
dr

∣∣∣∣
ε=0

(3.45)

=
d

dε

∫
ρ

5
3

(
1 + ε

δ(r− r′′)

ρ

) 5
3
dr

∣∣∣∣
ε=0

(3.46)

=
d

dε

∫
ρ

5
3

(
1 +

5

3
ε
δ(r− r′′)

ρ
+ · · ·

)
dr

∣∣∣∣
ε=0

(3.47)

=
5

3

∫
ρ

2
3 (r)δ(r− r′′)dr (3.48)

=
5

3
ρ

2
3 (r′′) (3.49)

δ

δρ(r′′)

∫
ρ(r)

r
dr =

d

dε

∫
1

r

(
ρ(r) + εδ(r− r′′)

)
dr

∣∣∣∣
ε=0

(3.50)

=

∫
δ(r− r′′)

r
dr (3.51)

=
1

r′′
(3.52)

1

2

δ

δρ(r′′)

∫
ρ(r′)ρ(r)

|r′ − r|
dr′dr =

1

2

d

dε

∫
ρ(r′)

|r′ − r|

(
ρ(r) + εδ(r− r′′)

)
dr′dr

∣∣∣∣
ε=0

+

1

2

d

dε

∫
ρ(r)

|r′ − r|

(
ρ(r′) + εδ(r′ − r′′)

)
dr′dr

∣∣∣∣
ε=0

(3.53)

=
1

2

∫
ρ(r′)

|r′ − r|
δ(r− r′′)dr′dr +

1

2

∫
ρ(r)

|r′ − r|
δ(r′ − r′′)dr′dr

=
1

2

∫
ρ(r′)

|r′ − r′′|
dr′ +

1

2

∫
ρ(r)

|r′′ − r|
dr (3.54)

=
1

2

∫
ρ(r)

|r− r′|
dr +

1

2

∫
ρ(r)

|r′ − r|
dr (3.55)

=

∫
ρ(r)

|r′ − r|
dr (3.56)
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reemplazando, la derivada funcional de la enerǵıa puede ser escrita como:

5

3
CFρ

2
3 (r)− Z

r
+

∫
ρ(r′)

|r− r′|
dr− µTF = 0 (3.57)

definiendo el potencial electrostático generado por la carga nuclear y por la densidad de carga
electrónica ρ(r′), en el punto r como:

φ(r) ≡ −Z
r

+

∫
ρ(r′)

|r− r′|
dr (3.58)

la ecuación (3.57) toma la forma,

5

3
CFρ

2
3 (r) + φ(r)− µTF = 0 (3.59)

despejando el multiplicador de Lagrange,

µTF =
5

3
CFρ

2
3 (r) + φ(r) (3.60)

Para resolver esta ecuación es necesario usar más información, pues tenemos dos incognitas,
el potencial qúımico µTF y la densidad ρ(r). Pero es posible sacar más información antes de
resolverla. Como el ĺımite asimtótico del potencial electrostático y de la densidad cuando r
va a infinito es cero, se deduce que el lado derecho de la ecuación (3.60) es cero cuando r
va a infinito, y como el lado izquierdo, es decir el potencial qúımico, es constante en todo el
espacio, debe ser necesariamente cero. De tal forma que µTF = 0. Entonces la ecuación (3.60)
la podemos reescribir como

ρ(r) =

(
3

5CF

)3/2

φ(r)3/2 (3.61)

y usando la ecuación de Poisson:

∇2φ(r) = 4πρ(r)− 4πZδ(r) (3.62)

obtenemos entonces dos ecuaciones y dos incognitas, el potencial electrostático y la densidad.
Si nos centramos en la solución para átomos es posible usar simetŕıa esférica, de tal forma que
se puede escribir

φ(r) =
Z

r
χ(r) (3.63)

para finalmente obtener la siguiente ecuación diferencial:

d2χ(r)

dr2
= 4π

(
3

5CF

)3/2(
Z

r

)1/2

χ(r)3/2 (3.64)
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cambiando de variable, x = αr con α = Z1/3(4π)2/3

(
3

5CF

)
, se obtiene

d2χ(x)

dx2
=

1

x1/2
χ(x)3/2 (3.65)

con las condiciones de borde χ(0) = 1 y χ(∞) = 0. Ecuación que no admite solución cerrada y
solo se puede resolver en forma numérica. Sin embargo, se puede obtener más información sin
resolverla. Escribiendo la densidad en términos de la función χ, obtenemos

ρ(x) =
32

9π3
Z2

(
χ(x)

x

)3/2

(3.66)

Desde donde se obtiene que la densidad decae como
1

r3/2
cuando r tiende a cero, lo que consti-

tuye un resultado incorrecto. Una densidad atómica no va a infinito cuando r tiende a cero.

El obtener que el potencial qúımico es cero y el decaimiento a infinito de la densidad constituyen
dos resultados cualitativos erroneos. Esto explica que el modelo desarrollado al comienzo de
los años treinta quedara durante mucho tiempo semi abandonado. Su utilidad radica en que es
posible encontrar ecuaciones anaĺıticas y estudiar su estructura matemática.

La primera corrección al modelo la realizó Dirac, quien incluyo el térmico cuántico del intercam-
bio. Para ello, solo hay que darse cuenta que la funcional de enerǵıa cinética de Thomas–Fermi
es una funcional local. F́ısicamente, es suponer que la densidad varia tan lentamente que en
cada punto puede ser reemplazado por el resultado obtenido para un gas homogeneo de elec-
trones con esa densidad.

3.2 Modelo de Thomas-Fermi-Dirac

El tradicional modelo de Thomas-Fermi, en primera aproximación reemplaza la funcional de
enerǵıa cinética T [ρ(r)] por una funcional de enerǵıa cinética de un gas de electrones no interac-
tuantes. El modelo de Thomas-Fermi-Dirac, acepta la aproximación de la funcional de enerǵıa
cinética T [ρ(r)] de Thomas-Fermi y para la aproximación de la funcional del potencial Vee[ρ(r)]
añade a la parte clásica J [ρ(r)] una funcional de enerǵıa de intercambio de un gas uniforme de
electrones.

Para un sistema de capa cerrada, en donde los orbitales espaciales φi(r) son doblemente ocu-
pados, la matriz de densidad de primer orden ρ1(r, r

′) es escrita como:

ρ1(r, r
′) = 2

N/2∑
i=1

φi(r)φ
∗
i (r

′) (3.67)

El 2 indica que los orbitales φi(r) estan doblemente ocupados. En las secciones anteriores, se
hizo la descripción de un gas uniforme de electrones en una caja, las cuales tienen condiciones
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de frontera φ(x = `) = 0 y φ(x = 0) = 0. Equivalentemente, para un sistema de muchas
part́ıculas, se puede emplear los orbitales espaciales:

φ(r) =

√
1

`3
eik·r (3.68)

y las condiciones de frontera periódicas de la forma: φ(r + `) = φ(r). Reemplazando (3.68) en
(3.67), se obtiene,

ρ1(r, r
′) =

2

`3

∑
{φ(r)}

eik·re−ik·r′
(3.69)

=
2

`3

∑
{φ(r)}

eik·(r−r′) (3.70)

en donde la suma se realiza sobre todos los estados ocupados. Como existen muchos estados
ocupados y ` → 0, entonces la suma puede ser reemplazada por una integral (es como un
continuo de estados),

ρ1(r, r
′) =

2

`3

∫
eik·(r−r′)dn (3.71)

Aplicando las condiciones de frontera periódicas a los orbitales φi(r), se encuentra que: kx =
2π

`
nx, ky =

2π

`
ny y kz =

2π

`
nz entonces,

dkxdkydkz =
(2π

`

)3

dnxdnydnz (3.72)

dk =
(2π

`

)3

dn (3.73)

dn =
`3

8π3
dk (3.74)

Reemplazando (3.74) en (3.71),

ρ1(r, r
′) =

2

`3
`3

8π3

∫
eik·(r−r′)dk (3.75)

=
1

4π3

∫
eik·(r−r′)dk (3.76)

=
1

4π3

∫
eikR cos θk2dk sin θdθdφ (3.77)

Definamos el último nivel ocupado como kF , el cual es conocido como el nivel de Fermi. En-
tonces, de la última ecuación, haciendo r igual a r′, obtenemos la densidad en términos del
nivel de Fermi:
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ρ(r) =
k3

F

3π2
(3.78)

Ahora podemos volver al cálculo de la integral (3.77), donde R = |r− r′|,

ρ1(r, r
′) =

1

4π3

∫ kF

0

k2

∫ π

0

eikR cos θ sin θdθ

∫ 2π

0

dφdk (3.79)

= − 2π

4π3

∫ kF

0

k2

∫ π

0

eikR cos θ

ikR
d(ikR cos θ)dk (3.80)

= − 2π

i4π3R

∫ kF

0

k

∫
eududk (3.81)

= − 2π

i4π3R

∫ kF

0

keikR cos θ

∣∣∣∣∣
π

0

dk (3.82)

= − 2π

i4π3R

∫ kF

0

k

{
e−ikR − eikR

}
dk (3.83)

= − 2π

i4π3R

{∫ kF

0

ke−ikRdk −
∫ kF

0

keikRdk

}
(3.84)

= − 2π

i4π3R

{
∂

∂R

∫ kF

0

ie−ikRdk +
∂

∂R

∫ kF

0

ieikRdk

}
(3.85)

= − 2π

4π3R

∂

∂R

{∫ kF

0

e−ikRdk +

∫ kF

0

eikRdk

}
(3.86)

= − 2π

4π3R

∂

∂R

{∫ kF

0

e−ikR

−iR
d(−ikR) +

∫ kF

0

eikR

iR
d(ikR)

}
(3.87)

=
2π

i4π3R

∂

∂R

{∫
eu

R
du−

∫
ew

R
dw

}
(3.88)

=
2π

i4π3R

∂

∂R

{
e−ikR

R
− eikR

R

}kF

0

(3.89)

=
2π

i4π3R

∂

∂R

{
e−ikF R

R
− eikF R

R

}
(3.90)

=
2π

i4π3R

{
− e−ikF R

R2
− ikF e

−ikF R

R
+
eikF R

R2
− ikF e

ikF R

R

}
(3.91)

sabiendo que e±iθ = cos θ ± i sin θ, la ecuación (3.91) toma la forma:
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ρ1(r, r
′) =

2π

i4π3R3

{
i sin(kFR)− ikFR cos(kFR) + i sin(kFR)− ikFR cos(kFR)

}
(3.92)

=
2π

i4π3R3

{
2i sin(kFR)− 2ikFR cos(kFR)

}
(3.93)

=
1

π2R3

{
sin(kFR)− kFR cos(kFR)

}
(3.94)

=
k3

F

π2R3k3
F

{
sin(kFR)− kFR cos(kFR)

}
(3.95)

=
k3

F

π2

{
sin(kF |r− r′|)− kF |r− r′| cos(kF |r− r′|)

(kF |r− r′|)3

}

= 3ρ(r)

{
sin(kF |r− r′|)− kF |r− r′| cos(kF |r− r′|)

(kF |r− r′|)3

}
(3.96)

donde se reemplazó ρ(r) de la ecuación (3.78).

Reemplazando ρ1(r1, r2) en la integral de intercambio K[ρ]:

K[ρ] =
1

4

∫
|ρ(r1, r2)|2

|r1 − r2|
drdr′ (3.97)

K[ρ] =
9

4

∫
(ρ(r))2

|r1 − r2|

(
sin(kF |r1 − r2|)− kF |r1 − r2| cos(kF |r1 − r2|)

(kF |r1 − r2|)3

)2

dr1dr2 (3.98)

realizando el cambio de variable: s = r1 − r2 y r =
r1 + r2

2
, entonces para sustituir el

producto de las diferenciales dr1dr2 en términos de las nuevas variables s y r, debemos calcular
el Jacobiano de transformación:

J =

∣∣∣∣ ∂s
∂r1

∂s
∂r2

∂r
∂r1

∂r
∂r2

∣∣∣∣ (3.99)

=

∣∣∣∣ 1 −1
1
2

1
2

∣∣∣∣ (3.100)

= 1 (3.101)

es decir, dr1dr2 = dsdr. Reemplazando,
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K[ρ] =
9

4

∫
ρ2(r)

s

(
sin(kF s)− kF s cos(kF s)

(kF s)3

)2

dsdr (3.102)

=
9

4

∫
ρ2(r)

s

(
sin(kF s)− kF s cos(kF s)

(kF s)3

)2

4πs2dsdr (3.103)

= 9π

∫
ρ2(r)

(
sin(kF s)− kF s cos(kF s)

(kF s)3

)2
(kF s)

k2
F

d(kF s)dr (3.104)

= 9π

∫
ρ2(r)

k2
F

(
sin(kF s)− kF s cos(kF s)

(kF s)3

)2

(kF s)d(kF s)dr (3.105)

= 9π

∫
ρ2(r)

k2
F

(
sin t− t cos t

t3

)2

tdtdr (3.106)

realizando la integral:

∫ (
sin t− t cos t

t3

)2

tdt =
1

4
(3.107)

entonces,

K[ρ] =
9π

4

∫
ρ2(r)

k2
F

dr (3.108)

como ρ(r) =
k3

F

3π2
, entonces,

K[ρ] =
9π

4(3π2)2/3

∫
ρ2(r)ρ−2/3(r)dr (3.109)

=
34/3

4π1/3

∫
ρ4/3(r)dr (3.110)

=
331/3

4π1/3

∫
ρ4/3(r)dr (3.111)

=
3

4

( 3

π

)1/3
∫
ρ4/3(r)dr (3.112)

≈ 0.7386

∫
ρ4/3(r)dr (3.113)

La ecuación (3.113) se conoce como la enerǵıa de intercambio de Dirac, la cual es escrita como:
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K[ρ] = Cx

∫
ρ4/3(r)dr (3.114)

donde Cx = 0.7386.

Problema 3.1 Verificar que en el hueco de intercambio y correlación ρxc(r1, r2), en el modelo
de Thomas-Fermi-Dirac contiene la carga de un electrón, es decir, satisface la regla de la suma:∫

ρxc(r1, r2)dr2 = −1 (3.115)

Una de las ventajas de usar el sistema de coordenadas (r, s) es que la matriz de densidad de
primer orden no depende de las variables angulares del vector s, como tampoco el operador
de Coulomb. Asi, hemos trabajado en la práctica con una función de sólo cuatro variables, no
seis. Es fácil demostrar que la matriz de densidad de primer orden se puede escribir como:

ρ1(r, s) = 3ρ(r)

(
sent− tcost

t3

)
(3.116)

con t = kF (r)s.

Ahora, teniendo la matriz de densidad de primer orden, también se puede calcular la enerǵıa
cinética a partir de la definición de la Ec. (2.114). Para eso, basta con transformar el laplaciano
al nuevo sistema de coordenadas:

∇2
r1

=
1

4
∇2

r +∇2
s +∇r∇s (3.117)

De donde se encuentra que:[
1

4
∇2

r +∇2
s +∇r∇s

]
ρ1(r, s)|s=0 =

1

4
∇2

rρ(r)− CFρ(r)
5/3 (3.118)

pero como
∫
∇2ρ(r)d(r) = 0 para cualquier densidad, se obtiene el resultado esperado:

TTF [ρ(r)] = CF

∫
ρ(r)5/3dr (3.119)

Finalmente, la funcional de la enerǵıa en el modelo de Thomas –Fermi–Dirac se puede escribir
como:

ETFD[ρ(r)] = CF

∫
ρ(r)5/3dr + J [ρ(r)]− Cx

∫
r4/3dr +

∫
v(r)ρ(r)dr (3.120)

y la ecuación de Euler–Lagrange es:

µTFD =
5

3
CFρ(r)

2/3 − 4

3
ρ(r)1/3 − φ(r) (3.121)
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de donde, usando los mismos argumento que en el modelo de Thomas–Fermi, uno puede ver
que nuevamente µTFD = 0.

Claramente el modelo del gas de electrones homogeneo no es un buen punto de partida. Como,
de acuerdo al teorema del virial, la enerǵıa cinética es igual en magnitud a la enerǵıa total (el
intercambio es menos de un diez por ciento de la enerǵıa total), para mejorar los resultados
es necesario una mejor aproximación a la funcional de la enerǵıa cinética. El primer intento,
fue realizado por von Weisszäcker quien corrigió el modelo del gas de electrones homogeneo
agregando una pequeña inhomogeneidad en las ondas planas usadas para construir la matriz
de densidad de primer orden:

φi = (1 + a · r)eik·r (3.122)

con a un vector constante arbitrario. El resultado es:

T [ρ(r)] = CF

∫
ρ(r)5/3dr +

1

8

∫
|∇ρ(r)|2

ρ(r)
d(r) (3.123)

El segundo término al lado derecho de la ecuación es conocido como el funcional de von
Weisszäcker, TW . La derivación original no la veremos aqui pero si daremos algunos argu-
mentos de pausabilidad para esta funcional.

1. Es exacta para el átomo de hidrógeno:

La densidad del átomo de hidrógeno es:

ρ(r) = |φ1s(r)|2 (3.124)

y la enerǵıa cinética es:

T = −1

2

∫
φ1s(r)∇2φ1s(r)dr (3.125)

pero usando que φ1s =
√
ρ(r), podemos escribir

T = −1

2

∫ √
ρ(r)∇2

√
ρ(r)dr (3.126)

desarrollando la derivada se demuestra fácilmente que

T =
1

8

∫
|∇ρ(r)|2

ρ(r)
dr− 1

4

∫
∇2ρ(r)dr (3.127)

pero como la segunda integral es cero, obtenemos la funcional de von Weisszaecker.
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2. En el modelo de Hartree–Fock es exacta para el átomo de helio:

La argumentación es la misma, pues la densidad del átomo de Helio en Hartree-Fock tiene
la misma forma, solo multiplicada por un factor dos que se cancela.

3. En el ĺımite asimptótico, cuando la distancia tiende a infinito es exacta:

En el ĺımite asimptótico la matriz de densidad de primer orden viene dada por:

ρ1(r, r
′) →

√
ρ(r)ρ(r′) (3.128)

Entonces la enerǵıa cinética viene dada por:

T [ρ(r)] = −1

2

∫
∇2

1

√
ρ(r)ρ(r′)|r2=r1dr1 (3.129)

lo que al ser evaluado da exactamente Ec. (3.127)

4. Para cualquier sistema descrito por un determinante, la enerǵıa cinética puede escribirse
como la funcional de von Weisszaecker más otro término:

Estamos en el caso que:

ρ(r) =
∑

i

|φi(r)|2 (3.130)

y

T =
∑

i

∫
φi(r)(−

1

2
∇2)φi(r)dr (3.131)

pero siempre se puede escribir

φi(r) =
√
ρ(r)ψi(r) (3.132)

colocando la última expresión en Ec. (3.131) se obtiene

T = TW +

∫
ρ(r)

∑
i

|∇φ(r)|2dr (3.133)

Como se puede ver, existen varios argumentos para suponer que la funcional de von Weisszaecker
puede ser una parte importante de la funcional de la enerǵıa cinética. Al escribir la funcional
de la enerǵıa cinética como
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T [ρ(r)] = TTF [ρ(r)] + TW [ρ(r)] (3.134)

uno se da inmediatamente cuenta que TW es el primer término en una expansión en gradientes,
por lo que la próxima corrección tendŕıa que involucrar el laplaciano de la densidad y asi, suce-
sivamente, derivadas más altas.

Lamentablemente, al incluir este término en las ecuaciones de Euler–Lagrange y también
términos de mayor orden, los resultados no son aun satisfactorios. Si bien, la densidad es
ahora finita en el núcleo y con un decaimiento exponencial, esta, en átomos, no presenta la
clásica estructura de capas. Es decir, sigue siendo cualitativamente incorrecta.

La búsqueda de mejores modelos para la funcional de la enerǵıa cinética es un tema aun abierto e
importante. Además de los motivos ya expuestos existe también una ecuación tipo Schrodinger
para la raiz de la densidad que involucra la funcional de von Weisszaecker como el primer
término en la funcional de la enerǵıa cinética. Ahora veremos una derivación de esa ecuación.

Recordando que la enerǵıa como funcional de la densidad se puede escribir como:

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] +

∫
ρ(r)v(r)dr (3.135)

y la ecuación de Euler Lagrange como

δT [ρ(r)]

δρ(r)]
+ veff (ρ(r), r) = µ (3.136)

con

veff (ρ(r), r) =
δVee[ρ(r)]

δρ(r)]
+ v(r) (3.137)

Escribiendo ahora la funcional de la enerǵıa cinética como

T [ρ(r)] =
1

8

∫
|∇ρ(r)|2

ρ(r)
dr + Tθ[ρ(r)] (3.138)

Se puede fácilmente encontrar que

δT [ρ(r)]

δρ(r)]
=

1

8

|∇ρ(r)|2

ρ(r)2
− 1

4

∇2ρ(r)

ρ(r)
+
δTθ[ρ(r)]

δρ(r)]
(3.139)

Reemplazando esta última derivada en en la ecuación de Euler–Lagrange y multiplicando ambos
lados por la raiz de la densidad se obtiene:[

−1

2
∇2 + veff (r, ρ(r))

]√
ρ(r) = µ

√
ρ(r) (3.140)

La que es una ecuación tipo Schröedinger para la raiz de la densidad, donde el primer valor
propio corresponde al potencial qúımico.



Caṕıtulo 4

Teoremas de Hohenberg-Kohn

La teoŕıa formal de las funcionales de la densidad (DFT) nació en 1964 cuando en la Physical
Review aparece el art́ıculo de los teoremas de Hohenberg-Kohn. Estos teoremas representan el
mayor pilar de la moderna teoŕıa de las funcionales de la densidad.

4.0.1 Primer teorema

El primer teorema prueba que la densidad electrónica determina el operador hamiltoniano y
todas las propiedades del sistema. El primer teorema dice:

Teorema 4.1 El potencial externo Vex(r) es una única funcional de la densidad electrónica ρ(r)
y a su vez Vex(r) fija el hamiltoniano Ĥ, concluyendose que el completo estado fundamental es
una única funcional de ρ(r).

La prueba de este teorema se hace por redución al absurdo. Se empieza por considerar dos
potenciales externos Vext y V ′

ext los cuales difieren por más de una constante aditiva (la función
de onda y la densidad de carga son inalteradas śı una constante es añadida al potencial)
pero ambos potenciales dan surgimiento a la misma densidad electrónica ρ(r) asociada con
el correspondiente estado fundamental no degenerado de N part́ıculas. Esos dos potenciales
externos hacen parte de dos hamiltonianos Ĥ y Ĥ ′, los cuales solamente difieren en el potencial
externo:

Ĥ = T̂ + V̂ee + V̂ex (4.1)

Ĥ ′ = T̂ + V̂ee + V̂ ′
ex (4.2)

Obviamente los dos hamiltonianos, pertenecen a dos diferentes estados fundamentales Ψ y Ψ′

con sus correspondientes enerǵıas E0 y E ′
0, donde E0 6= E ′

0. Sin embargo se asume que ambos
estados fundamentales generan la misma densidad electrónica ρ(r). Esquemáticamente, esto
puede ser representado como:

V̂ex =⇒ Ĥ =⇒ Ψ =⇒ ρ(r) ⇐= Ψ′ ⇐= Ĥ ′ ⇐= V̂ ′
ex

57
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Según el principio variacional :

E0 < 〈Ψ′|Ĥ|Ψ′〉 (4.3)

< 〈Ψ′|Ĥ ′ + Ĥ − Ĥ ′|Ψ′〉 (4.4)

< 〈Ψ′|Ĥ ′|Ψ′〉+ 〈Ψ′|Ĥ − Ĥ ′|Ψ′〉 (4.5)

< E ′
0 + 〈Ψ′|T̂ + V̂ee + V̂ex − T̂ − V̂ee − V̂ ′

ex|Ψ′〉 (4.6)

< E ′
0 + 〈Ψ′|V̂ex − V̂ ′

ex|Ψ′〉 (4.7)

(4.8)

conduciendo a:

E0 < E ′
0 +

∫
ρ(r)

{
V̂ex − V̂ ′

ex

}
dr (4.9)

de la misma forma, intercambiando las cantidades no primadas con las primadas y repitiendo
el mismo procedimiento, se obtiene:

E ′
0 < 〈Ψ|Ĥ ′|Ψ〉 (4.10)

< 〈Ψ|Ĥ + Ĥ ′ − Ĥ|Ψ〉 (4.11)

< 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉+ 〈Ψ|Ĥ ′ − Ĥ|Ψ〉 (4.12)

< E0 + 〈Ψ|T̂ + V̂ee + V̂ex − T̂ − V̂ ′
ee − V̂ex|Ψ〉 (4.13)

< E0 + 〈Ψ|V̂ ′
ex − V̂ex|Ψ〉 (4.14)

(4.15)

conduciendo a:

E ′
0 < E0 −

∫
ρ(r)

{
V̂ex − V̂ ′

ex

}
dr (4.16)

sumando las ecuaciones (4.9) y (4.16), se obtiene.

E0 + E ′
0 < E ′

0 + E0 (4.17)

Esta desiguldad es una contradicción, de la cual se concluye que no puede existir dos diferentes
potenciales que generen la misma densidad del estado fundamental, o en otras palabras, uni-
camente la densidad del estado fundamental especifica el potencial externo Vex. En el caso de
átomos y moléculas, el potencial externo Vex es completamente definido por la atracción debido
al núcleo, entonces Vex = VNe. De esta forma el potencial externo se convierte en una restricción
para elegir las densidades. Esta restricción genera el problema de la V-representabilidad de la
densidad electrónica.
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El primer teorema convierte la densidad electrónica del estado fundamental ρ0(r) como la
propiedad que contiene la información del sistema: {N,ZA, RA} y puede resumirse aśı:

ρo(r) =⇒ {N,ZA, RA} =⇒ Ĥ =⇒ Ψ0 =⇒ E0 (y todas las demás propiedades)

Por lo tanto, la enerǵıa del estado fundamental E0 es una funcional de la densidad electrónica
ρo(r), la cual en términos de sus componentes puede ser escrita como:

E0[ρo(r)] = T [ρo(r)] + Eee[ρo(r)] + ENe[ρo(r)] (4.18)

en donde ENe[ρo(r)] es la enerǵıa debido al potencial externo Vex. En la ecuación (4.18) se
observa que la enerǵıa del potencial externo debido a la atracción nuclear, ENe[ρo(r)] depende
del sistema (tiene dependencia de N ,ZA y de RA), mientras que las funcionales de la enerǵıa
cinética T [ρo(r)] y de enerǵıa de interacción electrón-electrón Eee[ρo(r)] no dependen del sistema
y por lo tanto pueden ser consideradas como funcionales universales:

E0[ρo(r)] =

∫
ρo(r)VNe[ρo(r)]dr︸ ︷︷ ︸

dependiente del sistema

+ T [ρo(r)] + Eee[ρo(r)]︸ ︷︷ ︸
válida universalmente

(4.19)

Definiendo una nueva funcional de densidad que depende solamente de la parte universal,
FHK [ρo(r)], como:

FHK [ρo(r)] ≡ T [ρo(r)] + Eee[ρo(r)] (4.20)

llamada funcional de Hohenberg-Kohn, la ecuación (4.19) puede ser reescrita como:

E0[ρo(r)] =

∫
ρo(r)VNe[ρo(r)]dr + FHK [ρo(r)] (4.21)

Para una densidad electrónica arbitraria ρ(r) la funcional universal de Hohenberg-Kohn, puede
ser escrita como:

FHK [ρ(r)] = T [ρ(r)] + Eee[ρ(r)] (4.22)

Esta funcional de densidad, FHK [ρ(r)] es considerada como el santo grial de la teoŕıa de las
funcionales de la densidad. Con respecto a lo anterior surge una pregunta: Śı la funcional
universal FHK [ρ(r)] es completamente independiente del sistema, entonces puede ser aplicada
al átomo de hidrógeno como a una molécula gigantesca cómo lo es el DNA ?. La respuesta
seŕıa: la funcional universal FHK [ρ(r)] contiene la información de la enerǵıa cinética T [ρ(r)] y
la enerǵıa de interacción electrón-electrón Eee[ρ(r)] de ambos sistemas. La forma expĺıcita de
estas funcionales de enerǵıa desafortunadamente no se conoce. Sin embargo, de la funcional
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Eee[ρ(r)] se puede extraer el término clásico de interacción coulombica J [ρ(r)], el cual es bien
conocido:

Eee[ρ(r)] = J [ρ(r)] + Encl[ρ(r)] (4.23)

=
1

2

∫ ∫
ρ(r1)ρ(r2)

r12
dr1dr2 + Encl[ρ(r)] (4.24)

donde Encl[ρ(r)] es la contribución no-clásica a la interacción electrón-electrón, que contiene
todos los efectos de correccion de autointeracción, intercambio y de correlación coulombica. De
esta forma las funcionales de la densidad T [ρ(r)] y Encl[ρ(r)] representan la mayor investigación
en la teoŕıa de las funcionales de la densidad.

4.0.2 Segundo teorema

Se tiene establecido que la densidad electrónica del estado fundamental es en principio, la vari-
able suficiente para obtener todas las propiedades de interés. Pero, cómo podemos estar seguros
de que cierta densidad es realmente la verdadera densidad electrónica del estado fundamental?.
Una forma de resolver este interrogante es el uso del segundo teorema de Hohenberg-Kohn, el
cual establece que:

Teorema 4.2 Para una densidad cualquiera ρ̃(r), que satisface las condiciones: ρ̃(r) ≥ 0 y∫
ρ̃(r)dr = N , se cumple la desigualdad:

E0 ≤ Ev[ρ̃(r)] (4.25)

donde Ev[ρ̃(r)] es la funcional de enerǵıa calculada como:

Ev[ρ̃(r)] =

∫
ρ̃(r)v(r)dr + FHK [ρ̃(r)] (4.26)

La demostración es extremadamente simple. Por el primer teorema sabemos que la densidad
ρ̃(r) determina el correspondiente potencial externo ṽ y aśı el correspondiente hamiltoniano H̃

y la correspondiente función de onda Ψ̃. Es decir: ρ̃(r) → ṽ → H̃ → Ψ̃

Entonces tenemos que la funcional de la enerǵıa del sistema de potencial externo v al ser
evaluada con la densidad de prueba será:

Ev[ρ̃(r)] =

∫
v(r)ρ̃(r)dr + F [ρ̃(r)] = 〈Ψ̃|H|Ψ̃〉 (4.27)

pero por el principio variacional el último término cumple con la siguiente desigualdad:

〈Ψ̃|H|Ψ̃〉 ≥ 〈Ψ|H|Ψ〉 = Ev[ρ(r)] = E0 (4.28)
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lo que completa la demostración.

La ecuación (4.25) es un principio variacional aplicado a la funcional de enerǵıa Ev[ρ̃(r)], que
requiere que la densidad del estado fundamental satisfaga el principio estacionario:

δ

δρ̃(r)

{
Ev[ρ̃(r)]− µ

(∫
ρ̃(r)v(r)dr−N

)}
= 0 (4.29)

el cual genera la ecuación de Euler-Lagrange:

µ =
δ

δρ̃(r)
Ev[ρ̃(r)] (4.30)

= v(r) +
δ

δρ̃(r)
FHK [ρ̃(r)] (4.31)

y donde la cantidad µ es el multiplicador de Lagrange.

Los dos teoremas son aplicables solo al estado fundamental, ya que hacen uso del principio varia-
cional. Además, requieren de un estado fundamental no degenerado. La primera restricción es
válida hasta el d́ıa de hoy. La segunda puede ser solucionada con una demostración diferente
de los teoremas.

Pero a pesar de la aparente simplicidad de las demostraciones, estas esconden importantes
sutilezas matemáticas, alguna de las cuales discutiremos a continuación. Tal vez la más im-
portante de ellas es la que se ha denominado como el problema de la v–representabilidad. En
relación a las demostraciones precedentes puede plantearse asi: en las dos demostraciones se
ha supuesto que a cualquier densidad, es decir a cualquier función del espacio de tres dimen-
siones, le podemos asignar un potencial externo tal, que si resolvemos con él la ecuación de
Schrödinger, obtenemos la función de onda y por cuadratura encontraremos esa dada función.
Debe de ser claro que no todas las funciones del espacio de tres dimensiones cumplen con eso.
El problema es serio, pues si no conocemos cuales son las condiciones que debe cumplir una
función de tres dimensiones para ser v–representable, no podemos usar el principio variacional,
pues no sabemos en que espacio buscar esa función.

Existe una condición más suave, que es la N -representabilidad. Esta se puede enunciar asi:
una función del espacio de tres dimensiones que integra a N es N -representable si es que
proviene de la cuadratura de alguna función antisimétrica. Claramente esta segunda condición
es más débil que la primera. O sea, toda función que sea v–representable será N–representable.
Pero no al revés, existen muchas funciones que son N -representables pero no v–representable.
Gráficamente las dos condiciones las resumimos en la Fig. 4.1

El problema de la v–representabilidad es grave y aun no está resuelto. Es decir, no se conocen
cuales son las condiciones necesarias y suficientes para que una densidad sea v–representable.
Este problema fue advertido por Hohenberg y Kohn en su trabajo inicial [1]. Lo que se ha
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Figura 4.1: Condiciones de funciones N–representables y v–representables

logrado, es realizar una demostración distinta de los teoremas tal que no sea necesario que
las densidades involucradas sean v–representables. En esta nueva demostración basta que las
densidades sean N -representables. Antes de ver esta nueva demostración, veremos cuales son
las condiciones necesarias y suficientes para que una densidad sea N -representable.

Las condiciones necesarias y suficientes para que una densidad sea N -representable son: ρ(r) ≥
0 ;

∫
ρ(r)dr = N y

∫
|∇ρ(r)1/2|2dr < ∞. Las dos primeras resultan obvias, la tercera tiene

que ver con que la enerǵıa cinética del sistema sea finita. La demostración es por construción.
Por simplicidad lo veremos en una dimensión, pero es fácilmente generalizable a tres dimen-
siones. Cualquier densidad que cumpla esas tres restricciones puede ser construida desde el
determinante construido con el siguiente conjunto ortonormal de orbitales:

φk(x) =
√
σ(x)ei2πkq(x) (4.32)

con k = 0,±1,±2, · · · . La función σ es:

σ(x) =
ρ(x)

N
(4.33)
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y la función q es

q(x) =

∫ x

0

σ(x)dx (4.34)

Fácilmente se puede observar que para todo k se cumple que |φk(x)|2 = σ(x) y por lo mismo
se denominan isoorbitales. Todos contribuyen por igual a la densidad. Entonces, siempre se va
a cumplir que la densidad viene dada por:

ρ(x) =
N∑
k

|φk(x)|2 (4.35)

lo que es equivalente a decir que esa densidad proviene del determinante (función antisimétrica)
formado por esos orbitales.

Una vez resuelto el problema de la N -representabilidad, veremos ahora una nueva demostración
de los teoremas que solo exige esta última condición. Esta se denomina demostración por
búsqueda restringida y fue originalmente propuesta por Levy [24, 25, 26].

Sea ρ0 la densidad exacta, sabemos que existe un conjunto infinito de funciones antisimétricas
que pueden dar ρ0, {Ψρ0}, la pregunta a contestar es cúal de todas esas funciones antisimétricas
es la solución a la ecuación de Schröedinger con el potencial externo respectivo?. Supongamos
que esa función es Ψ0, o sea, HΨ0 = E0Ψ0, y la integración del cuadrado de Ψ0 sobre todas
las variables excepto una, nos da la densidad ρ0. Entonces, de acuerdo al principio variacional,
para todas las otras funciones antisimétricas que dan ρ0, se cumple que:

〈Ψρ0|H|Ψρ0〉 ≥ 〈Ψ0|H|Ψ0〉 = E0 (4.36)

Esto se puede escribir tambien como:

〈Ψρ0|T + Vee|Ψρ0〉+

∫
v(r)ρ0(r)dr ≥ 〈Ψ0|T + Vee|Ψ0〉+

∫
v(r)ρ0(r)dr (4.37)

por lo que:

〈Ψρ0|T + Vee|Ψρ0〉 ≥ 〈Ψ0|T + Vee|Ψ0〉 (4.38)

Entonces la funcional universal que andamos buscando está dada por

F [ρ0] = min
Ψ→ρ0

〈Ψ|T + Vee|Ψ〉 = 〈Ψ0|T + Vee|Ψ0〉 (4.39)

la que solo necesita que la densidad sea N–representable. Entonces, en general, para cualquier
densidad N -representable la funcional universal es:

F [ρ] = min
Ψ→ρ

〈Ψ|T + Vee|Ψ〉 (4.40)

la cual, por construcción está definida solo para densidades N -representables. Esta nueva
funcional, es a veces llamada funcional de Lieb–Levy, FLL, para diferenciarla de la funcional de
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Hohenberg y Kohn, FHK . Las dos funcionales son iguales solo al ser evaluadas en las densidades
exactas. Existe una variedad de propiedades matemáticas que distinguen estas dos funcionales,
en particular, la de Lieb–Levy es convexa, la de Hohenberg y Kohn no. Más detalles se pueden
encontrar en la ref. [27]. Entonces ahora podemos escribir la enerǵıa como una funcional de la
densidad de la siguiente forma:

Ev[ρ(r)] = min
Ψ→ρ(r)

(
〈Ψ|T + Vee|Ψ〉+

∫
v(r)ρ(r)dr

)
(4.41)

y la enerǵıa exacta será la que minimize esta funcional

E0 = min
ρ
Ev[ρ] (4.42)

Como se ve, la demostración de los dos teoremas ha sido esta vez por construcción. El algo-
ritmo matemático para construir la funcional está univocamente determinado como tambien la
forma de realizar la minimización sobre las densidades. En palabras: reuna todas las densi-
dades N -representables que integran a N , escoga una, busque todas las funciones antisimétricas
que por cuadratura dan esa densidad, de todas ellas tome la que minimiza la expresión que
esta en la última ecuación, guarde ese valor de enerǵıa y pase a tomar otra densidad, repita el
procedimiento y compare las dos enerǵıas, se queda con la de menor valor y pasa a la siguiente
densidad, y asi sucesivamente hasta recorrer todo el espacio de densidades N–representables
que integran a N . Como se vé, el procedimiento es uńıvoco, pero claramente impracticable.

Otra de las ventajas de esta nueva funcional, es que al ser conocida puede ser tambien modelada
o aproximada. Por ejemplo, algo poco explotado es la posibilidad de restringir aun más el
espacio de funciones, como

F̃ [ρ(r)] = min
Ψ→ρ(r);ΨεS

〈Ψ|T + Vee|Ψ〉 (4.43)

con S algún subconjunto por definir. De todas formas se cumplirá que

F̃ [ρ(r)] ≥ F [ρ(r)] (4.44)

Para más detalles ver ref. [28].

Tambien es posible definir una funcional del estilo

F [ρ(r), X] = min
Ψ→(ρ(r),X)

〈Ψ|T + Vee|Ψ〉 (4.45)

en que X es algún observable. O sea, se busca entre las funciones que además de dar ρ(r)
tambien dan un valor espećıfico de alguna propiedad, por ejemplo, que pertenezcan a un estado
triplete. [29]

Entonces, tenemos los teoremas matemáticos que nos aseguran que la densidad determina el
potencial externo, y de ahi el resto de las propiedades del estado fundamental. Pero, esto no
está exento de dificultades y casos donde será necesario usar más restricciones. Por ejemplo,
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el caso en que un potencial externo dado conduce a dos funciones propias degeneradas para el
estado fundamental, las cuales tienen la misma densidad. O sea,

v(r)

""EE
EE

EE
EE

||xxxxxxxx

ψ′(r)

""FFFFFFFF
ψ(r)

||yy
yy

yy
yy

ρ(r)

(4.46)

Este caso se puede ver en un ejemplo. El átomo de Litio no–interactuante. El concepto de
sistema no–interactuante lo comenzaremos a usar bastante, y significa, un sistema modelo, en
el cual los electrones no interactuan entre si. Bueno, el átomo de litio no–interactuante tiene
entonces un estado fundamental degenerado, pues la siguientes configuraciones tienen la misma
enerǵıa: 1s22s; 1s22p+; 1s22p0; 1s22p−, y en particular, las funciones de onda:

Ψ = |1s1̄s2p+| (4.47)

y

Ψ = |1s1̄s2p−| (4.48)

tienen la misma densidad. Entonces, esa densidad no podrá distinguir la orientación del sis-
tema en presencia de un campo magnético. Entonces, vemos que en ciertas situaciones el valor
propio de un cierto operador no será más una funcional de la densidad. [30]

Otro problema muy interesante tiene que ver con el uso de un parámetro de Lagrange. Recor-
dando que la ecuación es:

δ(Ev[ρ(r)]− µ(

∫
ρ(r)d(r)−N)) = 0 (4.49)

uno ve, que desde un punto de vista matemático no hay ninguna razón para restringir N al
espacio de los números enteros, N puede perfectamente ser un número real. Por lo tanto,
tenemos que trabajar con sistemas que pueden tener un número fraccionario de electrones,
digamos N + ε, que tiene asociado una densidad ρN+ε y una enerǵıa EN+ε. Entonces,

EN+ε−EN = Ev[ρ(r)N+ε]−Ev[ρ(r)N ] =

∫
δEv[ρ(r)]

δρ(r)
|ρ(r)N

[ρ(r)N+ε−ρ(r)N ]dr = µ(N)ε (4.50)

Por lo que

µ(N) =
EN+ε − EN

ε
(4.51)

y en el ĺımite ε→ 0 tenemos que:
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µ(N) =

(
∂EN

∂N

)
v

(4.52)

Pero, hasta el momento estamos asumiendo que la función µ(N) es continua, lo que ahora
veremos nos lleva a una paradoja [31]. De acuerdo a las ecuaciones anteriores, si un sistema
gana o pierde una cierta cantidad de carga ∆N su enerǵıa variará de acuerdo a:

∆E =

∫ [
δE[ρ(r)]

δρ(r)

]
ρ0

δρ(r)dr = µ(N)∆N (4.53)

Supongamos ahora que tenemos dos átomos separados al infinito, digamos átomos X e Y ,
los que tienen una enerǵıa EX y EY , y un potenical qúımico µX y µY , respectivamente. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que µY > µX . Entonces, en el equilibrio, la enerǵıa
total, ET = EX + EY , debe ser un mı́nimo, por lo que:

∆ET = ∆EX + ∆EY ≥ 0 (4.54)

Pero, de acuerdo a la ecuación (4.53):

∆ET = µX∆N − µY ∆N = (µX − µY )∆N (4.55)

Es decir, ∆N > 0, o sea una fracción de electrón estaŕıa pasando del átomo Y al átomo X,
lo que vá en contra de toda la evidencia experimental que la materia en el universo es neutra.
Si la carga fluyese en forma espontanea de un átomo hacia otro, entonces todo el universo
estaŕıa polarizado. Eso no ocurre, porque el átomo que posee el menor potencial de ionización,
presenta un valor de este que es mayor que la electroafinidad del átomo que tiene la mayor
electroafinidad. En otras palabras, la máxima enerǵıa que puede ganar un átomo al captar
un electrón, es siempre menor que la mı́nima enerǵıa requerida para que un átomo pierda un
electrón. Como veremos, la solución de esta paradoja pasa por aceptar que la función µ(N) es
discontinua, y presenta discontinuidades exactamente cada vez que N es un número entero.

Si queremos trabajar con sistemas con un número fraccionario de electrones, debemos comenzar
por redefinir la funcional universal, pues trabajaremos con densidades que integran a un número
fraccionario. ∫

ρ(r)dr = N + ε (4.56)

Claramente la definición de la funcional universal, Ec. (4.44), no es aplicable a este tipo de
densidades. Por lo tanto, debemos redefinirla en un espacio más amplio de matrices de densidad,
D̂:

Ffrac[ρ(r)] = min
D̂→ρ(r)

tr(D̂(T + Vee) (4.57)

con la matriz de densidad construida de la forma

D̂ = ε|ΨN+1〉〈ΨN+1|+ (1− ε)|ΨN〉〈ΨN | (4.58)
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De tal forma que

ρ(r) = tr(D̂) = ερ(r)N+1 + (1− ε)ρ(r)N (4.59)

De tal forma, que ahora, del conjunto de funciones antisimétricas {ΨN ,ΨN+1} que dan ρ(r) de
acuerdo a la prescripción de más arriba, tenemos que escoger las que minimizan la siguiente
expresión

EN+ε = min
ρ(r)

(
min

ΨN ,Ψn+1

[ε〈ΨN+1|H|Ψn+1〉+ (1− ε)〈ΨN |H|ΨN〉]
)

(4.60)

y el mı́nimo se obtiene cuando las funciones Ψ son las soluciones exactas de los hamiltonianos
respectivos. Por lo tanto la enerǵıa del sistema con un número fraccionario de electrones será:

EN+ε = εEN+1 + (1− ε)EN (4.61)

Lo que muestra que la forma de unir la curva de enerǵıa versus N entre dos puntos enteros es
una linea recta (ver Fig. 4.2).

Figura 4.2: Enerǵıa versus número de electrones

y, por lo tanto, el potencial qúımico µ, que es la derivada de esa curva, presentará una discon-
tinuidad exactamente a los valores en que N es un número entero (ver Fig. 4.3).

En palabras, si tomo la derivada por la izquierda, el potencial qúımico es igual al poten-
cial de ionización, y si tomamos la derivada por la derecha, el potencial qúımico será igual
a la electroafinidad, y en el punto de N entero estará indeterminado entre estos dos valores,
−I ≤ µ ≤ −A.
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Figura 4.3: Potencial qúımico versus número de electrones

Esto resuelve la paradoja, pues el cambio de enerǵıa del átomo que pierde carga será IY ∆N
y del que gana carga AX∆N . Por lo tanto, el gráfico de la enerǵıa total con respecto a una
posible transferencia de carga será como se muestra en la Fig. 4.4. Desde donde es claro, que
el mı́nimo ocurre cuando los dos sistemas permanecen neutros.

Figura 4.4: Enerǵıa versus número de electrones

Esta discontinuidad del potencial qúımico coloca una gran dificultad en los modelos de la fun-
cional universal. De hecho, hasta el d́ıa de hoy, ninguna de las funcionales más comunmente
usadas es capaz de reproducir la discontinuidad.
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Recordando, que esta situación proviene de ocupar un parámetro de Lagrange para la restricción
de la densidad integrando a N , uno podŕıa preguntarse qué pasa si trabajamos sin parámetro
de Lagrange. Para ello basta con escribir

ρ(r) =
Ng(r)∫
g(r′)dr′

(4.62)

y minimizar con respecto a la función g(r).

δE[ρ(r)]

δg(r)
=

∫ [
δE[ρ(r)]

δρ(r′)

]
N

δρ(r′)

δg(r)
dr′ = 0 (4.63)

Usando que:

δρ(r′)

δg(r)
=

N∫
g(r)dr

[
δ(r′ − r)− g(r′)∫

g(r)dr

]
(4.64)

se obtiene que: [
δE

δρ(r)

]
N

=
1∫

g(r)dr

∫ [
δE

δρ(r′)

]
N

g(r′)dr′ (4.65)

de donde se obtiene que [
δE

δρ(r)

]
N

= Cte. (4.66)

en que la Cte está indeterminada. Es decir, no podemos obtener de aqúı la función g(r) ya que
cualquier g(r) va a cumplir con esta ecuación.

Para ver algunas sutilezas de las derivadas funcionales veremos con más detalle la diferencia

entre
δE

δρ(r)
y

[
δE

δρ(r)

]
N

. Comencemos analizando la enerǵıa como funcional de ρ(r) y v(r)

dE =

∫ [
δE

δρ(r)

]
v

δρ(r)dr +

∫ [
δE

δv(r)

]
ρ(r)

δv(r)dr (4.67)

Ahora, usando que ρ(r) = Nσ(r) y que por lo tanto δρ(r) = σ(r)δN +Nδσ(r)
lo que se puede colocar en la ecuación anterior para obtener

dE =

∫ [
δE

δρ(r)

]
v

[σ(r)δN +Nδσ(r)] +

∫ [
δE

δv(r)

]
ρ(r)

δv(r)dr (4.68)

pero por otro lado, si comenzamos con la enerǵıa como funcional de N , σ y v, obtenemos
directamente

dE =

(
∂E

∂N

)
σ,v

δN +

∫ [
δE

δσ

]
N,v

δσ(r)dr +

∫ [
δE

δv(r)

]
ρ(r)

δv(r)dr (4.69)

Restando las ecuaciones se obtiene
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∫ (
N

[
δE

δρ(r)

]
v

−
[
δE

δσ

]
N, v

)
δσ(r)dr = 0 (4.70)

pero como
∫
δσ(r)dr = 0, se obtiene que:[

δE

δρ(r)

]
N,v

=

[
δE

δρ(r)

]
v

+ cte (4.71)

lo que demuestra que las dos derivadas son distintas. Difieren por una constante indeterminada.

Las derivadas funcionales con que tenemos que tratar tienen bastantes sutilezas que pueden
fácilmente inducir a error. Veremos otro ejemplo. Sea Ψ una función de onda y ρ(r) una
densidad. Entonces, como Ψ determina ρ(r), podemos escribir ρ(r)[Ψ], pero como por los
teoremas de Hohenberg y Kohn, la densidad determina todas las propiedades, en particular
la densidad determina la función de onda, podemos por lo tanto escribir Ψ[ρ(r)]. Entonces
pareceŕıa natural ocupar la regla de la cadena de la siguiente forma:

δA[Ψ]

δΨ
=

∫
δA[Ψ[ρ(r)]]

δρ(r)

δρ(r)[Ψ]

δΨ
d(r′) (4.72)

donde A es alguna propiedad del sistema. Bueno, la última ecuación es lamentablemente
erronea. Pues esas funcionales no son invertibles. De hecho, si la densida es N -representable,
el mapeo ρ(r) → Ψ es uńıvoco, pero el mapeo Ψ → ρ(r) no es en ningún caso uńıvoco. Siempre
hay muchos Ψ que dan ρ(r), por lo tanto

Ψ[ρ(r)] 6= Ψ[ρ(r)[Ψ]] (4.73)

Para más detalles ver ref. [10].



Caṕıtulo 5

Ecuaciones de Kohn y Sham

Los teoremas de Hohenberg y Kohn muestran formalmente que se puede obtener la enerǵıa y
la densidad electrónica de un sistema resolviendo la ecuación de Euler respectiva. Lamentable-
mente, la demostración de los teoremas (todas las demostraciones existentes) son no construc-
tivas, es decir no muestran en una forma expĺıcita como construir la funcional universal. Por
otro lado, los modelos más antiguos, como los ya visto de Thomas–Fermi y variaciones, no son
capaces de dar resultados que sean al menos cualitativamente de utilidad. De no ser entonces
por un segundo trabajo de W. Kohn, publicado un año más tarde, donde junto con L. Sham
propusieron las ecuaciones de Kohn y Sham, los teoremas no habrian pasado de ser una curiosi-
dad académica. Empezaremos a estudiar estas ecuaciones recordando una ecuación anterior.
Las ecuaciones de Hartree, que son del estilo:(

−1

2
∇2 + vs(r)

)
φi(r) = εiφi(r) (5.1)

donde vs(r) es un operador local que representa un potencial externo, normalmente el po-
tencial coulombiano debido a los núcleos. Estas ecuaciones son exactas para un sistema de
part́ıculas no interactuantes. Es decir, para electrones que no sienten la repulsión de Coulomb.
Nótese que son más sencilla que las de Hartree–Fock, ya que el operador es local (sin intercam-
bio). Para este sistema de N electrones no interactuantes, la enerǵıa cinética exacta está dada
por

Ts[ρ(r)] =
N∑

i=1

〈φi(r)| −
1

2
∇2|φi(r)〉 (5.2)

y la densidad exacta por

ρ(r) =
N∑

i=1

|φi(r)|2 (5.3)

Hay que recalcar que las dos últimas ecuaciones son exactas, y que seguiŕıan siendo exactas
si agregamos el principio de exclusión de Pauli. Es decir, para un sistema en que los electrones
no sienten la repulsión coulombiana pero si ven el esṕın del otro electrón. La enerǵıa cinética
Ts es una funcional impĺıcita de la densidad debido a la ecuación (5.3).

71
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Pensemos ahora como resolveŕıamos este problema dentro del marco de los funcionales de
la densidad y los teoremas de Hohenberg y Kohn. La funcional universal seŕıa ahora simple-
mente F [ρ(r)] = Ts[ρ(r)], la enerǵıa cinética del sistema no interactuante (no hay repulsión de
Coulomb). De tal forma que la funcional de la enerǵıa seŕıa:

E[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] +

∫
vs(r)ρ(r)dr (5.4)

y la correspondiente ecuación de Euler:

µ =
δTs

δρ(r)
+ vs(r) (5.5)

Pero cómo resolvemos esta ecuación dado que la derivada no la podemos hacer explicita-
mente?. Bueno, la idea de Kohn y Sham fue la siguiente: la solucionamos en forma indirecta.
Dado el potencial externo vs(r), solucionamos las ecuaciones tipo Hartree y construimos la
densidad de acuerdo a la ecuación (5.3). Eso es equivalente a decir, que existe un potencial
efectivo local veff (r), tal que la densidad del sistema no interactuante asociado a este potencial
es igual a la densidad del sistema a resolver. La pregunta es como encontramos este potencial
(si es que existe). Para eso, reescribamos la funcional universal de la forma:

F [ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + J [ρ(r)] + Exc[ρ(r)] (5.6)

con la funcional de intercambio y correlación, Exc[ρ(r)], definida como:

Exc[ρ(r)] = T [ρ(r)]− Ts[ρ(r)] + Vee[ρ(r)]− J [ρ(r)] (5.7)

Con esta forma de escribir la funcional F la ecuación de Euler toma la forma:

µ =
δTs

δρ(r)
+ veff (r) (5.8)

donde el potencial efectivo está dado por:

veff (r) = v(r) +
δJ

δρ
+
δExc

δρ
(5.9)

lo que aún puede escribirse como:

veff (r) = v(r) +

∫
ρ(r)

|r− r′|
dr + vxc(r; ρ(r)) (5.10)

con el potencial de intercambio y correlación definido como:

vxc(r; ρ(r)) =
δExc

δρ(r)
(5.11)

Nótese que el potencial efectivo debe de ser un potencial local, por lo que la última derivada
tiene que ser local, aún cuando, la funcional de seguro es altamente no local. Entonces, la
solución a nuestro problema real, con potencial externo v(r), la encontraremos solucionando el
conjunto de ecuaciones:
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(
−1

2
∇2 + veff (r)

)
φi(r) = εiφi(r) (5.12)

con lo que construimos la densidad exacta como:

ρ(r) =
N∑

i=1

|φi(r)|2 (5.13)

y la enerǵıa exacta viene dada por:

E[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + J [ρ(r)] + Exc[ρ(r)] +

∫
v(r)ρ(r)dr (5.14)

Las ecuaciones (5.12) son conocidas como ecuaciones de Kohn y Sham. Nótese que la den-
sidad construida como la suma de los cuadrados de los orbitales de Kohn y Sham, ecuación
(5.13), es la densidad exacta del problema. Sin embargo, la matriz de densidad de primer
orden o la función de onda antisimétrica que se puede construir con esos orbitales, no tienen
ningun significado f́ısico. Las ecuaciones tienen una estructura matemática idéntica a la de las
ecuaciones de Hartree y son, por lo tanto, más sencillas que las de Hartree-Fock. Eso śı, la
resolución es iterativa, ya que para explicitar el potencial es necesario conocer los orbitales,
para ello se pueden emplear, y de hecho se emplean, todas las técnicas ya desarrolladas para
las ecuaciones de Hartree–Fock.

En la práctica, el impedimento para conocer la solución exacta está en la funcional de in-
tercambio y correlación definida por la ecuación (5.7), la cual es desconocida. Sin embargo, los
modelos que existen actualmente permiten hacer cálculos con un error que generalmente está
dentro del rango del error experimental. De ahi el gran exito que ha tenido esta metodoloǵıa
en al área de estructura electrónica. Es importante notar que la enerǵıa de intercambio y cor-
relación definida en este esquema de Kohn y Sham no corresponde a la idea más clásica de estos
términos. Pues, en teoŕıa de muchos cuerpos, se entiende normalmente que los fenómenos de
intercambio y correlación están asociados a la repulsión coulombiana entre los electrones. Es
decir, a una diferencia del tipo Vee[ρ(r)] − J [ρ(r)]. Pero ahora estamos agregando un término
que corresponde a la diferencia de enerǵıa cinética entre el sistema real, T [ρ(r)], y el sistema
no interactuante, Ts[ρ(r)]. Por lo mismo, es de esperarse que esta funcional sea complicada
y dif́ıcilmente algún d́ıa conocida. Aparte de esta dificultad, las ecuaciones, al igual que los
teoremas, tiene bastantes sutilezas e implicaciones que vale la pena considerar en las siguientes
páginas.

Es instructivo volver a derivar las ecuaciones partiendo de un principio variacional. Se trata
de minimizar la enerǵıa de acuerdo a la ecuacion (5.12) con respecto a los orbitales dados en
la ecuación(5.13) con la restricción que estos últimos tienen que ser ortogonales∫

φi(r)φj(r)dr = δij (5.15)

Entonces, usando los parámetros de Lagrange, la funcional a minimizar es:
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Ω[φi(r)] = E[ρ(r)]−
∑
i,j

εij

∫
φi(r)φj(r)dr (5.16)

La derivación con respecto a los orbitales es:

δΩ

δφi(r)
= 2

[
−1

2
∇2φi(r) +

∫
δ(J + Exc)

δρ(r)
φ(r′)δ(r− r′)dr′+ (5.17)∫

v(r′)φi(r
′)δ(r− r′)dr′ −

∑
i,j

εijφj(r)

]
= 0

lo que se puede escribir como[
−1

2
∇2 + veff (r, ρ(r))

]
φi(r) =

∑
j

εijφj(r) (5.18)

con

veff (r, ρ(r)) = vext(r) +

∫
ρ(r)

|r− r′|
dr′ + vxc(ρ(r)) (5.19)

Ahora basta realizar una transformación unitaria de los orbitales de tal forma de diago-
nalizar la matriz εij para obtener nuevamente las ecuaciones de Kohn y Sham.

Nótese que si bien partimos de un modelo de part́ıcula independiente, la suma de las enerǵıas
de los orbitales no es igual a la enerǵıa total. De hecho se tiene que:

N∑
i

εi =
N∑

i=1

〈φi| −
1

2
∇2 + veff (r)|φi〉 = Ts[ρ(r)] +

∫
veff (r)ρ(r)dr (5.20)

De tal forma que la enerǵıa total se puede escribir como

E =
N∑
i

εi −
1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r′)

|r− r′|
drdr′ + Exc[ρ(r)]−

∫
vxc(r)ρ(r)dr (5.21)

Si la funcional de intercambio y correlacion fuera completamente local, los dos últimos
términos de la última ecuación seŕıan iguales y se anulaŕıan.

En el esṕıritu de la reformulación de Levy en búsqueda restringida, es conveniente redefinir
la enerǵıa cinética del sistema no interactuante:

Ts[ρ(r)] = min
ΨD→ρ(r)

〈ΨD|T̂ |ΨD〉 (5.22)

con ΨD el conjunto de determinantes de Slater que dan la respectiva densidad. En esa
ecuación se ve claramente en que sentido es una funcional de la densidad. Esto permite también
comparar con la enerǵıa cinética exacta que es:



J. David - D. Guerra - P. Fuentealba Teoŕıa de las funcionales de la densidad 75

T [ρ(r)] = 〈Ψ|T |Ψ〉 (5.23)

con Ψ la función de onda antisimétrica que minimiza la enerǵıa total ( T + Vee ), y una
enerǵıa cinética modelo dada por:

T̃s[ρ(r)] = min
Ψ→ρ(r);Ψas

〈Ψ|T |Ψ〉 (5.24)

donde Ψas significa todas las funciones antisimétricas. O sea, se busca Ψ en un espacio
mayor que el de los determinantes de Slater. Por lo tanto, se debe cumplir que

T̃s[ρ(r)] ≤ Ts[ρ(r)] (5.25)

la igualdad se cumple para cualquier densidad nointeractuante y v–representable. Por otro
lado también tenemos que:

Ts[ρ(r)] ≤ T [ρ(r)] (5.26)

O sea, tenemos las funcionales acotadas de la siguiente forma:

T̃s[ρ(r)] ≤ Ts[ρ(r)] ≤ T [ρ(r)] (5.27)

desde donde queda claro que la contribución de la enerǵıa cinética a la funcional de inter-
cambio y correlación es positiva.

Nótese también que los orbitales de Kohn y Sham son los que minimizan la enerǵıa cinética y
que para una densidad no interactuante y v–representable, se cumple que : T̃s[ρ(r)] ≤ Ts[ρ(r)].
Esto responde de inmediato la siguiente pregunta: el conjunto de orbitales que solucionan las
ecuaciones de Kohn y Sham son mucho mayor que N , entonces cuál conjunto de N orbitales
hay que tomar para construir la densidad?, la respuesta es: los que resuelvan las ecuaciones
de Kohn y Sham y, al mismo tiempo, minimicen la enerǵıa cinética. Entonces vemos que el
significado de los orbitales Kohn y Sham no es del todo claro. Los valores propios son más
fáciles de interpretar gracias a lo que se conoce como el teorema de Janak, que consiste en una
extensión a números de ocupación no enteros. En ese caso la densidad viene dada por:

ρ(r) =
∑

i

ni|φi(r)|2 (5.28)

con

0 ≤ ni ≤ 1;
∑

i

ni = N (5.29)

Entonces las funcionales de enerǵıa cinética y enerǵıa total serán:

TJ [ρ(r)] = min
ni,φi(r)

[∑
i

ni〈φi(r)| −
1

2
∇2|φi(r)〉

]
(5.30)

y
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EJ [ρ(r)] = TJ [ρ(r)] + Exc[ρ(r)] + J [ρ(r)] +

∫
ρ(r)v(r)dr (5.31)

La definición de la funcional de enerǵıa de intercambio y correlación debe de ser modificada
para acomodar ahora la diferencia entre la enerǵıa cinética exacta y la dada por la funcional TJ .
Entonces ahora debemos minimizar la expresión para la enerǵıa con respecto a los números de
ocupación y los orbitales {ni, φi(r)} bajo la restricción de normalización (en realidad deberiamos
hacerlo con la restricción de ortonormalidad, pero aśı nos ahorramos la transformación unitaria
de orbitales).

δ

δφ

[
EJ [ρ(r)]−

∑
i

ε′i

(∫
|φi(r)|2dr− 1

)]
= 0 (5.32)

donde se ha escrito ε′i = niεi, de tal forma que finalmente se obtiene(
−1

2
∇2 + veff (r)

)
φi(r) = εφi(r) (5.33)

Además :

∂E

∂ni

= −1

2

∫
φi∇2φi(r)dr +

∫
δ

δρ(r)

{
J [ρ(r)] + Exc[ρ(r)] +

∫
v(r)ρ(r)dr

}
∂ρ(r)

∂ni

dr

= −1

2

∫
φi(r)∇2φi(r)dr +

∫
veff (r)φi(r)φi(r)dr

= εi (5.34)

El último resultado se conoce como el teorema de Janak [33]. En el caso part́ıcular que el
i–esimo orbital es el último ocupado (HOMO), la ecuación queda

∂E

∂nH

= εH (5.35)

Por lo que se puede escribir∫ 1

0

∂E

∂nH

dnH = EN − EN−1 =

∫ 1

0

εH(n)dn (5.36)

Lo que claramente tiene que ver con el potencial de ionización. De hecho, se puede de-
mostrar que, dado el potencial de intercambio y correlación exacto, la enerǵıa del HOMO es
exactamente igual al potencial de ionización. Naturalmente, lo mismo es válido para la enerǵıa
del primer orbital desocupado (LUMO), el cual es exactamente la afinidad electrónica.

Resumiendo, el método de Kohn y Sham proporciona un conjunto de ecuaciones que hay que
resolver en forma autoconsistente, de las cuales se obtiene un conjunto de orbitales que permiten
construir la densidad exacta del sistema, probado que se tiene el potencial de intercambio y
correlación exacto. De tal forma, que el problema esencial de la teoŕıa del funcional de la
densidad es encontrar modelos cada vez mejores de la funcional de intercambio y correlación,
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cuya derivada funcional es el potencial buscado. Muchas veces es conveniente separar esta
funcional en dos contribuciones, una funcional de intercambio y otra de correlación:

Exc[ρ(r)] = Ex[ρ(r)] + Ec[ρ(r)] (5.37)

con

Ex[ρ(r)] = −1

4

∫
|ρ1(r1, r2)|2

r12
dr1dr2 (5.38)

y

Ec[ρ(r)] = F [ρ(r)]− Ts[ρ(r)]− J [ρ(r)]− Ex[ρ(r)] (5.39)

Para entender mejor los desarrollos siguientes en cuanto a la extensión de las ecuaciones a
los casos con polarización de esṕın y los distintos modelos para la funcional de intercambio y
correlación, es conveniente primero estudiar con algo de detalle las relaciones de escala en las
distintas funcionales.

5.1 Propiedad de escala

En esta sección derivaremos algunas propiedades de escala [34] de algunas funcionales de den-
sidad, las cuales pueden ser definidas en términos de los orbitales de Kohn-Sham. Considere
las ecuaciones de Kohn-Sham:

(
− 1

2
∇2 + vs(r)

)
φi(r) = Eiφi(r) (5.40)

donde:

ρ(r) =
N∑

i=1

|φi(r)|2 (5.41)

definiendo la coordenada de escala,

r = γr′ (5.42)

reemplazando (5.42) en (5.40), se obtiene:

(
− 1

2γ2
∇2

r′ + vs(γr
′)
)
φi(γr

′) = Eiφi(γr
′) (5.43)(

− 1

2
∇2

r′ + γ2vs(γr
′)
)
φi(γr

′) = γ2Eiφi(γr
′) (5.44)

reemplazando (5.42) en (5.41),
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ρ(γr′) =
N∑

i=1

|φi(γr
′)|2 (5.45)

definiendo las cantidades:

φi,γ(r) ≡ γ
3
2φi(γr) (5.46)

Ei,γ ≡ γ2Ei (5.47)

ργ(r) ≡ γ3ρ(γr) (5.48)

la ecuación (5.44) puede ser escrita como:

(
− 1

2
∇2

r′ + γ2vs(γr
′)
)
γ−

3
2φi,γ(r

′) = γ−
3
2Ei,γφi,γ(r

′) (5.49)(
− 1

2
∇2

r′ + γ2vs(γr
′)
)
φi,γ(r

′) = Ei,γφi,γ(r
′) (5.50)

y la ecuación (5.45), toma la forma:

γ−3ργ(r
′) =

N∑
i=1

|γ−
3
2φi,γ(r

′)|2 (5.51)

=
N∑

i=1

γ−3|φi,γ(r
′)|2, es decir (5.52)

ργ(r
′) =

N∑
i=1

|φi,γ(r
′)|2 (5.53)

De los teoremas de Hohenberg-Kohn se ha concluido que śı el potencial vs(r) la densidad de
estado basal ρ(r), el cual se denota como vs([ρ]; r), entonces, el potencial de la ecuación (5.50),
vs,γ([ργ]; γr) = γ2vs(γr) genera la densidad del estado basal ργ(r):

vs([ρ]; r) −→ ρ(r) (5.54)

vs,γ([ργ]; γr) −→ ργ(r) (5.55)

La relación de escala de la funcional de enerǵıa cinética de Kohn-Sham es:
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Ts[ρ] = −1

2

∫
∇2

rρ(r)dr, śı r → γr′ (5.56)

= −1

2

∫
1

γ2
∇2

r′ρ(γr′)d(γr′), como ργ(r) = γ3ρ(γr) (5.57)

= −1

2

∫
1

γ2
∇2

r′

(
γ−3ργ(r

′)
)
γ−3dr′ (5.58)

=
1

γ2

(
− 1

2

∫
∇2

r′ργ(r
′)dr′

)
(5.59)

=
1

γ2
T [ργ] (5.60)

es decir, la funcional de enerǵıa cinética satisface la propiedad de escala:

Ts[ργ] = γ2Ts[ρ] (5.61)

Recordando que la funcional de enerǵıa de intercambio Ex[ρ] tiene la forma:

Ex[ρ] = −1

4

∫
|γs(r1, r2)|2

|r1 − r2|
dr1dr2 (5.62)

donde

γs(r1, r2) =
N∑

i=1

φi(r1)φ
∗
i (r2) (5.63)

(5.64)

en función de la densidad electrónica ρ(r),

γs([ρ]; r1, r2) =
N∑

i=1

φi(r1)φ
∗
i (r2) (5.65)

es la densidad de matriz de un electrón para el sisitema de Kohn-Sham. Usando la definición
de la ecuación (5.46) se puede encontrar la relación de escala entre la densidad de matriz de
un electrón escalada y no escalada, es decir, śı al lado derecho de la ecuación (5.65) se hace
r → γr′, se tiene:

γs([ρ]; r1, r2) =
N∑

i=1

φi(γr
′
1)φ

∗
i (γr

′
2), como φi,γ(r) = γ

3
2φ∗i (γr) (5.66)

γs([ρ]; r1, r2) = γ−3

N∑
i=1

φi,γ(r1)φ
∗
i,γ(r2) (5.67)
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como el conjunto de funciones base {φi,γ(r)} generan la densidad electrónica ργ(r), se tiene que:

γs([ρ]; r1, r2) = γ−3γs([ργ]; r1, r2) (5.68)

Ahora, la funcional de enerǵıa de intercambio Ex[ρ], ecuación (5.62), puede escribirse como:

Ex[ρ] = −1

4

∫
|
∑
φi(r1)φ

∗
i (r2)|2

|r1 − r2|
dr1dr2 (5.69)

śı al lado derecho de la funcional de enerǵıa de intercambio Ex[ρ] se hace r → γr′, ella toma la
forma:

Ex[ρ] = −1

4

∫
|
∑
φi(γr

′
1)φ

∗
i (γr

′
2)|2

|γr′1 − γr′2|
d(γr′1)d(γr

′
2) (5.70)

observando el paso de la ecuación (5.66) a la ecuación (5.67), la funcional de enerǵıa de inter-
cambio Ex[ρ] puede escribirse como:

Ex[ρ] = −1

4

∫ |γ−3
∑
φi,γ(r

′
1)φ

∗
i,γ(r

′
2)|2

|γr′1 − γr′2|
d(γr′1)d(γr

′
2) (5.71)

= −1

4

∫
γ−6

|
∑
φi,γ(r

′
1)φ

∗
i,γ(r

′
2)|2

γ|r′1 − r′2|
γ3γ3dr′1dr

′
2 (5.72)

=
1

γ

{
− 1

4

∫
|γs([ργ]; r1, r2)|2

|r′1 − r′2|
dr′1dr

′
2

}
(5.73)

=
1

γ
Ex[ργ] (5.74)

es decir, la relación entre las funcionales de enerǵıa de intercambio no acopladas y acopladas
es:

Ex[ργ] = γEx[ρ] (5.75)

Se observa que las funcionales de enerǵıa cinética T [ρ], ecuación (5.61) y la funcional de enerǵıa
de intercambio Ex[ρ], ecuación (5.75), son funcionales de escala de la forma:

A[ργ] = γkA[ρ] (5.76)

las cuales tienen la propiedad:

d

dγ
A[ργ]

∣∣∣∣∣
γ=1

= kA[ρ] (5.77)
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Problema 5.1 Aplicar la propiedad de la ecuación (5.77) a las funcionales de densidad T [ρ]
y Ex[ρ].

Solución

1. Para la funcional de enerǵıa cinética T [ρ]:

d

dγ
T [ργ]

∣∣∣∣∣
γ=1

=
d

dγ

(
γ2T [ρ]

)∣∣∣∣∣
γ=1

(5.78)

= 2γT [ρ]

∣∣∣∣∣
γ=1

(5.79)

= 2T [ρ] (5.80)

2. Para la funcional de enerǵıa de intercambio Ex[ρ]:

d

dγ
Ex[ργ]

∣∣∣∣∣
γ=1

=
d

dγ

(
γEx[ρ]

)∣∣∣∣∣
γ=1

(5.81)

= γEx[ρ]

∣∣∣∣∣
γ=1

(5.82)

= Ex[ρ] (5.83)

Además, la funcional A[ρ] puede ser escrita como:

d

dγ
A[ργ]

∣∣∣∣∣
γ=1

=

∫
δA[ργ]

δργ

dργ

dγ

∣∣∣∣∣
γ=1

dr (5.84)

calculando la derivada
dργ

dγ
,

dργ

dγ
=

∂ργ

∂γ

dγ

dγ
+
∂ργ

∂x
· dx
dγ

donde x ≡ γr (5.85)

=
∂

∂γ

(
γ3ρ(γr)

)
+∇x

(
γ3ρ(γr)

)
· dx
dγ

(5.86)

=
∂

∂γ

(
γ3ρ(γr)

)
+ γ3dx

dγ
· ∇x

(
ρ(γr)

)
como

dx

dγ
= r (5.87)

=
∂

∂γ

(
γ3ρ(γr)

)
+ γ3r · ∇x

(
ρ(γr)

)
, como ∇x =

1

γ2
∇r (5.88)

= 3γ2ρ(γr) + γ3r · 1

γ2
∇r

(
ρ(γr)

)
(5.89)

= 3γ2ρ(γr) + γr · ∇rρ(γr) (5.90)



82

reemplazando en la ecuación (5.84):

d

dγ
A[ργ]

∣∣∣∣∣
γ=1

=

∫
δA[ρ]

δρ

(
3ρ(r) + r · ∇ρ(r)

)
dr (5.91)

definiendo:

δA[ρ]

δρ
≡ a([ρ]; r) (5.92)

y de acuerdo con la ecuación (5.77), la ecuación (5.91) puede ser escrita como:

A[ρ] =
1

k

∫
a([ρ]; r)

(
3ρ(r) + r · ∇ρ(r)

)
dr (5.93)

Un caso part́ıcular es cuando A[ρ] ≡ Ex[ρ]. En este caso k = 1 y a([ρ]; r) =
δEx[ρ(r)]

δρ(r)
=

vx([ρ]; r), entonces, la ecuación (5.93) se transforma en:

Ex[ρ] =

∫
vx([ρ]; r)

(
3ρ(r) + r · ∇ρ(r)

)
dr (5.94)

Esta última ecuación, realciona el potencial de intercambio vx([ρ]; r) y la enerǵıa de intercambio
Ex[ρ]. A la ecuación (5.94) se le conoce como la relación de Levy-Perdew [34]. Además, la
propiedad de escala implica que:

a([ργ]; r) = γka([ρ]; γr) (5.95)

Para probar la relación (5.95), def́ınase las variaciones de las funcionales:

δA[ρ] ≡
∫
a([ρ]; r)δρ(r)dr (5.96)

δA[ργ] ≡
∫
a([ργ]; r)δργ(r)dr (5.97)

como δA[ργ] = γkδA[ρ], entonces se tiene que:

∫
a([ργ]; r)δργ(r)dr = γk

∫
a([ρ]; r)δρ(r)dr (5.98)

haciendo r → γr al lado de recho de la ecuación (5.98):
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∫
a([ργ]; r)δργ(r)dr = γk

∫
a([ρ]; γr)δρ(γr)d(γr) (5.99)

= γk

∫
a([ρ]; γr)γ3δρ(γr)dr como γ3δρ(γr) = δργ(r) (5.100)

= γk

∫
a([ρ]; γr)δργ(r)dr (5.101)

entonces,

∫
a([ργ]; r)δργ(r)dr− γk

∫
a([ρ]; γr)δργ(r)dr = 0 (5.102)

∫ (
a([ργ]; r)− γka([ρ]; γr)

)
δργ(r)dr = 0 (5.103)

es decir,

a([ργ]; r) = γka([ρ]; γr) (5.104)

como caso part́ıcular es: a([ρ]; r) = vx([ρ]; r), entonces, de acuerdo con la ecuación (5.104) se
encuentra que vx([ργ]; r) = γvx([ρ]; γr), es decir, una funcional A[ρ] debe cumplir la relación

A[ργ] = γkA[ρ] y su variación con respecto a la densidad electrónica a([ρ]; r) =
δA[ρ]

δρ(r)
debe

cumplir la realción a([ργ]; r) = γka([ρ]; γr).
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