CapiTUuLO 1

Funcionales de la densidad

1.1 Introduccion

Teoria del funcional de la densidad es el nombre con que usualmente se conoce este método,
basado principalmente, en dos teoremas demostrados por Hohenberg y Kohn en el ano 1964 [1].
En lo fundamental, se trata de encontrar un método que permita calcular la energia y cualquier
otra propiedad de un sistema electrénico sin siquiera tener que escribir el hamiltoniano ni cono-
cer la funcion de onda, en principio eso es posible a partir justamente de la densidad electrénica.
Es decir, toda la informacién disponible del sistema (a4tomo, molécula, cluster o sélido) esta
contenida en la densidad.

Algunas palabras sobre el titulo. Es usual hablar y escribir Teoria del funcional de la densidad.
Pero esto requiere algunas presiciones. Formalmente, no es una teoria, es un método. No puede
existir una teoria dentro de otra teoria, y este método esta inserto dentro de una teoria que es
la mecanica cudntica. Sin embargo, seguiremos la tendencia mayoritaria y la llamaremos teoria.
Por otro lado, generalmente se habla del funcional, en singular, pues se piensa tan solo en el
funcional de la energia total. Pero, como veremos mas adelante, existen diversos funcionales, y
esa es la razén por la cual hablamos de las funcionales de la densidad.

Entonces, en lo medular, estos apuntes mostraran que la densidad contiene toda la informacién
y sus consecuencias. Para un sistema electronico, en la aproximacién de Born-Oppenheimmer,
el hamiltoniano en unidades atomicas viene dado por:
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Donde el primer término corresponde a la energia cinética, el segundo a la repulsion electron-
electrén y el tercero es lo que se denomina el potencial externo. Este serd normalmente la
atraccion nucleo-electron:
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donde la suma es sobre todos los nticleos y el subindice respectivo es A. Z4 es la carga nuclear
del nicleo A, R4 es la coordenada del nicleo A y 74; es la distancia del i-ésimo electrén al
nicleo A. Dependiendo del nimero de ntucleos presentes en la suma, estaremos en presencia
de un atomo, de una molécula, de un cluster o de un sélido. Este potencial externo puede ser
también més complejo e incluir perturbaciones externas, tales como un campo eléctrico u otros.
El dnico requisito, es que debe ser un potencial local y monoelectrénico.

Una vez que el hamiltoniano es conocido, el procedimiento normal es resolver la ecuacion de
Schrodinger:

HY = EV (1.3)

donde W es la funcién de onda, la cual depende de las coordenadas de todos los electrones y
sus respectivos espines. O sea, ¥ = W(xy,x9,...x,), donde la coordenada x; incluye tanto las
coordenadas de posiciéon, r;, como de espin, s;, del i-ésimo electrén. La densidad electronica,
p(r) esta definida como:

p(r) :NE//.../\\P|2dr2dr3...drN (1.4)

donde la suma simboliza una suma sobre todas las variables de espin. La densidad asi definida
representa la probabilidad de encontrar una cierta cantidad de electrones en un elemento de
volumen dado. Esta funcion entonces, es siempre una funcién de solo tres variables, independi-
ente del niimero de electrones que tenga el sistema. Esto no es algo menor, pues si uno dispone
de un método que depende solo de la densidad y no de la funcién de onda para conocer comple-
tamente el sistema a estudiar, se elimina una de las grandes pesadillas de la Teoria de muchos
cuerpos: el tener que tratar con funciones de a lo menos 3N variables. Lo que es completamente
impractible para sistemas atin bastante pequenos, como, por ejemplo, un atomo de cobre que
tiene 29 electrones.

Argumentos simples para pensar que es posible determinar todas las propiedades a partir de
la densidad existen desde antes de los teoremas de Hohenberg y Kohn. Uno de los méas cono-
cidos es el argumento de Wilson [2]: el Hamiltoniano de la ecuacién (1.1) esta completamente
determinado una vez que el nimero de electrones y el potencial externo son conocidos. Los dos
primeros términos son iguales para cualquier sistema, a no ser porque las sumas son hasta un N
distinto. Por lo tanto, conociendo N puedo escribir los dos primeros términos del hamiltoniano,
y conociendo el potencial externo escribo el tercero. Una vez escrito el hamiltoniano, resuelvo
la ecuacion de Schrodinger y conozco todas las propiedades. Entonces, lo tinico que hay que
demostrar es que la densidad determina tanto el nimero de electrones N como el potencial
externo. La demostracién que la densidad determina el nimero de electrones es trivial, pues
normaliza a V:

/p(r)dr =N (1.5)

Para dar un indicio que la densidad también determina el potencial externo, hay que usar el
teorema de cuspide de Kato, que dice que se cumple la siguiente ecuacion:
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dp(r)
or

donde r, es la posicion del nticleo a. Entonces, una vez conocida la densidad, solo hay que
buscar los puntos donde se cumple esa ecuacion y sabremos las coordenadas de los nicleos,
y de la misma ecuacién extraemos la carga nuclear. Conocida las coordenadas de los nicleos
y la carga que tienen, ya se puede escribir el potencial externo dado por la ecuacién (1.2).
Por lo tanto, la densidad tiene toda la informacién para escribir el hamiltoniano. Una vez
escrito el hamiltoniano, se resuelve la ecuaciéon de Schrodinger y se obtiene la energia. O sea,
dada la densidad, se puede obtener mediante un algoritmo matemético univoco (complejo por
cierto) la energia. Es decir, en términos matematicos, la energia es una funcional de la densidad.

lr=ro = —2Zap(Ta) (1.6)

El analisis funcional es una area de las matematicas que muchas veces es desconocida para
los estudiantes de quimica. Es por eso, que el primer capitulo serd un breve repaso de las
principales caracteristicas de las funcionales.

1.2 Funcionales

La densidad p(r) es una propiedad que caracteriza un sistema, posee toda la informacién del
sistema y por lo tanto las propiedades del sistema pueden ser derivables desde la densidad. En
la teoria de las funcionales de la densidad, la energia de un sistema electrénico, es funcién de
la densidad electrénica del sistema, F = E|[p(r)], esta puede escribirse como [3]:

Elp(r)] = Tlp(r)] + vlp(r)] + Vee[p(r)] (1.7)

donde T'[p(r)] es la energia cinética, v[p(r)] es el potencial externo y V,.[p(r)] es el potencial de
interaccion electrén - electrén. De la ecuacién (1.7) se observa que la energia es una funcién de
la densidad electrénica y a su vez la densidad es una funcién de la posiciéon. Una funcién de
este tipo se llama: funcional, caso particular, E[p(r)] es una funcional de la densidad. Es por
eso que en esta seccion exploraremos alguna algebra de funcionales de la densidad necesaria
para el desarrollo algebraico de la teoria de las funcionales de la densidad.

Una funcional es un algoritmo matematico que establece una relacién uno a uno entre algin
espacio de funciones y el espacio de los niimeros reales. Es decir, la funcional F', aplicada a la
funcién f(z), da como resultado un nimero F'[f(x)]. El ejemplo més sencillo de funcionales es
la integracion:

T2 dy
Iy(z)] = / g(z,y(x), -)de (1.8)

donde ¢ es una funcién arbitraria.

Una funcional F[f(x)] puede pensarse, en algunos casos, como una generalizacién de una funcién

de muchas variables, f(z1,%s,,zy) con N — 0o y no numerable. En ese sentido sabemos que
su diferencial esta dada por



N
af
df = (ax.)dxi (1.9)
i=1 ¢
Entonces la generalizacién del diferencial de una funcional sera
, OF|f(x
5Pﬂf(x)]::y/m[—Séié?;l}éf(x)dx (1.10)

Flf(x)]
0f ()

donde la cantidad es la derivada funcional de la funcional F' con respecto a f(z') en

el punto z’.

Por simplicidad de la presentacion, todas las ecuaciones se presentaran en una dimension, pero
la generalizacion a mas dimensiones es trivial.

1.3 Derivada de una funcional

La definicién de la derivada funcional es:

SEU@)) _ [+ edw =) = FIf

of(x) =0 €

(1.11)

Ahora, veamos un procedimiento sencillo para calcular derivadas funcionales. Considere la
funcional F[f 4 ed(z — 2’)] como una funcién de € y por lo tanto, podemos escribir el desarrollo
de Taylor:

Hf+du—fﬂ:FUHf%FU+&@—xﬂ . (1.12)
e=0
Flf+ed(x— 2] - F[f] = E%F[quecS(x—x’)] + - (1.13)
e=0
Fu+d@2f”_Fm - %Fﬁ+d@—xﬂ o (1.14)
e=0
tomando el limite cuando € — 0
e=0

segin la ecuacién (1.11) y en primera aproximacién, la ecuacién (1.15) toma la forma:
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OF[f(2)] — iF[ere(S(:c—m’)] (1.16)

df(z") de

e=0

Esta expresion nos dd una forma practica de calcular la derivada funcional através de una
derivada ordinaria.

OF[f(x)]
Problema 1.1 Calcular ———=,
6 f (')

(1.11), sabiendo que la funcional estd dada por:

usando la definicion de la derivada funcional, ecuacion

Flf(z)] = / £ (@)de (1.17)

Solucion:

L) I B L S A
5f () _Loel/a<f+ 0(z —a))3d /af d] (1.18)

4
3

el desarrollo binomial de (f + ed(x — 2'))3, en primera aprozimacion es:

4 4 5 - ! %
(Freaw—ant = gi(1+ 222 (119
f
4 4ed(x — )
~ f (1+§T) (1.20)
~ f§+§f%65(x—x’) (1.21)
reemplazando (1.21) en (1.18),
b b b
% - 113%%[/ f‘s*da;+/a %féea(x—x’)dx—/a fédx] (1.22)
~ lim 2 béf% §(z — 2')dx (1.23)
= e | 3 € .
"4
= / §f§(x)5(x—x')dx (1.24)
4
Problema 1.2 Calcular %, usando la expresion de la derivada funcional, ecuacion
x

(1.16).
Solucion:



S )] d [P g

@) - de/a (f(z) +ed( ))*d y (1.26)
= /%(f(:c)+e<5(:c—w’))§%(€5(:v—w’))dx (1.27)
— [ U@+ eba ) oo~ oy (1.28)
_ gfé(g;w(x_x’)dx (1.29)
= ) (1.30)

Problema 1.3 La funcional de energia cinética en la aproximacion de Thomas - Fermi, estd
dada por la expresion:

5

TF[p]
dp(r)

Solucion:

Calcular , usando las ecuaciones (1.11) y (1.16).

a. Usando la ecuacion (1.11).

§Trplp(r)] . 1 M5 _ 3

. . 1 5 65(1‘—1‘/) % 5

= 11_1%;/0}7(/) (1—|—T —p )dr (1.33)
o1 5 5ei(r — 1’ 5

~ %E/CF@ 1+§%> —p3)dr (1.34)

1 5 D 2 , 5

~ 11_{%; CF<p3 +§p365(r—r)—p3>dr (1.35)

~ lim - chpé(r)ea(r—r’)dr (1.36)
e—0 €

~ / chpi(r)a(r—r')dr (1.37)
5 s,

~ 200 (138)

en donde se obtiene que



J. David - D. Guerra - P. Fuentealba Teoria de las funcionales de la densidad 7

b. Usando la ecuacion (1.16).

%[f/gr)] _ %/Cp(p+e5(r—r))gdr - (1.39)
= [ 30k este 1) Lettr — i O (1.40)
_ /gOF(p+€5(r_r))§5(r_r)dr (1.41)
_ / chpi(r)a(r_r')dr _ (1.42)
= chpi(r') (1.43)

Ejercicios 1.1 Para una variacion suave de la densidad p(r), existe una conocida expansion del
gradiente para la energia de intercambio E,. La correcion no local a ésta energia de intercambio

es dada por:
r)|=—-03 —( p(r))er 1.44
)] / pé(r) (1.44)

donde [ es una constante. Esta es la correccion no local usada en la aprozimacion Xag [4].

OB, [p(r)]
op(r')

La derivada funcional tiene propiedades analogas a la derivada ordinaria. Asi pués, para una
combinacion lineal de estas funcionales, se tiene que:

Calcular

5 SFUf(x)] | 0CI ()]
57 () 51wy s (1.45)

donde « y 3 son constantes. Y para el producto de dos funcionales:

(AL @)+ 5GIf(2)]) = A

Sl + L))

(1.46)

6T [p(r))]
op(r’)

de von Weizsacker definida como:

Problema 1.4 Calcular , sabiendo que Tw[p(r)] es la funcional de energia cinética

1 [ Vp(r)-Vp(r)
< / Tdr (1.47)
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Solucion:
Twlp(r)] _ 1d [ Vp(r) Vp(r) 1d / V(p(r) +ed(x — 1)) - Vp(r)
dp(r’) 8de ) p(r )+e5(r—r’) 8 de p(r)
Ld [ Vo) V(o) + e —v))
o i d (1.48)
B V,o ed(r—r)\ " . Vé(r —1') - Vp(r) .
- i) <” ) o
/ Volr) - Volr — r) (1.49)
B V,O ed(r—r Vié(r
- 8d6/ ( ) /
V5(r—r)
+8/ s dr (1.50)
1Y) Vel s ) L [Vl o
- 5[ e Ve o
/f(r)%é(r—r’)dr = —%f(r) (1.52)
/f(r)é(r—r')dr = f(r) (1.53)
entonces,
Tulo®)] 1Y) Vo) 1o Vel
e R S R <p<r> )‘ .
V) V) 1Y) 1o (L
T B R B AL V<p<r>)' U
A1\ d (1 \dp)
iGw) = awlom) s (1.56)
1 1

reemplazando,
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0Tw|p(r)] LV'p(r') - Vip(r')  1V2p(x))  1Vp(r)

o) 8 2w 4w Capwm W U
__IVp(r) - Vip(r')  1VZp(r') 1V'p(r') - V'p(r')
= 73 p2(r') 3 () T 20 (1.59)
_ LVl 1Y) - Vp(r) L)

1) 8 2

Problema 1.5 La densidad de energia de repulsion electron-electron J{p(ry,ra)] es un término
puramente clasico y esta dada por la expresion:

J[p(rl),p(rg)] = %//%ﬁrz)drldrg (161)

Jp(ry,12)]
op(r’)

1
en donde el factor 3 previene la doble suma. Calcular

Solucion:
Usando la ecuacion (1.46), se tiene:

+
e=0

p(ry)(p(ry —|—e(5(r2—r))
dr,d
Qdé// [ty — 1] e .

0 J[p(r1), p(r2)] e de 1 p(r1)8(rs — 1') -
dp(r’) = // ’r2 —1'1’ d 1dry + = 2 // ES— dridry (1.63)

p(r1)
_ 1 L 1.64
2/|r2_r/’dr2+2/‘r/_rl|dr1 ( 6)

st r1 =T, se obtiene que:

5J[P(r )7 r5)] // p(ry) + ed(ry — r))p(r2)dr1dr2
2de

|1°2 — 1y

(1.62)

5J[ I'Q
o r, /|r,_r1| (1.65)

Las derivadas de las funcionales de densidad de orden superior, se pueden calcular aplicando
razonamientos analogos. Asi, la segunda derivada funcional, se puede calcular como:

OF[f(@)] iip[f(a:) +ed(r —a') + pd(x — 2”)]

Sf(x)of(x")  dude (1.66)

pn=e=0
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El orden de la diferenciaciéon no es importante:

Flf@) _ PPl
5f( Nof(x"y — of (") f(a") (1.67)
Problema 1.6 Sea la funcional F[f / f2 Ydx. Calcular %
Solucion:

Aplicando la ecuacion (1.66), se tiene,

Flfx))  _ d d 2
m = duie (f+65(x—x)+u5(x—x )) dx . (1.68)
_ 4 b2 ) ! 0 n) 4 ) "d 1.69
= ) (f—l—e(a:—x)—iru(:z:—x))%(e (z —a'))dx 0(_ )
p=e=
d ’ / 4 /
= . 2<f(m)+e5(x—a:)+u5(:p—x ))5(x—x)d:p . (1.70)
b d
_ / 2 (bl — ) (e — ) (1.71)
pn=0
b
= / 20(x — 2")0(x — 2')dx (1.72)
= 2§(x”—x’) (1.73)
Se puede demostrar que para una funcional de la forma
:/f(x,p,p(l),p@),...)dx (1.74)

"p(x)

donde p™ = , si se cumple la condicién que la funcién p(z) tienda a cero en el infinito,

entonces la derivada funcional estda dada por la siguiente expresion:

SF of d ( of d* ( of
op(x)  Op dv (3/)(”) T a (0/)(2)) o (175)

La generalizacién a tres dimensiones es obvia [5, 6, 7, 8].

Ejercicios 1.2 Aplicando la ultima ecuacion encontrar nuevamente la derivada funcional de
la funcional de von Weiszacker (Problema 1.4).
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En particular, cualquier funcién se puede expresar como una funcional, escribiendo

o) = [ 15t~ ') (1.76)

de donde se encuentra que

6f(x)
of(x')

Es decir, las funciones son un caso especial de funcionales.

=d(x — ') (1.77)

St f(z) en cada punto de x, a su vez es una funcional de g(x), esto es: f = f[g(z), z], se tiene:

df(x) :/i];((il))ég(x/)dx' (1.78)

y por lo tanto, la ecuacién (1.10) puede escribirse como

/ / 5F( x, 5gzl>>5g(x')dxd:v’ (1.79)

asi que:

SFUG)] [ SFU )] 65 dole)
o = | 1 ) () (1.80)
// 5 x’ 5gz))5(x’—x”)dxd:v’ (1.81)

A
S s (1:82)

en donde la ecuacién (1.82) es la regla de la cadena para las derivadas funcionales.

También es posible definir la derivada inversa en perfecta analogia con el calculo de funciones.
Si uno es capaz de 1nvert1r la relaciéon y = y(z) de tal forma de obtener x = z(y) entonces
ambas derivadas , d y d , existen y cumplen con la relacién:

(5)(2)-

del mismo modo, en funcionales, si somos capaces de invertir la relaciéon f = f[g(x), x] para
obtener g = g[f(x), z] entonces podemos escribir

6f ()

6g(x/)6g(:c’)dx’ (1.84)

0f(x) =
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Sg(z') = / ;Jfé;")) S f(a")da" (1.85)

reemplazando (1.85) en (1.84) se obtiene

. (5f('r) 59(1:/) 2NV da”
6f(:c)—/ S d (1.86)

y la tnica forma de cumplir con esa relacién es que
3f(x) dg(a’) ., "
dr' =0(x — x 1.87
| sy == 50

Estas derivadas y su inverso tienen una clara analogia con matrices, donde el inverso esta
definido de tal forma que si

Y = ZAl-jxj (1.88)
J
entonces la matriz inversa de A es la matriz B que cumpla con:

¥ =Y B (1.89)
k

Sustituyendo (1.89) en (1.88) se encuentra que los elementos de la matriz producto AB deben
cumplir con

(AB)it = Y AijBji = by (1.90)

J

donde d;; es la delta de Kronecker. Nétese la analogia de las ecuaciones (1.84) y (1.85) con
(1.88) y (1.89), como también de la ecuacién (1.87) con la (1.90). En cierto modo, las derivadas
funcionales se comportan como una matriz de rango infinito no numerable y la delta de Dirac
se convierte en la delta de Kronecker.

Como veremos mas adelante, en la teoria de las funcionales de la densidad muchas veces ten-
dremos que estudiar derivadas funcionales en que su propia existencia es dificil de probar. De
hecho, toda la teoria de las funcionales de la densidad se basa en dos teoremas (los teoremas
de Hohenberg y Kohn), de los cuales, el primero justamente demuestra la existencia de una
funcional, la energia del estado fundamental es una funcional de la densidad. Para trabajos
recientes respecto a los problemas matematicos de las funcionales y sus derivadas ver [9, 10, 11].

Al igual que en el calculo de funciones, muchas veces uno esta interesado en encontrar el minimo
de una funcional, es decir, dada la funcional F[f(x)], cual es la funcién f(x) que entrega el
valor mas bajo al evaluar la funcional. En analogia con el calculo de funciones, debe cumplirse
que
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oF
5F:/—5fxdx:() 1.91
5@ (1.91)
para una variacién ¢ f(z) arbitraria. Entonces se tiene que cumplir que la derivada funcional
evaluada en la funcién que la minimiza debe ser cero:

oF
6f(x)
En la mayoria de los casos, sin embargo, uno esta interesado en encontrar la funcién f(z) que
minimiza la funcional F', pero con alguna restriccién sobre la funcién f(z). Una restriccion

del tipo G|[f(x)] = 0. Entonces, lo que hay que usar son los multiplicadores de Lagrange, y la
funcional a minimizar serd

—0 (1.92)

Q[f (2)] = Ff(2)] = AG[f ()] (1.93)

donde A\ es el pardmetro de Lagrange asociado a la restriccion impuesta. Entonces, la derivada
funcional de €2 debe ser igual a cero. O sea, se debe cumplir que

OF 0G

la cual se conoce como la ecuacion de Euler-Lagrange del problema.

Naturalmente si hay maés restricciones se agregara un parametro de Lagrange por cada re-
striccién. El parametro de Lagrange puede convertirse en una funcion en el caso que la re-
striccion sea del tipo

glf (x), x] = cte (1.95)

ya que la funcional a minimizar es
Af(e)) = FIf(a)] = [ Ma)glf (o). (1.96)

y la correspondiente ecuacién de Euler-Lagrange es

or ~ 0g
57~ ) M55

da’ (1.97)
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CapiTULO 2

Operadores y Matrices de densidad

2.1 Operadores de densidad

Hasta ahora, en la mecanica cuantica basica, se ha considerado sistemas cuyos estados son
perfectamente conocidos (estados puros). Se ha estudiado cémo predecir resultados de varias
medidas operando sobre ellos. Sin embargo, en la practica el estado de un sistema a menudo
no es perfectamente determinado (existe una mezcla de estados accesibles). Entonces, cémo
incorporar dentro del formalismo de la mecénica cudntica la informacion incompleta que se
tiene acerca del sistema?. La herramienta matematica para hacer esto es el operador de
densidad, €l cual facilita la aplicacién de los postulados de la mecdnica cudntica permitiendo
una simple descripcién estadistica de la mezcla de estados accesibles al sistema.

En esta seccién se daran a conocer algunas relaciones entre la funciéon de onda de un sistema
de N particulas: ¥(ry,--- ,ry) y su correspondiente densidad: p(ry,--- ,ry). Debido a que la
1

relacién entre Uy y py no es lineal, Uy — pZ%, la relacién presenta algunas dificultades. Por
lo tanto, se considerara matrices de densidad de todas las N particulas, I'y, las cuales tienen
una relacion lineal con la funcién de onda del sistema de N particulas y su correspondiente
densidad electrénica. [12]

Debido a que el hamiltoniano se expresa en términos de una y dos particulas (pares de particulas),
la matriz de densidad de N particulas I'y se debe reducir a una densidad de matriz de una y
dos particulas, 7, y 79, respectivamente. El problema es decidir cuando una matriz de densidad
reducida v, (K < N) es la reduccién de una matriz de densidad de N cuerpos, esto se conoce
como el problema de la N representabilidad y atin no ha sido resuelto. Entonces, la relacién
entre las cantidades W, I', v y p, puede resumirse como sigue: ¥y — I'y — v — p, donde,

o Uy —T'y=|Un)(Ty|
o Ty — m(x,%)

o Yi(x,x") = %(x,%)

* N(x,%x) = p(x)

15
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El objetivo general de la teoria de las funcionales de densidad es expresar la energia del sistema
en términos de la densidad electrénica p(x) y no de las matrices reducidas i (x).

2.2 Operador de densidad de ensamble Ty

El concepto de ensamble fué primero introducido por Gibbs. Un ensamble es una coleccién
(mental o virtual) de un gran nimero de sistemas [13]. El operador de densidad de ensamble
de N particulas, denotado como I'y, es definido como:

[y = Zpi|\1’i><\lfi| (2.1)

donde p; es la probabilidad de que el sistema sea encontrado en el i-ésimo estado |¥;) (|W;)
es el i-ésimo estado puro) y la suma se realiza sobre todo el conjunto completo de todos los
estados puros accesibles. Para un sistema en un estado puro p; es igual a 1 y los demas estados
tendrian probabilidad igual a cero. [y no debe escogerse para representar un estado puro [12].

2.2.1 Propiedades del operador de densidad Ty

1. La traza del operador de densidad de ensamble Ty es igual a uno.

Si se toma un conjunto de funciones base { f} y calculando el valor esperado del operador
de densidad de ensamble, ecuacién (2.1),

(folDnlf) = Zpi<fk\‘1’z'><‘1’i|fk> (2.2)

sumando sobre todos los estados k,

;m!mm = ;prfmwiuw (2.3)

= Zp:<\1fi|2|fk><fk|\m> (2.4)
= ipi(‘Pil\P]Z) (2.5)
- ipi (2.6)

=1 (2.7)

en donde se ha usado la relacién de base completa Z | fe)(fx] = 1, la ortogonalidad de

k
los estados (V;|¥;) = 1y como la suma de los elementos de la diagonal del valor esperado
de un operador es igual a la traza, entonces,
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S (fllalfi) = Tr(lx) (2.8)

Tr(ly) = 1 (2.9)

2. El operador densidad de ensamble [ es hermitico.

La ecuacion (2.2) puede escribirse como:

<f£|fN|fé> = <f£|zpz|‘1’z><‘1’z|f£> (2'10)

tomando el complejo conjugado a ambos lados,

GAENA) = Y m (e i)' (211)
NI (212)

S ) (213)

ENl ) (214)

(FlDyIfe) = (fullwlfo) (2.15)

es decir I\, =Ty

3. Los elementos de la diagonal de un operador densidad de ensamble [y son positivos

(JelPwlfe) = 3 pilfel i) Wil fo) (2.16)
= Zpi<fz|‘1’i><fe|‘1’z‘>T (2.17)
= D pil{fel v (2.18)

y como |{fo|¥;)]* >0y p; > 0, entonces,

(felTwlfe) 2 0 (2.19)
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4. El operador densidad I'y no es idempotente.

Multiplicando a la ecuacién (2.1) por ella misma:
foN = szpj|‘1’z><‘yz|\l’3><‘pj|

ij

= > P W0 (05|
ij

= > P[5
ij

= > )T

~

# I'y

5. Valor esperado de un operador A.

Premultiplicando la ecuacién (2.1) por el operador A,

AfN = Z pzAm’z) (W]

tomando el conjunto de funciones base {|f;)}

(fel ATy |fe) = Zp¢<fk|/i|\lfi)<\pi|f€>
= D _pWilfo) (ful A %)

integrando a ambos lados,

[ttty adne = S piwd [ 1) il A

como

/|f€><fk|d90k = ke

entonces,

/<fe|AfN’fe>dCEk = Zp@-(‘lfi!z‘ﬂ‘lfﬁ

(2.20)
(2.21)
(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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es decir,

Tr(Aly) = ZPz<‘Pz|A|‘I’z> (2.31)

y como Tr(AL'y) = (A)+ , entonces:

(A), = ZPK‘I’JAN’D (2.32)

2.2.2 Ecuacién de Schrodringer en la representacion de Ty

La ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo, se escribe de la forma,

0 -

Ahora, derivando la ecuacién (2.1) con respecto al tiempo,

)
EFN — Z p%m}ixw (2.34)

- Zm((%m)w ¥ |%>(%<wi|)> (2.35)

multiplicando a ambos lados por ih y usando la ecuacion (2.33) y la ecuacién (2.1) , se obtiene:

m%m = ;pi<<ih%\\m>)<w+ywi> (@h%(@ﬂ)) (2.36)
- Zm((ﬂw)w—\w(mm)) (2.37)
= ﬂzpi“yi><\1}i|_Zpi’\pi><\1]i|7:f (2.39)
= HDy - IwH (2.40)
= [F,T] (2.41)

Esta expresién se conoce como la ecuacion de Liouville.
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2.3 Operadores de densidades 7y

La descripciéon de un estado cuantico esta dada por la distribucion de probabilidad: WyWy,
donde ¥y es la funcién solucién a la ecuacién de autovalores (1.3). Podemos considerar una
descripcion mas general del estado cuantico de un sistema definiendo una matriz de densidad
~vn de la siguiente forma:

YN = \I’N(Xl,XQ"' ,XN)\PR;(Xl,XQ"' ,XN) (242)

como la distribucién de probabilidad asociada a la solucién de la ecuacién de Schrédinger (1.3).
En una forma més general, la ecuacién (2.42) puede escribirse como:

N (X, Xy XXy, Xa e Xy) = U (X, xG X)W (X, X, Xy) (2.43)

en donde (2.43) puede interpretarse como elementos matriciales de la matriz de densidad. Si
X, = x; se obtienen los elementos de la diagonal de la matriz de densidad.

Como

Un(xg,Xo 0 ,Xy) = (X1,X -+, Xn|P) (2.44)

la ecuacién (2.43), también puede verse como la representacién del operador de densidad:

AN = [¥N)(Vn| (2.45)
Se observa que el operador de densidad 4y es independiente del sistema de coordenadas y
ademds, tiene la misma informacién que la funcién de onda Wy (x1,X2- -+ ,Xy).

2.3.1 Propiedades del operador de densidad Ay

1. La traza del operador de densidad es igual a uno. La ecuacién (2.45) puede escribirse

como:
M xY) = ) (T [xY) (2.46)
= Un(x")Uh () (2.47)
en donde xV = x;,Xy -+ ,Xy. Integrando a ambos lados la ecuacién (2.47):
/ 5N Py = / e ()03 (xV )dxY (2.48)
es decir,

Tr(4y) =1 (2.49)
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2. El operador densidad 4y es hermitico.

Tomando el complejo conjungado a ambos lados de la ecuacién (2.45)

()" = (TN ) (T )]

()T = (U)o
= |Un)(¥n]
= ’AVN

3. El operador densidad 4y es idempotente.

ANIN = [N (N TN (U]

como (Vy|Uy) =1,

Win = [¥n){(Uy|
— Ay

2.3.2 Ecuacion de Schrodringer en la representacion de 4y

Derivando la ecuacién (2.45) con respecto al tiempo,

0
Cav = S (1wy)(w >
T G L
0 0
= (5w )Wl + 19 (- (W)
(1)) (Wl + 19) (55 (0|
como la ecuacién de Schrédinger puede escribirse como:
mémf ) = H|Uy)
ot'” N EN
entonces, la ecuacién (2.58), puede escribirse como:
pra —iWH|W )W | + ih| U ) (U [ H
= —ih(?fl”yN—’yNﬂ> es decir,
= —ih[H, 4]

en donde se ha usado la definicién de la ecuacion (2.45).

(2.50)

(2.51)
(2.52)
(2.53)

(2.54)

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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2.3.3 Matriz de densidad reducida de orden p

Se puede presentar la posibilidad que para las N particulas que corresponden a N funciones,
solamente existen p funciones que se mezclen. Una matriz de densidad de orden p se define

COIMoO:
N
’Vp(xlla"' 7X;§X17"' 7Xp)E <p>/"'/pr+1"'dXNX
’}/N(X/p ,X;,Xp+1,"' y XN X1yt 5 Xpy Xpg1, 0 7XN) (263>
donde
N N!
=T N 2.64
(p> PN —p)! (2:64)

es un coeficiente binomial que indica que los N estados se toman de p estados.

Matriz de densidad reducida de orden 1

N
71(X,1§X1) = (1) /"'/dXQ"'dXN'VN(XllaX%"' VXN X1, X0, XN) (2.65)

segin la ecuacién (2.42) y el coeficiente binomial (2.64), la matriz de densidad reducida de
orden uno toma la forma,

(X5 %1) = N/ e /dx2 e dx U (X, Xe, X)W (X, Xa, 0, Xy) (2.66)

Obsérvese que si se realiza la integral a ambos lados sobre los elementos de la diagonal, normaliza
al nimero de electrones N,

/dxwl(x'l;xl) :N/---/dxldXQ---de\IJN(Xll,XQ,--- JXN) PN (X1, Xo, -+ X)) (2.67)

con x; = x;

/Xm’)/1<X1;X1) =N (268)
es decir,

Tr(vi(x;x1)) =N (2.69)

De acuerdo con la ecuacién (2.44), matriz de densidad reducida de orden 1, puede escribirse
COmo:
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Y1 (x15%1) = (x| W) (W1 ]x1) (2.70)

tomando el complejo conjugado a ambos lados,

Mex) = (Gal U)W ]x)] (2.71)
= ((W]x) (a0 (2.72)
= (x| W) (T ]x1) (2.73)
= 7(x15%1) (2.74)

indicando que 7;(x1; %) es hermitica.

Matriz de densidad reducida de orden 2

Yo (XY, X5 X1, X2) = ( >/ /dX3 ~dXNYN (X, Xy, X3 XN X, XoX3 oo, X)) (2.75)

segin la ecuacién (2.42) y el coeficiente binomial (2.64), la matriz de densidad reducida de
orden dos, toma la forma,

V2 <X17X27X17X2

- 1)
/ /dX3 ~dx NN (X, X, X5+, xXN) U (X1, X2, X3+, XN) (2.76)

. / .
haciendo x, = X9 e integrando con respecto a dxXa,

/dXQ'yQ(Xll,Xz;Xsz) =
N(N -1
( 5 )//dXQdX?,dXN\I/N(X,l,XQ,Xg 7XN>\II>|]<V(X17X27X3"' 7XN) (277)

segun la ecuacion (2.66), obtenemos la relacion entre las matrices de densidad reducida de orden
ly2:

(V-1
2

/dX272(X/17X2;X1,X2) = 71(X3§X1> (2.78)

Como en el caso de la matriz de densidad reducida de orden uno, se puede demostrar que la
matriz de densidad de orden dos v9(x1, X2; X1, X2), es hermitica, es decir,

Y3 (X1, X25 X1, X2) = Y2 (X1, Xo; X1, X2) (2.79)
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2.4 Matrices de densidad sin espin

La matriz de densidad reducida de orden uno es definida como:

Y1 (X)3%1) = N/ T /dXQ S dXNYN (X, X, XN X, X, XN) (2.80)
reemplazando la matriz de densidad vy (x], X2, - -+, Xn; X1, X2 -+ , Xy ) en términos de la funcién
de onda del sistema de N particulas, ¥y (x1,X2, * ,XN)

m(xi;x1) = N/- . -/dx2 e dxy U N (X, Xe, e XN) U (X1, X2, 0, XN (2.81)

integrandose con respecto a los espines se obtiene la matriz de densidad sin espin de orden uno,
/.
P1 (r17 1'1)

/dsl'yl(xll;xl) = / - /dsldxz o dxN YN (r)S1, X2, -+, XN) U (r1S1, X2, - -+, XN)
p1( ) (2.82)

/.
I'171‘1

Si rj = r; la matriz de densidad sin espin puede escribirse como:

p(ry) = N/---/dsldxz---de|\IfN(X'1,x2,--- ,xn) 2 (2.83)

Con el mismo procedimiento, a partir de la matriz de densidad reducidad de orden dos,
Y2(X], X5; X1, X2), se obtiene la matriz de densidad de espin ps(rf,ry; 1y, r2),

ro o ! /.
,02(1“1»1"271'171'2) = /dsldsz’h(xpxz,xl,xz)

N(N -1
_ %/.../dS1dS2dX3-..dXN\IfN(Xll,Xé,x3... X)W (X, X, X3+ 2 X)

Sir] =r; y ry =ro, la matriz de densidad de espin puede escribirse como:

N(N -1
,02(1'171'2) = %/'“/dslds2dx3‘"dXN\IJN(XI;XQaX?)"' ,XN)‘I’}KV(X1,X2,X3"' 7XN>

N(N -1
= (T>/~"/dS1ngdX3"‘dXN‘\I;N(Xl,XQ,Xg"' ,XN)‘2 (284)

Integrando a ambos lados con respecto a drs,
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N(N -1
/drsz(rhI‘Z) = - ( 5 )/"‘/dslds2dr2dx3'"dXN|\1/N(X1,X27X3--- 7XN)|2
N(N -1
= ( 5 )/,../dS1dX2dX3..~de’lIIN(x17x27X3... ,xn)|2 (2.85)

comparando (2.85) y (2.83), pa(ry,r2) en términos de p(ry) es:

/ drapa(ry,ra) = ¥ - Y oer) (2.86)

es decir,

2

olrr) = 3o / draps(r1, t) (2.87)

2.5 Valor esperado de los operadores O, y O,

El valor esperado de un operador de un electréon para una funcién de onda W es:

<Ol> = /XmdX2---dXN\IJ*(Xll,X,z,-“ ,x&)OAl\I/(Xl,xz,--- ,XN)

= /dxldxz e dxN O (X, X, - XU (X1, X2, -+, XN) (2.88)

como O; es hermitico

<Ol> = /dxldx2---deélﬁf*(X;,x;,--- X))V (X1, X2, -, XN) (2.89)

como el operador O; actua sobre una sola particula y los orbitales de espin son ortonormales,
entonces

(O) = N/Xmdxz---dXNOAl\IJ*(X/I,Xz,--- XN (xq, X2, 0, XN)

-
Xl =X1

= /dX1OA1’Yl(X/1§X1) (2.90)

/
xj=x1

Asi, el valor esperado del operador de un electrén sin espin, en términos de la matriz de densidad
de orden uno, se escribe como:
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(O) :/dhélpl(rll;rl) ) (2.91)

ri=ri

De la misma forma para el operador de dos electrones, O, se tiene

~

(Og) = /dxldxz---de\Il*(x&,x’z,-~- ,Xn) 02V (X1, X2, -+, XN)

= /dxldxz e dxN O U (X, X, -+ X)W (X, X, -, XN) (2.92)

como el operador Oy actua sobre dos particulas y los orbitales de espin son ortonormales,
entonces

A N(N -1 A
<02> = %/dxldXZ'"dXNO2\I]*(X/1aX27"' 7XN)\II(X17X27"' aXN) x| =x1
= / dX]_OAQ’YQ (Xll, Xlz, X1, Xz) x} =x1 (293)
El valor esperado del operador de dos electrones sin espin es:
<OQ> = / drlerOAgpg(r&, I'/27 r, I'z) (294)
l‘a:l‘l

r’2:r2

2.5.1 Energia electronica en la representacién de las matrices de
densidad reducida v; y

~

La energfa de un sistema electrénico es la suma de los valores esperados (O;) y (Os)

E = (01) +(0y) (2.95)
donde
~ 1 9
01 = —§V1 + U(I‘l) (296)
A 1
Oy = — 2.97
? 12 ( )

segin las ecuaciones (2.90) y (2.93) la energia en términos de las matrices de densidad reducida
de orden uno ~; y orden dos v, es:
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Ely, ] = /dX1< - %V% + U(rl))%(xlpxl)

1
+ /XmdX2—'72(X/17 X/2; X1, Xz) xh =x1
Xg_:)(l T].Q x/;:xg
(2.98)

En la representacion de las coordenadas cartesianas, la traza de una matriz reducida de orden
uno 71 (x’1;x;) puede calcularse en el caso de Hartree-Fock mediante los operadores :

T
= ffl/dx”l\x”ﬁ(x"lwl (2.99)
= /dX//17A1|XN1><XN1|7A1 (2.100)
K%)= / dxy (s ) (6 ) (2.101)
(%) = / a3 X ) (% %) (2.102)

En el modelo de Hartree-Fock el determinante para un sistema de N electrones es:

Yi(xn) Ya(xy) - Un(xn)
1

= mdet[¢1¢2¢N] (2103>

y la matriz de densidad reducida de orden uno puede obtenerse reemplazando este determinante
en la ec. (2.66)

1 (X)5%1) = /--~/dxg - dxndet[V e y]det[ b n]* (2.104)

La integracién de un producto de dos determinantes de Slater con respecto a Xs---xXy, de
acuerdo con la condicién de ortonormalizacion, da (N —1)! si los orbitales son iguales en ambos
determinantes y cero en caso contrario. Asi, si N = 2

M(px) = / ey (100 (36, )b (k2) — 11 (k)b (360 (W5 6, 53 () — W3 () ()
= (X))} (x1) + o (x5 (x1) (2.105)

Luego para un sistema de N electrones la matriz de densidad de orden uno es:
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N

X17X1 sz X1

calculando la matriz de densidad reducida 2(x7, X5; X1, X2),

VQ(X;,XQ;XLXz) = (Xﬁaxlz)‘l’*(xhxz)

=N

(2.106)

(1 (1) a(X5) — 1 (xa)1he(xh)) (Y7 (X2)15 (x2) — 97 (X2)95(x1))

= 5 (O ) (60 ) oca) + v (3 i (4 ) (x5 31

2

i (3 ) ()5 (%2 ) (3%0) — () oo (X4 057 (30 )5 (2)

1

= B (71(X/17 Xl)%(Xlza Xg) + ’h(X'z, X2)’71(X/17 X1) — 71(X/17 Xz)%(Xlza X1)
—71(X/2=X1)’71(X/17X2)>
1

= 3 (71(x}, x1)71 (x5, X2) — 71(X5, X1)71 (X7, X2)) (2.107)

donde se observa que la matriz de densidad reducida de orden dos puede calcularse a partir de
la matriz de densidad de orden uno. En general, puede demostrarse que, si la funcion de onda
se puede escribir como un determinante de Slater, la matriz de densidad de cualquier orden
puede calcularse a partir de las matrices de densidad de orden uno, segin la siguiente expresion

/ / /N
’Yp(xlaXQJ"' y Xpy X1, X9, " 7Xp)

N(X15x1) n(xX'15%2)
1 ’Yl(Xlz;Xl) 71(X,2;X2)

24! (X'p5 X1) 7(X'p;%2)

Reemplazando la ecuacién (2.107) en la ecuacién (2.98),

+

! _
xj=xX1

Elm] = /dX1<— %V%"‘U(rl))%(xlpxﬁ

T12

1
/dX1dX2— (71(X/17X1)71(X/27 Xa) — 71(X, X1)71(X], X2)>

= /dx1< - %V% + U(H))’Yl(xlpxl)

1
/ XmdX2 r-'}ﬁ (X27 X1)71 <X17 X2)

12

xh 1=%1
x/2*x2

= T+ Vel + Jn] — Km]

(X't Xp)
!

x'0;x
(25 %y) (2.108)
WI(X/zﬁxp)

v (2.109)

1
) /dxldx2_r Y1 (X, X1) 71 (X5, X2) |, X =x1
X1:X1

12 I

Xo=X2

(2.110)

(2.111)
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donde se han definido, las funcionales de energia cinética T'[vy;], potencial nicleo-electrén, el
potencial de interaccién electrén-electrén y el potencial de intercambio electronico. La ecuacion
(2.110) puede ser minimizada sobre todo el conjunto de las densidades de matrices reducidas
(%7, %1), bajo las condiciones de:

(K xy) = / I (%, %) (%, %1)  (idempotencia) (2.112)

/dxlyl(xl,xl) = N (Normalizacion) (2.113)

2.5.2 Energia electronica de Hartree-Fock en la representacién de
las matrices de densidad de espin p; y po

Integrando las variables de espin en la ecuacién (2.111) se obtiene:

1
EHF[,Ol] = /dr1<— §V%>P1(r,17r1)|rq:r1 +/dr1v(1‘1),01(1',171'1)’r/1r1

+1//dr1dr2ip(F1)P(r2)

__//drldr2_ P (1, 12) pR (v, 11) + 7 (11, 72) o (12,71
= Tlp1] + Velp] + Veelpl (2.114)

donde E[p] es la energia del sistema y depende de la funcién de densidad, T'[p;] es la energia
cinética, Vi.[p] es el potencial central y V,.[p] es el potencial de interaccién electrén - electrén.

De la misma forma que en el caso anterior, para un sistema de capa cerrada, en donde cada
orbital 1;(r) se encuentra doblemente ocupado, la funcional de energia E|[p| puede escribirse
como:

Elp] = Tlp1] + Velp] + Jp] — Klp1] (2.115)

donde K{p;] es la integral de intercambio, definida como:

1 2
K[pl(rl,rQ)] = ——/de'ldrgM (2116)
4 |I'1 — I'2|
en donde E[p(ry,rz)] puede ser minimizada usando las condiciones:
p1(ry,ry) = /dr’l’pl(r’l, ry)pi(r],r1) (idempotencia) (2.117)

/drlpl(rl,rl) = N (Normalizacién) (2.118)
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2.6 Densidad de pares electrénicos: ps(ry, rs)

La densidad de par electronico denotada como: ps(ry,ra), es la probabilidad de encontrar un
par de electrones simultdaneamente en los elementos de volumen dr; y drs independiente de su
espin, mientras que los demés N — 2 electrones restantes poseen posiciones y espines arbitrarios.
La cantidad po(ry,ra) es de gran importancia ya que contiene toda la informacién acerca de la
correlacién electrénica [14].

Si los electrones fueran particulas clésicas, la probabilidad de encontrar un electrén en un punto
determinado es completamente independiente de la posicion y espin del segundo electrén. Por
lo tanto, el modelo es idealizado como masas puntuales sin volumen, osea que pueden tener la
probabilidad de que ambos electrones se encuentren simultaneamente en el mismo elemento de
volumen. En este caso la densidad de los pares electrénicos po(ry,ra) se reduce a un simple
producto de probabilidades:

p2(r1,r2) = p(r1)p(r2) (2.119)

donde p(ry) es la probabilidad de que cualquiera de los N electrones esté en el elemento de
volumen dry y p(rz) es la probabilidad de que el segundo electrén se encuentre simultdneamente
en el elemento de volumen drs. En este caso se dice que el movimiento de las particulas no se
correlacionan. Sin embargo, el modelo anterior es malo para representar los electrones debido
a que:

e Todos los electrones son fermiones y por lo tanto tienen una funcién de onda antisimétrica.

e Todos los electrones son particulas cargadas e interactuan através de una repulsion coulom-
bica.

Ambas propiedades tienen gran influencia sobre la densidad de pares electrénicos p(rq,ra).
La funcién de onda del sistema W(xy,X2) hace que la matriz de densidad de segundo orden

Y2(X], X5; X1, X2) sea antisimétrica:

Yo (X}, Xp; X1, X2) = +W(x],x5) " (X1, X2)
/
1

= +72(X3, X1; X2, X1) (2.120)

y por lo tanto, la diagonal de la matriz de densidad de espin también es antisimétrica:
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p2(X1,X2) = —pQ(X2,X1) (2121)

Un caso especial de la ecuacién (2.121) es cuando x; = X3, es decir, la probabilidad de que los
dos electrones con el mismo espin sean encontrados es:

pQ(Xl,Xl) = —pQ(Xl,Xl) (2122)

relacion que solamente se cumple cuando ps(x1,x1) = 0. En otras palabras, la ecuacién (2.122)
dice que: la probabilidad de encontrar dos electrones con idéntico espin en el mismo elemento
de volumen es cero. Esta consecuencia de la antisimetria de la funcién de onda es conocida
como: correlacion de intercambio o correlacion de Fermai. Esta correlacion es incluida
en la aproximacién de Hartree-Fock.

La proxima propiedad se refiere a cémo afecta la carga de los electrones la densidad de pares

electrénicos p(ry,rz). La repulsion electrostatica entre los electrones, se manifiesta através del

término —, el cual previene que los electrones estén demasiados cercanos. Este efecto es in-
712

dependiente del espin y es conocido con el nombre de correlacion coulombica y se puede

demostrar que es totalmente despreciado en la aproximaciéon de Hartree-Fock.

Para analizar este caso, considere un sistema de dos electrones con orbitales espaciales ¢, ¢9
y espines s; y $o. En el modelo de Hartree-Fock la densidad de pares electrénicos para este
sistema tiene la forma:

H

PP (x1, %) = [det{cbl(1)31(1)¢2(2)52(2)}]2
= (A0 ME@50) - 6@ @260)n0))

= SANSOBRBO) + 57 @FQENE) -
61(1062(2)61(2)62(1)1(1)52(2)s1 (2)52(1) (2123)

La probabilidad de encontrar un electréon en el punto r; y simultaneamente otro en rs, es
obtenida integrando la ecuacién (2.123) con respecto a los espines.

1
ng(r1>r2) = ¢ (1)¢2( ) 81,81 82752 + ¢1( )¢2( ) 81,81 82,82
_¢1(1)¢2< >¢1< )(b?( ) 81,82 82,81 (2'124>

e Si los espines son antiparalelos: s; # s9. La ecuacién (2.124) se reduce a:

L (01, 12) = SR1)G3(2) + SR R)E0) (2,125



32

y si los orbitales espaciales son iguales (dos electrones en el mismo orbital espacial y
antiparalelos): ¢; = ¢ = ¢ y como p(r) =~ ¢?(r) entonces,

Porss,(t1,12) = p(re)p(ra) (2.126)

comparando las ecuaciones (2.126) y (2.119), se observa que la ecuacién (2.126) corre-
sponde a electrones con espines antiparalelos, en donde el movimiento de los dos electrones
no se correlaciona (se comportan como dos particulas cldsicas). También se observa que
si r1 = ra, la ecuacion (2.126) se reduce a pgisz(rl,rl) # 0.

Si los espines son paralelos: s; = sy. La ecuacién (2.124) se reduce a:

P re) = SRR+ 3260 — 6 (162)en(2)ea1)  (2127)

es decir,

piiSQ(rl,rz)z{ 7&00 : “ q:jf (;¢ (2.128)

La ecuacién (2.128) indica que si los dos electrones tienen igual espin, p!'Z_ (r1,r2) no se

reduce a un simple producto no correlacionado de producto de densidades individuales.
Este es un caso en el que el movimiento de los electrones es correlacionado. Ademas, si
ry = rg, se tiene que pg 1:;52(1"1, r1) = 0, mostrando que el principio de exclusién de Pauli
esta presente.

Segun el andlisis anterior, la teoria de Hartree-Fock da informacién de cémo estan correlaciona-
dos los electrones paralelos, pero no da informacién de como estan correlacionados los electrones
con espines antiparalelos. Para incorporar la correlacion de espines antiparalelos, expresamos la
densidad de pares electrénicos como una combinacién lineal del caso correlacionado (electrones
con espines paralelos) y del caso no correlacionado (electrones con espines antiparalelos):

palraa) = Splra)p(ra) + sp(e0)ole)h(rn, o)
1

= 5elr)plra) (14 hrr.r2)) (2129)

donde h(rq,r2) es una funcién llamada factor de correlacion. Obsérvese que h(ry,r2) = 0 define
completamente el caso no correlacionado, por lo tanto, la funcién h(ry,rs) contiene todos los
efectos no clasicos.

Sustituyendo (2.129) en (2.87),
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pra) = g [ dragp(eoptea) (14 Alrara)) (2.130)
_ ﬁ{/drzp(rl)p(m)+/dr2p(r1)p(r2)h(r1,r2)} (2.131)
N-1 = drzp(rQ)+/dr2p(r2)h(r1,r2) (2.132)
N—-1 = N+/dr2p(r2)h(r1,r2) (2133)
donde
/drzp(rz)h(rl,rz) =-1 (2.134)

se define la carga de correlacién de intercambio de un electrén en el punto ry (electrén de
referencia), como:

pac(r1,r2) = p(r2)h(ry, ra) (2.135)

entonces, la ecuacién (2.134) se escribe como:

/drzpm(rl,rg) =1 (2.136)

La cantidad p,.(r1,r2) también es conocida como agujero de intercambio y correlacion, el cual
contiene exactamente la carga de un electrén y su concepto es ampliamente usado en la teoria
de las funcionales de densidad. Reemplazando (2.129) en el potencial de interaccién electron
electréon Ve |p)

1 1
Vldl = / drldrzap(rl)p(rz)@+h(r1,r2)) (2.137)
1 1 1 1
= §/dr1dr2—p(r1)p(r2) +—/drldrz—p(rl)p(rz)h(rl,r2) (2.138)
712 2 T12
1 1 1 1
= §/dr1dr2—p(r1)p(r2) —|——/drldrz—p(rl)pzc(rl,m) (2139)
712 2 712
= Jp] + vl [p] (2.140)

donde se define el potencial coulombico J[p] y el potencial del agujero de intercambio y cor-
relacién v” [p] en la posicién ry del electrén de referencia. J[p] es un término cldsico y v” [p]
genera la energfa funcional de intercambio y correlacién E,.[p] el cual es un término desconocido.
La exactitud de la teoria de las funcionales de densidad depende del conocimiento
adecuado de la funcional de energia de intercambio y correlacion. El desarrollo y
elaboracion de buenos potenciales de intercambio y correlacién, hacen posible el calculos de
propiedades quimicas con una exactitud comparable con las calculadas por métodos ab-initio

correlacionados.
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2.7  puc(r1,ra) en la aproximacién de Hartree-Fock

La integral de intercambio K[v;], definida en al ecuacién (2.110),

1
K] = —/dxldXzT—%(X’z,xl)%(X’l,Xz) . (2.141)

12 174

x/2 =X9

se puede observar que cuando los electrones se encuentran con espines paralelos la integral es
diferente de cero, mientras que si los electrones son antiparalelos la integral es igual a cero,
entonces: Si los electrones tienen espines paralelos, bien sean a o 3, la matriz de densidad
reducida se escribe como:

1(x1,x2) = m(ry, a;re, o) + 1 (ry, Bire, 3) (2.142)

entonces, para sistemas de capa cerrada, se cumple que:

1
71(1"/17@; ry, ) = 71(1“/175;1“2,5) = 571(x’1,x2) (2.143)

reemplazando en la integral K[v],

1 1
K] ==+ [ dxadxa—m(ry, a;r1, a)7i(rh, o512, )|, (2.144)
4 T12 xl1 x;
x2=x
si integramos a ambos lados con respecto al espin, se obtiene:
1 1 , ,
Klp] = 2 dridro— | davy(ry, asry, ) [ dayi(r], o;ra, @) — (2.145)
12 7
I‘2:l'2
1 1 , ,
= - drldrzr—mp(rz;rl)p(rl;rz) 4o (2.146)
ro=rg
Ahora, comparando las ecuaciones (2.146) y (2.139),
1 1 1 1
— [ dridra—p(r1)prc(r1,r2) = —= | dridra—p(r1;12)p(ra;ry) (2.147)
2 r19 4 r12
1
p(r1)pac(r1, T2) = _§‘P<r1;r2)|2 (2.148)

es decir, en la aproximacion de Hartree-Fock, el agujero de intercambio y correlacion es dado
por la expresién:

HF |,()(I'1; I'2>|2
0 = - 2.149
xc (1‘1,1‘2) 9 (rl) ( )
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La correccion incluida aqui es solamente de electrones con espines paralelos. Observese que
la integral (2.141) da cero para electrones con espines antiparalelos. Debido a que el término
de correlacion (2.149) solamente tiene en cuenta los efectos de la antisimetria del determi-
nante, en muchas ocasiones p2f'(ry,r3) es denotado como pl'(rq,r3) el cual solamente contiene
informacion del agujero de intercambio.

2.8 Agujeros de Fermi y Agujeros de Coulomb

Cuando un electrén se encuentra en una posicién ry, existe una probabilidad condicional
Q(ra/ry), para que un segundo electrén esté en la posicién ry. Q(ray/ry) es definida como
la probabilidad de que cualquier electrén se encuentre en ro sabiendo que existe uno en ry:

_ p(ry,ra)
Q(I‘z/rl) = p(rl) (2150)
de las ecuaciones (2.129) y (2.135)
1 1
p(ry,r2) = 5p(ra)p(re) + 5p(r)puc(re, r2) (2.151)

la probabilidad condicional puede ser expresada en términos del agujero de intercambio y cor-
relacion como:

Qrz/r1) = p(r2) + poc(r1, r2) (2.152)

integrando a ambos lados con respecto a drs,

/dr2Q(r2/r1) = /drzp(rz) + /drszc(rl, rs) (2.153)
= N-1 (2.154)
observandose que la probabilidad condicional integra a N — 1 electrones. Contiene N — 1 elec-

trones y el electron de referencia se encuentra en ry.

La funcién agujero de correlacién e intercambio p,.(r1, ra), permite de una manera muy intuitiva
comprender cémo los efectos de correlacion e intercambio afectan la distribucién electrénica en
un dtomo o molécula. p,.(ry,rs) describe como es la desviacién entre la densidad condicional
Q(ry/r1) y la densidad no condicionada p(rs).

El agujero de correlacién e intercambio p,.(ry,r2), formalmente puede escribirse como la com-
binacién de los efectos de correlacién de Coulomb y de intercambio:

Puc(T1,T2) = pe(r1,r2) + pu(r1,T2) (2.155)
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pz(r1,r2) es conocido como el agujero de Fermi o agujero de intercambio y se inter-
preta como la interaccién consigo mismo, mientras que a p.(ry,ra) es llamado el agujero de
Coulomb y se interpreta como la interaccion con otro através del término —. La ecuacion

12
(2.155) da lugar a las energfas de intercambio E, y a la energia de correlacién E,.. Por mu-

cho tiempo los quimicos cuanticos han definido la energia de correlacién como la diferencia
entre la energia exacta y la energia de Hartree-Fock, sin embargo, recordemos que la teoria de
Hartree-Fock no dé informacién de la correlacién entre electrones con espines paralelos (E.).

2.8.1 Agujero de Fermi

El agujero de Fermi es una consecuencia de la antisimetria de la funciéon de onda del sistema y
tiene la propiedad de que integra a -1 con respecto a rs,

/drzp’;(rl,r2) =1 (2.156)

esto es facil de entender, puesto que la probabilidad condicional {2(rg/ry) integra a N — 1 en
lugar de integrar a N, debido a que ya existe un electrén con igual espin en r; (se excluye
el electrén ry). Esto es una consecuencia del principio de exclusién de Pauli, el cual asegura
que dos electrones que tengan el mismo espin no ocupen el mismo espacio, el agujero de Fermi
tiende a ser a menos la densidad del electrén de referencia, es decir,

p;‘(r2 —r1,r2) = —p(r1) (2.157)

es decir, cuando el electrén ry se acerca al electron de referencia rq, la profundidad del agujero
tiende a —p(rq). Pictoricamente, entiendase como si el electrén rq empieza a cavar un agujero
de carga negativa, la cual aumenta a —p(ry) cuando ry se aproxima. Segin la teoria de Hartree-
Fock, el agujero de intercambio p®(ry — r1,13) puede aproximarse a:

_ |p(re;12)]?
2p(r1)

Si el electrén ro se acerca al electron de referencia rq, la profundidad del agujero es cero si
ambos tienen el mismo espin (s; = $3),

pl(ry,ry) ~ (2.158)

pl(ry — 11,51 = 59) =0 (2.159)

La forma precisa del agujero depende fuertemente del sistema, pero en general p(r1, ry) siempre
es negativo,

pli(ry,re) <0 (2.160)
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Problema 2.1 Asuma que en un sistema todos los estados electronicos ocupados tienen en-
ergia £ menor que la energia de Fermi Er (£ < Er). Usando funciones de estados ocupados
de onda plana (funciones de particula libre) e™™ encuentre el potencial de intercambio en la
aproximacion de Hartree-Fock. Analice el potencial cuando €& = Ep.

2.8.2 Agujero de Coulomb

A partir de las ecuaciones (2.155) y (2.156), es obvio que el agujero de Coulomb es normalizado
a cero,

/drzpﬁ(rl,rz) =0 (2.161)

es decir, la integral sobre todo el espacio no contiene cargas. Es natural definir el agujero de
Coulomb como la diferencia entre el agujero completo y la el agujero de Fermi [15]:

pr(r1,r) = pl(r1,12) — pli(r1,12) (2.162)

Dada la inevitable interaccién entre particulas, la correlacién entre ellas se mide mediante
funciones de correlacién, las cuales describen la desviacion entre el comportamiento ideal y real
de las particulas.

2.9 La Fisica detras del agujero de intercambio y cor-
relacion

Hemos visto que el agujero de Fermi es negativo en todas las partes e integra a menos uno.
Volviendo a la ecuacién (2.140) uno puede ver, que para el caso de un electrén, el segundo
término debera cancelar exactamente al primero, ya que un electréon no interactua consigo
mismo. KEsto es conocido como efecto de autointeraccion. Como el modelo de Hartree-Fock
corrige bien esta autointeraccién podemos ver que el efecto debe ser corregido por el agujero de
Fermi. Mientras tanto el agujero de Coulomb integra a cero y no es responsable de la autointer-
accion. Pero como su origen esta en la repulsion coulombiana que obliga a los electrones a estar
mas separado que en caso no correlacionado, el agujero de coulomb serda méas grande y negativo
en las vecindades del electron de referencia. Por lo tanto, para preservar la normalizacion a
cero, en alguna otra parte deberd ser positivo. Es decir, el agujero de Coulomb es responsable
de disminuir la densidad cerca del electron de referencia y aumentarla en algin otro lugar. Por
lo tanto, debe ser muy dependiente de la posicién del electron de referencia. Veamos como
ejemplo la molécula de hidrgeno. Aqui, la tnica misiéon del agujero de Fermi es eliminar la
autointeraccion, porque el intercambio entre dos electrones de diferente espin es cero. Entonces
el agujero de Fermi serd simplemente el negativo del cuadrado del orbital o,. Como vemos,
completamente independiente de la posicién del otro electron. Pero si no consideramos el agu-
jero de Coulomb, es decir, si nos quedamos en la aproximacién de Hartree-Fock, a medida que
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agujero + agujero = agujero
Fermi Coulomb total

RH-H=1.4 bohr

RH-H=5.0 bohr
€ e

3

Y

Figura 2.1: Agujero de Fermi, agujero de Coulomb, y agujero total en la molécula de hidrégeno
a R=1.4 (distancia de equilibrio) y 5.0 bohrs. El electrén de referencia siempre se coloca a 0.3
bohr del lado izquierdo del d4tomo de hidrégeno de la derecha. [16]

alejamos los atomos de hidrogeno, el agujero de Fermi seguird siendo mitad y mitad en cada
atomo (ver Figura 2.1), por lo tanto quitara en cada atomo una autointeraccién que no existe.
Es necesario introducir el agujero de Coulomb para corregir ese defecto. En este caso su rol sera
sacar densidad de la zona donde se encuentra el otro electron y acumularla en otro lugar. si
tenemos los dos atomos de hidrogeno separados y el electron de referencia es, por decir, el atomo
de la izquierda, el agujero de Coulomb sacara densidad de los alrededores de ese atomo y la
colocara cerca del atomo de la derecha (ver Figura 2.1), y vice versa, si el electrén de referencia
se encuentra en el dtomo de la derecha. Como vemos en la figura, a largas distancias, el agujero
total es altamente localizado alrededor del electron de prueba, pero los agujeros de Fermi y
Coulomb son altamente deslocalizados en todo el espacio, y sélo un detallado balance entre
ambos produce la aparente localizacion. Este simplificado analisis en la molécula de hidrégeno
demuestra porque es tan dificil modelar estos agujeros y la importancia de usar modelos bien
equilibrados tanto para el intercambio como para la correlacién coulombiana.

2.10 Avances recientes en la teoria de las matrices de la
densidad

Después de cierta efervecencia cientifica en torno a las matrices de la densidad a mediado de los
anos cincuenta, los problemas de N-representabilidad mantuvieron el area sin mayores avances
hasta la decada de los setenta con los trabajos de Nakatsuji [17] y Cohen [18], en que ellos
encontraron una jerarquia de ecuaciones para las matrices de densidad de distinto orden, las
que se penso en principio que se podrian desacoplar. Bueno, tuvieron que pasar cerca de 20 anos
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para que trabajos recientes de Mazzioti [19], Valdemoro [20] y Nakatsuji [21], mostraran formas
eficientes de desacoplarlas. La idea central se puede entender escribiendo el hamiltoniano como
una suma de operadores monoelectrénicos y bielectrénicos:

N N
Hy =) Qi+ (2.163)
=1

i#]

entonces, multiplicando la ecuacion de Schrodinger por U* se obtiene:

Laidea central de Nakatsuji y Cohen en los setenta fue integrar esa ecuacion sobre Xs, 1, Xs19, ..., X
para obtener:

A
/HN”yNdXS+1dXS+2...dXN = (5) E~y, (2.165)

La evaluacién de la integral de la izquierda es algo larga y tediosa, pero el resultado separandolo
en un término de los operadores monoelectréonico y otro de los operadores bielectronico es para
la parte monoelectrénica:

N N -1 s N -1
QyndXsi1dXgra...dXy = Qs N-— Qgi17Vs01dxs11 (2.166
;/ INUXs410Xs12...AXN (8) ; 7+(3+1> ( 3)/ +1Ys+1dXs 41 ( )

Notese que en el lado izquierdo de la tltima ecuacion ya no hay sumas hasta N. Las sumas
son solo hasta s, variable que eventualmente puede valer incluso 1. El término que proviene de
los operadores bielectrénicos es un poco mas engorroso, pero con un poco de algebra se puede
demostrar que es igual a:

N N -1 s N -1 s
Z/Qij’YNdXsH---dXN = (s) ZQij%‘f’ <S+1> (N_S);/Qi,sﬂ%ﬂdxsﬂ-i-

i i
( N )‘1<N—s><N—s—1>

s+ 2 2

/ Qs+1,s+275+2dxs+1dxs+2 (2167)

donde nuevamente las sumas se han reducido hasta la variable s. Entonces, definiendo un
hamiltoniano reducido H; :

H, = Zl QO + Z O (2.168)

i#]

con H, = (q, se puede obtener la siguiente ecuacién para cualquier valor de s:



40

Hs’Ys + (S + 1) /(Qs-i-l + Z Qi,s+1)75+1dxs+1 +

i=1

1
5(5 +1)(s+2) / Qg1 5+2Vs4+20Xs 110X 510 = Eyq (2.169)

En particular, para s = 1 se obtiene:

Hl’)/l + 2 /(QQ + Qu)’YQdXQ + 3 / QQg’Yngngg = E’yl (2170)

Es decir, basta conocer v, y 73 para conocer la energia y la densidad del sistema. La ecuacién
para s = 2 queda:

H2’72 —+ 3 /(Qg + ng + 923)’}/3ng -+ 6 / 934’)/4dX3dX4 = E’}/Q (2171)

Existen diversas técnicas para romper esta jerarquia de ecuaciones en que siempre aparece como
necesario conocer las matrices de mayor orden. Por ejemplo, si uno desprecia y4 en la dltima
ecuacion y expresa 3 como un determinante de acuerdo a la Ec.(2.108) se recobra el método de
Hartree-Fock [17, 18]. M4s recientemente se ha demostrado que escribir 5 en términos de 7,
de acuerdo al modelo de Hartree-Fock, Ec.(2.108), equivale al producto definido en el algebra
de Grassmann, y se escribe como v; = 1 A ;. Entonces, definiendo los cumulantes de orden
s, Ay como:

N =4 (2.172)

Yo = AT+ Dy (2.173)

73 = AT+ 301 N Dy + Ay (2.174)

Vo= AT+ 6010 A LDy +40] A Ds + 302+ A, (2.175)

donde los términos del tipo A? corresponden al producto de Grassmann, se han demostrado
como muy exitosas aproximaciones en las cuales se hacen igual a cero los cumulantes de orden
3 v 4 en las ecuaciones de arriba y luego con algin Ansatz razonable para v; y 72 se procede
a iterar las Ecs. (2.170), (2.171) [19, 22]. La teoria matematica de los cumulantes ha sido
exitosamente aplicada en la Mecénica Estadistica principalmente por Kubo [23].



CapiTULO 3

Modelos de
Thomas-Fermi-Dirac-von Weisszacker

3.1 Modelo de Thomas-Fermi

Los primeros intentos en usar la densidad electrénica para obtener informacion de los sistemas
moleculares y atomicos fueron los de Thomas y Fermi. Es por esto que los desarrollos de la
teoria de las funcionales de densidad empezaron con los trabajos de Thomas-Fermi en los afios
27, mediante consideraciones mecanocuanticas-estadisticas de cémo era la distribucién de los
electrones en los sistemas electronicos, el cual en su forma original, toma en cuenta sélamente
la energia cinética mientras que el tratamiento de los potenciales de atraciéon nuclear e in-
teraccion electrén-electréon son completamente clasicos. Lo mas importante en el modelo de
Thomas-Fermi es la descripcién de la energia cinética del sistema electrénico mediante una
simple expresién que depende de la densidad electrénica p(r).

Las consideraciones de Thomas fueron: Los electrones estan distribuidos uniformemente en un
espacio de fase de 6 dimensiones dentro de un potencial efectivo que es determinado por la
carga nuclear y las distribuciones de los mismos electrones. Si se divide el espacio de fase en
celdas, cada una de lado ¢ y con volumen AV = /3, conteniendo un nimero fijo de electrones
AN, a cero grado Kelvin (K), las cuales pueden tener diferentes valores de energia, los niveles
de energia de cada uno de los electrones son dados por la expresién:

R, 2 2
g(nxany>nz) = 8m€2 (nx+ny+nz) (31)
h2
= R? 3.2
8ml? (3:2)
donde R = n,i +ny,j+n.2 y ng,ny,n, =1,2,3,---. Como ng, n, y n, son positivos, se puede

observar que la energia total £ puede ser aproximada al volumen de un octante de una esfera
de radio R en el espacio de los nimeros cuanticos n,, n, y n,. El nimero de estados cudnticos
con energia &£ se puede determinar por la expresion:

41
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1/4
B(E) = §<§7TR3> (3.3)
despejando R de la ecuacién (3.2),
8ml? Nz
R:( - 5) (3.4)
sustituyendo en (3.3),
14 N /8ml? \3
v = §(37) (Fe) (3:5)
T 8ml* N2
= =(55-¢) (3.6)

Ahora, el nimero total de estados ¢g(&), entre £ y € + §€ es:

D(E+5E) - B(E)

o) = =) (3.7
segiin la ecuacién (3.6),

GE)AE = B(E+5E) — B(E) (3.8)
L ) 1) o
T S T
()i e e
(s o
- %(87}752);53% + (3.13)
- g(gﬁﬁ)gei&f +- (3.14)

¥ en primera aproximacion,
9(E)AE ~ 2(87;;62)35%55 (3.15)

Si se integra la ecuacion (3.15) nos da el nimero total de electrones en cada celda y si se
multiplica a ambos lados por £ y se integra nos da la energia en cada celda. Para calcular la
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energia total del sistema, se necesita conocer la probabilidad de ocupacién para los estados con
energia &, la cual se denotard como f(€). esta probabilidad esta dada por la distribucién de
Fermi-Dirac,

1

donde # = T y Kp es la constante de Bolztman. A 0°K, la funcién de distribucién de
B
Fermi-Dirac se reduce a la funcion paso:
. 1 si €< 5F

donde &r es la energia de Fermi. La ecuacién (3.17) indica que todos los estados ocupados
tienen energia menor que la energia de Fermi, mientras que los estados desocupados tienen
energia mayor que la energia de Fermi. La energia total de cada una de las celdas puede ser
encontrada sumando todas las contribuciones de todos los diferentes estados energéticos,

AE =2 / dEF(£)Eg(E) (3.18)

donde f(€) es la probabilidad de que el estado con energia £ sea ocupado, £ es la energia
del estado y ¢g(€) es la degenerancia o el nimero de niveles energéticos. El ntmero dos que
multiplica la ecuacién (3.18) indica que cada estado energético estd doblemente ocupado, uno
con espin « y otro con espin 3. El nimero de electrones AN, en cada una de las celdas puede
ser determinado mediante la expresion:

AN =2 / dE F(E)g(E) (3.19)

Reemplazando las funciones f(€) y g(€) en la ecuacion (3.19), se tiene:

AN = 22(87;;62)3 / " e (3.20)
e o
- %<2S$£2>35§ - (3.22)
_ 8?”(22”‘52)352 (3.23)

el nimero de electrones por unidad de volumen es:
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6 3\ R?
y como el nimero de electrones por unidad de volumen es la densidad de cada una de las celdas
p, entonces,

AN 8W<2m>§g§ (3.24)

87 /2m 5 2
L oz
despejando la energia de Fermi Ep,
3N3 /RN 2
& = () G)e? (3.26)
y la energia de cada celda es:
7 8ml?\ 3 1
AE = 21( - ) /582d5 (3.27)
7 /8ml?\ 3 3
- QZ( - ) gide (3.28)
T 8ml2N\N3 /2 s
- 5G) () (329
E=Ep
7 8ml2\ 3 5
- g( - )ed (3.30)
8m 2ml*N\ 3 3
- ?( = ) &2 (3.31)
reemplazando (3.26) en (3.31),
8w 2ml*\3 s 3 \3/ h*\3 5
ap = 2 (5) (55) (5) 7 (3:32)
87T 3 g 2772, % h2 g 3 3
= 5 (5) ) (5) e (3:33)
3h* 1 3\3 3 s
10m<87r) pe (3:34)
como AV = (3,
3% /1 3\3 s
AE = — " p3sA :
10m<87r> prav (3:35)
37 13N\: . s
b= 10m<8_7r> AIXI/IEOpJAV (3.36)

Bpe) = 2 ()7 [ s (337
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como la energia es una energia de particula libre, entonces se refiere a una energia cinética, por
lo tanto la ecuacién (3.37) es escrita como:

Tlp(r)] = 3h? (3 >§/Vp3(r)dr (3.38)

T 10m \871

y en unidades atémicas,

Tlo(r)] = Sﬁfﬂﬁwﬁ (3.39)

10m \8r
= 2871 / p3 (r)dr (3.40)
14

La ecuacién (3.40) es la funcional de energia cinética de Thomas-Fermi. Se observa que
Thomas-Fermi convirtié el laborioso trabajo de calcular la funcional de energia cinética T'[p(r)]
en términos de las derivadas de la matriz de densidad de primer orden, las cuales tenian la
forma:

Tlo(r', 1] = —% / V2 py (', v) (3.41)

r'=r

por una ecuaciéon mas simple de resolver. El modelo de Thomas-Fermi, tampoco resuelve el
problema del movimiento de correlacién electréonica. Asi, en el modelo de Thomas-Fermi, la
funcional de energia de un sistema electrénico puede ser escrita como:

Errlp(r,1')] :Cp/pg(r)dr—Z/@drjté/%dr’dr (3.42)

donde Cr = 2.871. La energia de Thomas-Fermi puede ser minimizada (variacién de la funcional
de energia) usando la condicién de normalizacién de la densidad:

/drp(r) =N (3.43)

donde N es el niimero total de electrones. Entonces, el estado fundamental del sistema satisface
el principio variacional:

o Errlote) = o [ aeot) - )b = o -

donde prp es un multiplicador de Lagrange.
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5,0((1,/) {CF/Pg(F)dI' — Z/@dw% %dr’dr — e (/ drp(r) — N)} — 0

5 g )16 et
Cde(r”)/p (r)dr — Z / d +25p(r”)/ 1] dr'd

dp(r”) r
)
_MTFW drp(r) = 0
calculando cada una de las derivadas funcionales,

wlut

5pr”) / pS(r)dr = % / <p+e§(r—r")>gdr y (3.45)
_ %/pg@—i—e@)gdr y (3.46)
_ % / ot (1+ gea(r ; ) )dr - (3.47)
_ g P (r)d(r — x")dr (3.48)
_ gpé(r") (3.49)
6/)(‘1”) / @d _ % %(p(r)—l—eé(r—r"))dr » (3.50)
- / udr (3.51)
S (3.52)
%5[)((1") / p|(:;/)_p§>dr’dr = %% ’ rp,@r’ (P(r)+6(5(r—r”)>dr'dr L
%% |1f(_‘°>r| (o) + eb(a’ ") )'ar » (3.53)

1 p(r/) /! / 1/ p(r) / 1 /
= — O(r — dr'd — o(r' — dr'd
2/|r’—r| (r —r")dr r—|—2 P (r' — r")dr'dr

L[ o) / o(r)
= = d = d .54
2 / |I" _ I‘”| r+ 9 |I‘” _ I‘| r (3 i) )

= %/’rpirz‘/’dr—l—%/’;(_r)r’dr (3.55)
[ 350
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reemplazando, la derivada funcional de la energia puede ser escrita como:

) 2 A
2Ceri) = T [

definiendo el potencial electrostatico generado por la carga nuclear y por la densidad de carga
electrénica p(r'), en el punto r como:

p(r')
- r’|dr — prr =0 (3.57)

¢<r)5_§ N / p(r’3/|dr (3.58)

v —

la ecuacién (3.57) toma la forma,

2Crp(r) + 9(r) — e = 0 (3.59)

despejando el multiplicador de Lagrange,

win

Crpp3(r) + (r) (3.60)

W] ot

Hrr =

Para resolver esta ecuacion es necesario usar més informacién, pues tenemos dos incognitas,
el potencial quimico prp y la densidad p(r). Pero es posible sacar més informacién antes de
resolverla. Como el limite asimtdtico del potencial electrostatico y de la densidad cuando r
va a infinito es cero, se deduce que el lado derecho de la ecuacién (3.60) es cero cuando r
va a infinito, y como el lado izquierdo, es decir el potencial quimico, es constante en todo el
espacio, debe ser necesariamente cero. De tal forma que pu = 0. Entonces la ecuacién (3.60)
la podemos reescribir como

o(r) = (%)3/2¢<r>3/2 (3.61)

y usando la ecuacién de Poisson:

V2¢(r) = dnp(r) — 4w Z5(r) (3.62)

obtenemos entonces dos ecuaciones y dos incognitas, el potencial electrostatico y la densidad.
Si nos centramos en la solucion para atomos es posible usar simetria esférica, de tal forma que
se puede escribir

6(r) = Zx(r) (3.63)

para finalmente obtener la siguiente ecuacién diferencial:

dx(r) _ < 3 )3/2 <§)1/2X(1')3/2 (3.64)

dr? 5OF r
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3
cambiando de variable, z = ar con o = Z/3(47)%/3 (T)’ se obtiene
F

dx(x) 1
dr2 xl/QX
con las condiciones de borde x(0) = 1y x(c0) = 0. Ecuacién que no admite solucién cerrada y
solo se puede resolver en forma numérica. Sin embargo, se puede obtener mas informacién sin

resolverla. Escribiendo la densidad en términos de la funcién y, obtenemos

p(z) = 93—222 (M)w (3.66)

73 T

()32 (3.65)

1
Desde donde se obtiene que la densidad decae como =Y cuando r tiende a cero, lo que consti-
r

tuye un resultado incorrecto. Una densidad atémica no va a infinito cuando r tiende a cero.

El obtener que el potencial quimico es cero y el decaimiento a infinito de la densidad constituyen
dos resultados cualitativos erroneos. Esto explica que el modelo desarrollado al comienzo de
los anos treinta quedara durante mucho tiempo semi abandonado. Su utilidad radica en que es
posible encontrar ecuaciones analiticas y estudiar su estructura matematica.

La primera correccion al modelo la realizé Dirac, quien incluyo el térmico cuantico del intercam-
bio. Para ello, solo hay que darse cuenta que la funcional de energia cinética de Thomas—Fermi
es una funcional local. Fisicamente, es suponer que la densidad varia tan lentamente que en
cada punto puede ser reemplazado por el resultado obtenido para un gas homogeneo de elec-
trones con esa densidad.

3.2 Modelo de Thomas-Fermi-Dirac

El tradicional modelo de Thomas-Fermi, en primera aproximacion reemplaza la funcional de
energia cinética T'[p(r)] por una funcional de energia cinética de un gas de electrones no interac-
tuantes. El modelo de Thomas-Fermi-Dirac, acepta la aproximacién de la funcional de energia
cinética T'[p(r)] de Thomas-Fermi y para la aproximacién de la funcional del potencial V. [p(r)]
anade a la parte cldsica J[p(r)] una funcional de energia de intercambio de un gas uniforme de
electrones.

Para un sistema de capa cerrada, en donde los orbitales espaciales ¢;(r) son doblemente ocu-
pados, la matriz de densidad de primer orden p;(r,r’") es escrita como:

pr(r,x) =23 6i(r)o; (x) (3.67)

El 2 indica que los orbitales ¢;(r) estan doblemente ocupados. En las secciones anteriores, se
hizo la descripcion de un gas uniforme de electrones en una caja, las cuales tienen condiciones
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de frontera ¢(z = ¢) = 0y ¢(x = 0) = 0. Equivalentemente, para un sistema de muchas
particulas, se puede emplear los orbitales espaciales:

o(r) = \/ge"k"" (3.68)

y las condiciones de frontera periédicas de la forma: ¢(r + ¢) = ¢(r). Reemplazando (3.68) en
(3.67), se obtiene,

2 e i
pr(r,r') = v D ekrerikr (3.69)
{6(r)}
2 ik-(r—r’
= & D ekt (3.70)
{6(r)}

en donde la suma se realiza sobre todos los estados ocupados. Como existen muchos estados
ocupados y ¢ — 0, entonces la suma puede ser reemplazada por una integral (es como un
continuo de estados),

pi(r,r’) = ﬁ/eik'(rr/)dn (3.71)

Aplicando las condiciones de frontera periddicas a los orbitales ¢;(r), se encuentra que: k, =

2—7Tn k —2—7Tn k —Q—Wn entonces
f Ty vy — f yy z f z I
27T\ 3
dk,dk,dk, = (%) dngdn, dn, (3.72)
27\ 3
dk = (7> dn (3.73)
€3
Reemplazando (3.74) en (3.71),
2 £3 ik-(r—r’
p(r,r) = 6—3%/6 (=) dk (3.75)
1 ik-(r—r’
= 13 e =) gk (3.76)
1 R con .
= 73 / e Feosf k2 0k sin Odfde (3.77)

Definamos el ultimo nivel ocupado como kp, el cual es conocido como el nivel de Fermi. En-
tonces, de la tultima ecuacién, haciendo r igual a r’, obtenemos la densidad en términos del
nivel de Fermi:
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k‘3
o) = o2, (378)
Ahora podemos volver al calculo de la integral (3.77), donde R = |r — 1’|,
kp 27
p(r,r) = F k2 / e*fteost in Gdp / dodk (3.79)
s
kp m 1chos€
= 47r3/ / d(ikR cos 0)dk (3.80)
kr
- z47r3R /0 / e dudk (3.81)
21 b ik R cos 6
= _z'47r3R/0 ke dk (3.82)
0
2 ke ‘ 4
_ _2‘47:;1% /0 k{e_’kR - eZkR}dk (3.83)
2m kr A ke
= — k _’dek—/ ke R dk; 3.84
2'47r3R{ /0 ‘ . e (3:84)
2 o [ o~ ikR O [ ur
_ _14733{33 /0 e / iR ) (3.85)
2r 9 i R
= —— Rk "k 3.86
47T3R8R{/0 ¢ +/0 ‘ (3.86)
om0 kr e—zk’R kr eik’R ‘
_ _4733@{ /0 —d(~ikR) + /0 —d(ik ) (3.87)
2r 0 e ev
or 9 [e-*R  gikR ke
~ W@mROR| R R (3.89)
27T a e—ik‘FR e’ik‘FR
_ il _ 3.90
i4m R 8R{ R R } (3:90)
B 27T e—ZkJFR ZkFe ikFR eZkFR Zk.Felk:FR (3 91>
43R R? R R? R '

sabiendo que e* = cosf + isinf, la ecuacién (3.91) toma la forma:
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pi(r,r') = 42—3% {z sin(kpR) — ikpRcos(kpR) + isin(kpR) — ikp R cos(kpR) } (3.92)
idm
27 . ,
= m{% sin(kpR) — 2ikpR cos(kFR)} (3.93)
1
= —m { sin(kpR) — kpR cos(kFR)} (3.94)
3
= 7r2R—§k?’ sin(kpR) — kpR cos(kpR) (3.95)
F
_ kp | sin(kplr —1'|) — kplr — v’ cos(kp|r — 1))
m? (kplr —1'])?
sin(kp|r — t'|) — kp|r — 1’| cos(kp|r — 1'|)
= 3p(r 3.96
o >{ e (3.96)

donde se reemplazé p(r) de la ecuacién (3.78).

Reemplazando p;(rq,r2) en la integral de intercambio K[p]:

1 [p(ry,12)]

2
Kip| = drdr’ 3.97
=7 ) o (3.97)

2
9 [ (p(r))?* (sin(kp|r1 —ra|) — kp|r1 — raf cos(kp|ry —ral)
Klp| = - drid 3.98

ri+ro

realizando el cambio de variable: s = r; —ry yr = , entonces para sustituir el

producto de las diferenciales dridrs en términos de las nuevas variables s y r, debemos calcular
el Jacobiano de transformacion:

s 0s
J = ‘8_ %_‘ (3.99)
61‘1 61‘2
= ‘} _11 (3.100)
2 2
=1 (3.101)

es decir, drydry = dsdr. Reemplazando,
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realizando la integral:

entonces,

como p(r)

%/p (sm (kps) kkFSCOS (kps) dsdr

]CFS r

k’FS r

F3 )
g/p2 sin(kps) — kpscos(kps) s dsdr
4 kFS
97r/ sin(kps) — kpscos(kps) kps

p k?FS
2
p?(r) [ sin(kps) — kpscos(kps)
9 (k
7T-/ k‘% k’FS FS
2
97r/'0 (2r sint — tcost) tdtdr
ki
2
/ sint — tcost rdf — 1
£3 4
K| = 2 / ),
4 k2.
3
= ﬁ’ entonces,
Kl = o [ P
4(37T2>2/3

Q

34/3

o | 0
331/3

s | e
3/3\1/3

1) / pH* (x)dr

0.7386 / p*3(r)dr

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)
(3.110)
(3.111)

(3.112)

(3.113)

La ecuacién (3.113) se conoce como la energia de intercambio de Dirac, la cual es escrita como:
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Klp] = Cx/p‘l/?’(r)dr (3.114)
donde C,, = 0.7386.

Problema 3.1 Verificar que en el hueco de intercambio y correlacion py.(r1,r2), en el modelo
de Thomas-Fermi-Dirac contiene la carga de un electron, es decir, satisface la regla de la suma:

/pxc(rl,rz)drz = -1 (3115)

Una de las ventajas de usar el sistema de coordenadas (r,s) es que la matriz de densidad de
primer orden no depende de las variables angulares del vector s, como tampoco el operador
de Coulomb. Asi, hemos trabajado en la préactica con una funcién de sélo cuatro variables, no
seis. Es facil demostrar que la matriz de densidad de primer orden se puede escribir como:

(3.116)

pr(r,5) = 3t ()

t3

con t = kp(r)s.

Ahora, teniendo la matriz de densidad de primer orden, también se puede calcular la energia
cinética a partir de la definicién de la Ec. (2.114). Para eso, basta con transformar el laplaciano
al nuevo sistema de coordenadas:

1
2 2 2
V. = ZVT +V;+ V.,V (3.117)
De donde se encuentra que:

1
4

1

1 Vip(r) = Crp(r)*? (3.118)

V? + V? + vrvs:| pl(r7 S)|s:0 =
pero como [ V?p(r)d(r) = 0 para cualquier densidad, se obtiene el resultado esperado:

Trwlp(r)] = Cr / p(r)"/3dr (3.119)

Finalmente, la funcional de la energia en el modelo de Thomas —Fermi—Dirac se puede escribir
como:

Errplp(r)] = Cp /p(r)5/3dr + J[p(r)] — C’x/r4/3dr + /v(r)p(r)dr (3.120)

y la ecuacion de Euler-Lagrange es:

prrp = 2Crp(r)® = Sp(6)* — (r) (3.121)
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de donde, usando los mismos argumento que en el modelo de Thomas—Fermi, uno puede ver
que nuevamente frpp = 0.

Claramente el modelo del gas de electrones homogeneo no es un buen punto de partida. Como,
de acuerdo al teorema del virial, la energia cinética es igual en magnitud a la energia total (el
intercambio es menos de un diez por ciento de la energia total), para mejorar los resultados
es necesario una mejor aproximacién a la funcional de la energia cinética. El primer intento,
fue realizado por von Weissziacker quien corrigié el modelo del gas de electrones homogeneo
agregando una pequena inhomogeneidad en las ondas planas usadas para construir la matriz
de densidad de primer orden:

¢; = (1+a-r)e*r (3.122)

con a un vector constante arbitrario. El resultado es:

Tlp(e)) = Cr [ e+ 5 [ %d@ (3.123)

El segundo término al lado derecho de la ecuacién es conocido como el funcional de von
Weisszécker, Ty, . La derivacién original no la veremos aqui pero si daremos algunos argu-
mentos de pausabilidad para esta funcional.

1. Es exacta para el atomo de hidrégeno:

La densidad del atomo de hidrégeno es:

p(r) = [dr1s(r)? (3.124)

y la energia cinética es:

1 2
T=-: / 614 (1) V261, (r)dr (3.125)

pero usando que ¢15; = /p(r), podemos escribir

T = —%/\/p(r)VQ\/p(r)dr (3.126)

desarrollando la derivada se demuestra facilmente que

CUISWE, L [
T_8/ Fd 4/v p(r)d (3.127)

pero como la segunda integral es cero, obtenemos la funcional de von Weisszaecker.
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2. En el modelo de Hartree-Fock es exacta para el atomo de helio:

La argumentacion es la misma, pues la densidad del &tomo de Helio en Hartree-Fock tiene
la misma forma, solo multiplicada por un factor dos que se cancela.

3. En el limite asimptético, cuando la distancia tiende a infinito es exacta:

En el limite asimptético la matriz de densidad de primer orden viene dada por:

pr(r,1') — /o)) (3.128)
Entonces la energia cinética viene dada por:

Tlp(w)] = =5 [ FHoEIAE e (3.120)

lo que al ser evaluado da exactamente Ec. (3.127)

4. Para cualquier sistema descrito por un determinante, la energia cinética puede escribirse
como la funcional de von Weisszaecker mas otro término:

Estamos en el caso que:

p(r) = Z |6i(r)[? (3.130)

T = Zi:/gbi(r)(—%VZ)gbi(r)dr (3.131)
pero siempre se puede escribir

¢i(r) = v/ p(r)i(r) (3.132)

colocando la tltima expresién en Ec. (3.131) se obtiene

T =Ty + /p(r) Z IVo(r)|*dr (3.133)

Como se puede ver, existen varios argumentos para suponer que la funcional de von Weisszaecker
Y

puede ser una parte importante de la funcional de la energia cinética. Al escribir la funcional

de la energia cinética como
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Tlp(r)] = Trelp(r)] + Tw(p(r)] (3.134)

uno se da inmediatamente cuenta que Ty es el primer término en una expansion en gradientes,
por lo que la préxima correccién tendria que involucrar el laplaciano de la densidad y asi, suce-
sivamente, derivadas mas altas.

Lamentablemente, al incluir este término en las ecuaciones de Euler-Lagrange y también
términos de mayor orden, los resultados no son aun satisfactorios. Si bien, la densidad es
ahora finita en el nicleo y con un decaimiento exponencial, esta, en atomos, no presenta la
clasica estructura de capas. Es decir, sigue siendo cualitativamente incorrecta.

La busqueda de mejores modelos para la funcional de la energia cinética es un tema aun abierto e
importante. Ademas de los motivos ya expuestos existe también una ecuacién tipo Schrodinger
para la raiz de la densidad que involucra la funcional de von Weisszaecker como el primer
término en la funcional de la energia cinética. Ahora veremos una derivacion de esa ecuacion.

Recordando que la energia como funcional de la densidad se puede escribir como:

Elp(r)] = Tlp(r)] + Vee[p(r)] + / p(r)o(r)dr (3.135)
y la ecuacion de Euler Lagrange como
3T [p(r)]
o) Vers(p(r),T) = 11 (3.136)
~ OVeelp(r)]
vers(p(r),T) = o] T v(r) (3.137)

Escribiendo ahora la funcional de la energia cinética como

L [ [Vp(r)]?
T =— [ —— T 1
i) = 5 [ 8+ Tt (3.135)
Se puede facilmente encontrar que

0T[p(r)] _ 1|Vp(x)* 1V?p(r) = 0Ty[p(r)]
op(r)] 8 p(r)* 4 p(r) op(r)]
Reemplazando esta tultima derivada en en la ecuacion de Euler-Lagrange y multiplicando ambos
lados por la raiz de la densidad se obtiene:

(3.139)

2V gy (e, )| Vo) = /000) (3.140)

La que es una ecuacién tipo Schréedinger para la raiz de la densidad, donde el primer valor
propio corresponde al potencial quimico.



CapiTULO 4

Teoremas de Hohenberg-Kohn

La teoria formal de las funcionales de la densidad (DFT) naci6 en 1964 cuando en la Physical
Review aparece el articulo de los teoremas de Hohenberg-Kohn. Estos teoremas representan el
mayor pilar de la moderna teoria de las funcionales de la densidad.

4.0.1 Primer teorema

El primer teorema prueba que la densidad electronica determina el operador hamiltoniano y
todas las propiedades del sistema. El primer teorema dice:

Teorema 4.1 El potencial externo Ve, (r) es una tinica funcional de la densidad electrénica p(r)

y a su vez Vi, (r) fija el hamiltoniano H, concluyendose que el completo estado fundamental es
una unica funcional de p(r).

La prueba de este teorema se hace por reducién al absurdo. Se empieza por considerar dos
potenciales externos Ve, y V.., los cuales difieren por més de una constante aditiva (la funcién
de onda y la densidad de carga son inalteradas si una constante es anadida al potencial)
pero ambos potenciales dan surgimiento a la misma densidad electrénica p(r) asociada con
el correspondiente estado fundamental no degenerado de N particulas. Esos dos potenciales
externos hacen parte de dos hamiltonianos H y H', los cuales solamente difieren en el potencial

externo:

H = T+V,e+V., (4.2)

Obviamente los dos hamiltonianos, pertenecen a dos diferentes estados fundamentales ¥ y W’
con sus correspondientes energias Fy y E|, donde Ey # E{. Sin embargo se asume que ambos
estados fundamentales generan la misma densidad electrénica p(r). Esquemdticamente, esto
puede ser representado como:

Vie=H=—= TV —= p(r) <=V <= H —V,
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Segun el principio variacional :

Ey, < (U|H|¥') (4.3)
< (V|H + H - H'V) (4.4)
< (V|H'|V) 4+ (V'|H — H'|Y) (4.5)
< Eg+ (V[T 4+ Vie + Voo = T = Vie = VL, |I) (4.6)
< Ey+ (V|Ve — VW) (4.7)
(4.8)
conduciendo a:
By < Ej+ /p(r){ffez - Ve’x}dr (4.9)

de la misma forma, intercambiando las cantidades no primadas con las primadas y repitiendo
el mismo procedimiento, se obtiene:

E) < (U|H'|¥) (4.10)
< (V|H+ H' — H|V) (4.11)

< (V|H|V) 4+ (U|H' — H|D) (4.12)

< Eo+ (YT + Ve + Vi = T = V., = Ve[ 1) (4.13)

< Ey+ (W|V, = Veu| V) (4.14)
(4.15)

conduciendo a:

E, < %—/Mﬂﬁ@—@&ﬁ (4.16)

sumando las ecuaciones (4.9) y (4.16), se obtiene.

Ey+ El, < E\+ E (4.17)

Esta desiguldad es una contradiccion, de la cual se concluye que no puede existir dos diferentes
potenciales que generen la misma densidad del estado fundamental, o en otras palabras, uni-
camente la densidad del estado fundamental especifica el potencial externo V... En el caso de
atomos y moléculas, el potencial externo V., es completamente definido por la atraccion debido
al nucleo, entonces V., = Vy.. De esta forma el potencial externo se convierte en una restriccion
para elegir las densidades. Esta restriccién genera el problema de la V-representabilidad de la
densidad electrénica.
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El primer teorema convierte la densidad electrénica del estado fundamental py(r) como la
propiedad que contiene la informacién del sistema: {N, Z4, Ra} y puede resumirse asi:

po(r) => {N,Zs,Ra} = H — Uy = E, (y todas las demés propiedades)

Por lo tanto, la energia del estado fundamental Ej es una funcional de la densidad electrénica
po(r), la cual en términos de sus componentes puede ser escrita como:

Eolpo(r)] = Tlpo(r)] + Eecelpo(r)] + Ene[po(r)] (4.18)

en donde En.[p,(r)] es la energia debido al potencial externo V,,. En la ecuacién (4.18) se
observa que la energia del potencial externo debido a la atraccién nuclear, Ey.[p,(r)] depende
del sistema (tiene dependencia de N,Z4 y de R4), mientras que las funcionales de la energia
cinética T'[p,(r)] y de energia de interaccién electrén-electron E.[p,(r)] no dependen del sistema
y por lo tanto pueden ser consideradas como funcionales universales:

Eolpo(r)] = /po(r)VNe[po(r)]dr +_ Tlpo(r)] tEee[po(r)] ) (4.19)

N J/

~~ véalida universalmente

dependiente del sistema

Definiendo una nueva funcional de densidad que depende solamente de la parte universal,
Fuxclpo(r)], como:

Fuuclpo()] = Tlpo(x)] + Eeelpo(r)] (4.20)

llamada funcional de Hohenberg-Kohn, la ecuacién (4.19) puede ser reescrita como:

%MW=/m®WMﬁWHFMMM] (4.21)

Para una densidad electrénica arbitraria p(r) la funcional universal de Hohenberg-Kohn, puede
ser escrita como:

Fuxlp(v)] = Tlp(r)] + Ee.[p(r)] (4.22)

Esta funcional de densidad, Fyk[p(r)] es considerada como el santo grial de la teoria de las
funcionales de la densidad. Con respecto a lo anterior surge una pregunta: Si la funcional
universal Fyr[p(r)] es completamente independiente del sistema, entonces puede ser aplicada
al atomo de hidrégeno como a una molécula gigantesca cémo lo es el DNA 7. La respuesta
serfa: la funcional universal Fyx[p(r)] contiene la informacién de la energia cinética T[p(r)] y
la energia de interaccién electrén-electrén E..[p(r)] de ambos sistemas. La forma explicita de
estas funcionales de energia desafortunadamente no se conoce. Sin embargo, de la funcional
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E..[p(r)] se puede extraer el término clésico de interaccién coulombica J[p(r)], el cual es bien
conocido:

E.[p(r)] = +Encz <>J (4.23)
- / / POAE) 4o ey + Byl (4.24)

donde E,.[p(r)] es la contribucién no-clésica a la interaccién electrén-electrén, que contiene
todos los efectos de correccion de autointeraccion, intercambio y de correlacion coulombica. De
esta forma las funcionales de la densidad T'[p(r)] y Ena[p(r)] representan la mayor investigacién
en la teoria de las funcionales de la densidad.

4.0.2 Segundo teorema

Se tiene establecido que la densidad electrénica del estado fundamental es en principio, la vari-
able suficiente para obtener todas las propiedades de interés. Pero, cémo podemos estar seguros
de que cierta densidad es realmente la verdadera densidad electréonica del estado fundamental?.
Una forma de resolver este interrogante es el uso del segundo teorema de Hohenberg-Kohn, el
cual establece que:

Teorema 4.2 Para una densidad cualquiera p(r), que satisface las condiciones: p(r) > 0 y

/ﬁ(r)dr = N, se cumple la desigualdad:

Ey < Ey[p(r)] (4.25)

donde E,[p(r)] es la funcional de energia calculada como:

E,[7(r)] = / Fe)o(r)dr + Fyxlp(r)] (4.26)

La demostracion es extremadamente simple. Por el primer teorema sabemos que la densidad
p(r) determina el correspondiente potencial externo v y asi el correspondiente hamiltoniano H
y la correspondiente funcién de onda V. Es decir: p(r) - v — H — ¥

Entonces tenemos que la funcional de la energia del sistema de potencial externo v al ser
evaluada con la densidad de prueba sera:

B, [5(r)] = / o(x)(r)dr + Flp(r)] = (3|H|¥) (4.27)

pero por el principio variacional el tltimo término cumple con la siguiente desigualdad:

(U|H|T) > (V|H|¥) = E,[p(r)] = Ey (4.28)



J. David - D. Guerra - P. Fuentealba Teoria de las funcionales de la densidad 61

lo que completa la demostracion.

La ecuacién (4.25) es un principio variacional aplicado a la funcional de energia E,[p(r)], que
requiere que la densidad del estado fundamental satisfaga el principio estacionario:

%(r) {Ev[ﬁ(r)] — ( / A )o(r)dr — N)} —0 (4.29)

el cual genera la ecuacién de Euler-Lagrange:

) ~
poo= %EU[P(IN (4.30)
0 ~
= v(r)+mFHK[p(r)] (4.31)

y donde la cantidad p es el multiplicador de Lagrange.

Los dos teoremas son aplicables solo al estado fundamental, ya que hacen uso del principio varia-
cional. Ademas, requieren de un estado fundamental no degenerado. La primera restriccién es
valida hasta el dia de hoy. La segunda puede ser solucionada con una demostracion diferente
de los teoremas.

Pero a pesar de la aparente simplicidad de las demostraciones, estas esconden importantes
sutilezas matematicas, alguna de las cuales discutiremos a continuaciéon. Tal vez la més im-
portante de ellas es la que se ha denominado como el problema de la v—representabilidad. En
relacion a las demostraciones precedentes puede plantearse asi: en las dos demostraciones se
ha supuesto que a cualquier densidad, es decir a cualquier funcién del espacio de tres dimen-
siones, le podemos asignar un potencial externo tal, que si resolvemos con él la ecuacion de
Schrodinger, obtenemos la funcién de onda y por cuadratura encontraremos esa dada funcién.
Debe de ser claro que no todas las funciones del espacio de tres dimensiones cumplen con eso.
El problema es serio, pues si no conocemos cuales son las condiciones que debe cumplir una
funcion de tres dimensiones para ser v—representable, no podemos usar el principio variacional,
pues no sabemos en que espacio buscar esa funcién.

Existe una condicién mas suave, que es la N-representabilidad. Esta se puede enunciar asi:
una funcién del espacio de tres dimensiones que integra a N es N-representable si es que
proviene de la cuadratura de alguna funcién antisimétrica. Claramente esta segunda condicién
es més débil que la primera. O sea, toda funcién que sea v-representable serda N-representable.
Pero no al revés, existen muchas funciones que son N-representables pero no v-representable.
Graficamente las dos condiciones las resumimos en la Fig. 4.1

El problema de la v—representabilidad es grave y aun no esta resuelto. Es decir, no se conocen
cuales son las condiciones necesarias y suficientes para que una densidad sea v-representable.
Este problema fue advertido por Hohenberg y Kohn en su trabajo inicial [1]. Lo que se ha
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MN-representable

. Conjunto de w(r)
Conjunto de o(r) antisimétricas
M-representables

v-representable

pir}

pir}

o(r) v-representables {w(r)} tal que Hy = Ey

Figura 4.1: Condiciones de funciones N-representables y v-representables

logrado, es realizar una demostracion distinta de los teoremas tal que no sea necesario que
las densidades involucradas sean v-representables. En esta nueva demostracion basta que las
densidades sean N-representables. Antes de ver esta nueva demostracién, veremos cuales son
las condiciones necesarias y suficientes para que una densidad sea N-representable.

Las condiciones necesarias y suficientes para que una densidad sea N-representable son: p(r) >
0; [p(r)dr = Ny [|Vp(r)/??dr < co. Las dos primeras resultan obvias, la tercera tiene
que ver con que la energia cinética del sistema sea finita. La demostracion es por construcion.
Por simplicidad lo veremos en una dimension, pero es facilmente generalizable a tres dimen-
siones. Cualquier densidad que cumpla esas tres restricciones puede ser construida desde el
determinante construido con el siguiente conjunto ortonormal de orbitales:

bi(z) = /o (x)e? @) (4.32)

con k =0,%1,+£2,---. La funcién o es:

_ )
o(x) = A (4.33)
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y la funcién q es

q(z) = /OI o(z)dx (4.34)

Facilmente se puede observar que para todo k se cumple que |¢p(7)|*> = o(x) y por lo mismo

se denominan isoorbitales. Todos contribuyen por igual a la densidad. Entonces, siempre se va
a cumplir que la densidad viene dada por:

ple) = |o(x)’ (4.35)

lo que es equivalente a decir que esa densidad proviene del determinante (funcién antisimétrica)
formado por esos orbitales.

Una vez resuelto el problema de la N-representabilidad, veremos ahora una nueva demostracién
de los teoremas que solo exige esta ultima condicion. FEsta se denomina demostracién por
bisqueda restringida y fue originalmente propuesta por Levy [24, 25, 26].

Sea pg la densidad exacta, sabemos que existe un conjunto infinito de funciones antisimétricas
que pueden dar pg, {U,, }, la pregunta a contestar es ctial de todas esas funciones antisimétricas
es la solucion a la ecuacion de Schréedinger con el potencial externo respectivo?. Supongamos
que esa funcién es Wq, o sea, HVy = Ey¥,, y la integracién del cuadrado de ¥, sobre todas
las variables excepto una, nos da la densidad pg. Entonces, de acuerdo al principio variacional,
para todas las otras funciones antisimétricas que dan pg, se cumple que:

<\P90|H|\Ilpo> Z <\IJO|H|\I/O> - EO (4.36)

Esto se puede escribir tambien como:
(U T+ Ve W)+ [ o6 pu(o)e = (WolT 4 Vo) + [ wle)ple)dr (037
por lo que:
(Wi T+ Vee|W ) = (Wo|T" 4 Vee | Vo) (4.38)
Entonces la funcional universal que andamos buscando esta dada por
Floo] = min ([T + V[ W) = ([T + Ve o) (4.39)
—Po

la que solo necesita que la densidad sea N-representable. Entonces, en general, para cualquier
densidad N-representable la funcional universal es:

Flp) = min{|T + V,.|¥) (4.40)
—p

la cual, por construccién estd definida solo para densidades N-representables. Esta nueva
funcional, es a veces llamada funcional de Lieb—Levy, F7 1, para diferenciarla de la funcional de
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Hohenberg y Kohn, Fiyi. Las dos funcionales son iguales solo al ser evaluadas en las densidades
exactas. Existe una variedad de propiedades matematicas que distinguen estas dos funcionales,
en particular, la de Lieb—Levy es convexa, la de Hohenberg y Kohn no. Mas detalles se pueden
encontrar en la ref. [27]. Entonces ahora podemos escribir la energfa como una funcional de la
densidad de la siguiente forma:

E.p(r)] = min (<\1/|T+vee|\1/>+ / v(r)p(r)dr) (1.41)

¥—p(r)

y la energia exacta serd la que minimize esta funcional
Ey = min F,[p) (4.42)
p

Como se ve, la demostracion de los dos teoremas ha sido esta vez por construccion. El algo-
ritmo matematico para construir la funcional esta univocamente determinado como tambien la
forma de realizar la minimizacion sobre las densidades. En palabras: reuna todas las densi-
dades N-representables que integran a IV, escoga una, busque todas las funciones antisimétricas
que por cuadratura dan esa densidad, de todas ellas tome la que minimiza la expresion que
esta en la ultima ecuacion, guarde ese valor de energia y pase a tomar otra densidad, repita el
procedimiento y compare las dos energias, se queda con la de menor valor y pasa a la siguiente
densidad, y asi sucesivamente hasta recorrer todo el espacio de densidades N-representables
que integran a N. Como se vé, el procedimiento es univoco, pero claramente impracticable.

Otra de las ventajas de esta nueva funcional, es que al ser conocida puede ser tambien modelada
o aproximada. Por ejemplo, algo poco explotado es la posibilidad de restringir aun mas el
espacio de funciones, como

Flp(r)] = WJ,EE?MMT + Vee|0) (4.43)

con S algtin subconjunto por definir. De todas formas se cumplird que

Flp(r)] = Flp(r)] (4.44)
Para més detalles ver ref. [28].
Tambien es posible definir una funcional del estilo
Flp(r),X| = min (U|T 4 V|V 4.45
pr), X] =, min (¥[T+V..|0) (4.45)

en que X es algiin observable. O sea, se busca entre las funciones que ademds de dar p(r)
tambien dan un valor especifico de alguna propiedad, por ejemplo, que pertenezcan a un estado
triplete. [29]

Entonces, tenemos los teoremas matematicos que nos aseguran que la densidad determina el
potencial externo, y de ahi el resto de las propiedades del estado fundamental. Pero, esto no
estd exento de dificultades y casos donde sera necesario usar mas restricciones. Por ejemplo,
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el caso en que un potencial externo dado conduce a dos funciones propias degeneradas para el
estado fundamental, las cuales tienen la misma densidad. O sea,

v(r) (4.46)
N
¥'(r) (r)
N
p(r

Este caso se puede ver en un ejemplo. El atomo de Litio no—-interactuante. El concepto de
sistema no—interactuante lo comenzaremos a usar bastante, y significa, un sistema modelo, en
el cual los electrones no interactuan entre si. Bueno, el 4tomo de litio no—interactuante tiene
entonces un estado fundamental degenerado, pues la siguientes configuraciones tienen la misma
energia: 15%2s; 1522pT: 1522p°; 1522p~, v en particular, las funciones de onda:

U = |1sls2p™]| (4.47)

U =|1sls2p™| (4.48)

tienen la misma densidad. Entonces, esa densidad no podra distinguir la orientacion del sis-
tema en presencia de un campo magnético. Entonces, vemos que en ciertas situaciones el valor
propio de un cierto operador no serd mas una funcional de la densidad. [30]

Otro problema muy interesante tiene que ver con el uso de un parametro de Lagrange. Recor-
dando que la ecuacion es:

S(ENpe)] = ([ pl)itr) - N)) =0 (4.49)

uno ve, que desde un punto de vista matematico no hay ninguna razén para restringir N al
espacio de los nuimeros enteros, N puede perfectamente ser un ntimero real. Por lo tanto,
tenemos que trabajar con sistemas que pueden tener un nimero fraccionario de electrones,
digamos N + €, que tiene asociado una densidad py.. y una energia Fy,.. Entonces,

Exvec By = Blptwhwedd = o] = [ 250 ) lohwa = p0)alde = u(N)e (150
Por lo que
(w(N) = Enie — En (4.51)

€
y en el limite ¢ — 0 tenemos que:
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n(N) = <88%)v (4.52)

Pero, hasta el momento estamos asumiendo que la funcién p(N) es continua, lo que ahora
veremos nos lleva a una paradoja [31]. De acuerdo a las ecuaciones anteriores, si un sistema
gana o pierde una cierta cantidad de carga AN su energia variara de acuerdo a:

dp(r)

Supongamos ahora que tenemos dos dtomos separados al infinito, digamos atomos X e Y,
los que tienen una energia Ex y FEy, y un potenical quimico ux y py, respectivamente. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que py > px. Entonces, en el equilibrio, la energia
total, B = Ex + Ey, debe ser un minimo, por lo que:

AE = / [M} Sp(r)dr = p(N)AN (4.53)

AEr = AEx + AEy >0 (4.54)

Pero, de acuerdo a la ecuacion (4.53):

AET = ,U/XAN — ,uyAN = (,U,X — ,LLy)AN (455)

Es decir, AN > 0, o sea una fraccién de electron estaria pasando del atomo Y al atomo X,
lo que va en contra de toda la evidencia experimental que la materia en el universo es neutra.
Si la carga fluyese en forma espontanea de un atomo hacia otro, entonces todo el universo
estaria polarizado. Eso no ocurre, porque el atomo que posee el menor potencial de ionizacion,
presenta un valor de este que es mayor que la electroafinidad del atomo que tiene la mayor
electroafinidad. En otras palabras, la méxima energia que puede ganar un atomo al captar
un electrén, es siempre menor que la minima energia requerida para que un atomo pierda un
electrén. Como veremos, la solucién de esta paradoja pasa por aceptar que la funcién pu(NV) es
discontinua, y presenta discontinuidades exactamente cada vez que N es un numero entero.

Si queremos trabajar con sistemas con un nimero fraccionario de electrones, debemos comenzar
por redefinir la funcional universal, pues trabajaremos con densidades que integran a un nimero
fraccionario.

/p(r)dr =N+e (4.56)

Claramente la definicién de la funcional universal, Ec. (4.44), no es aplicable a este tipo de
densidades. Por lo tanto, debemos redefinirla en un espacio mas amplio de matrices de densidad,
D:

Fpraclp(r)] = min tr(D(T + Vi) (4.57)

con la matriz de densidad construida de la forma

D = e|Un 1 ) (Wnia] + (1= )| Tn) (U] (4.58)
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De tal forma que

A

p(r) =tr(D) = ep(r)y1 + (1 = e)p(r)y (4.59)

De tal forma, que ahora, del conjunto de funciones antisimétricas {Uy, .1} que dan p(r) de
acuerdo a la prescripcion de mas arriba, tenemos que escoger las que minimizan la siguiente
expresion

Enyc = min ( min [e(Wy,1|H|W,0 1) + (1 — e)(\I/N|H|\I/N>]> (4.60)

p(r) \Yn,¥nt1

y el minimo se obtiene cuando las funciones ¥ son las soluciones exactas de los hamiltonianos
respectivos. Por lo tanto la energia del sistema con un nimero fraccionario de electrones sera:

EN+e = EEN+1 + (1 — E)EN (461)

Lo que muestra que la forma de unir la curva de energia versus N entre dos puntos enteros es
una linea recta (ver Fig. 4.2).

E[N]

N-1 N N+1

Figura 4.2: Energia versus ntimero de electrones

y, por lo tanto, el potencial quimico u, que es la derivada de esa curva, presentard una discon-
tinuidad exactamente a los valores en que N es un nimero entero (ver Fig. 4.3).

En palabras, si tomo la derivada por la izquierda, el potencial quimico es igual al poten-
cial de ionizacion, y si tomamos la derivada por la derecha, el potencial quimico sera igual
a la electroafinidad, y en el punto de N entero estard indeterminado entre estos dos valores,
I <p<-—-A
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H[N]

| | |
N-1 N N+1

Figura 4.3: Potencial quimico versus nimero de electrones

Esto resuelve la paradoja, pues el cambio de energia del dtomo que pierde carga serda Iy AN
y del que gana carga AxAN. Por lo tanto, el grafico de la energia total con respecto a una
posible transferencia de carga serd como se muestra en la Fig. 4.4. Desde donde es claro, que
el minimo ocurre cuando los dos sistemas permanecen neutros.

N-1 N N+l

Figura 4.4: Energia versus nimero de electrones

Esta discontinuidad del potencial quimico coloca una gran dificultad en los modelos de la fun-
cional universal. De hecho, hasta el dia de hoy, ninguna de las funcionales mas comunmente
usadas es capaz de reproducir la discontinuidad.
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Recordando, que esta situacion proviene de ocupar un parametro de Lagrange para la restriccién
de la densidad integrando a N, uno podria preguntarse qué pasa si trabajamos sin parametro
de Lagrange. Para ello basta con escribir

_ Nyl
ple) = 7o (462)
y minimizar con respecto a la funcién g(r).
0E[p(x)] _ [ [0Elp@)]] op(t)) ,,_
o~ o ], d =0 09
Usando que:
dp(r) N

- ﬂ] (4.64)

se obtiene que:

[%]N T g(lr)dr / szi/)]Ng(r/)dr/ (4.65)

{ oE
op(r)
en que la Cte estd indeterminada. Es decir, no podemos obtener de aqui la funcién g(r) ya que
cualquier g(r) va a cumplir con esta ecuacion.

de donde se obtiene que

}N = Cte. (4.66)

Para ver algunas sutilezas de las derivadas funcionales veremos con mas detalle la diferencia
oF [ oE
y

dp(r) = [op(r)

entre } . Comencemos analizando la energia como funcional de p(r) y v(r)
N

dE = / {%Lap(r)dw / {%Lm Sv(r)dr (4.67)

Ahora, usando que p(r) = No(r) y que por lo tanto dp(r) = o(r)0N + Noo(r)
lo que se puede colocar en la ecuacion anterior para obtener

oF oE
dE :/ [ } lo(r)0N + Noo(r)] +/ [ } dv(r)dr (4.68)
op(r) ], ov(r) ] )
pero por otro lado, si comenzamos con la energia como funcional de N, o y v, obtenemos
directamente
oF oE oE
dE = | — ON — ) d ov(r)d 4.
(35) v+ 2] e 5] s o

Restando las ecuaciones se obtiene
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[ (¥[ 2] - [22] ) st = am

pero como [ do(r)dr = 0, se obtiene que:

mi)] o Lsif)] e (4.71)

lo que demuestra que las dos derivadas son distintas. Difieren por una constante indeterminada.

Las derivadas funcionales con que tenemos que tratar tienen bastantes sutilezas que pueden
facilmente inducir a error. Veremos otro ejemplo. Sea ¥ una funcién de onda y p(r) una
densidad. Entonces, como ¥ determina p(r), podemos escribir p(r)[¥], pero como por los
teoremas de Hohenberg y Kohn, la densidad determina todas las propiedades, en particular
la densidad determina la funcién de onda, podemos por lo tanto escribir ¥[p(r)]. Entonces
pareceria natural ocupar la regla de la cadena de la siguiente forma:

OA[Y] _ / SA[Y[p(x)]] op(r)[¥]
o 5p(r) 5

donde A es alguna propiedad del sistema. Bueno, la ultima ecuacién es lamentablemente
erronea. Pues esas funcionales no son invertibles. De hecho, si la densida es N-representable,
el mapeo p(r) — ¥ es univoco, pero el mapeo ¥ — p(r) no es en ningin caso univoco. Siempre
hay muchos ¥ que dan p(r), por lo tanto

d(r') (4.72)

Yip(r)] # ¥p(r)[¥]] (4.73)

Para maés detalles ver ref. [10].



CAPITULO 5

Ecuaciones de Kohn y Sham

Los teoremas de Hohenberg y Kohn muestran formalmente que se puede obtener la energia y
la densidad electrénica de un sistema resolviendo la ecuacién de Euler respectiva. Lamentable-
mente, la demostracién de los teoremas (todas las demostraciones existentes) son no construc-
tivas, es decir no muestran en una forma explicita como construir la funcional universal. Por
otro lado, los modelos mas antiguos, como los ya visto de Thomas—Fermi y variaciones, no son
capaces de dar resultados que sean al menos cualitativamente de utilidad. De no ser entonces
por un segundo trabajo de W. Kohn, publicado un ano més tarde, donde junto con L. Sham
propusieron las ecuaciones de Kohn y Sham, los teoremas no habrian pasado de ser una curiosi-
dad académica. Empezaremos a estudiar estas ecuaciones recordando una ecuacién anterior.
Las ecuaciones de Hartree, que son del estilo:

(—%VQ + vs(r)) ¢i(r) = €;0:(r) (5.1)

donde v,(r) es un operador local que representa un potencial externo, normalmente el po-
tencial coulombiano debido a los nicleos. Estas ecuaciones son exactas para un sistema de
particulas no interactuantes. Es decir, para electrones que no sienten la repulsién de Coulomb.
Nétese que son més sencilla que las de Hartree—Fock, ya que el operador es local (sin intercam-
bio). Para este sistema de N electrones no interactuantes, la energia cinética exacta estd dada
por

N

Tp(r)] = Y (d(r)| - %Vzl@(r)) (5.2)

=1

y la densidad exacta por

ple) = 3 lon(o)P (53

Hay que recalcar que las dos tltimas ecuaciones son exactas, y que seguirian siendo exactas
si agregamos el principio de exclusién de Pauli. Es decir, para un sistema en que los electrones
no sienten la repulsion coulombiana pero si ven el espin del otro electrén. La energia cinética
T, es una funcional implicita de la densidad debido a la ecuacién (5.3).
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Pensemos ahora como resolveriamos este problema dentro del marco de los funcionales de
la densidad y los teoremas de Hohenberg y Kohn. La funcional universal seria ahora simple-
mente F[p(r)] = Ts[p(r)], la energia cinética del sistema no interactuante (no hay repulsién de
Coulomb). De tal forma que la funcional de la energia seria:

Elple)] = Tlple)] + [ v.(0)plw)ds (5.4
y la correspondiente ecuacién de Euler:
0T
= + vg(r 5.5
= o) (r) (5.5)

Pero como resolvemos esta ecuacién dado que la derivada no la podemos hacer explicita-
mente?. Bueno, la idea de Kohn y Sham fue la siguiente: la solucionamos en forma indirecta.
Dado el potencial externo vs(r), solucionamos las ecuaciones tipo Hartree y construimos la
densidad de acuerdo a la ecuacién (5.3). Eso es equivalente a decir, que existe un potencial
efectivo local v.sf(r), tal que la densidad del sistema no interactuante asociado a este potencial
es igual a la densidad del sistema a resolver. La pregunta es como encontramos este potencial
(si es que existe). Para eso, reescribamos la funcional universal de la forma:

Flp(r)] = Tslp(r)] + Jlp(r)] + Ere[p(r)] (5.6)

con la funcional de intercambio y correlacién, E,.[p(r)], definida como:

Erelp(r)] = Tlp(r)] = Ti[p(r)] + Vee[p(r)] — Jlp(r)] (5.7)

Con esta forma de escribir la funcional F' la ecuacion de Euler toma la forma:

W= - Vess(r 5.8
(5p<1') ff( ) ( )
donde el potencial efectivo esta dado por:
0J  0F.
Verr(r) =v(r) + — + 5.9
pr(r) =w(r) + < >t 5 (5.9)
lo que ain puede escribirse como:
p(r)
vug s (x) = o(r) + / T el (1) (5.10)
con el potencial de intercambio y correlacion definido como:
0.
VUgel L5 p(T)) = o.11
(ripfr) = 52 (511)

Notese que el potencial efectivo debe de ser un potencial local, por lo que la ultima derivada
tiene que ser local, ain cuando, la funcional de seguro es altamente no local. Entonces, la
solucién a nuestro problema real, con potencial externo v(r), la encontraremos solucionando el
conjunto de ecuaciones:
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(=577 + ) o) = o) (5.12)

con lo que construimos la densidad exacta como:

pm=§]mw2 (5.13)

y la energia exacta viene dada por:

Elp(r)] = Tslp(r)] + Jlp(r)] + Erelp(r)] + /U(r)p(r)dr (5.14)

Las ecuaciones (5.12) son conocidas como ecuaciones de Kohn y Sham. Nétese que la den-
sidad construida como la suma de los cuadrados de los orbitales de Kohn y Sham, ecuacién
(5.13), es la densidad exacta del problema. Sin embargo, la matriz de densidad de primer
orden o la funcién de onda antisimétrica que se puede construir con esos orbitales, no tienen
ningun significado fisico. Las ecuaciones tienen una estructura matematica idéntica a la de las
ecuaciones de Hartree y son, por lo tanto, mas sencillas que las de Hartree-Fock. Eso si, la
resolucion es iterativa, ya que para explicitar el potencial es necesario conocer los orbitales,
para ello se pueden emplear, y de hecho se emplean, todas las técnicas ya desarrolladas para
las ecuaciones de Hartree—Fock.

En la practica, el impedimento para conocer la solucién exacta esta en la funcional de in-
tercambio y correlacién definida por la ecuacion (5.7), la cual es desconocida. Sin embargo, los
modelos que existen actualmente permiten hacer célculos con un error que generalmente esta
dentro del rango del error experimental. De ahi el gran exito que ha tenido esta metodologia
en al drea de estructura electronica. Es importante notar que la energia de intercambio y cor-
relacion definida en este esquema de Kohn y Sham no corresponde a la idea més clasica de estos
términos. Pues, en teoria de muchos cuerpos, se entiende normalmente que los fenémenos de
intercambio y correlacion estan asociados a la repulsion coulombiana entre los electrones. Es
decir, a una diferencia del tipo V.[p(r)] — J[p(r)]. Pero ahora estamos agregando un término
que corresponde a la diferencia de energia cinética entre el sistema real, T'[p(r)], v el sistema
no interactuante, Ty[p(r)]. Por lo mismo, es de esperarse que esta funcional sea complicada
y dificilmente algin dia conocida. Aparte de esta dificultad, las ecuaciones, al igual que los
teoremas, tiene bastantes sutilezas e implicaciones que vale la pena considerar en las siguientes
paginas.

Es instructivo volver a derivar las ecuaciones partiendo de un principio variacional. Se trata

de minimizar la energia de acuerdo a la ecuacion (5.12) con respecto a los orbitales dados en
la ecuacién(5.13) con la restriccién que estos tltimos tienen que ser ortogonales

/@@@@wz% (5.15)

Entonces, usando los pardametros de Lagrange, la funcional a minimizar es:
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Qlgi(r)] = Zelj/¢l r)d;(r (5.16)

La derivacion con respecto a los orbitales es:

of2 _ _1 24.(r 5(‘]+Ez6) N(r — v\dr'
o = [ 570 + [ 2B oo - v+ (5.17)
/v(r’)gbi(r’)é(r —1')dr' — Z Eij¢j(r)]
= 0 v
lo que se puede escribir como
5V gyt 606 = S (519
g ple)) = ve(e) 4 [ L (ot (5.19)

Ahora basta realizar una transformacién unitaria de los orbitales de tal forma de diago-
nalizar la matriz €;; para obtener nuevamente las ecuaciones de Kohn y Sham.

Notese que si bien partimos de un modelo de particula independiente, la suma de las energias
de los orbitales no es igual a la energia total. De hecho se tiene que:

Sa=Y (0l = 59+ gy wlo) = Lot + [upspe)r (5:20)

De tal forma que la energia total se puede escribir como

—Ne-—1 Mrr’ r)| — [ vy.(r)p(r)dr
E=Ya-; [/ 0 e+ Bl [ entelotoi (5.21)

Si la funcional de intercambio y correlacion fuera completamente local, los dos tultimos
términos de la tdltima ecuacién serian iguales y se anularian.

En el espiritu de la reformulacién de Levy en busqueda restringida, es conveniente redefinir
la energia cinética del sistema no interactuante:

T,[p(r)] = min_(¥p|T]Wp) (5.22)

U p—p(r)
con Vp el conjunto de determinantes de Slater que dan la respectiva densidad. En esa
ecuacion se ve claramente en que sentido es una funcional de la densidad. Esto permite también
comparar con la energia cinética exacta que es:
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T(p(r)] = (¥|T]¥) (5.23)

con V¥ la funcién de onda antisimétrica que minimiza la energia total ( 7'+ V.. ), y una
energia cinética modelo dada por:

Tilp(r)] = g min, (WIT|) (5.24)

donde Was significa todas las funciones antisimétricas. O sea, se busca ¥ en un espacio
mayor que el de los determinantes de Slater. Por lo tanto, se debe cumplir que

Ti[p(r)] < Ty[p(r)] (5.25)

la igualdad se cumple para cualquier densidad nointeractuante y v-representable. Por otro
lado también tenemos que:

Ty[p(r)] < Tp(r)] (5.26)

O sea, tenemos las funcionales acotadas de la siguiente forma:

Ti[p(r)] < Ti[p(r)] < Tlp(r)] (5.27)

desde donde queda claro que la contribucién de la energia cinética a la funcional de inter-
cambio y correlacién es positiva.

Noétese también que los orbitales de Kohn y Sham son los que minimizan la energia cinética y
que para una densidad no interactuante y v-representable, se cumple que : Ty[p(r)] < Ti[p(r)].
Esto responde de inmediato la siguiente pregunta: el conjunto de orbitales que solucionan las
ecuaciones de Kohn y Sham son mucho mayor que N, entonces cudl conjunto de N orbitales
hay que tomar para construir la densidad?, la respuesta es: los que resuelvan las ecuaciones
de Kohn y Sham y, al mismo tiempo, minimicen la energia cinética. Entonces vemos que el
significado de los orbitales Kohn y Sham no es del todo claro. Los valores propios son més
faciles de interpretar gracias a lo que se conoce como el teorema de Janak, que consiste en una
extension a numeros de ocupacién no enteros. En ese caso la densidad viene dada por:

plx) = > milos(m)f (5.28)

0<nm <1;» nyj=N (5.29)

Entonces las funcionales de energia cinética y energia total seran:

Tylpm] = min |3 nloi)] - 37240u(r) (5.30)

%
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Eylp(r)] = T;[p(r)] + Exclp(r)] + J[p(r)] + / p(r)v(r)dr (5.31)

La definicién de la funcional de energia de intercambio y correlacién debe de ser modificada
para acomodar ahora la diferencia entre la energia cinética exacta y la dada por la funcional 7.
Entonces ahora debemos minimizar la expresion para la energia con respecto a los niimeros de
ocupacion y los orbitales {n;, ¢;(r)} bajo la restriccién de normalizacién (en realidad deberiamos
hacerlo con la restriccién de ortonormalidad, pero asi nos ahorramos la transformacién unitaria
de orbitales).

)

= Bt (/m |dr—1)] 0 (5.32)
donde se ha escrito €; = n;e;, de tal forma que finalmente se obtiene

1
<—§v2 + veff(r)> ¢i(r) = ey(r) (5.33)
Ademas :
OE ) 5 Op(r)

F - [ovemars [ { @]+ o) + [ oot} 2

_ ——/gbz (r)V2¢;(r)dr + /Ueff r)¢;(r)dr

_ (5.34)

El tltimo resultado se conoce como el teorema de Janak [33]. En el caso particular que el
i—esimo orbital es el tltimo ocupado (HOMO), la ecuacién queda

2= = ey (5.35)

Por lo que se puede escribir

1
/ —dnH = EN — EN 1= / eH(n)dn (536)
0

8nH

Lo que claramente tiene que ver con el potencial de ionizacién. De hecho, se puede de-
mostrar que, dado el potencial de intercambio y correlacién exacto, la energia del HOMO es
exactamente igual al potencial de ionizacion. Naturalmente, lo mismo es vélido para la energia
del primer orbital desocupado (LUMO), el cual es exactamente la afinidad electrénica.

Resumiendo, el método de Kohn y Sham proporciona un conjunto de ecuaciones que hay que
resolver en forma autoconsistente, de las cuales se obtiene un conjunto de orbitales que permiten
construir la densidad exacta del sistema, probado que se tiene el potencial de intercambio y
correlacion exacto. De tal forma, que el problema esencial de la teoria del funcional de la
densidad es encontrar modelos cada vez mejores de la funcional de intercambio y correlacién,
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cuya derivada funcional es el potencial buscado. Muchas veces es conveniente separar esta

funcional en dos contribuciones, una funcional de intercambio y otra de correlacion:

Erelp(r)] = Eu[p(r)] + E[p(r)]

con

1 2
Bl = - [ 20 g,

Eclp(r)] = Flp(r)] = Tslp(r)] = J[p(r)] = Ex[p(r)]

(5.37)

(5.38)

(5.39)

Para entender mejor los desarrollos siguientes en cuanto a la extension de las ecuaciones a
los casos con polarizaciéon de espin y los distintos modelos para la funcional de intercambio y
correlacion, es conveniente primero estudiar con algo de detalle las relaciones de escala en las

distintas funcionales.

5.1 Propiedad de escala

En esta seccién derivaremos algunas propiedades de escala [34] de algunas funcionales de den-
sidad, las cuales pueden ser definidas en términos de los orbitales de Kohn-Sham. Considere

las ecuaciones de Kohn-Sham:

( - %VQ + vs(r)>¢¢(r) = &igi(r)

donde:

plr) = > [6i(r)

definiendo la coordenada de escala,

r =~r
reemplazando (5.42) en (5.40), se obtiene:
(= 55 V% + 0.0 ) 6i2) = £l
292 F
1
( - §V3 + v2vs(7r’)) ¢i(yr') = ?E:i (')

reemplazando (5.42) en (5.41),

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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N
p(r) = ldi()? (5.45)
i=1
definiendo las cantidades:
$in(r) = 726i(7r) (5.46)
giﬁ = 7251' (547>
py(r) = ’p(yr) (5.48)

la ecuacion (5.44) puede ser escrita como:

1 / _3 / _3 /
<—§sz+vgvs(7r)>7 S (1) = 4 RE (1) (5.49)

(= 5V 4700100 (F) = Eidun(e) (5.50)

y la ecuacién (5.45), toma la forma:

N
3, = Y Iy e, () (5.51)
=1
N
= 27_3|¢i77(r')|2, es decir (5.52)
=1

put) = D 16i,()I? (5.53)

De los teoremas de Hohenberg-Kohn se ha concluido que si el potencial vg(r) la densidad de
estado basal p(r), el cual se denota como v,([p]; r), entonces, el potencial de la ecuacién (5.50),
vs~([p4];71) = Y?vs(7r) genera la densidad del estado basal p. (r):

vs([pl;r) — p(r) (5.54)
Vsy([py]s9r)  — py(1) (5.55)

La relacién de escala de la funcional de energia cinética de Kohn-Sham es:
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1
Tilp] = _§/V3p(r)dr, s r— 1’
]_ 1 2 / / 3
— -5 _Vr,p(yr)d(yr), como pv(r)ZW p(yr)

= —%/ Vrf(v Spy(r ))7‘3dr’

1

= ¥<— 3 / Vf/m(r/)dr’>
1

= ﬁT[Pv]

es decir, la funcional de energia cinética satisface la propiedad de escala:

Ti[p,] = +*Tsp)

Recordando que la funcional de energia de intercambio E,[p] tiene la forma:

|%(1“1,F2)|2d

d
4 |I'1 —I'2| f1ats

donde

1‘171'2 Z@ I‘1

en funcién de la densidad electrénica p(r),

’7 r17r2 Z¢z I‘1

(5.56)
(5.57)

(5.58)
(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

es la densidad de matriz de un electrén para el sisitema de Kohn-Sham. Usando la definicion
de la ecuacién (5.46) se puede encontrar la relacién de escala entre la densidad de matriz de
un electrén escalada y no escalada, es decir, si al lado derecho de la ecuacion (5.65) se hace

r — ', se tiene:

Ye(lplirr rs) = Z@ W)} (9r'2),  como i (x) =725 ( 1)

Ys(lplsr1,12) = 7732%7(?1)@,7@2)

(5.66)

(5.67)
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como el conjunto de funciones base {¢; ,(r)} generan la densidad electrénica p, (r), se tiene que:

V5[l 1, r2) = v y5([ps s 11, 10) (5.68)

Ahora, la funcional de energia de intercambio E,[p], ecuacién (5.62), puede escribirse como:

E.lp] = 1 |Z¢i(r1)¢?(r2)|2drldr2 (5.69)

4 |I'1 —I'2|

si al lado derecho de la funcional de energia de intercambio E,[p] se hace r — ~r’, ella toma la
forma:

1 i ' :( '5)]? / /
Eilp] = 7 |Z¢|7(Z,T l_)irﬁz‘rz)' d(yr'1)d(7r's) (5.70)

observando el paso de la ecuacion (5.66) a la ecuacién (5.67), la funcional de energia de inter-
cambio E,[p| puede escribirse como:

Bl = -5 [ 'Vsz‘f;j_ 7)r2‘(/2)|2d(7r’1)d(7r'2) (5.71)
- 2 / 7_6|Z¢;7’I(J1i;’/jr/2)|27373dr’1dr’2 (5.72)
— { / s (lp L _r;v,; ) dr’ldrlg} (5.73)
= ;E 2[5] (5.74)

es decir, la relacion entre las funcionales de energia de intercambio no acopladas y acopladas
es:

E.[py] = vE:[p] (5.75)

Se observa que las funcionales de energia cinética T'[p], ecuacién (5.61) y la funcional de energia
de intercambio E,[p], ecuacién (5.75), son funcionales de escala de la forma:

Alp,] = 7" Alp] (5.76)

las cuales tienen la propiedad:

—Alp)]| = kAlp] (5.77)
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Problema 5.1 Aplicar la propiedad de la ecuacion (5.77) a las funcionales de densidad T[p)

Yy Ex[p]

Solucion

1. Para la funcional de energia cinética T'[p]:

d d
—T = —(4*T
7 (4] = <7 [p]>
7=1 v=1
= 29Tp]
y=1
= 2T7p]
2. Para la funcional de energia de intercambio E.[p):
d d
FEP) = S (Eb)
v=1 y=1
v=1
= E[p]
Ademés, la funcional A[p| puede ser escrita como:
d 3A[p,] dp
— A = /—7_7 dr
d’}/ [p’Y] - 5,07 d’}/ -
v=1 y=1
calculando la derivada %,
dy
dy Oy dy 0x dvy
0 dx
= %(73/)(71“)) + Vx (73,0(71')) e
0/ 4 sdx dx
= a_7<7 p(vr)> MR Vx (p(vr)) como o= =r
9, 1
= a—y(’y?’p(yr)) + % - Vi (p(*yr)), como Vy = ﬁvr

1
_ 2 3.
= 3v°p(yr) +7°r —Vzvr(p(vrﬁ

= 39’p(yr) + 1 - Vep(r)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)
(5.86)
(5.87)
(5.88)

(5.89)
(5.90)
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reemplazando en la ecuacion (5.84):

d 5A[p)
7| - [ 552 (30t -t ar
definiendo:
0A[p] _ oo
(5—,0 = a([p], r)

y de acuerdo con la ecuacion (5.77), la ecuacion (5.91) puede ser escrita como:

Al = 1 [ allolim) (300) + 5 Volw) s

Un caso particular es cuando Alp] = E.[p]. En este caso k = 1y a([p];r) =

vz ([p]; ), entonces, la ecuacién (5.93) se transforma en:

E,lp] = / 0a([6]: 1) (30(0) + v Tp(r) )

(5.91)

(5.92)

(5.94)

Esta tltima ecuacién, realciona el potencial de intercambio v, ([p]; r) y la energfa de intercambio
E.[p]. A la ecuacion (5.94) se le conoce como la relacion de Levy-Perdew [34]. Ademds, la

propiedad de escala implica que:

a([p);r) = v*a([p]; 7r)

Para probar la relacién (5.95), definase las variaciones de las funcionales:

6 A[p]

[ allphr)soeyar

5A[p,) / a([py): 1)3p, (x)dr

como §A[p,] = 7*3A[p], entonces se tiene que:

[ allpr)ix)éoywyie = [ allplim)soteys

haciendo r — ~r al lado de recho de la ecuacién (5.98):

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)
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/ ol ), @)dr = 2 [ (gl m)sp(rr)dirr) (5.99)

= ’yk/a([p];fyr)’y?’ép(fyr)dr como *dp(yr) = dp,(r) (5.100)

= " [ a([pl;yr)dp, (r)dr (5.101)

entonces,
[ atlp-l e, x1e o [ allpsm)ps ()i = 0 (5.102)
[ (atlp)v) = allpl: ) ), ) = 0 (5.103)

es decir,
a([py);r) = ~*a([p];7r) (5.104)

como caso particular es: a([p];r) = v.([p];r), entonces, de acuerdo con la ecuacién (5.104) se
encuentra que v.([p,];r) = yvz([p]; 7r), es decir, una funcional A[p] debe cumplir la relacién

dA
Alp,] = v*A[p] y su variacién con respecto a la densidad electrénica a([p];r) = 04lp] debe

p(r)

cumplir la realcién a([p,];t) = v*a([p]; 7r).



84



Bibliografia

1]
2]
3]

[13]
[14]

[15]

[16]

P. Hohenberg; W. Kohn; Phys. Rev., 136, B864 (1964)
E. B. Wilson J. Chem. Phys., 36,2232(1962).

R. G. Parr; W. Yang. Density - Functional Theory of Atoms and Molecules., Oxford Science
Publications, Oxford, 1989.

F. Herman; J. P. van Dyke; I. B. Ortenburger. Phys. Rev. Lett, 22,807(1969).

I. M. Gelfand; S. V. Fomin. Calculus of Variations, Dover Publications, New York, 1991.
R. Weinstock. Calculus of Variations, Dover Publications, New York, 1974.

G. M. Ewing Calculus of Variations with applications, Dover Publications, New York, 1985.
L. Elsgoltz Ecuaciones diferenciales y calculo variacional, Editorial MIR, Moscu, 1969.
F. E. Zahariev; Y. A. Wang. Phys. Rev. A, 70, 042503 (2004).

T. Gal. Phys. Rev. A, 62, 0444501 (2000).

R. van Leeuwen. Adv. Quantum Chem., 43, 95 (2003).

R. M. Dreizler.; J. da Providencia. Density Functional. Methods in Physics., Plenum Press,
New York, 1985.

D. A. McQuarrie. Statistical Thermodinamics., University Sciencie Books, U.S.A; 1973.

Koch, W.; Holthausen, M. C. A Chemist’s Guide to Density Functional Theory. Wiley-
VCH, Weinheim, 2001.

Buijse, M. A.; Baerends, E. J. Fermi holes and Coulomb holes. In electronic Density
Functional Theory of molecules, cluster and solid, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht,
Netherlands, 1995.

Baerends, E. J.; Gritsenko, O. V. J. Chem. Phys., 123, 062202 (2005)

85



86

[17] H. Nakatsuji. Phys. Rev. A, 14, 41 (1976).

[18] L. Cohen; C. Frishberg. Phys. Rev. A, 13, 927 (1976).

[19] D. A. Mazziotti. Phys. Rev. A, 57, 4219 (1998).

[20] F. Colmeneros; C. Valdemoro. Phys. Rev. A, 47, 979 (1993).
[21] H. Nakatsuji; K. Yasuda. Phys. Rev. Lett., 76, 1039 (1996).

[22] J. Cioslowski. Many-electron Densities and Reduced Density Matrices., Kluwer Academic
Publishers, N.Y., 2000.

[23] M. Toda; R. Kubo; N. Saito, Statistical Physics, Springer Verlag, 1978.
[24] M. Levy; Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 76, 6062(1979).

[25] M. Levy; J. P. Perdew; in Density Functional Methods in Physics, edited by R. M. Dreizler
and J. da Providencia (Plenum, New York, 1985).

[26] M. Levy; Adv. Quantum Chem., 21, 69 (1990).

[27] E. H. Lieb; Int. J. Quantum Chem., 24, 243 (1983).

28] M. R. Nyden; R. G. Parr; J. Chem. Phys., 78, 4044 (1983).

[29] M. Higuchi; K. Higuchi; Phys. Rev. B, 69, 035113 (2004).

[30] J. P. Perdew; A. Savin; K. Burke; Phys. Rev. A, 51, 4531 (1995).

[31] J. P. Perdew; R. G. Parr; M. Levy; J. L. Balduz, Jr.; Phys. Rev. Lett., 49,1691 (1982).
32] M. Levy; Phys. Rev. A, 43,4637(1991).

[33] J. Janak, Phys. Rev. B18, 7165 (1978).

[34] M. Levy; J. P. Perdew Phys. Rev. A, 32, 2010(1985)



