Guia de ejercicios de Teoria de Grupos.
Estructuras algebraicas. Segundo semestre 2017

. Demuestre que si G < 7Z, entonces existe un n € Z tal que G = nZ

Solucidn: Si G = {0}, entonces G = 0Z. Supongamos ahora que G # {0}, de
manera que GG contiene un entero no nulo. Consideremos el conjunto X = GNN
que por la suposicién anterior no es vacio (si G contiene un entero negativo,
entonces también contiene su opuesto). Por el principio del buen orden, existe
n € X un menor elemento. Como G es un grupo, nk € G Vk € Z, de manera
que nZ C G. Si a € G, por el algoritmo de divisién existen enteros ¢, r tales
que a =ng+r con 0 <r <n.Peror =a—nqg € G por lo que la minimalidad
de n en X implica que » = 0. Es decir a € n7Z. Queda demostrado que G = nZ.

. Para n < 20, jcudles grupos U(n) son ciclicos? Conjeture qué se cumple en
general. ; Puede demostrar su conjetura?

Solucién: Los grupos que son ciclicos para n < 20 son
U27 U3a U47 U57 U67 U7a U97 UlOa U117 U137 U14a U177 U187 U19

En general, U, es ciclico si n = p* o n = 2p* con p un primo impar. Ademas U,
es ciclico.

. Sea A un grupo abeliano y B un subgrupo de A. Pruebe que A/B es un grupo
abeliano. Dé un ejemplo de un grupo no abeliano G con un subgrupo normal
K tal que G/K es abeliano.

Solucién: Como A es un grupo abeliano, A/B = {Ba | a € A} es un grupo
con la operacién BxBy = Bxy. Debemos verificar que esta operacién esta bien
definida. Si 2’ = bz, ¥y = boy, entonces x'y’ = bixbyy = bibsxy € Bry. De la
misma forma, usando que A es abeliano, tenemos B, B, = Bxy = Byx = B,5,,
de manera que A/B es abeliano.

Para el ejemplo pedido, considere G = S3 y K = {(),(1 2 3),(1 3 2)} < G.
Entonces G/K = {K, K(1 2)} es abeliano (isomorfo a Z).

. Encuentre cinco grupos de orden 8 no isomorfos entre si.

Solucidn: Los grupos abelianos de orden 8 son Zy X Zg X Zg, Z.y X 7o, Zg. Ademas
hay dos grupos no abelianos de orden 8 que son Dy, el grupo dihedral de orden
8 y el grupo de cuaterniones.

. Demuestre que S4 no es isomorfo a D1».

Solucion: Lo primero es preguntarse sobre el orden de los grupos. En este caso
ambos tienen el mismo orden por lo que no podemos usarlo como argumento de
que no sean isomorfos. Lo que si podemos usar, es que D, tiene un elemento



central de orden 2, la rotacion en 180°, pero ningun elemento de orden 2 en Sy
es central. Para justificar esto tltimo, hacemos calculos explicitos que muestran
que los elementos de orden 2 no conmutan con otros elementos de S;. Como los
elementos de orden 2 vienen en dos tipos, verificamos lo siguiente:

(ab)(abc) = (bc) # (ac) = (abc)(ab)
(ab)(cd)(abe) = (bde) # (acd) = (abc)(ab)(cd)

. Demuestre que S,, es isomorfo a un subgrupo de A, ».

Solucién: Podemos definir ¢ : S,, — A, 12 como

(o) o si o es par,
o) =
4 cgo(n+1,n+2) sio esimpar.

En primer lugar, en todos los casos ¢(0) € A,12 de manera que la funcién
estd bien definida. Debemos mostrar que ¢ es un homomorfismo y que es 1-1.
Notemos que ¢ y 7 conmutan con (n+ 1,7+ 2) pues son disjuntas. Si o, 7 € S,
debemos verificar que ¢(07) = p(0)¢(T). Si ambas son permutaciones pares,
entonces o7 es una permutacion par y se cumple la igualdad. Si una de ellas
es una permutacion par y la otra es impar, entonces el producto es impar y
también se verifica la igualdad. Finalmente si ambas son impares, el producto
espary (o) =017 =0c(n+ 1,n+2)1(n+ 1,n +2) = p(0)e(7).

Para ver que ¢ es 1-1 basta con calcular su nicleo. Si p(o) = (), entonces o es
par pues de lo contrario p(o)(n+1) = n+ 2. Concluimos que Si p(0) = o = ().

Por el Primer Teorema de Isomorfia, la imagen de ¢ en A, 5 es isomorfa a .5,,.

. Pruebe que si H y K son subgrupos normales de GG entonces H N K también
lo es. Demuestre que la interseccién de una coleccién cualquiera no vacia de
subgrupos normales en GG es un subgrupo normal en G.

Solucién: Como el caso de dos subgrupos normales es un caso especial, supon-
gamos que {K, | K, < G Va € A} es una coleccién no vacia de subgrupos
normales de G. Queremos demostrar que

K:mGa:{xEG]xeKa Vae A}
acA

es un subgrupo normal de G.

Es claro que K # () pues e € K. Ahora, si g, h € K, entonces g,h € K, Va € A.
K, son subgrupos de G, tenemos gh™' € K, Va € Ay por lo tanto gh™! € K.

Sige G,h € K, tenemos h € K, Va € Ay como estos subrupos son normales,
ghg™! € K, VYa € A. En consecuencia ghg~! € K y por ende gKg~' C K lo
que demuestra que K JG.



8. Pruebe que si N < G y H es cualquier subgrupo de GG entonces NN H < H.

Solucion: La demostracién de que N N H es un subgrupo de H es similar a lo
hecho en el ejercicio anterior. Para ver la normalidad, sea h € H. Como N 4G,
h(NNH)h™' C hNh™' C N y como H es un grupo, h((NNH)h™* C hHh™' C H.
En conclusién h(N N H)h™' C N N H, comprobando la normalidad.

9. Sea Gun grupoy Z(G) ={z € G | zg = gz todo g € G} su centro. Demuestre:
a) Z(G) 4G,

b) si G/Z(G) es un grupo ciclico entonces G es un grupo abeliano.
Solucién:

a) Veamos que Z(G) es un subgrupo de G. Como eg = g = ge para cualquier
g en el grupo, tenemos e € Z(G). Ahora si z,y € Z(G) y g € G, entonces

vy g =ay tgyy T = ay lygy " = xgyt = gay !

de manera que zy~' € Z(G). Por lo tanto Z(G) es un subgrupo de G.
Para comprobar que es un subgrupo normal, sea z € Z(G) y sea g € G.
Entonces gzg~! = zgg™! = z € Z(G), por lo tanto Z(G) < G.

b) Supongamos ahora que G/Z(G) es un grupo ciclico, es decir que existe
g € G tal que G/Z(G) = (Z(G)g). Si g1, g2 son elementos cualquiera en
G, entonces existen 21,2y € Z(G) y ki, ko € Z tales que g = 219" v
ga = 22g"2. Podemos calcular

0192 = 219" 229"
= 220" pues 2, € Z(G)
= z29™g"
= 292" pues 2, € Z(G)
= 49201

Como g; y g2 eran arbitrarios, hemos demostrado la conmutatividad de G.
Debemos destacar que no es suficiente para esta demostraciéon que G/Z(QG)
sea un grupo abeliano. Para encontrar un ejemplo de esta ltima situacién
considere el grupo Ds.

10. Demuestre que Z(S,) = {e} para todo n > 3.

Solucidén: Sea o € Z(S,,) y supongamos que o # e, es decir que existen i, j €
{1,...n} talesque i # j y o(i) = j. Como n > 3, podemos elegir k € {1,...n}\
{i,7}. Ahora sea 7 = (i, k) € S, y calculemos 7 'o7 evaluado en k.

T ror(k) =10(i) =7(j) =
Como o (i) = j, tenemos o(k) # jy 77101 # 7, lo que contradice que o € Z(S,,).

La contradiccién vino de suponer que o # e.
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11.

12.

13.

14.

Sea o la permutacién en S,, (n > 4) dada por o = (1 2)(3 4). Demuestre que
|Cs,(0)] = 8(n — 4)L.

Solucién: Supongamos que 7 € Cg, (o), es decir 707~
expresion en ciclos disjuntos, tenemos

(r(1) 7(2))(7(3) 7(4)) = (1 2)(3 4)
Debemos contar las posibles permutaciones 7 que cumplen esta igualdad. 7(1)
tiene 4 valores posibles y para cada uno de esos valores 7(2) estd determinado y
7(3) tiene 2 valores posibles. En total hay 8 formas de elegir 7(1), 7(2), 7(3), 7(4).
Ademas, tenemos (n — 4)! maneras de permutar {5,...n}, obteniendo la res-
puesta pedida.

! = . Comparando las

Sea 0 = (123 45)en S5. En cada uno de los casos siguientes encuentre un
elemento 7 € S5 tal que

i) Tor =0 i) ot t=0"", i) Tor =07

Solucién: (La respuesta no es unica)

i) T=(2354), @) 7= (25)(34), i) T=(2453)

Pruebe que si H y K son subgrupos finitos de G con érdenes relativamente
primos entre si, entonces H N K = {e}.

Solucién: Sabemos que H N K es un subgrupo de G' y por lo tanto es un
subgrupo tanto de H como de K. Por el teorema de Lagrange, |H N K| divide
tanto a |H| como a |K| por lo que divide al maximo comun divisor de ambos.
Concluimos que |[HNK|=1y HN K = {e}.

Enuncie y demuestre el segundo teorema de isomorfia para grupos.

Solucién: Sea H un subgrupo de un grupo G y sea N un subgrupo normal de
G. Entonces
HN ={hn|he€ Hne N}

es un subgrupode G, HNN < H y
H/(HNN)= (HN)/N

Demostracion: Como e € H y e € N, tenemos e = ee € HN. Ahora si z,y €
HN, entonces existen hy,hy € H y ni,ny € N tales que = hiny, y = hono.
Calculemos

xy_l = h1n1 (hgng)_l

= hmm;lh;l
= hlhglng con nz € N, por la normalidad de N

= hsnz con hy € H, pues H es un grupo
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15.

16.

17.

18.

19.

Con esto verificamos que xy~! € HN y por ende HN es un subgrupo de G. Por
el ejercicio 8, H NN < H. Finalmente consideremos el homomorfismo ¢ : H —
HN/N definido por ¢(h) = hN. Para demostrar que ¢ es un epimorfismo,
sea hnN € HN/N un elemento cualquiera. Como hnN = hN, es claro que
@(h) = hnN. Finalmente, ker(p) = {h € H | AN = N} = N y por el primer
teorema de isomorfia, H/(H N N) = (HN)/N.

Enuncie y demuestre el tercer teorema de isomorfia para grupos.

Solucién: Sea ¢ : G — G’ un epimorfismo con ker(p) = K. Si N' <9 Gy
N ={g€ G| p(g) € N'} es la preimagen de N, entonces G/N = G'/N'.

Demostracién: Sea G — G'/N' definido por ¥(g) = ¢(g)N'. Es claro que 1 es
un epimomorfismo pues es la composici’on de ¢ con el epimorsfismo canénico
de G' en G'/N’. Ademés ker(¢) = {g € G | p(g) € N'} = N y por el primer
teorema de isomorfia, G/N = G'/N'.

Sea G un grupo finito, H un subgrupo de G y N < G. Pruebe que si |H| y
|G : N] son relativamente primos entonces H < N.

Solucién: Sabemos que [G : N] =[G : HN][HN : N]. Por el segundo teorema
de isomorfia, HN/N = H/(H N N) de manera que [HN : N] divide a |H| y a
|G : N] y como estos son relativamente primos, tenemos [HN : N] = 1 y en
consecuencia H < N.

Si G es un grupo y N < G es tal que G/N es abeliano, entonces

aba bt e N Va,beG.

Solucién: Sean a,b € G. Como G/N es abeliano, tenemos que aNbNa ' Nb™*N =
N, es decir aba='b='N = N por lo que aba='b~! € N.

Si G es un grupoy N < G es tal que
aba bl € N Va,be G,

entonces G/N es abeliano.

Solucién: Sean aN,bN € G/N. Entonces aba™*'b"'N = Ny bNaN = aba='b"'baN =
abN = aNbN de manera que G/N es abeliano.

Si G es un grupo, N I G y g € G tiene orden finito n, demuestre que el orden

de Ng € G/N divide a n.

Solucién: Observemos que (Ng)" = Ng" = Ne y usemos el siguiente resultado
mas general para demostrar lo pedido.

Lema: En un grupo cualquiera, si g" = e, entonces o(g) divide a n.



20.

21.

22.

Demostracién: Sea m = o(g). Por el algoritmo de divisién, n = mgq + r con
0 < r < m. Notemos que g" = ¢g"™% = ¢"(¢g™)~% = e. Pero m es el menor
entero positivo con esta propiedad de manera que r = 0, probando que m
divide a n.

Sig: G — G es un epimorfismo y N < G, demuestre que ¢(N) < G'.

Solucién: Sea ¢’ € G'. Como ¢ es epimorfismo, existe g € G con p(g) = ¢'.

Entonces g'o(N)(g') ™" = ¢(gNg™!) = o(N).
Demuestre que si G es un grupo de orden 35, entonces es ciclico.

Solucién: Por el teorema de Cauchy, G tiene elementos de orden 5 y 7. Digamos
que g,h € G son tales que o(g) = 5y o(h) = 7. Demostremos que H = (h)
es el unico subgrupo de G de orden 7 y por lo tanto es normal. Supongamos
que & € G es un elemento de orden 7. Consideremos los elementos h'k’ con
0 < i,5 < 7. Como hay solamente 35 elementos en G, estos 49 no pueden
ser todos diferentes. Supongamos que h'k* = h2k72 con (i1, j1) # (i2, j2). Si
j1 = ja, entonces h'* = h*? de manera que i; = i, contradiciendo la suposicién.
Podemos entonces suponer que j; < jo. Como 0 < jo — 71 < 7, existe m € Z tal
que (jo —j1)m =1 mébd 7. Tenemos:

k= (k»jZ_jl)m — (hh—iz)m cH

Hemos demostrado que H < G. Supongamos ahora que ghg~! = h, es decir
gh = hig. Como ¢° = 1, tenemos h = ¢°h = g*hig = --- = hi’ ¢° = h” y por lo
tanto i° =1 mdd 7. Pero por el pequeiio teorema de Fermat i =1 mdd 7 de
manera que ¢ = 1 méd 7'y gh = hg. Podemos entonces ver que o(gh) = 35y

G = (gh)

Construya un grupo no abeliano de orden 21.

Solucién: Observemos primero que un grupo de orden 21 necesariamente tiene
un subgrupo normal de orden 7 (argumento andlogo al ejercicio anterior) y otro
subgrupo de orden 3. Este tltimo no puede ser normal pues de otra manera el
grupo completo serfa abeliano. Digamos que g,h € G son tales que o(g) = 3y
o(h) = 7. Supongamos ahora que ghg™' = h’, es decir gh = h'g (con i # 1).
Como ¢* = 1, tenemos h = ¢3h = h'" y por lo tanto i* = 1 méd 7. Es decir
i =2 o011 =4 (resolviendo la congruencia). Podemos presentar un ejemplo como

{(a,b|a” =b*=1,bab™! = a?)

Para mostrar el grupo de forma concreta, consideremos las permutaciones (123456 7)

v (23 5)(4 76). El grupo generado por estas dos permutaciones cumple las con-
diciones.



23. Demuestre que un grupo de orden 99 tiene un subgrupo normal no trivial.

Solucion: El argumento del ejercicio 21 se adapta directamente a esta nueva
situacion.

24. Si G es un grupo y A, B son subgrupos, demuestre que el subconjunto AB C G

|Al|B

ANB’

Solucidén: Para que el enunciado tenga sentido supongamos que AN B es finito.
Si no queremos suponer eso, podemos reescribir la ecuacién como

AB|[AN B = |A||B

Consideremos X = ANB <Gy f:Ax B — AB definida por f(a,b) = ab.
Notemos que si ab = a;b, entonces a 'a; = bb;* = 2 € X y podemos escribir
a; = ax, by = x7'b. Concluimos que

f(ab) = {(ax, 27 'b)|z € X}.

tiene cardinalidad

Como este iltimo conjunto es equinumeroso con X para todo ab € AB, tenemos
la igualdad de cardinalidades buscada. (En realidad esta tltima afirmacién me
parece intuitivamente correcta pero no sé cémo demostrarla).

25. Usando el hecho que todo grupo de orden 9 es abeliano, demuestre que todo
grupo de orden 99 es abeliano.

Solucién: Sea GG un grupo de orden 99 y N un subgrupo normal de orden
11 (ejercicio 23). Consideremos el homomorfismo canénico ¢ : G — G/N.
Como G/N es un grupo de orden 9, y aceptamos que por ello es abeliano,
tiene un subgrupo normal K de orden 3. Por el teorema de correspondencia
¢ '(K) = H es un subgrupo normal de G que tiene indice 3. Argumentando
de forma andloga al ejercicio 21, este grupo de orden 33 es abeliano y por
ende ciclico. Ahora escribamos H = (h) y supongamos que g € G. Queremos
demostrar que gh = hg para que tengamos H C Z(G).

Tenemos ghg~' = h, es decir gh = h'g (i es relativamente primo con 33 pues h’
tiene orden 33). Como ¢% = 1, tenemos h = ¢?h = h” y por lo tanto i = 1
méd 33. Pero por el teorema de Euler i2° = 1 méd 33 de manera que i = 1
mod 33 y gh = hg. Usando el ejercicio 9 que demostraba que si el cociente con
el centro es ciclico, el grupo es abeliano, estamos listos.

26. Demuestre que si G es un grupo de orden p? con p un nimero primo, entonces G
es abeliano. Ayuda: Primero demuestre que |Z(G)| > 1y luego use el ejercicio
9.

Solucién: Supongamos que x € GG y consideremos la clase de conjugacion de z
en (G, es decir el conjunto

[z] = {gzg7" | g € G}

7



Consideremos ademas el subgrupo de los elementos de G' que conmutan con =z,
es decir
H={geG|gzg" =}

Afirmamos que f : G/H — [z] definido por f(gH) = grg~' es una biyeccién.

Veamos primero que esta bien definida. Si ¢’ = gh es otro representante de la
clase gH, entonces

g’xg'_l _ ghIL‘h_lg_l — gxg_1
La epiyectividad de f es inmediata por la definicién de [z]. Ahora supongamos
que f(gH) = f(¢'H). Entonces grg~' = ¢g’zg’~! por lo que g7'¢' € Hy gH =
¢ H. Esto comprueba la inyectividad de f.

Con esto estamos listos para demostrar que |Z(G)| > 1. El grupo G se descom-
pone en clases de conjugacién que por lo que hemos visto, pueden tener 1 o p
elementos. Al menos una de las clases tiene 1 elemento (la clase de la identidad),
pero el orden del grupo es divisible por p de manera que hay otras clases de
tamano 1. Si |[z]| = 1, entonces z € Z(G). Concluimos que |Z(G)| > 1.

Ahora el orden del cociente G/Z(G) puede ser 1 o p. Si es 1, estamos listos. Si
es p, podemos usar el ejercicio 9 para demostrar que G es abeliano, lo que es
una contradiccién y por lo tanto G = Z(G) es abeliano.

27. Sea S es un conjunto finito y f : S — S una funcién inyectiva.

a) Demuestre que existe n € N tal que fo fo---o f =ig (la funcién identi-
—_—
n veces
dad).
b) Si S tiene m elementos, encuentre un valor de n que sirva para todas las
posibles funciones f.

c) Si S tiene 10 elementos, encuentre f tal que el menor valor de n que sirve
sea maximal.

Solucion: Para simplificar la notacién, usaremos f" para representar la com-
posicion de f consigo misma n veces.

a) Como S es un conjunto finito, solo existe un nimero finito de posibles
funciones de S en S. Entonces las funciones f, f?, f3,... no pueden ser
todas diferentes y deben existir nyny tales que f™ = f"2. Como f es una
funcién inyectiva, sabemos que fog = foh = g = h. Repitiendo esta
“cancelacion” ny veces tenemos tg = f™7" y n = ny — ny cumple lo
pedido.

b) Como S es un conjunto finito, las funciones inyectivas de S en S también

son sobreyectivas y por lo tanto forman el grupo de permutaciones de S.
Como el orden del grupo es m!, éste es un valor que sirve siempre.



¢) Una permutacién de 10 elementos de orden maximal es (1,2)(3,4,5)(6,7,8,9, 10)
que tiene orden 30.

28. Sea H < G un subgrupo normal de un grupo G. Si H es ciclico, demuestre que
todo subgrupo de H es normal en G.

Solucién: Supongamos que H es un subgrupo ciclico, normal en GG. Veamos que
un subgrupo de H esta completamente determinado por su orden. Recordemos
que por el Teorema de Lagrange, el orden de un subgrupo divide al orden del
grupo.

Si k divide al orden de H, entonces K = {h € H | h¥ = 1} es el tnico
subgrupo de H de orden k. Para demostrar esta afirmacion, veamos primero
que efectivamente K es un subgrupo de H. (Considerando la conmutatividad
es claro que el producto de dos elementos en K esta en K. El inverso es ain
més directo.)

Para verificar que el orden de K es k, consideremos un generador de H, digamos
h y supongamos que el orden de H es n. Entonces h! € K si y solo si (h)F =1,
es decir (k es divisible por n. En otras palabras, h! € K si y solo si [ es divisible
por 2. Concluimos que K = (k) tiene orden k.

Ahora supongamos que g € G. Entonces gKg=' C H pues H es normal en
G. Como K es el tinico subgrupo de H de orden k, tenemos gKg ! = K y
concluimos que K es normal en G.

29. Demuestre que la normalidad no es transitiva, es decir encuentre un grupo G
con un subgrupo normal H que a su vez tenga un subgrupo normal K, pero
que K no sea normal en G. En simbolos, K < H < G pero K 4 G.

Solucién: Un ejemplo podria ser Dy = {1,7,72, 1% s,rs,7%s,73s | srs = r3}.

El subgrupo H = {1,72,s,7%s} es normal en D, y el subgrupo K = {1, s} es
normal en H pero K no es normal en G.



