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Prefacio

This text is intended for a one or two-semester undergraduate course in ab-
stract algebra. Traditionally, these courses have covered the theoretical aspects
of groups, rings, and fields. However, with the development of computing in
the last several decades, applications that involve abstract algebra and discrete
mathematics have become increasingly important, and many science, engineer-
ing, and computer science students are now electing to minor in mathematics.
Though theory still occupies a central role in the subject of abstract alge-
bra and no student should go through such a course without a good notion
of what a proof is, the importance of applications such as coding theory and
cryptography has grown significantly.

Until recently most abstract algebra texts included few if any applications.
However, one of the major problems in teaching an abstract algebra course
is that for many students it is their first encounter with an environment that
requires them to do rigorous proofs. Such students often find it hard to see the
use of learning to prove theorems and propositions; applied examples help the
instructor provide motivation.

This text contains more material than can possibly be covered in a single
semester. Certainly there is adequate material for a two-semester course, and
perhaps more; however, for a one-semester course it would be quite easy to
omit selected chapters and still have a useful text. The order of presentation
of topics is standard: groups, then rings, and finally fields. Emphasis can be
placed either on theory or on applications. A typical one-semester course might
cover groups and rings while briefly touching on field theory, using Chapters 1
through 6, 9, 10, 11, 13 (the first part), 16, 17, 18 (the first part), 20, and 21.
Parts of these chapters could be deleted and applications substituted according
to the interests of the students and the instructor. A two-semester course
emphasizing theory might cover Chapters 1 through 6, 9, 10, 11, 13 through
18, 20, 21, 22 (the first part), and 23. On the other hand, if applications
are to be emphasized, the course might cover Chapters 1 through 14, and 16
through 22. In an applied course, some of the more theoretical results could be
assumed or omitted. A chapter dependency chart appears below. (A broken
line indicates a partial dependency.)
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Though there are no specific prerequisites for a course in abstract algebra,
students who have had other higher-level courses in mathematics will generally
be more prepared than those who have not, because they will possess a bit
more mathematical sophistication. Occasionally, we shall assume some basic
linear algebra; that is, we shall take for granted an elementary knowledge of
matrices and determinants. This should present no great problem, since most
students taking a course in abstract algebra have been introduced to matrices
and determinants elsewhere in their career, if they have not already taken a
sophomore or junior-level course in linear algebra.

Exercise sections are the heart of any mathematics text. An exercise set
appears at the end of each chapter. The nature of the exercises ranges over
several categories; computational, conceptual, and theoretical problems are
included. A section presenting hints and solutions to many of the exercises
appears at the end of the text. Often in the solutions a proof is only sketched,
and it is up to the student to provide the details. The exercises range in
difficulty from very easy to very challenging. Many of the more substantial
problems require careful thought, so the student should not be discouraged if
the solution is not forthcoming after a few minutes of work.

There are additional exercises or computer projects at the ends of many of
the chapters. The computer projects usually require a knowledge of program-
ming. All of these exercises and projects are more substantial in nature and
allow the exploration of new results and theory.

Sage (sagemath.org) is a free, open source, software system for advanced
mathematics, which is ideal for assisting with a study of abstract algebra.
Sage can be used either on your own computer, a local server, or on CoCalc
(cocalc.com). Robert Beezer has written a comprehensive introduction to Sage


http://sagemath.org
https://coclac.com

viii

and a selection of relevant exercises that appear at the end of each chapter,
including live Sage cells in the web version of the book. All of the Sage code
has been subject to automated tests of accuracy, using the most recent version
available at this time: Sage Version 8.0 (released 2017-07-21).
Thomas W. Judson
Nacogdoches, Texas 2016
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1

Preliminares

Se requiere una cierta madurez matematica para encontrar y estudiar aplica-
ciones del dlgebra abstracta. Un conocimiento bésico de teoria de conjuntos,
induccion matemética, relaciones de equivalencia y matrices es necesario. Atun
mas importante es la habilidad de leer y entender demostraciones matemati-
cas. En este capitulo resumiremos los prerrequisitos necesarios para un curso
de algebra abstracta.

1.1 Una Breve Nota sobre Demostraciones

La matematica abstracta es diferente de otras ciencias. En las ciencias de labo-
ratorio como quimica y fisica, los cientificos hacen experimentos para descubrir
nuevos principios y verificar teorias. Si bien las matemaéticas estan frecuente-
mente motivadas por experimentos fisicos o simulaciones computacionales, se
hacen rigurosas mediante el uso de argumentos logicos. Al estudiar matemaéti-
cas abstractas, usamos lo que se llama el método axiomatico; es decir, tomamos
una coleccién de objetos S y suponemos ciertas reglas sobre su estructura. Es-
tas reglas se llaman axtiomas. Usando los axiomas para S, queremos deducir
otra informacién sobre S usando argumentos l6gicos. Requerimos que nuestros
axiomas sean consistentes; es decir, no debiesen contradecirse entre ellos. Tam-
bién exigimos que no haya demasiados axiomas. Si un sistema de axiomas es
demasiado restrictivo, habra muy pocos ejemplos de la estructura matematica.

Un enunciado en logica o matemaéticas es una afirmaciéon o frase, en
lenguaje natural o usando simbologia matematica, que es verdadera o falsa.
Considere los siguientes ejemplos:

e 3+56—13+8/2.
e Todos los gatos son negros.

2+3=5.

e 2x =6 siysolosixz=4.
o Ifax? +bx+c=0ya#0, then

v —b+Vb% — dac
- 2a '

o 23 —4z% + 5z — 6.
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Todos salvo el primero y el dltimo son enunciados, y deben ser verdaderos o
falsos.

Una demostracion matemdtica no es mas ni menos que un argumento
convincente de la veracidad de un enunciado. Un tal argumento debiese con-
tener suficiente detalle para convencer a la audiencia; por ejemplo podemos
ver que el enunciado “2z = 6 si y solo si x = 4” es falso evaluando 2 - 4 y no-
tando que 6 # 8, un argumento que satisfacera a cualquiera. Por supuesto, las
audiencias son muy diversas: demostraciones pueden estar dirigidas a otro es-
tudiante, a un profesor, o al lector de un escrito. Si se presenta méas detalle del
necesario en una demostracion, ésta puede ser muy larga o incluso confusa. Si
se omiten demasiados detalles, el argumento puede no ser convincente. Es im-
portante tener en cuenta la audiencia al escribir la demostracion. Estudiantes
de secundaria requeririn mucho més detalles que estudiantes de post-grado.
Una buena regla de oro en un curso introductorio de algebra abstracta es que
la demostraciéon debiese ser escrita pensando en los companeros de uno, sean
estos otros estudiantes o sean lectores del texto.

Examinemos distintos tipos de enunciados. Un enunciado puede ser tan
simple como “10/5 = 2;” pero, los matematicos usualmente estan interesados
en enunciados mas complejas tales como “Si p, entonces ¢,” donde p y g son a
su vez enunciados. Si cierto enunciado es conocido o suponemos que es cierto,
queremos saber lo que podemos decir sobre otros enunciados. Acéa p se llama
hipdtesis y q se conoce como conclusion. Considere el siguiente enunciado:
Siar?+br+c=0yas#0, entonces

—b 4+ Vb? — 4ac
r=—
2a
La hipotesis es que az? + bz + ¢ = 0y a # 0; la conclusion es
—b+ b2 — 4dac
r=———.
2a

Note que el enunciado no dice nada sobre si la hipotesis es verdadera o no. Pero,
si el enunciado completo es verdadero y podemos mostrar que ax? + bx + ¢ =
0 con a # 0 es verdadero, entonces la conclusion debe ser verdadera. Una
demostracion de este enunciado puede ser simplemente una serie de ecuaciones:

ar? +bx+c=0

b
x2+fx

a
S G S U
. ax 2a "\ 2a a

x+£ 2_b2—4ac
2 )  4a?

+vb? — 4dac

r+ — =
2a 2a
—b+ Vb? — dac
r=
2a

Si podemos demostrar la veracidad del enunciado, entonces el enunciado
se llama proposicién. Una proposiciéon de mayor importancia se llama Teo-
rema. A veces, en lugar de demostrar un teorema o proposiciéon de una sola
vez, descomponemos la demostracion en modulos; es decir, demostramos varias
proposiciones auxiliares, que se llaman Lemas, y usamos los resultados de es-
tas proposiciones para demostrar el resultado principal. Si podemos demostrar
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una proposiciéon o teorema, frecuentemente podremos obtener resultados rela-
cionados con muy poco esfuerzo adicional, estos se llaman Corolarios.

Algunas Advertencias y Sugerencias

Existen diversas estrategias para demostrar proposiciones. Ademés de usar
diferentes métodos de demostraciéon, los estudiantes suelen cometer errores
comunes cuando recién comienzan a demostrar teoremas. Para ayudar a los
estudiantes primerizos de matemaéticas abstractas, listamos aca algunas de las
dificultades que pueden encontrar y algunas de las estrategias a su disposicion.
Es una buena idea volver a mirar esta lista como recordatorio. (Otras técnicas
de demostracion apareceran a lo largo de este capitulo y en el resto del texto.)

e Un teorema no puede ser demostrado con un ejemplo; pero, el método
estandar para demostrar que una proposiciéon no es verdadera, es dar un
contraejemplo.

e Los cuantificadores son importantes. Palabras y frases como unico, para
todos, para cada, y para algin tienen significados diferentes.

e Nunca suponga una hipotesis que no se da explicitamente en un teorema.
No puede dar cosas por sabidas.

e Supongamos que quiere mostrar que un objeto existe y es unico. Primero
muestre que el objeto realmente existe. Para demostrar que es tunico,
supongamos que hay dos tales objetos, digamos r y s, y después de-
muestre que 7 = s.

e A veces es méas facil demostrar el contrapositivo de una proposicion.
Demostrar la proposicién “Si p, entonces ¢” es exactamente lo mismo que
demostrar la proposiciéon “Si no ¢, entonces no p.”

e Si bien usualmente es mejor encontrar una demostracion directa de un
teorema, esto puede ser dificil. Podria ser mas facil suponer que el teo-
rema que esta tratando de demostrar es falso, y esperar que a lo largo de
su argumento se vea obligado a deducir un enunciado que no pueda ser
verdadero.

Recuerde que uno de los objetivos principales de las mateméaticas superiores
es demostrar teoremas. Los teoremas son herramientas que permiten nuevas
y productivas aplicaciones de las matemaéticas. Usamos ejemplos para ilus-
trar teoremas existentes y para incentivar el desarrollo de la intuicion sobre la
razon de la posible veracidad de nuevos teoremas. Aplicaciones, ejemplos y de-
mostraciones estan fuertemente interconectados—mucho mas de lo que puede
parecer en primera instancia.

1.2 Conjuntos y Relaciones de Equivalencia

Teoria de Conjuntos

Un conjunto es una coleccion bien-definida de objetos; es decir, esté definida
de manera que para un objeto x cualquiera, podamos determinar si x pertenece
o no al conjunto. Los objetos que pertenecen al conjunto se llaman elementos
o miembros. Denotaremos los conjuntos por letras mayusculas, tales como A
0 X; si a es un elemento del conjunto A, escribimos a € A.

Un conjunto usualmente se define ya sea listando todos los elementos que
contiene entre un par de llaves o indicando la propiedad que determina si un
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objeto = pertenece o no al conjunto. Podemos escribir
X ={x1,22,...,2,}
para un conjunto que contiene los elementos z1,xs2,...,2, 0
X = {z : z satisface P}

si cada x en X satisface cierta propiedad P. Por ejemplo, si E es el conjunto
de enteros pares positivos, podemos describir F escribiendo ya sea

E={2,4,6,...} o E={x:xesunenteropary z>0}.

Escribimos 2 € E cuando queremos decir que 2 esté en el conjunto E, y —3 ¢ E
para decir que —3 no esta en el conjunto E.

Algunos de los conjuntos més importantes que consideraremos son los sigu-
ientes:

N = {n : n es un namero natural} = {1,2,3,...};
Z ={n:nesunentero} ={...,-1,0,1,2,...};
Q = {r : r es un namero racional} = {p/q : p,q € Z con q # 0};
R = {z :  es un ntmero real};

C = {2z : z es un namero complejo}.

Podemos encontrar varias relaciones entre conjuntos y realizar operaciones
entre ellos. Un conjunto A es un subconjunto de B, denotado A C B o
B D A, si todo elemento de A también es un elemento de B. Por ejemplo,

{4,5,8} C {2,3,4,5,6,7,8,9}

NcZcQcRcC.

Trivialmente, todo conjunto es subconjunto de si mismo. Un conjunto B es
un subconjunto propio de un conjunto A si B C A pero B # A. Si A no es
un subconjunto de B, escribimos A ¢ B; por ejemplo, {4,7,9} ¢ {2,4,5,8,9}.
Dos conjuntos son tguales, escrito A = B, si contienen los mismos elementos.
Esto es equivalente a que A C By B C A.

Es conveniente tener un conjunto sin elementos. Este conjunto se llama
conjunto vacio y se denota por (). Notemos que el conjunto vacio es un
subconjunto de todo conjunto.

Para construir conjuntos nuevos a partir de otros conjuntos, podemos re-
alizar ciertas operaciones: la union AU B de dos conjuntos A y B se define
como

AUB={z:z€ Aox € B};

la interseccion de A y B se define como
ANB={z:x € Ayux € B}.
Si A={1,3,5} y B={1,2,3,9}, entonces
AUB={1,2,3,59} y ANnB=/{1,3}.

Podemos considerar la uniéon y la intersecciéon de mas de dos conjuntos. En
este caso escribimos

CJAi:Alu...UAn

i=1
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ﬁAi:Alﬁ...ﬂAn
i=1

para la unién e interseccion, respectivamente de los conjuntos Ai,...,A,.
También se pueden definir la unién y la intersecciéon de una coleccién infinita
(o arbitraria) de conjuntos. Si S = {A; : i € T}, entonces

US: UAi:{x:xeAi para algin A; € S}
ieT
ﬂSz ﬂAiz{x:xeAi para todo A; € S}
ieT
para la union e interseccion, respectivamente, de los conjuntos en S indexados
por 7.

Cuando dos conjuntos no tienen elementos en comun, se dice que son dis-
Juntos; por ejemplo, si P es el conjunto de los enteros pares e I es el conjunto
de los enteros impares, entonces P e I son disjuntos. Dos conjuntos A y B son
disjuntos precisamente cuando AN B = (.

En ocasiones trabajaremos con un conjunto fijo U, llamado conjunto uni-

versal. Para cualquier conjunto A C U, podemos definir el complemento de
A, denotado por A’, como el conjunto

A'={z:ze€Uyuz¢ A}
Definimos la diferencia de dos conjuntos A y B como
A\B=ANB ={z:x€ Ayx ¢ B}.
Ejemplo 1.1. Sea R el conjunto universal y supongamos que
A={zeR:0<2<3} y B={zreR:2<z<4}.
Entonces

ANB={zeR:2<z<3}

AUB={zeR:0<z <4}

A\B={reR:0< 2 <2}
A={zeR:z<00x >3}

Proposicion 1.2. Sean A, B, y C conjuntos. Entonces
1. AUA=A ANA=A, y A\ A=10;
2. AUD=AyAND=10;
3. AU(BUC)=(AUB)UC yANn(BNC)=(ANnB)NC;
4. AUB=BUAyANB=BNA;
5. AU(BNC)=(AUuB)N(AUC);

6. AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
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DEMOSTRACION. Demostraremos (1) y (3) y dejaremos las demostraciones de
los demas resultados como ejercicios.

(1) Observe que

AUA={z:z € Aoz c A}
={z:z€ A}
=A

ANA={z:z€Ayzec A}
={z:z€ A}
= A

Ademés, A\A=ANA =10.
(3) Para conjuntos A, B,y C,

Au(BUC)=AU{z:x€Boxze(C}
={r:x€AozxeB, oxeC}
={r:x€AoxeB}UC
=(AUB)UC.

Un argumento similar demuestra que AN (BNC)=(ANnB)NC. O

Teorema 1.3 (Leyes de De Morgan). Sean A y B conjuntos. Entonces
1. (AuB)Y =A'NnB;
2. (AnB)Y =A"UPB.

DEMOSTRACION. (1) Si AU B = (), entonces el teorema es inmediato pues
tanto A como B son el conjunto vacio. De otra manera, debemos mostrar que
(AUB)Y c AAnB'y (AUB) D A'NB’. Seax € (AUB)'. Entonces x ¢ AUB.
Asi z no estd en A ni en B, por la definiciéon de la unién de conjuntos. Por
la, definicion del complemento, z € A’ y x € B’. Por lo tanto, z € A N B’ y
tenemos (AU B) c A'NB'.

Para mostrar la inclusion inversa, supongamos que z € A’ N B’. Entonces
xeAyrxeB , yasia ¢ Ayx ¢ B. Luegox ¢ AUByasiz € (AUB).
Por lo tanto, (AUB)' D A'NB’ yasi (AUB) = A'NB'.

La demostracion de (2) la dejamos como ejercicio. O

Ejemplo 1.4. Otras relaciones entre conjunto son por ejemplo,
(A\B)Nn(B\ A) = 0.
Para ver que esta es verdadera, observe que

(A\B)N(B\A)=(AnB")Nn(BNA")
=AnANBNB
0.
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Producto Cartesiano y Funciones

Dados dos conjuntos A y B, podemos definir un nuevo conjunto A x B, llamado
producto Cartesiano de Ay B, como conjunto de pares ordenados. Esto es,

Ax B={(a,b):a€ Aybe B}

Ejemplo 1.5. Si A = {z,y}, B = {1,2,3}, y C = ), entonces A X B es el
conjunto

{(2,1), (2,2), (2,3), (9, 1), (¥, 2), (y,3)}

AxC=10.
Definimos el producto Cartesiano de n conjuntos como
Ay x - x A, ={(a1,...,a,) 1 a; € A; parai=1,...,n}.

Si A=Ay = Ay =--- = A,, escribiremos A™ para A X --- x A (donde A se
escribirfa n veces). Por ejemplo, el conjunto R? consiste de todas las 3-tuplas
de nimeros reales.

Subconjuntos de A x B se llaman relaciones. Definiremos un mapeo o
funcion f C A x B de un conjunto A en un conjunto B como el tipo especial
de relacion donde (a,b) € f si para todo elemento a € A existe un dnico
elemento b € B. Otra forma de decir esto es que para cada elemento en A, f
asigna un unico elemento en B. Usualmente escribimos f: A — Bo A ENy:)
En lugar de escribir pares ordenados (a,b) € A x B, escribimos f(a) = b o
f :a— b. El conjunto A se llama dominio de f y

f(A)={f(a):ac A} C B

se llama rango o imagen de f. Podemos pensar los elementos del dominio
de una funcién como valores de entrada y los elementos del rango de la funcion
como valores de salida.

A B

Figura 1.6: Funciones y Relaciones

Ejemplo 1.7. Supongamos A = {1,2,3} y B = {a,b,c}. En la Figura 1.6
definimos las relaciones fy g de A en B. La relacion f es una funcion, pero g
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no lo es pues a 1 € A no se le asigna una tnica imagen en B; es decir, g(1) = a
y 9(1) =b.

Dada una funcion f : A — B, a veces es posible hacer una lista describiendo
lo que le hace la funcion a cada elemento especifico del dominio. Pero no todas
las funciones pueden ser descritas de esta manera. Por ejemplo, la funcion
f R — R que envia a cada nimero real en su cubo es una funciéon que debe
ser descrita escribiendo f(z) =23 o f: 2+ 3.

Considere la relacion f : Q — Z dada por f(p/q) = p. Sabemos que
1/2 = 2/4, pero es f(1/2) = 1 o 27 Esta relacion no puede ser una funciéon
pues no esta bien-definida. Una relacion esta bien-definida si a cada elemento
en el dominio se le asigna un 4nico elemento en el rango.

Si f: A — B es una funcion y la imagen de f es B, es decir, f(A) = B,
entonces f se dice sobre o sobreyectiva. En otras palabras, si para cada
b € B existe a € A tal que f(a) = b, entonces f es sobre. Una funcién es 1-1
o tnyectiva si a1 # as implica f(a1) # f(az). Equivalentemente, una funcion
es 1-1 si f(a1) = f(az2) implica a; = ag. Una funciéon que es 1-1 y sobre se
llama biyectiva.

Ejemplo 1.8. Sea f : Z — Q definida como f(n) = n/1. Entonces f es 1-1
pero no sobre. Defina g : Q — Z como ¢(p/q) = p donde p/q es un niamero
racional en su forma reducida con denominador positivo. La funcién g es sobre
pero no 1-1.

Dadas dos funciones, podemos construir una nueva funcién usando el rango
de la primera funcién como el dominio de la segunda. Sean f : A — By
g : B — C funciones. Definimos una nueva funcion, la composicion de fy g

de A en C, como (go f)(z) = g(f(x)).

Figura 1.9: Composicién de funciones

Ejemplo 1.10. Considere las funciones f : A - By g : B — C que estan
definidas en la Figura 1.9 (arriba). La composicion de estas funciones, go f :
A — C, esta definida en la Figura 1.9 (abajo).

Ejemplo 1.11. Sean f(z) = 2% y g(z) = 22 + 5. Entonces

(fog)(z) = f(g(x)) = (2x + 5)* = 42 + 20z + 25
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(90 f)(z) = g(f(z)) = 2% + 5.

En general, el orden importa; es decir, en la mayoria de los casos fog # go f.

Ejemplo 1.12. A veces se cumple que fog = go f. Sean f(z) = 2% y
g(x) = ¥/x. Entonces

(fog)(w) = flg(x)) = f(Va) = (Vz)’ =2

(9o f)(@) = g(f(x)) = g(a*) = Va? = x.

Ejemplo 1.13. Dada una matriz de 2 x 2

a b
A =
(¢ )
podemos definir una funcién T4 : R? — R? como

Ta(z,y) = (az + by, cx + dy)

para (r,7) en R2. Esto en realidad es multiplicacién de matrices; es decir,

a b\ [(z\ [axr+by
c d) \y) \ex+dy)’
Funciones de R™ en R™ dadas por matrices se llaman funciones lineales o

transformaciones lineales.

Ejemplo 1.14. Supongamos que S = {1,2,3}. Definamos una funciéon 7 :
S — S como
(1) = 2, m(2) =1, m(3) = 3.

Esta es una funcion biyectiva. Una forma alternativa de escribir 7 es

( 1 2 3 ) _ (1 2 3)
m(1) 7w(2) w(3) 2 1 3)°
Para cualquier conjunto S, una funcién biyectiva = : S — S se llama per-
mutacion de S.
Teorema 1.15. Sean f: A— B, g: B— C, yh:C — D. Entonces
1. La composicion de funciones es asociativa; es decir, (hog)o f = ho(gof);
2. Si f y g son ambas 1-1, entonces la funcion go f es 1-1;
3. Si f y g son ambas sobre, entonces la funcion go f es sobre;
4. Si f y g son ambas biyectivas, entonces la funcion go f es biyectiva;

DEMOSTRACION. Demostraremos (1) y (3). La parte (2) se deja como ejercicio.
La Parte (4) es consecuencia directa de (2) y (3).
(1) Debemos mostrar que

ho(gof)=(hog)of.

Para a € A tenemos

(ho(gof))a) =h((go f)(a))
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(3) Supongamos que f y g son ambas sobreyectivas. Dado ¢ € C, debemos
mostrar que existe a € A tall que (g o f)(a) = g(f(a)) = ¢. Pero, como g
es sobre, existe b € B tal que g(b) = ¢. Similarmente, existe a € A tal que
f(a) = b. Por ende,

(g0 f)la) = g(f(a)) = g(b) = c. O

Si S es cualquier conjunto, usaremos idg o id para denotar a la funcion
identidad de S en si mismo. Definimos esta funcion como id(s) = s para todo
s € S. Una funcion g : B — A es una funcion inversa de f : A — B si
go f=1iday fog=1idp; en otras palabras, la funcién inversa de una funcién
simplemente “deshace” lo que hace la funcién. Una funcién se dice invertible
si tiene una inversa. Usualmente escribimos f~! para la inversa de f.

Ejemplo 1.16. La funcién f(z) = 3 tiene inversa f~'(z) = ¢z por el
Ejemplo 1.12.

Ejemplo 1.17. El logaritmo natural y la funcién exponencial, f(z) = lnx y
f~1(x) = e®, son inversas, la una de la otra, con tal de que seamos cuidadosos
en la eleccion de los dominios. Observe que

FHf@) = fH(ne) =" =2

siempre que la composicion tenga sentido.

Ejemplo 1.18. Supongamos que
31
A= .
G 2)
Entonces A define una funcion de R2 en R? como

Podemos encontrar la funcién inversa de T4 simplemente invirtiendo la matriz
A; es decir, T;l =T4-1. En este ejemplo,

2 -1
A7 = (—5 3 > ;
luego, la funcién inversa estd dada por
Ty (z,y) = (22 —y, =5z + 3y).
Es facil verificar que
Tyt oTalw,y) =Tao Ty (z,y) = (2,y).
No toda funcioén tiene inversa. Si consideramos la funcion

Tp(x,y) = (3z,0)
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3 0
B =
o o)

una funcion inversa tendria que ser de la forma

dada por la matriz

Tg'(z,y) = (az + by, cx + dy)
y
(z,y) =T o Ty (z,y) = (3azx + 3by,0)
para todo x e y. Claramente esto es imposible pues y podria no ser 0.

Ejemplo 1.19. Dada la permutacion

(123
“\2 31

en S = {1,2,3}, es facil ver que la permutacion definida por

7T_1_123
“\3 1 2

es la inversa de w. De hecho, toda funcién biyectiva posee una inversa, como
veremos en el proximo teorema.

Teorema 1.20. Una funcion es invertible si y solo si es biyectiva.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que f : A — B es invertible con inversa
g: B — A. Entonces go f = id es la funcion identidad; es decir, g(f(a)) = a.
Si ai,az € A con f(a1) = f(az), entonces a1 = g(f(a1)) = g(f(a2)) = as.
Asi, f es 1-1. Ahora supongamos que b € B. Para mostrar que f es sobre, es
necesario encontrar a € A tal que f(a) = b, pero f(g(b)) = b con g(b) € A. Sea
a = g(b).

Reciprocamente, sea f una funcién biyectiva y sea b € B. Como f es sobre,
existe a € A tal que f(a) = b. Como f es 1-1, a es unico. Defina g como
g(b) = a. Hemos construido la inversa de f. O

Relaciones de Equivalencia y Particiones

Una nocion fundamental en matemaéticas es la de igualdad. Podemos gen-
eralizar la igualdad por medio de las relaciones de equivalencia y las clases
de equivalencia. Una relacion de equivalencia en un conjunto X es una
relacion R C X x X tal que

e (z,x) € R para todo € X (propiedad refleja);
e (z,y) € R implica (y,z) € R (propiedad simétrica);
e (z,y) vy (y,2) € R implica (z, z) € R (propiedad transitiva).

Dada una relaciéon de equivalencia R en un conjunto X, usualmente escribire-
mos x ~ y en lugar de (z,y) € R. Si la relacién de equivalencia ya tiene
asociada una notacién como =, =, o =, usaremos esa notacion.

Ejemplo 1.21. Sean p, q, 7, y s enteros, con q y s distintos de cero. Definimos
p/q ~ r/s si ps = gr. Claramente ~ es refleja y simétrica. Para mostrar que
también es transitiva, supongamos que p/q ~ r/sy r/s ~ t/u, con q, s, y u
todos distintos de cero. Entonces ps = qr y ru = st. Por lo tanto,

psu = qru = qst.

Como s # 0, pu = gt. Asi, p/q ~ t/u.
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Ejemplo 1.22. Supongamos que f y ¢ son funciones diferenciables en R.
Podemos definir una relaciéon de equivalencia en el conjunto de tales funciones
definiendo f(x) ~ g(z) si f'(z) = ¢’(x). Es claro que esta relacion es refleja
y simétrica. Para demostrar la transitividad, supongamos que f(z) ~ g(x) y
g(z) ~ h(z). De calculo sabemos que f(z) — g(x) = ¢1 y g(z) — h(z) = co,
donde c; y ¢2 son ambos constantes. Luego,

y f'(x) — W' (z) = 0. Por lo tanto, f(x) ~ h(z).

Ejemplo 1.23. Para (z1,71) ¥ (22,2) en R?, definamos (z1,y1) ~ (72,%2) si
23 +y} = 23 + y3. Entonces ~ es una relaciéon de equivalencia en R?.

Ejemplo 1.24. Sean A y B matrices de 2 X 2 con coeficientes reales. Podemos
definir una relaciéon de equivalencia en el conjunto de la matrices de 2 x 2,
diciendo que A ~ B si existe una matriz invertible P tal que PAP~! = B.

Por ejemplo, si
1 2 ~18 33
A= (—1 1) and B = (—11 20)’

entonces A ~ B pues PAP~! = B para

()

Sea I la matriz identidad de 2 X 2; es decir,

()

Entonces IAI—! = T AI = A; por lo tanto, la relacion es refleja. Para demostrar
simetria, supongamos que A ~ B. Entonces existe una matriz invertible P tal
que PAP~! = B. Asi

A=P'BP=pP'B(P1)"L

Finalmente, supongamos que A ~ By B ~ C. Entonces existen matrices Py
Q tales que PAP™!' = By QBQ~' = C. Como

C=QBQ ™' =QPAP™'Q™" = (QP)A(QP)™},

la relacion es transitiva. Dos matrices equivalente de esta forma se dicen sim-
tlares.

Una particion P de un conjunto X es una colecciéon de conjuntos no
vacios X1, Xo,... tales que X; N X; = 0 para ¢ # jy U, X = X. Sea
~ una relacién de equivalencia en un conjunto X y sea x € X. Entonces
[z] ={y € X : y ~ z} se llama clase de equivalencia de x. Veremos que
una relacion de equivalencia da lugar a una particion via clases de equivalencia.
Ademas, si tenemos una particion de un conjunto, entonces existe una relacion
de equivalencia subyacente, como demuestra el teorema siguiente.

Teorema 1.25. Dada una relacion de equivalencia ~ en un conjunto X, las
clases de equivalencia de X forman una particion de X. Reciprocamente, si
P ={X;} es una particion de un conjunto X, entonces existe una relacion de
equivalencia en X con clases de equivalencia X;.
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DEMOSTRACION. Supongamos que existe una relacion de equivalencia ~ en el
conjunto X. Para cualquier z € X, la propiedad refleja muestra que x € [x]
de manera que [z] no es vacio. Claramente X = J,.y[z]. Sean z,y € X.
Debemos probar que ya sea [z] = [y] o [¢] N [y] = 0. Supongamos que la
interseccion de [z] y [y] no es vacia y que z € [z]N[y]. Entonces z ~xy z ~ y.
Por simetria o por transitividad = ~ y; luego, [z] C [y]. Similarmente, [y] C [z]
y asi [z] = [y]. Por lo tanto, dos clases de equivalencia pueden ser disjuntas o
exactamente la misma.

Reciprocamente, supongamos que P = {X;} es una particiéon de un con-
junto X. Definamos que dos elementos son equivalentes si y solo si estan en
el mismo conjunto de la particién. Claramente, la relacion es refleja. Si x esta
en el mismo conjunto que y, entonces y esta en el mismo conjunto que z, asi
x ~ y implica y ~ x. Finalmente, si x estd en el mismo conjunto que y e y
estd en el mismo conjunto que z, entonces x debe estar en el mismo conjunto
que z, por lo que tenemos transitividad. O

Corolario 1.26. Dos clases de equivalencia en una relacion de equivalencia
ya sea son disjuntas o son iguales.

Examinemos algunas de las particiones dadas por las clases de equivalencia
de los tltimos ejemplos.

Ejemplo 1.27. En la relacion de equivalencia del Ejemplo 1.21, dos pares
de enteros, (p,q) v (r,s), estan en la misma clase de equivalencia cuando se
reducen a la misma fracciéon reducida.

Ejemplo 1.28. En larelacion de equivalencia en el Ejemplo 1.22; dos funciones
f(z) y g(x) estan en la misma clase cuando difieren por una constante.

Ejemplo 1.29. Hemos definido una clase de equivalencia en R? por (z1,y;) ~
(w2,y2) si 22 +y3 = 23 + y3. Dos pares de ntimeros reales estdn en la misma
clase cuando representan puntos en una misma circunferencia centrada en el
origen.

Ejemplo 1.30. Sean r y s dos enteros y supongamos que n € N. Diremos
que 7 es congruente a s modulo n, o r es congruente a s mod n, si r — s es
divisible por n; es decir, r — s = nk para algtn k € Z. En este caso escribimos
r = s (mod n). Por example, 41 = 17 (mod 8) pues 41 — 17 = 24 es divisible
por 8. Afirmamos que congruencia modulo n es una relacién de equivalencia
en Z. Ciertamente cualquier entero r es equivalente a si mismo pues r —r =0
es divisible por n. Mostraremos ahora que la relacién es simétrica. Sir = s
(mod n), entonces r —s = —(s —r) es divisible por n. Asi s —r es divisible por
ny s=r (modn). Ahora supongamos que r = s (mod n) y s = ¢ (mod n).
Entonces existen enteros k y [ tales que r — s = kn y s —t = In. Para mostrar
la transitividad, es necesario probar que r — t es divisible por n. Pero,

r—t=r—s+s—t=kn+Iln=(k+10Dn,

y asi r — t es divisible por n.
Si consideramos la relacién de equivalencia estabecida por los enteros moé-
dulo 3, entonces

...,—3,0,3,6,...},

{
M={.,-21,47...}
{...,—1,2,5,8,...}.



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Note que [0] U [1] U [2] = Z y también que los conjuntos son disjuntos. Los
conjuntos [0], [1], y [2] forman una particién de los enteros.

Los enteros moédulo n son ejemplos importantes en el estudio del algebra
abstracta y seran muy ttiles en el estudio de diversas estructuras algebraicas
tales como grupos y anillos. En nuestra discusién de los enteros moédulo n
hemos asumido un resultado conocido como algoritmo de divisién, que sera
enunciado y demostrado en el Capitulo 2.

1.3 Ejercicios
1. Supongamos que

A={z:2 €Ny zespar},
B={z:2 €Ny x es primo},
C ={z:2 €Ny z es un multiplo de 5}.

Describa cada uno de Is siguientes conjuntos.

(a) ANB (c) AUB
(b) BNC (d) AN (BUC)

2. Si A={a,b,c}, B=1{1,2,3}, C = {x}, y D =0, liste todos los elementos
en cada uno de los siguientes conjuntos.

(a) AxB (¢) Ax BxC
(b) Bx A (d) AxD

3. Encuentre un ejemplo de dos conjuntos no vacios A y B paralos que AXB =
B x A es verdadero.

4. Demuestre que AUD=Ay Anp=0.
Demuestre que AUB=BUAy ANB=BnNA.
Demuestre que AU (BNC)=(AUB)N(AUC).
Demuestre que AN (BUC) = (ANB)U(ANC).
Demuestre que A C Bsiysolosi ANB = A.

© ® I e o

Demuestre que (AN B) = A’ UB’.

10. Demuestre que AUB=(ANB)U(A\ B)U(B\ A).
11. Demuestre que (AUB) x C = (A x C)U (B x C).

12. Demuestre que (AN B)\ B = 0.

13. Demuestre que (AUB)\ B = A\ B.

14. Demuestre que A\ (BUC) = (A\ B)N(4\ ().

15. Demuestre que AN (B\C)=(ANB)\ (ANC).

16. Demuestre que (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B).

17. ;Cual de las siguientes relaciones f : Q — Q define una funciéon? En cada
caso, justifique por qué f es o no es una funcion.
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@) fo/a) =25 © fiofe) = 21
) F0/0) = o @ S/ =25 -2

18. Determine cuéles de las siguientes funciones son 1-1 y cudles son sobre. Si
la funcién no es sobre, determine su rango.

(a) f:R — R definida por f(x) =e”
(b) f:7Z — Z definida por f(n) =n?+ 3
(¢) f:R — R definida por f(z) =sinx
(d) f:Z — Z definida por f(z) =
19. Sean f: A - By g: B — C funciones invertibles; es decir, funciones
tales que f~1 y ¢! existen. Muestre que (go f)~ ' = f~tog™L.
20.

(a) Defina una funcioén f : N — N que sea 1-1 pero no sobre.

(b) Defina una funcion f : N — N que sea sobre pero no 1-1.

21. Demuestre que la relacion definida en R? por (21, y1) ~ (z2,y2) si 22+y? =
73 + y3 es una relacion de equivalencia.

22. Sean f: A— By g: B — C funciones.

23. Defina una funcion en los niimeros reales como

r+1
r—1

fz) =

;Cuales son el dominio y el rango de f? jcual es la inversa de f?7 Calcule
fof=tyflof.
24. Sea f: X — Y una funcién con A;,As C X y B1,By CY.

(a) Demuestre que f(A; U Az) = f(A1) U f(Az).

(b) Demuestre que f(A; N As) C f(A1) N f(Az). Dé un ejemplo en que la
igualdad falle.

(c) Demuestre que f~1(B; U By) = f~1(B1) U f~}(By), donde
f7HB)={z e X : f(z) € B}.
(d) Demuestre que f~1(B; N By) = f~1(B1) N f~1(By).
(e) Demuestre que f~1 (Y \ By) = X \ f~1(By).
25. Determine si las siguientes relaciones son relaciones de equivalencia o no.

Si la relacién es una relacion de equivalencia, describa la particion dada por
ella. Si no lo es, indique qué es lo que falla.
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(a) x~yenRsiz >y () z~yenRsi|z—y| <4

(b) m~mnenZsimn>0 (d) m~nenZsim=n (mod 6)

26. Defina una relacion ~ en R? diciendo que (a, b) ~ (c,d) siy solo si a?+b* <
c? + d%. Muestre que ~ es refleja y transitiva pero no simétrica.

27. Muestre que una matriz de m x n da lugar a una funcién bien-definida de
R™ en R™.

28. Encuentre el error en el siguiente argumento mostrando un contraejemplo.
“La propiedad refleja es redundante entre los axiomas para una relacién de
equivalencia. Si x ~ y, entonces y ~ x por la propiedad simétrica. Usando la
transitividad, podemos deducir que = ~ z.”

29. (Recta Real Proyectiva) Defina una relacion en R? \ {(0,0)} haciendo
(21,9y1) ~ (22,y2) si existe un namero real A distinto de cero tal que (z1,y1) =
(Az2, \y2). Demuestre que ~ define una relacién de equivalencia en R?\ (0, 0).
; Cuales son las correspondientes clases de equivalencia? Esta relacion de equiv-
alencia define la recta proyectiva, denotada por P(R), que es muy importante
en geometria.
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1.5 Sage

Sage es un sistema poderoso para estudiar y explorar diversas areas de las
matematicas. En este libro, se estudia una variedad de estructuras algebraicas,
tales como grupos, anillos y cuerpos. Sage tiene excelentes implementaciones
de muchas propiedades de estos objetos como veremos en lo capitulos que
vienen. Pero acd y ahora, en este capitulo inicial, nos concentraremos en unas
pocas cosas generales para sacarle el mayor provecho posible a Sage.

Usted puede usar Sage de varias formas diferentes. Lo puede usar como un
programa de linea de comando si esta instalado en su computador, o a través
de una aplicacion web como SageMathCloud. Este texto supondra que lo esta
leyendo como una hoja de célculo dentro de un Notebook Sage (una interfaz
de navegador web), o que esta es una secciéon del libro completo presentado
como paginas web, y usted estd usando el Servidor de Sage Cell Server via
esas paginas. Después de los primero capitulos las explicaciones debiesen ser
igualmente validas sin importar cémo esté ejecutando los comandos Sage.

Ejecutando Comandos Sage

Su principal interaccién sera escribir comandos Sage dentro de una celda de
cdlculo. Si esté leyendo esto dentro de un Notebook Sage o en la version web
del libro, entonces encontraréa una celda de calculo justo debajo de este parrafo.
Pinche una vez dentro de la celda y si esta en un Notebook Sage, obtendra un
borde mas dintintivo alrededor, y un cursor parpadeante en el interior, ademas
de un enlace “evaluate” debajo.Escriba 2+2 y pinche en el enlace de evaluacion.
iAparecié un 4 debajo de la celda? Si es asi, ha tenido éxito en enviar un
comando a Sage para su evaluaciéon y ha recibido la respuesta (correcta).

Aca hay otra celda de calculo. Intente evaluar el comando factorial (300). Hmmmmm.
iEse es un entero grande! El resultado debiese tener 615 digitos en total. Puede
que deba usar la barra de navegaciéon para verlo completo o que aparezca cor-
tado y con diagonales al final de cada linea (éstas indican la continuacion en
la linea siguiente).

Para hacer nuevas celdas de célculo en el Notebook Sage (solo ahi), pase
con el mouse justo arriba de otra celda de calculo o justo debajo de una celda
de salida. Cuando vea una delgada barra azul, pinche y se abrird una nueva
celda lista para ser usada. Note que su hoja de trabajo recordara todas las
operaciones que realice, en el orden en que las realice, sin importar dénde estén
las celdas por lo que es mejor mantener el orden y agregar celdas abajo.

Intente situar el cursor justo debajo del enorme nimero que obtuvo para
300! Pinche en la barra azul (no funciona en la version web del libro) y haga
otro calculo en la nueva celda de célculo.

Cada celda de calculo solo mostrara la salida del ultimo comando en la
celda. Intente predecir la salida de la siguiente celda antes de ejecutarla.

a = 1@
b =6

b =b - 10
a = a + 20
a

30
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La siguiente celda de calculo no producira nada visible pues el iinico comando
no produce salida. Pero tendra un efecto, como puede apreciar cuando ejecute
la celda siguiente. Note como se usa el valor de b de arriba. Ejecute esta celda
una vez. Exactamente una vez. Aunque parezca no hacer nada. Si la ejecuta
dos veces, no nos hacemos responsables de lo que pueda suceder.

b =b + 50

Ahora ejecute esta celda, la que si producira una salida.

b + 20

66

Asi b comenzd su existencia como 6. A continuaciéon le restamos 10. En
una celda posterior le sumamos 50. Esto suponiendo que ejecutd la celda
exactamente una vez! En la dltima celda creamos b+20 (pero no guardamos el
resultado) y es ese valor (66) el que se mostro, mientras b atn vale 46.

Puede combinar varios comandos en una linea separandolos por punto y
coma (;). Esto se puede usar para obtener multiples salidas de una solo celda.
La sintaxis para construir una matriz debiera ser bastante clara cuando vea el
resultado, pero si no lo es, no se preocupe, por ahora no es importante.

A = matrix([[3, 11, [5,211); A

[3 1]
[5 2]

print(A); print; print(A.inverse())

[3 1]

[5 2]
<BLANKLINE>
[ 2 -1]

[-5 3]

Ayuda Inmediata

Algunos comandos en Sage son “funciones,” un ejemplo es factorial() ariba.
Otros comandos son “métodos” de un objeto y son caracteristicas del objeto, un
ejemplo .inverse() como un método de una matriz. Una vez que sabe como
crear un objeto (como una matriz), entonces es facil ver todos los métodos
disponibles. Escriba el nombre del objeto seguido de un punto y presione la
tecla TAB. Esto lamentablemente no parece funcionar en la version web del
libro.

Para obtener ayuda en cémo usar un método con un objeto, escriba su
nombre después del punto (sin paéntesis) seguido de un signo de interrogacion
y presione TAB (o evalte la celda). (Presione la tecla de escape “ESC” para
sacar la lista, o presione en el texto para un método.)

A.inverse?

Con un segundo signo de interrogaciéon es posible ver las instrucciones progra-
madas en Sage que hacen que el método funcione:

A.inverse??
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Vale la pena ver lo que hace Sage cuando hay un error. Seguramente le tocaréa
ver un buen numero de estos, e inicialmente pueden resultar bastante intimi-
dantes. Pero con el tiempo, los podra entender y usar efectivamente, ademas
de ojala verlos con menos frecuencia. Ejecute la celda de abajo, pide el inverso
de una matriz que no es invertible.

B = matrix([[2, 20], [5, 5011)
B.inverse ()

Traceback (most recent call last):

ZeroDivisionError: Matrix is singular

Si estd en una celda de un Notebook Sage, verd una version abreviada del
error. Pinchar a la izquierda de éste aumenta el detalle desplegado y pinchando
nuevamente desaparece por completo. Finalmente pinchando una tercera vez
se vuelve al mensaje abreviado. Lea la parte final del error primero, esa puede
ser la mejor explicacion. Acé el error ZeroDivisionError no es 100% apropiado,
pero se acerca. La matriz no es invertible o equivalentemente su determinante
es cero por lo que en algin punto Sage intentd dividir por cero. El resto del
mensaje comienza con la parte de su coédigo que dio origen al error, seguida de
los comandos y funciones intermedias ejecutadas hasta el punto preciso donde
se produjo el problema. A veces esta informacion le dara algunas pistas, otras
veces sera completamente indescifrable. No se deje asustar si parece misterioso,
pero recuerde que conviene leer la tultima linea primero, después volver atras
y leer las primeras lineas para buscar algo que se parezca a lo que escribio
usted.

Comentando su Trabajo

Es facil comentar el trabajo cuando estd usando un Notebook Sage. (Lo sigu-
iente solo es valido en ese contexto. Puede abrir un Notebook Sage y ex-
perimentar alli.) Es posible obtener un pequefio procesador de texto en otra
celda entre las celdas de célculo. Una forma de hacer que aparezca es pin-
char en a barra azul mencionada antes, pero presionando simultaneamente la
tecla SHIFT. Experimente con tipos de letra, colores, listas, etc y luego pre-
sione “Save changes” para guardar y salir. Pinche doble en su texto si necesita
volver a editarlo.

Apra el procesador de texto nuevamente para escribir algo. Escriba lo
siguiente exactamente,

Teorema de Pitagoras: $c*2=a"2+b"2$

y guarde los cambios. Los simbolos entre los signos pesos se interpretan de
acuerdo al lenguaje conocido como TEX o IX¥TEX— puede navegar internet
para aprender sobre esta 1til herramienta. (Al menos entre matematicos y
fisicos es muy popular.)

Listas

Gran parte de nuestra interacciéon con conjuntos sera por medio de listas Sage.
Estas no son realmente conjuntos — permiten duplicados, y el orden de los
elementos es relevante. Pero se parecen a los conjuntos, y son muy poderosas de
manera que las usaremos a menudo. Empezaremos con una lista inventada para
practicar, las cremillas significan que los elementos son de texto, sin significado
especial. Ejecute estas celdas en la medida que avanzamos.
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zoo = ['snake', 'parrot', 'elephant', 'baboon', 'beetle']
zoo
['snake', 'parrot', 'elephant', 'baboon', 'beetle']

Los corchetes definen los limites de la lista, comas separan sus elementos, y
le podemos asignar un nombre a la lista. Para trabajar con un elemento de
la lista, usamos el nombre y un par de corchetes conteniendo un indice. Note
que las listas usan indices que comienzan a enumerar desde cero. Esto parece
extrano al principio, pero se acostumbrara.

zoo[2]

'elephant'

Podemos agregar un nuevo animal al zooldgico, se sitiia al final.

z00.append('ostrich'); zoo

['snake', 'parrot', 'elephant', 'baboon', 'beetle', 'ostrich']

Podemos sacar a un criatura.

zoo.remove ('parrot')
z00

['snake', 'elephant', 'baboon', 'beetle', 'ostrich']

Podemos extraer una sublista. Aca comenzamos con el elemento 1 (elephant)
y continuamos hasta, pero sin incluirlo, el elemento 3 (beetle). Nuevamente un
poco extrano, pero parecera natural a la larga. Por ahora, note que estamos
extrayendo dos elementos de la lista, exactamente 3 — 1 = 2 elementos.

mammals = zoo[1:3]
mammals
['elephant', 'baboon']

Querremos saber si dos listas son iguales, o si los conjuntos que representan lo
son. Para lograrlo tendremos que ordenar las listas primero. La funcién sorted
crea una nueva lista ordenada, sin alterar la lista original. Guardamos la nueva
lista con otro nombre.

newzoo = sorted(zoo)
newzoo
['baboon', 'beetle', 'elephant', 'ostrich', 'snake']

zoo.sort ()
Z00

['baboon', 'beetle', 'elephant', 'ostrich', 'snake']

Note que si ejecuta esta ultima celda su zoolégico habra cambiado y algunos
comandos no necesariamente se ejecutaran de la misma forma. Si quiere exper-
imentar, vuelva a la creacién original del zoo y ejecute las celdas nuevamente
con un zoo renovado.

Una construccion llamada list comprehension (no he encontrado una
buena traduccion) es especialmente poderosa, especialmente dado que imita
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casi exactamente la notaciéon que usamos para describir conjuntos. Supong-
amos que queremos formar los plurales de los nombres de las criaturas en
nuestro zoo. Construimos una nueva lista, basada en todos los elementos de
nuestra lista anterior.

plurality_zoo = [animal+'s' for animal in zoo]
plurality_zoo

['baboons', 'beetles', 'elephants', 'ostrichs', 'snakes']

Casi como dice: agregamos una “s” al nombre de cada animal, para cada animal
en el zoo, y los ponemos en una nueva lista. Perfecto. (Excepto que el plural
de “ostrich” esta mal.)

Listas de Enteros

Un tipo final de lista, con nimeros esta vez. La funcién srange() creara una
lista de enteros. (La “s” en el nombre se refiere a “Sage” y producird enteros
optimos para Sage. Muchas de las dificultades iniciales con Sage y teoria de
grupos pueden ser aliviadas con solo usar este comando para crear listas de
enteros.) En su formal més simple, srange(12) creara una lista de 12 enteros,
empezando de cero y llegando hasta 11. ;Suena familiar?

dozen = srange(12); dozen

te, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]

A continuacion dos formas adicionales que entendera estudiando los ejemplos.

teens = srange(13, 20); teens

£13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]

decades = srange (1900, 2000, 10); decades

[1900, 1910, 1920, 1930, 1940, 1950, 1960, 1970, 1980, 1990]

Guardando y Compartiendo su Trabajo

Hay un botén “Save” en la esquina superior derecha del Notebook Sage. Pinchar
en él guardaré su trabajo de manera que pueda recuperarlo desde el notebook
Sage en una ocasion futura, sin embargo debera volver a ejecutar todas las
celdas cuando reabra su hoja de trabajo.

También hay un mentu que se despliega donde dice “File”, a la izquierda,
justo arriba de la primera celda de calculo (no lo confunda con el ment de
su navegador). Vera una opcion aca etiquetada “Save worksheet to a file...”
Cuando haga esto, creard una copia de su hoja de trabajo en el formato sws
(abreviacion de “Sage WorkSheet”). Puede enviar este archivo por email, o
publicarlo en una pégina web, para que otros usuarios lo vean y lo suban
usando el enlace “Upload” en su propio notebook incorporando una copia de
su hoja de trabajo en el notebook de ellos.

Hay otras formas de compartir hojas de trabajo con las que puede experi-
mentar, pero esto le da una manera de compartir con cualquier persona.

Hemos visto bastantes cosas en esta seccidon, asi es que vuelva mas ade-
lante a repasar y descubrir detalles que no haya notado. Hay muchas otras
caracteristicas del Notebok Sage que no hemos cubierto aca.
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1.6 Ejercicios en Sage

1. Este ejercicio es solo para asegurarnos de que sabe como usar Sage. Puede
que esté usando un Notebook Sage en su propio computador o en el servidor
online CoCalc a través de su navegador. FEn cualquier caso, comience una
nueva hoja de trabajo. Haga algin calculo no trivial, un grafico o algtun calculo
numérico con enorme precisiéon o con niimeros gigantes. Construya una lista
interesante y experimente con ella. Podria incluir algo de texto diagramado
o usando TEX en el mini procesador de textos incluido en el Notebook Sage
o agregue un comentario en celdas dentro de CoCalc usando magics %html
o0 %md en una linea propia seguido de texto con sintaxis HTML o Markdown
(respectivamente).

Use el mecanismo que su profesor le haya indicado para entregar su trabajo.
O guarde su hoja de trabajo y compéartala con un companero.
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Los Enteros

El conjunto de los ntimeros enteros es un componente basico de las matemati-
cas. En este capitulo investigaremos las propiedades fundamentales de los
enteros, incluyendo el principio de induccién matematica, el algoritmo de di-
visién, y el Teorema Fundamental de la Aritmética.

2.1 Principio de Induccién
Supongamos que queremos demostrar que

n(n+1)

1424... =
+24+---+n )

para cualquier numero natural n. Esta féormula se puede verificar facilmente
para nimeros pequenos tales como n = 1, 2, 3, o 4, pero es imposible de
verificar para todos los niimero naturales uno por uno. Para demostrar que la
formula es verdadera en general, se requiere un método mas genérico.

Supongamos que hemos verificado la ecuacién para los primeros n casos.
Intentaremos demostrar que podemos generar una formula para el caso (n+1)
a partir de este conocimiento. La férmula es verdadera para n = 1 pues

D)
==

Si hemos verificado los primeros n casos, entonces

n(n+1
1+2+---+n+(n+1):%+n+1
n? 4 3n+2
2
(n+1[(n+1)+1]

2

Esto corresponde exactamente a la formula para el caso (n + 1).

Este método de demostracion se conoce como induccion matemdtica o
simplemente tnduccion si no hay riesgo de confusion. En lugar de intentar
verificar una proposicién sobre un subconjunto S de los enteros positivos N
uno por uno, una tarea imposible si S es un conjunto infinito, entregamos una
demostracion directa para el primer entero considerado, seguida de un argu-
mento genérico mostrando que si la proposiciéon se cumple en un cierto caso,
entonces también se cumple para el siguiente caso en la sucesiéon. Resumimos
la induccién matemaética en el siguiente axioma.

23
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Principio 2.1 (Primer Principio de Induccién). Sea S(n) una proposicion
sobre numeros enteros para n € N y supongamos que S(ng) es verdadera para
algin entero ng. Si para todos los enteros k con k > ng, S(k) implica S(k+1),
es verdadera, entonces S(n) es verdadera para todos los enteros n mayores o
iguales a ng.

Ejemplo 2.2. Para todos los enteros n > 3, 2" > n + 4. Como
8§=23>344=7,

la afirmaciéon es verdadera para ng = 3. Supongamos que 2¥ > k + 4 para
k > 3. Entonces 2**1 =2.2% > 2(k + 4). Pero

2k+4)=2k+8>k+5=(k+1)+4

pues k es positivo. Luego, por induccion, la afirmacion se cumple para todos
los enteros n > 3.

Ejemplo 2.3. El entero 10"*! +3-10" +5 es divisible por 9 para todo n € N.
Paran =1,
10" +3-10+5=135=9-15

es divisible por 9. Supongamos que 10! 4+ 3.10% 4 5 es divisible por 9 para
k > 1. Entonces

100D+ 4 3108+ 45 = 10842 3. 10F 4 50 — 45
=10(10** +3.10F +5) — 45
es divisible por 9.
Ejemplo 2.4. Demostraremos el teorema del binomio por induccion; es decir,
" /n
(a+b)" = kz:% <k> akpnk,

donde a and b son ntumeros reales, n € N, y

(1) = m

es el coeficiente binomial. Primero mostraremos que

<”Zl) B @*(kﬁl)'

Este resultado es consecuencia de

<Z) + (kzn1> = k‘!(nn! PIRRCE 1)!(2! K1)
(n+1)!

T Hn+1-k)

_(n+1

= L)
Sin =1, el teorema del binomio es facil de verificar. Ahora supongamos que
el resultado es verdadero para n mayor o igual a 1. Entonces

(a+b)"" = (a+b)(a +b)"
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— (a+b) <Z (Z) akbn-k>
k=0
— (n k+1lpn—k — (n kpn+l—k
Z (k)a b + Z <k)a b
k=0 k=0
n n
_ n+1 n kin+1—k n kin+1—k n+1
=a +Z<k_1>ab +Z(k>ab +b
k=1 k=1
_n+l S n n kin+l—k n+1
=a —I—Z[(kl)—i-(k)}ab +b
k=1
n+1
Z n+1 aFpnti—k
i .

k=0

Tenemos una proposicion equivalente al Primer Principio de Induccion que
en ocasiones sera necesaria.

Principio 2.5 (Segundo Principio de Induccion). Sea S(n) una afirmacion
sobre enteros para n € N y supongamos que S(ng) es verdadera para algin
entero ng. SiS(ng),S(no+1),...,S(k) implican S(k+1) para k > ng, entonces
S(n) es verdadera para todos los enteros n > ng.

Un subconjunto S de Z esta bien-ordenado si todo subconjunto no vacio
de S contiene un menor elemento. Note que el conjunto Z no esta bien-
ordenado pues no contiene un elemento minimo. Los ntiimeros naturales sin
ambargo, si estan bien-ordenados.

Principio 2.6 (Principio del Buen-Orden). El conjunto de los nimeros natu-
rales esta bien-ordenado.

El Principio del Buen-Orden es equivalente al Principio de Induccién.

Lema 2.7. El principio de Induccion implica que 1 es el menor nimero natural
positivo.

DEMOSTRACION. Sea S = {n € N: n > 1}. Entonces 1 € S. Supongamos
que n € S. Como 0 < 1, se debe tener que n =n+0 < n + 1. Por lo tanto,
1<n<n+1. Asi,sin € S, entonces n + 1 también debe estar en S, y por el
Principio de Induccién, S = N. O

Teorema 2.8. El Principio de Induccion implica el Principio del Buen-Orden.
Es decir, todo subconjunto no vacio de N contiene un menor elemento.

DEMOSTRACION. Debemos mostrar que si S es un subconjunto no vacio de los
ntmeros naturales, entonces S contiene un elemento minimo. Si S contiene
a 1, el teorema es verdadero por el Lema 2.7. Supongamos que si S contiene
un entero k tal que 1 < k < n, entonces S contiene un elemento minimo.
Mostraremos que si un conjunto .S contiene un entero menor o igual a n + 1,
entonces S tiene un elemento minimo. Si S no contiene un elemento menor a
n+1, entonces n+ 1 es el menor entero en S. De lo contrario, S debe contener
un entero menor o igual a n. En ese caso, por la hipoétesis de induccién, S
contiene un elemento minimo. O

La Induccién puede ser muy tutil en la formulacién de definiciones. Por
ejemplo, hay dos formas de definir n!, el factorial de un entero positivo n.

e La definicion ezplicita: n!=1-2-3---(n—1) - n.
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e La definicion inductiva o recursiva: 11 =1y n! =n(n — 1)! para n > 1.

Mirar un problema de forma recursiva, en lugar de explicita, frecuentemente
resulta en una mejor comprension de situaciones complejas.

2.2 El Algoritmo de Divisién

Una aplicacion del Principio del Buen-Orden que usaremos frecuentemente es
el algoritmo de division.

Teorema 2.9 (Algoritmo de Division). Sean a y b nimeros enteros, conb > 0.
Entonces existen enteros unicos q y r tales que

a=bqg+r
donde 0 < r < b.

DEMOSTRACION. Este es un ejemplo perfecto de una demostracion de existen-
cia y unicidad. Debemos primero demostrar que los ntimeros ¢ y r realmente
existen. Después debemos mostrar que si ¢’ y 7’ también son tales ntimeros,
entonces g =¢' y r=1r".

Ezxistencia de q y r. Sea

S={a—-bk:ke€Zya—0bk>0}

Si 0 € S, entonces b divide a a, y podemos tomar ¢ = a/by r = 0. Si
0 ¢ S, podemos usar el Principio del Buen-Orden. Debemos primero mostrar
que S es no vacio. Si a > 0, entonces a —b-0 € S. Si a < 0, entonces
a — b(2a) = a(l — 2b) € S. En cualquier caso S # (). Po el Principio del
Buen-Orden, S tiene un elemento minimo, digamos r = a — bg. Por lo tanto,
a = bg+r, r > 0. Mostremos ahora que r < b. Supongamos que r > b.
Entonces
a—blg+l)=a—-bg—b=r—>b>0.

En este caso tendriamos a—b(g+1) en el conjunto S. Pero entonces a—b(g+1) <
a — bq, lo que llevaria a una contradiccién del hecho que » = a — bg es el menor
elemento de S. Asir <b. Como0¢ S, r#byasir<b.

Unicidad de ¢ y r. Supongamos que existen enteros r, r’, q, y ¢’ tales que

a=bg+7r0<r<b and a=bg +7,0<7r <b.

Entonces bq + r = bg’ + r’. Supongamos que 7’ > r. De la ultima ecuacion
tenemos b(q — ¢') = ' — r; por lo tanto, b debe dividira ' —r y 0 <r' —r <
r’ < b. Estos es posible solo si v’ —r = 0. Luego, r =7y ¢=¢'. O

Sean a y b enteros. Si b = ak para algin entero k, escribiremos a | b.
Un entero d se llama divisor comun de a y bsid | ayd|b El mdzimo
comun divisor de los enteros a y b es un entero positivo d tal que d es
un divisor comtn de a y b y si d’ es cualquier otro divisor comtn de a y b,
entonces d’' | d. Escribiremos d = med(a, b); por ejemplo, med(24,36) =12 y
med(120,102) = 6. Decimos que dos enteros a y b son relativamente primos
si med(a, b) = 1.

Teorema 2.10. Sean a y b enteros distintos de cero. Entonces existen enteros
r y s tales que
med(a, b) = ar + bs.

Mds ain, el mdximo comun divisor de a y b es unico.
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DEMOSTRACION. Sea
S ={am+bn:m,n € Z and am + bn > 0}.

Claramente, el conjunto S es no-vacio; luego, por el Principio del Buen-Orden S
tiene un elemento minimo, digamos d = ar +bs. Afirmamos que d = mcd(a, b).
Escriba a = dg+ 7' con 0 < r’ < d. Sir’ > 0, entonces

r =a—dq
=a— (ar + bs)q
=a—arq— bsq

= a(l—rq) + b(—sq),

que estda en S. Pero esto estaria en contradiccion con el hecho de que d es el
menor miembro de S. Luego, ' = 0 y d divide a a. Un argumento similar
muestra que d divide a b. Por lo tanto, d es un divisor comin de a y b.

Supongamos que d’ es otro divisor comin de a y b, y queremos mostrar que
d |d. Sia=dhyb=dk, entonces

d=ar+bs=dhr+dks=d (hr+ks).
Es decir d’ divide a d. Luego, d es el inico maximo comiin divisor de a y b. [

Corolario 2.11. Sean a y b enteros relativamente primos. Entonces existen
enteros r y s tales que ar + bs = 1.

El Algoritmo de Euclides

Entre otras cosas, el Teorema 2.10 nos permite calcular el maximo comun
divisor de dos enteros.

Ejemplo 2.12. Calculemos el méximo comin divisor de 945 y 2415. Primero
observemos que

2415 =945 -2 4 525
945 = 525 -1+ 420
925 =420-1+4 105
420 =105-4+0.

Usando los pasos de atras para adelante, 105 divide a 420, 105 divide a 525,
105 divide a 945, y 105 divide a 2415. Luego, 105 divide tanto a 945 como a
2415. Si d fuese otro divisor comun de 945 y 2415, entonces d también dividiria
a 105. Por lo tanto, med(945,2415) = 105.

Volviendo a recorrer las ecuaciones anteriores de abajo para arriba, pode-
mos obtener nimeros enteros r y s tales que 945r 4+ 2415s = 105. Note que

105 = 525 + (—1) - 420
=525+ (—1) - [945 + (—1) - 525]
= 2525+ (—1)-945
= 2. [2415 + (—2) - 945] + (—1) - 945
— 2.2415 4 (=5) - 945.

Asir = —5y s = 2. Note que 7 y s no son tnicos, pues por ejemplo r =41y
s = —16 también funcionarian.
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Para calcular mcd(a,b) = d, estamos usando sucesivas divisiones para
obtener una sucesion decreciente de enteros positivos ry > ro > --- > r, = d;
es decir,

b=aq +1m1

a=r1q2+ 712

1 ="72q3 + 73

Th—2 = Tp—1qn + Tn
Tn—1 = Tnqn+1-

Para encontrar r y s tales que ar 4+ bs = d, empezamos con la tultima ecuacion
y sustituimos los resultados obtenidos de las ecuaciones anteriores:

d=r,
=Tn—-2 —Tn—-14n
=Tn-2 — Qn(rn—S - Qn—lrn—Z)

= —QnTn—3+ (1 + QnQn—l)rn—Q

= ra -+ sb.

El algoritmo que acabamos de usar para encontrar el méaximo comin divisor d
de dos enteros a y b y escribir d como combinacién lineal de a y b se conoce
como el algoritmo de Fuclides.

Numeros Primos

Sea p un entero tal que p > 1. Decimos que p es un numero primo, o
simplemente p es primo, si y solo si los tinicos nimeros enteros positivos que
dividen a p son 1 y el mismo p. Un entero n > 1 que no es primo se llama
compuesto.

Lema 2.13 (Euclides). Sean a y b enteros y p un nimero primo. Sip | ab,
entonces ya sea p | a op|b.

DEMOSTRACION. Supongamos que p no divide a a. Debemos mostrar que p | b.
Como mcd(a,p) = 1, existen enteros r y s tales que ar + ps = 1. Asi

b = b(ar + ps) = (ab)r + p(bs).
Como p divide tanto a ab como a si mismo, p divide a b = (ab)r + p(bs). O
Teorema 2.14 (Euclides). Eziste una cantidad infinita de nimeros primos.

DEMOSTRACION. Demostraremos este teorema por contradiccién. Supong-
amos que existe solo una cantidad finita de primos, digamos p1,pa, ..., Pn. Sea
P =pips---pp+ 1. Entonces P debe ser divisible por algin p; con 1 <4 < n.
En este caso, p; debe dividir a P —pips - - - p, = 1, lo que es una contradiccion.
Luego, ya sea P es primo o existe un primo adicional p # p; que divide a P. O

Teorema 2.15 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Sea n un entero tal
que n > 1. Entonces

n =pip2-- - Pk,
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con pi,...,pk primos (no necesariamente distintos). Mds ain, esta factor-
izacion es unica; es decir, si

n=4qq2---q,
entonces k =1 y los q; son iguales a los p; posiblemente en otro orden.

DEMOSTRACION. Unicidad. Para demostrar la unicidad procederemos por in-
duccién en n. El teorema es claramente verdadero para n = 2 pues en este
caso n es primo. Ahora supongamos que el resultado se cumple para todos los
enteros m tales que 1 <m < n,y

n=pip2-- Pk =q192 - qi,

conpr <pa<--<pryq < g <---<gq. Porel Lema 2.13, p; | ¢; para
ciertos i = 1,...,l y ¢1 | p; para ciertos j = 1,...,k. Como todos los p; y los
¢; son primos, p1 = ¢; y q1 = p;. Luego, p1 = q1 pues p1 < p; = q1 < ¢; = p1.
Por la hipétesis de induccion,
n=prp=q2q

tiene una factorizaciéon tnica. Luego, k =1y ¢; = p; parai=1,... k.

Ezistencia. Para demostrar la existencia, supongamos que existe algin
entero que no puede ser escrito como producto de primos. Sea S el conjunto
de tales nimeros. Por el Principio del Buen-Orden, S contiene un elemento
minimo, digamos a. Si los tnicos factores positivos de a son a y 1, entonces
a es primo, lo que es una contradicciéon. Luego, a = ajas con 1 < a3 < a'y
1<as <a. Nia; € Sniay € S, pues a es el menor elemento de S. Asi

ay =p1--Pr

a2 =q1 " (s-

Por lo tanto,
a4 =a1a2 =pP1 - Prq1---(gs-

Asia ¢ S, lo que es una contradiccion. O

Nota Historica

Los ntumeros primos ya fueron estudiados por los antiguos Griegos. Dos resul-
tados importantes de la Antigliedad son la demostracion de Euclides de que
existe una infinidad de primos y la criba de Ertostenes, un método para calcu-
lar todos los nimeros primos menores a un entero positivo dado. Un problema
en teoria de nimeros es encontrar una funcion f tal que f(n) es primo para
cada entero n. Pierre Fermat (16017-1665) conjeturd que 22" 4+ 1 era primo
para todo n, pero posteriormente Leonhard Euler (1707-1783) demostr6 que

92" 11 = 4,294,967,297

es un namero compuesto. Una de las muchas conjeturas no demostradas sobre
ntmeros primos es la conjetura de Goldbach. En una carta a Euler en 1742,
Christian Goldbach enunci6 la conjetura que todo entero positivo con la excep-
cion de 2 parecia ser suma de dos primos: 4 =2+2,6=3+3,8=3+05, ....
Si bien la conjetura ha sido verificada para todos los ntimeros hasta 4 x 108,
aun no ha sido demostrada en general. Como los ntimeros primos tienen un rol
importante en la criptografia de llave publica, hay actualmente gran interés en
determinar si un ntimero grande es primo o no.
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Sage El objetivo inicial de Sage fue de apoyar la investigaciéon en teoria de
nimeros, de manera que funciona muy bien para los tipos de célculos con
enteros que tenemos en este capitulo.

2.3 Ejercicios

1. Demuestre que

1)(2 1
12+22+.._+n2:n(n+ )(@2n +1)

6
para n € N.
2. Demuestre que
13+23+---+n3:M
4
paran € N.
3. Demuestre que n! > 2™ para n > 4.
4. Demuestre que
n(3n — 1)z

r+4dr+Te+---+Bn—2)x = 5

para todo n € N.
5. Demuestre que 1071 4+ 10" + 1 es divisible por 3 para todo n € N.
6. Demuestre que 410" +9-10%"~! + 5 es divisible por 99 para todo n € N.

7. Muestre que

1 n
Yairas---a, < - E ay.
k=1

8. Demuestre la regla de Leibniz para f(™) (z), donde f (") es la n-ésima derivada
de f; es decir, muestre que

(19 =3 (7)1 ).

k=0

9. Use induccion para demostrar que 1 +2 422 + ... 427 = 27T1 _ 1 para
todo n € N.

10. Demuestre que
1 1 n

1
§+6+.“+n(n+1)_n+1

para todo n € N.

11. Si x es un namero real no negativo, demuestre que (1 +z)™ —1 > nx para
n=01,2,...

12. (Conjunto Potencia) Sea X un conjunto. Defina el conjunto potencia
de X, denotado P(X), como el conjunto de todos los subconjuntos de X. Por

ejemplo,

P({av b}) = {ij {a}v {b}v {av b}}
Para todo entero positivo n, muestre que un conjunto con exactamente n ele-
mentos tiene un conjunto potencia con exactamente 2" elementos.
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13. Demuestre que que los dos Principios de Inducciéon enunciados en la Sec-
ci6on2.1 son equivalentes.

14. Muestre que el Principio del Buen-Orden para los ntimeros naturales im-
plica que 1 es el menor ntimero natural. Use este resultado para mostrar que el
Principio del Buen-Orden implica el Principio de Induccién; es decir, muestre
quesi S CNtalquel e Syn+1e€ S cada vez que n € S, entonces S = N.

15. Para cada uno de los siguientes pares de ntumeros a y b, calcule med(a, b)
y encuentre enteros 1 y s tales que med(a,b) = ra + sb.

(a) 14y 39 (d) 471 y 562
(b) 234 y 165 (e) 23771 y 19945
(c) 1739 y 9923 (f) —4357 y 3754

16. Sean a y b enteros distintos de cero. Si existen enteros r y s tales que
ar + bs = 1, muestre que a y b son relativamente primos.

17. (Nameros de Fibonacci) Los Numeros de Fibonacci son
1,1,2,3,5,8,13,21,....

Podemos definirlos recursivamente como f1 =1, fo =1,y fayo = fus1 + fn

para n € N.
(a) Demuestre que f,, < 2™.

(b) Demuestre que f,11fn_1 = f2+ (=1)", n>2.

(c) Demuestre que f, = [(1+v/5)" — (1 — V/5)"]/2"V/5.

(d) Muestre que lim, o0 fn/fns1 = (V5 —1)/2.
)

(e) Demuestre que f,, y fnt1 son relativamente primos.

18. Sean a y b enteros tales que med(a,b) = 1. Sean r y s enteros tales que
ar + bs = 1. Demuestre que

med(a, s) = med(r, b) = med(r, s) = 1.

19. Sean z,y € N relativamente primos. Si xy es un cuadrado perfecto, de-
muestre que x e y son ambos cuadrados perfectos.

20. Usando el algoritmo de divisiéon, muestre que todo cuadrado perfecto es
de la forma 4k o 4k + 1 para algtn entero no negativo k.

21. Supongamos que a, b, r, s son relativamente primos de a pares y que

a® + b =2

a? —b? =%
Demuestre que a, r, y s son impares y que b es par.

22. Sean € N. Use el algoritmo de division para demostrar que todo entero es
congruente mod n a exactamente uno de los enteros 0,1,...,n — 1. Concluya
que si r es un entero, entonces hay exactamente un sen Z tal que 0 < s <ny
[r] = [s]. Luego, los enteros estan efectivamente particionados por la relacion
de congruencia mod n.
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23. Defina el minimo comun mailtiplo de dos enteros distintos de cero a y
b, denotado por mecm(a, b), como el entero positivo m tal que tanto a como b
dividen a m, y si a y b dividen a otro entero n, entonces m también divide a
n. Demuestre que existe un tinico minimo comin multiplo para cualquiera dos
enteros a y b distintos de cero.

24. Si d = mcd(a,b) y m = mem(a, b), demuestre que dm = |ab|.
25. Muestre que mem(a,b) = ab si y solo si med(a,b) = 1.

26. Demuestre que mcd(a,c) = med(b,c) = 1 si y solo si med(ab, c) = 1 para
todos los enteros a, b, y c.

27. Sean a,b,c € Z. Demuestre que si med(a,b) =1y a | be, entonces a | c.
28. Sea p > 2. Demuestre que si 2P — 1 es primo, entonces p también es primo.
29. Demuestre que hay infinitos primos de la forma 6n + 5.

30. Demuestre que hay infinitos primos de la forma 4n — 1.

31. Usando el hecho que 2 es primo, muestre que no existen enteros p y ¢
tales que p? = 2¢%. Demuestre que por lo tanto v/2 no puede ser un nimero
racional.

2.4 Ejercicios de Programaciéon

1. (La Criba de Eratostenes) Un método para calcular todos los ntmeros
primos menores a un cierto entero positivo dado N es listar todos los ntimeros
n tales que 1 <n < N. Comience eleminando todos los multiplos de 2. Después
elimine todos los miltiplos de 3. Ahora elimine todos los miiltiplos de 5. Note
que 4 ya ha sido eliminado. Contintie de esta manera, notando que no es
necesario llegar hasta N; es suficiente con parar en v/ N. Usando este método,
calcule todos los nimeros primos menores a N = 250. También podemos usar
este método para encontrar todos los enteros que son relativamente primos a un
entero N. Simplemente elimine los factores primos de N y todos sus multiplos.
Usando este método, encuentre todos los nimeros que son relativamente primos
con N = 120. Usando la Criba de Eratostenes, escriba un programa que calcule
todos los primos menores que un entero N.

2. Sea N = NU{0}. La funcién de Ackermann es la funciéon A : N° x N® — N
definida por las ecuaciones

A(0,y) =y +1,
Al +1,0) = Az, 1),
Al +1,y+1) = A(z, A(z + 1,y)).

Use esta definicion para calcular A(3,1). Escriba un programa para evaluar
la funcién de Ackermann. Modifique el programa para que cuente el ntimero
de comandos ejecutados en el programa cuando se evalua la funcién de Acker-
mann. ;Cuantos comandos se ejecutan en la evaluacion de A(4,1)? jA(5,1)?

3. Escriba un programa que implemente el algoritmo de Euclides. El programa
debiese aceptar dos enteros positivos a y b como entrada y la salida debiese ser
tanto med(a, b) como enteros r y s tales que

med(a, b) = ra + sb.
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2.6 Sage

Muchas de las propiedades de los objetos algebraicos que estudiaremos se
pueden determinar a partir de propiedades de los enteros asociados. Sage
tiene muchas y poderosas funciones para trabajar con enteros.

Algoritmo de Division

La instrucciéon a % b entregara el resto de la division de a entre b. En otras
palabras, el resultado es el entero r (tinico) tal que (1) 0 < r < b,y (2) a = bg+r
para algtn entero g (el cociente), como esta garantizado por el Algoritmo de
la Division (Teorema 2.9). Entonces (a — r)/b seré igual a ¢. Por ejemplo,

r =14 % 3
7
2
qg= (14 -r)/3
q
4

También es posible obtener el cociente y el resto de forma simultédnea con el
método .quo_rem() (cociente y resto).

14
3
a.quo_rem(b)

a

(4, 2

Un resto cero indica divisibilidad. Asi (a % b)== @ resulta True (verdadero) si
b divide a a, y de otro modo resultara False (falso).

(20 % 5) == 0
True
(17 % 4) == 0
False

El método .divides() es otra opcion.
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c =5
c.divides (20)

True

d = 4
d.divides (17)

False

Maximo Comun Divisor

El maximo comun divisor de a y b se obtiene con el comando gcd(a, b), donde
por ahora, a y b son enteros. Mas tarde, a y b podran ser otros objetos con una
nocién de divisibilidad y “tamano,” tales como los polinomios. Por ejemplo,

gcd (2776, 2452)

4

Podemos usar el comando gecd para determinar si un par de enteros son relati-
vamente primos.

a = 31049
b = 2105
gcd(a, b) == 1

True

a = 3563
b = 2947
gcd(a, b) == 1

False

El comando xgcd(a,b) (“eXtended GCD”) entrega un trio donde el primer ele-
mento es el maximo comin divisor de a y b (como con el comando ged(a,b)), y
los siguientes dos elementos son valores de r y s tales que ra + sb = med(a, b).

xgcd (633,331)

(1, -137, 262)

Partes del trio pueden ser extraidas usando [ ] (“indexando”) para acceder a
los elementos del trio, empezando con el primero como indice 0. Por ejemplo,
Lo siguiente siempre debiese resultar en True, aunque usted cambie los valores
de a y b. Intente cambiando los valores de a y b abajo, para ver que el resultado
siempre es True.

a = 633

b = 331

extended = xgcd(a, b)
= extended[0]
extended[1]
extended[2]

== r*xa + s*b

g
r
s
g

True
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Estudiar este bloque de codigo le permitiré descubrir formas de beneficiarse de
las respuestas entregadas por Sage. Note que = es la forma de asignar un valor
a una variable, mientras que en la dltima linea, == es la forma de comparar si
dos objetos son iguales.

Primos y Factorizaciéon

El método .is_prime() determinara si un entero es primo o no.

a = 117371
a.is_prime ()

True

b = 14547073
b.is_prime ()

False

== 1597 * 9109

True

El comando random_prime(a, proof=True) generard un nimero primo aleatorio
entre 2 y a. Experimente ejecutando las celdas siguientes varias veces. (Reem-
plazando proof=True por proof=False acelerara la busqueda, pero existird una
pequeiifisima probabilidad de que el resultado no sea primo.)

a = random_prime (10221, proof=True)
a

424729101793542195193

a.is_prime ()

True

El comando prime_range(a, b) entrega una lista ordenada de todos los primos
entre ¢ y b — 1, incluyendo posiblemente los extremos. Por ejemplo,

prime_range (503, 550)

[503, 509, 521, 523, 541, 547]

Los comandos next_prime(a) y previous_prime(a) son otras formas de obtener
un primo de un tamano deseado. Experimente en la celda siguiente (si la
hay). (El simbolo #, se usa para indicar un “comentario”, que no sera evaluado
por Sage. Puede borrar esta linea o empezar en la linea siguiente.)Ademés de
verificar si un entero es primo, o generar ntimeros primos, Sage también puede
descomponer un niimero entero en sus factores primos, como se decribe en el
Teorema Fundamental de la Aritmética (Teorema 2.15).

a = 2600
a.factor ()

2%3 % 572 % 13
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Asi 2600 = 23 x 52 x 13 y esta es la tnica forma de escribir 2600 como producto
de numeros primos (aparte de reordenar los primos en el producto).

Si bien Sage muestra la factorizaciéon de una forma que entendemos facil-
mente, internamente la guarda como una lista de pares de enteros, consistiendo
cada par de una base (un primo) y un exponente (entero positivo). Analice de-
talladamente los siguientes comandos, pues es un buen ejemplo para entender
los resultados de Sage en forma de listas.

a = 2600

factored = a.factor ()
first_term = factored[0]
first_term

(2, 3

second_term = factored[1]
second_term

(5, 2)

third_term = factored[2]
third_term

(13, 1

first_prime = first_term[0]
first_prime

first_exponent = first_term[1]
first_exponent

3

La siguiente celda revela la estructura interna de la factorizaciéon pidiendo la
lista como tal. y mostramos como puede determinar el nimero de términos en
la factorizaciéon usando el comando len() (largo).

list(factored)

€z, 3>, (5, 2, (13, NI

len(factored)

3

;Puede extraer de a los siguientes dos primos y sus exponentes?

2.7 Ejercicios en Sage

Estos ejercicios se tratan de investigar propiedades bésicas de los enteros, algo
que frecuentemente haremos al investigar grupos. Las hojas de trabajo de
Sage tienen extensas capacidades para hacer celdas con texto cuidadosamente
formateado, incluyendo la posibilidad de usar comandos KTEX para expresar
matematicas. Asi si una pregunta pide explicaciones o comentarios, haga una
nueva celda y comuniquese claramente con su audiencia.
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1. Use el comando next_prime() para construir dos primos diferentes de 8 digi-
tos cada uno y guardelos en variables llamadas a y b.

2. Use el método .is_prime() para veriicar que sus primos a y b son realmente
primos.

3. Verifique que 1 es el maximo comun divisor de los dos primos de los ejercicios
anteriores.

4. Encuentre dos enteros que formen una “combinacién lineal” entera de los
dos primos que sea igual a 1. Incluya una verificacién de su resultado.

5. Determine una factorizacién en potencias de primos para ¢ = 4598 037 234.

6. Escriba una celda que defina nuevamente el mismo valor de c, y luego
defina un candidato a divisor de ¢ llamado d. La tercera linea de la celda
debiera retornar True si y solo si d es un divisor de c. Ilustre el uso de su celda
testeando su codigo con d = 7 y en una nueva copia de la celda, testeando su
codigo con d = 11.



3

Grupos

Comenzaremos nuestro estudio de estructuras algebraicas investigando con-
juntos dotados de una operacion que satisfaga ciertos axiomas razonables; es
decir, queremos definir una operacién en un conjunto de forma de generalizar
estructuras familiares como los enteros Z con la operaciéon tnica de suma, o
matrices invertibles de 2 x 2 con la operacién tnica de multiplicacién de matri-
ces. Los enteros y las matrices de 2 X 2, junto con sus respectivas operaciones
tnicas, son ejemplos de estructuras algebraicas conocidas como grupos.

La teorfa de grupos ocupa una posicion central en mateméticas. La teoria
moderna de grupos surgio del intento de encontrar las raices de un polinomio
en términos de sus coeficientes. Los grupos tienen hoy un rol central en areas
tales como teoria de codigos, conteo, y el estudio de simetrias; muchas éareas
de la biologia, la quimica, y la fisica se han visto beneficiadas por la teoria de
grupos.

3.1 Clases de Equivalencia de Enteros y Simetrias

Investiguemos ahora ciertas estructuras matematicas que pueden ser vistas
como conjuntos con una sola operacién.

Los Enteros modulo n

Los enteros méd n se han vuelto indispensables en la teoria y las aplicaciones
del algebra. En matematicas se usan en criptografia, teoria de codigos, y la
deteccion de errores en codigos de identificacion.

Ya hemos visto que dos enteros a y b son equivalentes mod n si n divide
a a —b. Los enteros méd n también particionan Z en n distintas clases de
equivalencia; denotaremos el conjunto de estas clases de equivalencia por Z,,.
Considere los enteros modulo 12 y la correspondiente particion de los enteros:

0] ={...,-12,0,12,24,...},
[1] = { ..,—11,1,13,25, .. '}7

[11]={...,—1,11,23,35,...}.

Cuando no haya posibilidad de confusién, usaremos 0,1,...,11 para indicar
las clases de equivalencia [0], [1], ..., [11] respectivamente. Podemos hacer arit-
mética en Z,,. Para dos enteros a y b, definimos adicion modulo n como (a+b)
(mod n); es decir, el resto de la division de a + b entre n. Similarmente, la
multiplicaciéon modulo n se define como (ab) (mod n), el resto de la division
de ab entre n.

38
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Ejemplo 3.1. Los siguiente ejemplos ilustran la aritméticas de los enteros
modulo n:

7T+4=1 (mod 5) 7-3=1 (mod 5)
34+5=0 (mod 8) 3-5=7 (mod 8)
34+4=7 (mod 12) 3:4=0 (mod 12).

En particular, notemos que es posible que el producto de dos niimeros no
equivalentes a 0 médulo n sea equivalente a 0 modulo n.

Ejemplo 3.2. La mayoria, pero no todas, las reglas usuales de la aritmética
se cumplen para la adiciéon y la multiplicacién en Z,. Por ejemplo, no es
necesariamente cierto que haya un inverso multiplicativo. Considere la tabla
de multiplicaciéon para Zg en el Cuadro 3.3. Note que 2, 4, y 6 no tienen
inversos multiplicativos; es decir, para n = 2, 4, o 6, no hay un entero k tal
que kn =1 (mod 8).

N OO W RO

O O O O O o o oo
N O U W N~ O
DN OO RN OIN
TN T2 OWwo|lw
= O k= O = O = Ok
WO N OtO|ot
N OO N RO OS
H N Wk O N O

Cuadro 3.3: Tabla de multiplicacion para Zg

Proposicion 3.4. Sea Z,, el conjunto de clases de equivalencia de los enteros
mdd n y sean a,b,c € Z,.

1. Adicion y multiplicacion son conmutativas:
a+b=b+a (modn)
ab=ba (mod n).
2. Adicion y multiplicacion son asociativas:
(a+b)+c=a+(b+c¢) (modn)
(ab)e = a(be) (mod n).
8. Hay neutros para ambas operaciones:
a+0=a (modn)
a-1=a (mod n).
4. La multiplicacion distribuye sobre la adicion:

a(b+c)=ab+ac (mod n).
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5. Para cada entero a hay un inverso aditivo —a:

a+(—a)=0 (mod n).

6. Sea a un entero no nulo. Entonces mcd(a,n) = 1 si y solo si hay un
inverso multiplicativo b para a (mod n); es decir, un entero no nulo b tal
que

ab=1 (mod n).

DEMOSTRACION. Demostraremos (1) y (6) y dejaremos las demés propiedades
para ser demostradas en los ejercicios.

(1) Adicién y multiplicacion son conmutativas modulo n pues el resto
obtenido al dividir a 4+ b entre n es el mismo que el resto obtenido al dividir
b+ a entre n.

(6) Supongamos que med(a,n) = 1. Entonces existen enteros r y s tales
que ar +ns = 1. Como ns =1 — ar, se cumple que ar =1 (mod n). Si b es la
clase de equivalencia de r, ab=1 (mod n).

Reciprocamente, supongamos que hay un entero b tal que ab =1 (mod n).
Entonces n divide a ab— 1, de manera que hay un entero k tal que ab—nk = 1.
Sea d = mcd(a,n). Como d divide a ab — nk, d también divide a 1; luego,

d=1. O
Simetrias
A B A B
identidad
D C D C
A B C D
rotacion
180°
D C B A
A B _ B A
reflexion
eje vertical
D C C D
A B D C
reflexion

eje horizontal
D C A B

Figura 3.5: Movimientos rigidos de un rectangulo

Una stmetria de una figura geométrica es un reposicionamiento de la figura
que preserva las relaciones entre sus lados y vértices tal como las distancias y
los dngulos. Una funcién del plano en si mismo que preserva la simetria de un
objeto se llama movimiento rigido. Por ejemplo, si miramos el rectangulo
de la Figura 3.5, es fécil ver que una rotaciéon en 180° o 360° devuelve un
rectangulo en el plano con la misma orientacién como el rectdngulo original
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y la misma relacion entre sus vértices. Una reflexion del rectangulo por su
eje vertical o su eje horizontal también puede ser reconocida como simetria de
éste. Sin embargo, una rotacién en 90° en cualquier direccién no puede ser una
simetria del rectangulo a menos que sea un cuadrado.

identidad id — A B C
~\4 B C
A c A C

rotacion

rotacion

VASSAN
A A

A C B A
reflexion (A B C
M=\4 ¢ B
A c A B
B B
reflexion (A B C
2=\c B 4
A c C A
B A
reflexion (A B C
B=\p 4 ¢
A C B C

Figura 3.6: Simetrias de un triangulo

Encontremos las simetrias de un triangulo equilatero AABC'. Para encon-
trar las simetrias de AABC, debemos primero examinar las permutaciones de
los vértices A, B, y C para luego preguntarnos si una permutacion se extiende
a una simetria del triAngulo. Recuerde que una permutacién de un conjunto
S es una funcion biyectiva 7 : S — S. Los tres vértices tienen 3! = 6 per-
mutaciones, de manera que el tridngulo tiene a lo mas seis simetrias. Para ver
que hay seis permutaciones, observe que hay tres diferentes elecciones para el
primer vértice, y dos para el segundo, y que el vértice restante estéd determi-
nado por la posicion de los primeros dos. Asi tenemos 3-2-1 = 3! = 6 arreglos
diferentes. Para describir una permutacion de los vértices de un triangulo
equilatero que envia A en B, B en C, y C en A, escribiremos el arreglo

A B C

B C A)°
Note que esta permutacion en particular corresponde al movimiento rigido de
rotar el tridngulo en 120° en direccion horaria. De hecho, cada permutacion
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produce una simetria del tridngulo. Todas estas simetria se muestran en la
Figura 3.6.

Es natural preguntarse qué pasa si un movimiento del triangulo AABC es
seguido por otro. ;Qué simetria es 1 p1; es decir, si realizamos la permutacion
p1 y luego la permutacion p1? Recuerde que acd estamos componiendo fun-
ciones. A pesar de que usualmente multiplicamos de izquierda a derecha, com-
ponemos funciones de derecha a izquierda. Tenemos

(m1p1)(A) = pi(p1(A4)) = m(B) =C
(11p1)(B) = p(p1(B)) = (C) = B
(11p1)(C) = pa(p1(C)) = p1(A) = A.

Esta es la misma simetria que ps. Supongamos que hacemos estas mismas
operaciones en el orden opuesto, pjpg. Es facil determinar que esto es lo
mismo que la simetria ps; luego, pypu1 # pip1.- Una tabla de multiplicacion de
simetrias de un tridngulo equildtero AABC se encuentra en el Cuadro 3.7.

Note que en la tabla de multiplicacién para las simetrias de un tridngulo
equilatero, para cada movimiento « del tridngulo, hay otro movimiento S tal
que a8 = id; es decir, para cada movimiento hay otro movimiento que devuelve
al tridngulo a su orientacién original.

o |id p1 p2 1 p2 p3
id|id p1 p2 g1 op2 ops
pr|pr p2 id ps opa g2
p2 | p2 id p1 pe ps
1| ope ps o idopr op2
pe | p2 p3 1 op2 id gy
ps | B3 p1 o p2 p1op2 id

Cuadro 3.7: Simetrias de un tridngulo equilatero

3.2 Definiciones y Ejemplos

Los enteros mod n y las simetrias de un tridngulo o un rectangulo son ejemplos
de grupos. Una operacion binaria o ley de composicion en un conjunto
G es una funcion G X G — G que asigna a cada par (a,b) € G x G un tnico
elemento a o b, o ab en G, llamado composicion de a y b. Un grupo (G,o) es
un conjunto G junto a una ley de composicion (a,b) — a o b que satisface los
siguientes axiomas.

e La ley de composicién es asociativa. Es decir,
(aob)oc=ao(boc)
para a,b,c € G.

e Existe un elemento e € G, llamado elemento identidad, tal que para
cualquier elemento a € G

eoca=aoce=a.

e Para cada elemento a € G, existe un elemento inverso en G, denotado
por ¢~ ', tal que
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Un grupo G con la propiedad que a o b = bo a para todo a,b € G se llama
abeliano o conmutativo. Grupos que no satisfacen esta propiedad se dicen
no abelianos o no conmutativos.

Ejemplo 3.8. Los enteros Z = {...,—1,0,1,2,...} forman un grupo bajo la
operacion de adicion. La operacion binaria en dos enteros m,n € Z es simple-
mente su suma. Como la suma de enteros tiene una notacién bien establecida,
usaremos el operador + en lugar de o; es decir, escribiremos m +n en lugar de
mon. La identidad es 0, y el inverso de n € Z se escribe como —n en lugar
de n~!. Note que el conjunto de los enteros bajo adicién tiene la propiedad
adicional de que m +n =n 4+ m y por lo tanto forma un grupo abeliano.

La mayor parte de las veces escribiremos ab en lugar de aob; sin embargo, si
el grupo ya tiene una operacion natural, como la suma en los enteros, usaremos
aquella operacion. Esto es, si estamos sumando dos enteros, atin escribiremos
m~+mn, —n para el inverso, y 0 para la identidad como de costumbre. También
escribiremos m — n en lugar de m + (—n).

Frecuentemente es conveniente describir un grupo en términos de su tabla
de adicién o de multiplicaciéon. Una tal tabla se llama tabla de Cayley.

Ejemplo 3.9. Los enteros méd n forman un grupo bajo adicién moédulo n.
Considere Zs, que consiste de las clases de equivalencia de los enteros 0, 1, 2, 3,
y 4. Definimos la operacion de grupo en Zs por adicion modulo 5. Escribimos
esta operacion binaria en el grupo de forma aditiva, es decir, escribimos m +n.
El elemento 0 es la identidad del grupo y cada elemento en Z5 tiene un inverso.
Por ejemplo, 243 = 342 = 0. El Cuadro 3.10 es una tabla de Cayley para Zs.
Por la Proposicion 3.4, Z,, = {0,1,...,n — 1} es un grupo bajo la operacion
binaria de adicién méd n.

+/0 1 2 3 4
0j0 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 4 0 1
313 4 0 1 2
414 0 1 2 3

Cuadro 3.10: Tabla de Cayley para (Zs,+)

Ejemplo 3.11. No todo conjunto con una operaciéon binaria es un grupo. Por
ejemplo, si tomamos como operacién binaria la multiplicacién modular en Z,,,
entonces Z,, no es un grupo. El elemento 1 actiia como una identidad de grupo
pues 1-k =k -1 =k para cualquier k € Z,; sin embargo, no existe un inverso
multiplicativo para 0 pues 0-k = k-0 = 0 para todo k en Z,. Incluso si
consideramos el conjunto Z,, \ {0}, atin es posible que no tengamos un grupo.
Por ejemplo, 2 € Zg no tiene inverso multiplicativo pues

0-2=0 1-2=2

2-2=4 3-2=0

4-2=2 5.2=4.
Por la Proposicion 3.4, todo elemento no nulo & tiene un inverso multiplicativo
en Zy, si k es relativamente primo con n. Denotemos el conjunto de tales

elementos en Z, por U(n). Entonces U(n) es un grupo llamado el grupo de
unidades de Z,,. El Cuadro 3.12 es una tabla de Cayley para el grupo U(8).
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~N Ot W
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Cuadro 3.12: Tabla de multiplicacion para U(8)

Ejemplo 3.13. Las simetrias de un tridangulo equilatero descritas en la Sec-
ciéon 3.1 forman un grupo no abeliano. Como observamos, no es necesariamente
cierto que a8 = Pa para dos simetrias a y 8. Usando el Cuadro 3.7, que es una
tabla de Cayley para este grupo, podemos facilmente verificar que las simetrias
de un tridngulo equilatero forman efectivamente un grupo. Denotaremos este
grupo como S3 o D3, por razones que explicaremos mas adelante.

Ejemplo 3.14. Usaremos My (R) para denotar al conjunto de todas las matri-
ces de 2 x 2. Sea GL2(R) el subconjunto de My (R) que consiste de las matrices
invertibles; es decir, una matriz
a b
A =
(¢ )

estd en GL2(R) si existe una matriz A~! tal que AA~t = A='A = I, donde I
la matriz identidad de 2 x 2. Que A tenga una inversa es equivalente a que el
determinante de A no sea cero; es decir, det A = ad — bc # 0. El conjunto de
las matrices invertibles forma un grupo llamado el grupo lineal general. La
identidad del grupo es la matriz identidad.

I-= (1 0) |
0 1
La inversa de A € GL2(R) es

Al 1 d b

ad—bc \—c a
El producto de dos matrices invertibles es nuevamente invertible. La multi-
plicaciéon de matrices es asociativa, satisfaciendo asi el otro axioma de grupos.

Para las matrices en general no se cumple que AB = BA,; por lo tanto, GL2(R)
es otro ejemplo de un grupo no abeliano.

1 0 0 1
=61 ()
0 1 i 0
J: K:
(o) =)
con i2 = —1. Entonces las relaciones 12 = J? = K2 =—-1,IJ =K, JK =1,
Kl =J,JI = -K, KJ = -1,y IK = —J se satisfacen. El conjunto

Qs = {x1,£I,£J,£K} es un grupo llamado grupo de cuaterniones. Note
que (Jg es no conmutativo.

Ejemplo 3.15. Sean
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Ejemplo 3.16. Sea C*el conjunto de los ntimeros complejos no nulos. C*
forma un grupo bajo la operaciéon de multiplicacion. La identidad es 1. Si
z = a 4+ bi es un numero complejo no nulo, entonces

1 a-—bi

a2+ b2

es el inverso de z. Es facil verificar que se cumplen los demés axiomas de grupo.

Un grupo es finito, o tiene orden finito, si contiene un namero finito de
elementos; de otro modo, el grupo se dice infinito o que tiene orden infinito.
El orden de un grupo finito es el ntimero de elementos que contiene. Si G es
un grupo que contiene n elementos, escribiremos |G| = n. El grupo Zs es un
grupo finito de orden 5; los enteros Z forman un grupo infinito bajo la adicion,
y en ocasiones escribiremos |Z| = oo.

Propiedades basicas de los Grupos

Proposiciéon 3.17. El elemento identidad en un grupo G es unico; es decir,
hay solo un elemento e € G tal que eg = ge = g para todo g € G.

DEMOSTRACION. Supongamos que e y €' son ambas identidades en G. En-
tonces eg = ge = gy /g = g¢/ = g para todo g € G. Debemos demostrar
que e = ¢/. Si pensamos en e como la identidad, entonces ee’ = €’; pero si €’
es la identidad, entonces ee’ = e. Combinando estas dos ecuaciones, tenemos
e=¢ce =¢€. O

Los inversos en un grupo también son tinicos. Si ¢’ y g” son ambos inversos
de un elemento g en un grupo G, entonces g¢' = g'g = ey g9’ = ¢"’g = e.
Queremos mostrar que ¢’ = ¢”, pero ¢’ = g'e =¢'(99") = (9'9)g" =eg”’ =¢".
Resumimos este hecho en la siguiente proposicion.
Proposicion 3.18. Si g es un elemento en un grupo G, entonces el inverso

de g, denotado por g~ ', es tinico.

Proposicion 3.19. Sea G un grupo. Si a,b € G, entonces (ab)™! =b"1a1.

DEMOSTRACION. Sean a,b € G. Entonces abb~la™! = aea™! = aa™! = e.
Similarmente, b='a~'ab = e. Por la proposicién anterior, los inversos son
tinicos; luego, (ab)~! =b~la~!. O

—1)-1 =g,

Proposicion 3.20. Sea G un grupo. Para cualquier a € G, (a

DEMOSTRACION. Notemos que a~'(a~!)~! = e. Por lo tanto, multiplicando
ambos lados de esta ecuaciéon por a, tenemos

(e t=elaHT=aa " a ) =ae=a. O

Tiene sentido escribir ecuaciones con elementos y operaciones de un grupo.
Si a y b son dos elementos en un grupo G, ;jexiste un elemento z € G tal
que ax = b? ;Si tal x existe, es Gnico? La siguiente proposicion entrega una
respuesta afirmativa a ambas preguntas.

Proposicion 3.21. Sea G un grupo y sean a y b dos elementos cualquiera en
G. Entonces las ecuaciones ax = b y xa = b tienen una unica solucion en G.

DEMOSTRACION. Supongamos que ax = b. Debemos demostrar que tal x
existe. Podemos multiplicar ambos lados de ax = b por a~! para encontrar
r=ex=a tar =a"'b.

Para demostrar la unicidad, supongamos que x1 y 22 son ambas soluciones
de ax = b; entonces axr; = b = ary. Luego x; = a lax; = a lazs = x5. La
demostracion de la existencia y unicidad de la solucién de xa = b es similar. [



46 CAPITULO 3. GRUPOS

Proposicion 3.22. Si G es un grupo y a,b,c € G, entonces ba = ca implica
b=c yab=ac implica b= c.

Esta proposicion nos dice que las leyes de cancelacion derecha e izquierda
se cumple para grupos. Dejamos la demostraciéon como ejercicio.
Podemos utilizar la notacién exponencial en grupos de la forma en que
estamos acostumbrados. Si G es un grupo y g € G, definimos ¢° = e. Para
n € N, definimos
9"=9-9--9
—

n times

n times

Teorema 3.23. En un grupo, se cumplen las reglas usuales de los exponentes;
es decir, para todo g,h € G,

1. gmg™ = g™ para todo m,n € Z;
2. (g"™)™ = g™ para todo m,n € Z;

3. (gh)™ = (h=tg=Y)™™ para todo n € Z. Mds ain, si G es abeliano, en-
tonces (gh)™ = g"h"™.

Dejaremos la demostracion de este teorema como un ejercicio. Note que
(gh)™ # g™h™ en general, pues el grupo puede no ser abeliano. Si el grupo es
Z o Z,, escribiremos la operacion del grupo de forma aditiva y la operacion
exponencial como multiplicacion; es decir, escribimos ng en lugar de g". Las
leyes de los exponentes ahora son

1. mg +ng = (m + n)g para todo m,n € Z;
2. m(ng) = (mn)g para todo m,n € Z;
3. m(g 4+ h) = mg + mh para todo n € Z.

Es importante notar que esto solo es posible dado que Z y Z,, son grupos
conmutativos.

Nota Historica

Si bien la primera definicién axiomatica clara de grupo recién fue dada a fi-
nales del siglo XIX, los métodos de teoria de grupos ya habian sido usados
anteriormente en el desarrollo de muchas areas de las matematicas, incluyendo
la geometria y la teoria de ecuaciones algebraicas.

Joseph-Louis Lagrange usé teoria de grupos en una memoria de 1770-1771
para estudiar métodos de resolucién de ecuaciones polinomiales. Mas tarde,
Evariste Galois (1811-1832) desarroll6 con éxito las mateméticas necesarias
para determinar exactamente cuéles ecuaciones polinomiales podian ser re-
sueltas en términos de los coeficientes del polinomio en cuestién. La her-
ramienta principal que us6 Galois’ fue la teoria de grupos.

El estudio de la geometria sufrié cambios revolucionarios en 1872 cuando
Felix Klein propuso que los espacios geométricos debian ser estudiados exam-
inandos aquellas propiedades que son invariantes bajo una trasformaciéon del
espacio. Sophus Lie, coetaneo de Klein, usé teoria de grupos para estudiar las
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales. Uno de los primeros libros en
tratar la teoria de grupos en forma moderna es el de William Burnside The
Theory of Groups of Finite Order [1], publicado originalmente en 1897.
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3.3 Subgrupos

Definiciones y Ejemplos

En ocasiones necesitaremos estudiar grupos mas pequenos dentro de un grupo
mayor. El conjunto de los enteros pares 2Z = {...,—2,0,2,4,...} es un grupo
bajo la operacion de adicién. Este grupo estd naturalmente contenido en el
grupo de enteros bajo adiciéon. Definimos un subgrupo H de un grupo G como
un subconjunto H de G tal que con la operacion de G restringida a H, H es un
grupo. Observe que todo grupo G con al menos dos elementos siempre tiene
al menos dos subgrupos, el subgrupo que consiste tnicamente del elemento
identidad y el grupo completo. El subgrupo H = {e} de un grupo G se llama
subgrupo trivial. Un subgrupo que es un subconjunto propio de G se llama
subgrupo propio. En muchos de los ejemplos que hemos considerado hasta
ahora, existen otros subgrupos aparte de los subgrupos trivial e impropio.

Ejemplo 3.24. Considere el conjunto de los nameros reales no nulos, R*, con
la operaciéon de multiplicaciéon para formar un grupo. La identidad de este
grupo es 1 y el inverso de cualquier elemento a € R* es simplemente 1/a.
Mostraremos que

Q* = {p/q : py gsonenteros nonulos}

es un subgrupo de R*. La identidad de R* es 1; sin embargo, 1 = 1/1 es el
cociente de dos enteros no nulos. Por lo tanto, la identidad de R* esta en Q*.
Dados dos elementos en Q*, digamos p/q y r/s, su producto pr/qs también
estd en Q*. El inverso de cualquier elemento p/q € Q* esta nuevamente en Q*
pues (p/q)~! = q/p. Como la multiplicaciéon en R* es asociativa, multiplicacion
en Q* es asociativa.

Ejemplo 3.25. Recuerde que C* es el grupo multiplicativo de los nameros
complejo no nulos. Sea H = {1, —1,4, —i}. Entonces H es un subgrupo de C*.
Es facil verificar que H es un grupo con la operacién de multiplicacién y que
H c C*.

Ejemplo 3.26. Sea SL3(R) el subconjunto de GL3(R) que contiene las ma-
trices de determinante uno; es decir, una matriz

a b
A=
(¢ )
esta en SLo(R) precisamente cuando ad —bc = 1. Para mostrar que SLy(R) es
un subgrupo del grupo lineal general, debemos demostrar que también es un

grupo con la operacion de multiplicacion de matrices. La matriz identidad de
2 x 2 estd en SLy(R), asi como la inversa de la matriz A:

g (d b
o —C a ’

Falta mostrar que la multiplicaciéon es cerrada; es decir, que el producto de
dos matrices de determinante uno también tiene determinante uno. Dejaremos
esta tarea como ejercicio. El grupo SLs(R) se llama grupo lineal especial.

Ejemplo 3.27. Es importante notar que un subconjunto H de un grupo G
puede ser un grupo sin ser un subgrupo de G. Para que H sea un subgrupo de
G debe heredar la operacion binaria de G. El conjunto de todas las matrices
de 2 x 2, M3(R), forma un grupo con la operacion de adicion. El grupo lineal
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general GLa(R) es un subconjunto de My(R) y es un grupo con la operacion
de multiplicacién de matrices, pero no es un subgrupo de My(R). Si sumamos
dos matrices invertibles no necesariamente obtendremos otra matriz invertible.

Observe que
10y, (-1 0)_ (00
0 1 0 -1/ \o o)’
pero la matriz cero no esta en GL2(R).

Ejemplo 3.28. Una manera de saber si dos grupos son el mismo grupo, es
examinando sus subgrupos. Aparte del subgrupo trivial y del grupo mismo,
el grupo Z, tiene exactamente un subgrupo adicional que consiste de los ele-
mentos 0 y 2. A partir del grupo Zy, podemos formar otro grupo de cuatro
elementos como sigue. Como conjunto, este grupo es Zs X Zs. Realizamos las
operacioens coordenada a coordenada; es decir, (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d).
El Cuadro 3.29 es una tabla de sumas para Zs X Zy. Como hay tres subgrupos
propios no triviales de Zs x Zs, H; = {(0,0),(0,1)}, Hx = {(0,0),(1,0)}, y
Hs ={(0,0),(1,1)}, Zy y Zo x Z2 deben ser grupos diferentes.

O O~ R
O = O ==
= = =

—~ e~ = =
— =0 OO
O = O ==
S N N N |
~ Y~
O O = ==
R R=Ik=)
NI NI AN Nl
—~ e~ |

Cuadro 3.29: Tabla de sumas para Zs X Zs

Algunos Teoremas para Subgrupos

Examinemos algunos criterios para determinar exactamente cuando un sub-
conjunto de un grupo es un subgrupo.

Proposicion 3.30. Un subconjunto H de G es un subgrupo si y solo si satiface
las siguientes condiciones.

1. La identidad e de G estd en H.
2. Si hy,ho € H, entonces hihy € H.
3. Sih € H, entonces h™! € H.

DEMOSTRACION. Primero supongamos que H es un subgrupo de G. Debemos
mostrar que se cumplen las tres condiciones. Como H es un grupo, debe tener
una identidad eg. Debemos demostrar que ey = e, donde e es la identidad
de G. Sabemos que egey = ey y que eey = ege = ey; por lo tanto,
eey = egey. Por cancelacion a la derecha, e = ey. La segunda condicién
se cumple pues un subgrupo de H es un grupo. Para demostrar la tercera
condicion, sea h € H. Como H es un grupo, hay un elemento h’ € H tal que
hh/ = h'h = e. Por la unicidad del inverso en G, b’ = h~".

Reciprocamente, si se cumplen la tres condiciones, debemos demostrar que
H es un grupo con la misma operacion que G; pero, estas tres condiciones mas
la asociatividad de la operaciéon binaria son exactamente las condiciones de la
definicién de grupo. O
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Proposicion 3.31. Sea H un subconjunto de un grupo G. Entonces H es un
subgrupo de G si y solo si H # 0, y para todo g, h € H se tiene que gh™! estd
en H.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que H es un subgrupo de G. Queremos
mostrar que gh™! € H cada vez que g y h estan en H. Como h estd en H,
su inverso h~! también debe estar en H. Por la clausura de la operacién de
grupo, gh~! € H.

Reciprocamente, supongamos que H C G tal que H # () y gh~' € H cada
vez que g,h € H. Si g € H, entonces gg~! = e esta en H. Si g € H, entonces

eg~! = ¢! también estd en H. Sean ahora hq,hy € H. Debemos demostrar
que su producto esta también en H. pero, hy(hy')~! = hihy € H. Luego, H
es un subgrupo de G. O

Sage La primera mitad de este libro es sobre teoria de grupos. Sage incluye
Grupos, Algoritmos y Programacion en (GAP), un programa disefiado princi-
palmente para la teoria de grupos, y que ha estado en constante desarrollo
desde 1986. Muchos de los calculos con grupos hechos en Sage en realidad son
realizados por GAP.

3.4 Ejercicios

1. Encuentre todos los x € Z que satisfagan cada una de las siguientes ecua-
ciones.

(a) 3x =2 (mod 7) (d) 92 =3 (mod 5)

(b) 5z +1 =13 (mod 23) (e) 5z =1 (mod 6)

(¢) bz +1 =13 (mod 26) f) 3z =1 (mod 6)

—~

2. ;Cual(es) de las siguientes tablas de multiplicacion definidas en el conjunto
G ={a,b,c,d} forma(n) un grupo? Justifique su respuesta en cada caso.

(a) (c)

ola b ¢ d ola b ¢ d
ala ¢ d a ala b ¢ d
b|b b ¢ d blb ¢ d a
cle d a b clec d a b
dld a b ¢ dld a b ¢
(b) (d)
ola b ¢ d ola b ¢ d
ala b ¢ d ala b ¢ d
b|b a d c b|b a ¢ d
clec d a b cle b a d
dld ¢ b a dld d b c

3. Complete tablas de Cayley para los grupos formados por las simetrias de
un rectangulo y para (Z4,+). ;Cuantos elementos hay en cada grupo? ;Son
iguales estos grupos? ;Por qué o por qué no?

4. Describa las simetrias de un rombo y demuestre que el conjunto de simetrias
forma un grupo. Complete tablas de Cayley tanto para las simetrias de un
rectangulo como para las simetrias de un rombo. ;Son iguales estos grupos?
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5. Describa las simetrias de un cuadrado y demuestre que el conjunto de tales
simetrias es un grupo. Complete una tabla de Cayley para las simetrias. ;De
cudntas maneras es posible permutar los vértices de un cuadrado? ;Corre-
sponde cada una de estas permutaciones a una simetria del cuadrado? El
grupo de simetrias del cuadrado se denota por Dy.

6. Complete una tabla de multiplicacion para el grupo U(12).

7. Sea S = R\ {—1} y defina una operacién binaria en S por a*b = a+ b+ ab.
Demuestre que (S, %) es un grupo abeliano.

8. Dé un ejemplo de dos elementos Ay B en GL3(R) con AB # BA.

9. Demuestre que el producto de dos matrices en SLy(R) tiene determinante
uno.

10. Demuestre que el conjunto de matrices de la forma

1
0
0

(=

Y
z
1

es un grupo con la operaciéon de multiplicacién de matrices. Este grupo, cono-
cido como el grupo de Heisenberg, es importante en mecénica cuantica. La
multiplicaciéon de matrices en el grupo de Heisenberg se define por

1 =z vy 1 2 9 1 z+2 y+y +a2
01 =z 01 2Z|=10 1 z+ 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

11. Demuestre que det(AB) = det(A) det(B) en GLy(R). Use este resultado
para mostrar que la operacion binaria en el grupo GLy(R) es cerrada; es decir,
si Ay B estan en GLy(R), entonces AB € GLy(R).

12. Sea Z% = {(a1,as9,...,ay) : a; € Zs}. Defina una operacion binaria en Z%
por

(al,aQ,...,an)+(bl,b%...,bn) = (a1+b17a2—|—b2,...7an+bn).

Demuestre que Z3 es un grupo con esta operacion. Este grupo es importante
en la teorfa de cédigos algebraicos.

13. Muestre que R* = R\ {0} es un grupo con la operacion de multiplicacion.

14. Dados dos grupos R* y Z, sea G = R* x Z. Defina una operacién binaria
o en G por (a,m)o (b;n) = (ab,m + n). Muestre que G es un grupo con esta
operacion.

15. Demuestre o refute que todo grupo con seis elementos es abeliano.

16. Dé un ejemplo explicito de algin grupo G y elementos g,h € G con
(gh)" # g"h™.

17. Dé un ejemplo de tres grupos diferentes con ocho elementos. ;Por qué son
diferentes estos grupos?

18. Muestre que hay n! permutaciones de un conjunto de n elementos.

19. Muestre que
0+a=a+0=a (modn)

para todo a € Z,.



3.4. EJERCICIOS o1

20. Demuestre que existe una identidad multiplicativa para los enteros médulo
n:
a-1=a (modn).

21. Para cada a € Z,, encuentre un elemento b € Z,, tal que

a+b=b+a=0 (modn).

22. Muestre que la suma y el producto méd n son operaciones bien definidas.
Es decir, muestre que no dependen de la eleccion de representantes de las clases
de equivalencia mod n.

23. Muestre que la suma y el producto moéd n son operaciones asociativas.

24. Muestre que la multiplicacién distribuye sobre la suma moédulo n:

a(b+c) =ab+ac (mod n).

25. Sean a y b elementos en un grupo G. Demuestre que ab"a~! = (aba=1)"
para n € Z.

26. Sea U(n) el grupo de unidades en Z,. Si n > 2, demuestre que hay un
elemento k € U(n) tal que k2 =1y k # 1.

27. Demuestre que el inverso de g1g2 - g5, €s gglggil . -gfl

28. Complete la demostracion de la Proposicion 3.21: si G es un grupo y
a,b € G, entonces la ecuacion xza = b tiene una tnica solucion en G.

29. Demuestre el Teorema 3.23.

30. Demuestre las leyes de cancelacion izquierda y derecha para un grupo Gj;
es decir, demuestre que en el grupo G, ba = ca implica b = ¢ y ab = ac implica
b = ¢ para elementos cualquiera a,b,c € G.

31. Demuestre que si a?> = e para todos los elementos a en un grupo G,

entonces G debe ser abeliano.

32. Demuestre que si G es un grupo finito de orden par, entonces existe un
a € G tal que a no es la identidad y a? = e.

33. Sea G un grupo y supongamos que (ab)? = a?b? para todo a y b en G.
Demuestre que G es un grupo abeliano.

34. Encuentre todos los subgrupos de Z3 x Zs3. Use esta informacion para
demostrar que Zz x Z3 no es el mismo grupo que Zg. (Vea el Ejemplo 3.28
para una descripcion resumida del producto de grupos.)

35. Encuentre todos los subgrupos del grupo de simetrias de un tridngulo
equilétero.

36. Encuentre los subgrupos del grupo de simetrias de un cuadrado.
37. Sea H = {2F : k € Z}. Demuestre que H es un subgrupo de Q*.

38. Sean =0,1,2,... y sea nZ = {nk : k € Z}. Demuestre que nZ es un
subgrupo de Z. Muestre que estos son los tnicos subgrupos de Z.

39. Sea T = {z € C*: |z| = 1}. Demuestre que T es un subgrupo de C*.
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40. Sea G el conjunto de matrices de 2 x 2 de la forma

cosf —siné

sinf cos@ )’
con # € R. Demuestre que G es un subgrupo de SLs(R).

41. Demuestre que
G={a+bV2:a,bcQyaybnoambos cero}

es un subgrupo de R* con la operacién de multiplicacion.

42. Sea G el grupo de matrices de 2 X 2 con la operciéon de suma y sea

a={(i 2) oo}

Demuestre que H es un subgrupo de G.

43. Demuestre o refute: SLs(Z), el conjunto de matrices de 2 x 2 con coefi-
cientes enteros y determinante 1, es un subgrupo de SLy(R).

44. Liste los subgrupos del grupo de cuaterniones, Qs.

45. Demuestre que la interseccion de dos subgrupos de un grupo G también
es un subgrupo de G.

46. Demuestre o refute: Si H y K son subgrupos de un grupo G, entonces
H U K es un subgrupo de G.

47. Demuestre o refute: Si H y K son subgrupos de un grupo G, entonces
HK ={hk : h € H and k € K} es un subgrupo de G. ;Qué pasa si G es
abeliano?

48. Sea G un grupo y sea g € G. Demuestre que
Z(G)={x € G: gx = xg para todo g € G}
es un subgrupo de G. Este subgrupo se llama centro de G.

49. Sean a v b elementos de un grupo G. Si a*b = ba y a® = e, demuestre que
ab = ba.

50. Dé un ejemplo de un grupo infinito en que todo subgrupo no trivial es
infinito.

51. Sizy = 2~ 'y~ ! para todo = e y en G, demuestre que G debe ser abeliano.

52. Demuestre o refute: Todo subgrupo propio de un grupo no abeliano es no
abeliano.

53. Sea H un subgrupo de G y sea
C(H)={g € G: gh= hg para todo h € H}.

Demuestre que C(H) es un subgrupo de G. Este subgrupo se llama central-
izador de H en G.

54. Sea H un subgrupo de G. Si g € G, muestre que gHg ' = {ghg™' : h €
H} también es un subgrupo de G.
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3.5 Ejercicios Adicionales: Detectando Errores

1. (Codigos UPC) El Codigo Universal de Productos (UPC por su sigla en
inglés) se encuentra en la mayoria de los productos de supermercados y tiendas
del retail. El UPC es un cédigo de 12 digitos que identifica al fabricante de un
producto y al producto mismo (Figura 3.32). Los primeros 11 digitos contienen
informacién sobre el producto; el dltimo digito se usa para la deteccion de
errores. Si dids - - - dio es un nimero UPC valido, entonces

(a) Muestre que el nimero UPC 0-50000-30042-6, que aparece en la Figura 3.32,
es un nimero UPC valido.

(b) Muestre que el nimero 0-50000-30043-6 no es un namero UPC valido.

(c¢) Escriba una formula para calcular el digito verificador, di2, de un namero
UPC.

(d) El método de deteccion de errores del UPC puede detectar la mayor parte
de los errores de transposicién; es decir, puede tereminar si dos digitos
fueron intercambiados. Muestre que el error de transposicion 0-05000-
30042-6 no es detectado. Encuentre un error de transposiciéon que si sea
detectado. jPuede encontrar una regla general sobre cuéles son los errores
de transposiciéon que son detectados?

(e) Escriba un programa que determina si un ntimero UPC es valido.

0 50000"™ 30042% %e

Figura 3.32: Un cédigo UPC

2. Con frecuencia es 1til usar la notacion de producto interno para este método
de deteccion de errores; de manera que usaremos la notaciéon

(d1,da,...,dg) (w1,ws,...,wr) =0 (mod n)
para decir que
dywy + dowa + - -+ dpwp, =0 (mod n).
Supongamos que (dy,da,...,d;) - (w1, wa,...,w;) =0 (mod n) es un método
de deteccion de errores para el namero de identificacion de k digitos dids - - - di,

donde 0 < d; < n. Demuestre que todos los errores en un solo digito son
detectados si y solo si med(w;,n) =1 para 1 <i <k.



54 CAPITULO 3. GRUPOS

3. Sea (dy,ds,...,dg) - (w1, wa,...,wg) =0 (mod n) un método de deteccion
de errores para el nimero de identificacion de k digitos dids - - - dy, donde 0 <
d; < n. Demuestre que todas las transposiciones de dos digitos d; y d; son
detectadas si y solo si med(w; —wj,n) =1 para iy j entre 1 y k.

4. (Codigos ISBN) Todo libro tiene un International Standard Book Number
(1sBN). Este es un cddigo de 10 digitos que indica la editorial y el titulo del
libro. El décimo digito es un digito verificador que satisface

(dl,dQ,...,dl())'(10,9,...,1) =0 (mod ].].)

Un problema es que dyg puede tener que ser 10 para que el producto interno
sea cero; en ese caso, se requieren 11 digitos para que funcione el método. Por
lo tanto se usa una X como undécimo digito para representar el 10. Asi el ISBN
3-540-96035-X es un codigo ISBN valido.

(a) {Es el ISBN 0-534-91500-0 un codigo 1SBN valido? ;Y el ISBN 0-534-91700-0
o el 1SBN 0-534-19500-07

(b) ¢Sirve este método para detectar todos los errores en un solo digito? §y
todos los errores de transposicion?

(¢) ¢Cuantos codigos 18BN diferentes hay?

scriba un programa que permita calcular el digito verificador para los
d) Escrib it lcular el digit ificad 1
primeros nueve digitos de un c6digo ISBN.

(e) Una editorial tiene sedes en Alemania y Estados Unidos. Su prefijo alemén
es 3-540. Si su prefijo en Estados Unidos es 0-abc, encuentre abc tal que
el resto del codigo ISBN sea el mismo para un libro impreso en Alemania
y los Estados Unidos. Bajo el método de codificacién ISBN el primer
digito identifica el idioma; alemén es 3 y e inglés es 0. El siguiente grupo
de namero identifica a la editorial, y el ultimo grupo identifica el libro
especifico.
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3.7 Sage

Muchos de los grupos discutidos en este capitulo estan disponibles para ser
estudiados en Sage. Es importante entender que los conjuntos que forman
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objetos algebraicos (grupos en este capitulo) se llaman “parents” en Sage, y
elementos de estos objetos se llaman “elements.” Asi cada element pertenece
a un parent (en otras palabras, esta contenido en algin conjunto). Podemos
preguntar por propiedades de los conjuntos (jfinito? jorden? jabeliano?), y
podemos preguntar sobre propiedades de los elementos individuales (;identi-
dad? inverso?). En lo que sigue mostraremos como crear algunos de estos
grupos comunes y empezaremos a explorar sus propiedades con Sage.

Enteros mod n

Z8 = Integers(8)
Z8

Ring of integers modulo 8

78 .1list ()

a = Z8.an_element(); a

a.parent ()

Ring of integers modulo 8

Queremos trabajar con elementos de z8. Si escribimos 6 en una celda Sage,
lqué significara? ;El entero 6, el ntimero racional %, el namero real 6.00000, o
el nimero complejo 6.00000+0.00000:27 ;O quizas lo que realmente queremos es
el entero 6 mdéd 87 Sage no tiene idea sobre lo que queremos. Para aclararselo
a Sage, lo que podemos hacer es “coercionar” 6 a Z8 con la sintaxis 78(6). Sin
esto, Sage tratara una entrada como 6 como un entero, que en algin sentido
es la interpretacion mas sencilla. Analice lo siguiente cuidadosamente, primero
trabajamos con enteros “normales” y luego con enteros mod 8.

a =6
a

a.parent ()

Integer Ring

b =7

c =a+ b; c
13

d = 728(6)
d
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d.parent ()

Ring of integers modulo 8
e = 28(7)

f = d+e; f

5

g = 28(85); g

5

7 =g

True

Z8 es un poco extrano como un primer ejemplo, ya que tiene dos operaciones
definidas, tanto suma como producto, con la suma forma un grupo, pero no
asi con el producto. Aun asi, podemos trabajar con la parte aditiva, formando
acd la tabla de las sumas.

Z8 .addition_table(names='elements"')

o] @1 2 3 4567
11 12345670
2] 23456701
3] 34567012
4] 4567 0123
5/ 567 01234
6] 6 7012345
717 0123 456

Cuando n es un nimero primo, la estructura multiplicativa (sin el cero), tam-
bién forma un grupo.

Los enteros méd n son muy importantes, y Sage implementa tanto la mul-
tiplicacion como la adicién en ellos. Grupos de simetrias son un mejor ejemplo
de como Sage implementa grupos, pues hay solo una operacién presente.

Grupos de simetrias

Los grupos de simetrias de algunos objetos geométricos ya estdn definidos en
Sage, aunque con nombres diferentes. Estan implementados como “grupos de
permutaciones (permutation groups)” los que empezaremos a estudiar cuida-
dosamente en el Capitulo 5.

Sage usa enteros para etiquetar los vértices, empezando a contar desde 1,
en lugar de letras. Los elementos normalmente se muestran en “notacioén ciclica
(cycle notation)” que veremos descrita en detalle en el Capitulo 5. Aca hay
un ejemplo, que incluye tanto matematicas como Sage. Para la parte de Sage,
construimos el grupo de simetrias y luego creamos la simetria p; por coercion,
desplegando a continuacion el elemento en notacion ciclica. Después creamos
la fila inferior de la notaciéon que hemos usado para las permutaciones.

(A B C\ (123
P2=\c 4 B) \3 1 2
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triangle = SymmetricGroup (3)
rho2 = triangle([3,1,2])
rho2

(1,3,2)

[rho2(x) for x in triangle.domain()]

[3, 1, 21

La dltima lista merece un comentario. El método .domain() entrega una lista
de los simbolos usados para el grupo de permutaciones triangle y luego rho2
se usa como si fuera una funcion (lo es) para crear las imagenes que ocuparian
la fila inferior.

Con una lista doble podemos listar los seis elementos del grupo en el formato
de “fila inferior”. Un buen ejercicio es identificar cada elemento con el nombre
que le dimos en la Figura 3.6.

[[a(x) for x in triangle.domain()] for a in triangle]

tcr, 2, 31, 2, 1, 31, C2, 3, 11, (3, 1, 21, [, 3, 2], I3,
2, 111

Diferentes libros, diferentes autores, diferentes programas de computadora to-
dos tienen ideas diferentes sobre el orden en que se deben escribir las permuta-
ciones para componerlas. Este libro se basa en la idea tradicional de composi-
cion de funciones, de manera que fg es la composicion (fg)(z) = f(g(z)) y
es natural aplicar g primero. Sage toma el punto de vista opuesto y por fg,
Sage entendera que queremos hacer f primero. Ninguna de las dos postura es
incorrecta y ninguna es necesariamente superior, son simplemente diferentes
y hay buenas razones para preferir una o la otra. Cuando lea otros libros
que trabajan con grupos de permutaciones, debera determinar primero cuél
es la eleccion utilizada. (Note que esta discusion sobre la composicion de fun-
ciones en Sage, se limita a la composicion de permutaciones, pues las funciones
—“regulares”, Sage las compone de la forma en que estamos acostumbrados.)

La traducciéon hecha aca entre el texto y Sage es una préctica valiosa.
Reanudaremos la discusion al final de la Seccion 3.1, pero revierta el orden
de cada producto para calcular como lo haria Sage imitando lo que hace el
texto.

mul = triangle([1,3,2])
mu?2 triangle([3,2,1])
mu3 = triangle([2,1,3])
rhol = triangle([2,3,11)

product = rholxmul
product == mu2
True

[product(x) for x in triangle.domain()]

[3, 2, 11

rholx*mul == mul*xrhol

False
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mulxrhol == mu3

True

Ahora que entendemos que Sage calcula los productos al revés, podemos obtener
la tabla de multiplicacién para este grupo. El comportamiento por defecto es
usar letras para referirse a los elementos de un grupo, a, b, c, \dots{} en el
mismo orden que les darfa el comando .1list() al listar los elementos del grupo.
Pero también es posible mostrar explicitamente los elementos en la tabla (con
notacion ciclica en este caso), puede darle los nombres que desee a los elemen-
tos. Usaremos u como abreviacion de p y r para p.

triangle.cayley_table ()

* O (,2) (1,2,3) (1,3,2)  (2,3) (1,3)
S

Ol O 0,2 (,2,3) (1,3,2) (2,3 (,3)
a,2yr a,2 O a,3) (2,3 (1,3,2) (1,2,3)
(1,2,3)] (1,2,3)  (2,3) (1,3,2) O a,3 0,2
(1,3,2)] (1,3,2)  (1,3) O (1,2,3)  (1,2) (2,3
2,31 (2,3 (0,2,3) (,2) (,3) O a,3,2)
a,r o a,3) 0,3,2) (2,3 (0,2) (1,2,3) O

triangle.cayley_table(names=['id"','u3"','r1',"'r2"','ul’','u2'])

id| id u3 r1 r2 ul u2
u3| u3 id u2 ul r2 ri
r1] r1 ul r2 id u2 u3
r2| r2 u2 id r1 u3 ul
ul]| ul r1 u3 u2 id r2
u2| u2 r2 ul u3d ri1 id

Usted debiera verificar que esta tabla estd correcta, asi como la tabla en el
Cuadro 3.7 esté correcta. Recuerde que la convencion es multiplicar la etiqueta
de la columna por la de la fila, en ese orden. Pero, para hacer una verificacion
entre las tablas, debera recordar la diferencia de orden entre el texto y Sage.

Cuaterniones

Sage implementa los cuaterniones, pero los elementos no son matrices, sino per-
mutaciones. A pesar de las apariencias, la estructura es idéntica. No deberia
importar que version tiene en mente (matrices o permutaciones) si construye
la tabla de Cayley usando letras para etiquetar los elementos. Como permuta-
ciones, o como letras, ;puede identificar —1, I, J y K?
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Q = QuaternionGroup()
[[a(x) for x in Q.domain()] for a in Q]

rc1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 81, [2, 3, 4, 1, 6, 7, 8, 51,
(5, 8, 7, 6, 3, 2, 1, 41, [3, 4, 1, 2, 7, 8, 5, 6],
(6, -, 8, 7, 4, 3, 2, 11, (8, 7, 6, 5, 2, 1, 4, 31,
(4, 1, 2, 3, 8, 5, 6, 71, [7, 6, 5, 8, 1, 4, 3, 211

[¢]
> o QO 0O T W
-H 0 O 0 0O QT
©Q ® 0 T T Q HhO
O T O Hh o 0@ O
T 0L Q —Hhoma O @
| 0 O O ® T I -h
® Q > 0O T Hh o 0
Q —Hh T Mm@ O O ®© =

Debiera ser bastante obvio que a es el elemento identidad del grupo (1), ya sea
por su comportamiento en la tabla, o por su representacion de “fila inferior”
como el primer elemento de la lista anterior. Y si lo prefiere, puede pedirle a
Sage una lista de sus imégenes cuando es considerado como una funcién.

id = Q.identity()
[id(x) for x in Q.domain()]

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]

Ahora —1 deberia tener la propiedad de que —1-—1 = 1. Vemos que el elemento
identidad a esta en la diagonal de la tabla de Cayley solo cuando calculamos
dxd. Esto lo podemos verificar facilmente, tomado la cuarta “fila inferior” de la
lista anterior. Con esta informacion, una vez que hemos localizado I, podemos
facilmente calcular —I, y asi sucesivamente.

minus_one = Q([3, 4, 1, 2, 7, 8, 5, 61)
minus_one*minus_one == Q.identity()

True

Vea si es capaz de identificar las letras con los ocho elementos de los cuater-
niones. Tenga un poco de cuidado con los nombres que use, pues el simbolo
I is es usado por Sage para el ntimero imaginario i = y/—1 (que utilizare-
mos més adelante), pero Sage le permitira redefinirlo como cualquier cosa que
quiera, sin una advertencia. Lo mismo vale para el uso de la i mintscula en
Sage. De manera que mejor llame algo como QI, QJ, QK a los elementos de los
cuaterniones para evitar confusion.

En la medida en que empezamos a trabajar con grupos, es instructivo
trabajar con sus elementos. Pero muchas propiedades de los grupos son in-
dependientes del orden usado para la multiplicacion, y de los nombres o rep-
resentaciones que usemos para los elementos. Aqui mencionaremos algunos
hechos sobre los cuaterniones que podemos calcular directamente sin tener in-
formacion alguna sobre como se escriben los elementos o como se multiplican.

Q.is_finite ()
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True

Q.order ()

Q.is_abelian ()

False

Subgrupos

Las mejores técnicas para la creacién de subgrupos vendran en capitulos pos-
teriores, pero ya ahora podemos crear algunos grupos que son naturalmente
subgrupos de otros.

Los elementos de los cuaterniones fueron representados por ciertas permuta-
ciones de los enteros del 1 al 8. Podemos también crear el grupo de todas las
permutaciones de estos ocho enteros. Esto se hace bastante grande, asi es que
no los liste a menos que desee obtener una respuesta muy larga! (Lo desafio a
hacerlo.)

S8 = SymmetricGroup (8)
a = S8.random_element ()
[a(x) for x in S8.domain ()] # random

S8.order ()

40320

El grupo de los cuaterniones, Q, es un subgrupo del grupo de todas las permuta-
ciones, el grupo simétrico Sg o S8, y Sage considera esto como una propiedad
de Q.

Q.is_subgroup(S8)

True

En Sage los ntimeros complejos se conocen por el nombre cC. Podemos crear
una lista de los elementos en el subgrupodescrito en el Ejemplo 3.16. Podemos
luego verificar que este conjunto es un subgrupo examinando la tabla de Cayley,
usando la multiplicacién como operacion.

H = [CC(1), CC(-1), CC(I), CC(-I)]
CC.multiplication_table(elements=H,
names=['1"', '-1', "'"i', '"-i'])

1 1 -1 i -i
S -1 1 -1 i
iloio-io-1 1
il o-ii 1 -1
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3.8 Ejercicios en Sage

El objetivo de estos ejercicios es familiariarizarle con el trabajo con grupos en
Sage. Las hojas de trabajo de Sage le permiten formar cuadros de textos con
una extensa capacidad de formato, incluyendo la posibilidad de usar ETEX
para expresar mateméaticas. De manera que si una pregunta requiere de una
explicacién o un comentario, cree una nueva celda y comuniquese claramente
con su audiencia.

1. Cree los grupos CyclicPermutationGroup(8) y DihedralGroup(4) y némbrelos
C y D, respectivamente. Pronto entenderemos mejor esta construcciones, pero
por ahora acepte que ambos objetos creados son de hecho grupos.

2. Verifique que C y D tienen el mismo tamano usando el método .order(). De-
termine cudl de ellos es abeliano, y cual no lo es, usando el método .is_abelian().

3. Use el método .cayley_table() para crear la tabla de Cayley de cada grupo.

4. Escriba una discusion elegantemente formateada explicando las diferencias
entre estos dos grupos que sean discernibles de las propiedades de sus tablas
de Cayley. En otras palabras, ;jqué es diferente entre estos dos grupos que
se pueda “ver” en las tablas de Cayley? (En notebook Sage, hacer Shift-click
en una barra azul producird un mini-procesador de texto, y puede usar signos
peso para insertar matematicas usando ITEX.)

5. Para C encuentre un subgrupo de orden 4. El grupo D tiene tres subgrupos
de orden 4. Escoja uno de estos tres subgrupos de D que tenga una estructura
diferente del obtenido en C.

El método .subgroups() le dara una lista de todos los subgrupos para ayudarle
a comenzar. Una tabla de Cayley le ayudara a detectar la diferencia entre los
dos subgrupos. ;Qué propiedades de estas tablas le sirvieron para establecer
la diferencia en la estructura de los subgrupos?

6. El método .subgroup(elt_list) construird el menor subgrupo que contenga
los elementos especificados del grupo, cuando estos son entregados como una
lista elt_list. Use este comando para descubrir la menor lista de elementos
necesaria para recrear los subgrupos encontrados en el ejercicios anterior. La
comparacion de igualdad ==, puede ser usada para verificar si dos subgrupos
son iguales.
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Grupos Ciclicos

Los grupos Z y Z,,, que estan entre los grupos mas familiares y faciles de com-
prender, son ambos ejemplos de grupos ciclicos. En este capitulo estudiaremos
las propiedades de grupos ciclicos y subgrupos ciclicos, los que juegan un papel
clave en la clasificacion de los grupos abelianos.

4.1 Subgrupos Ciclicos

Con frecuencia un subgrupo dependera exclusivamente de un elemento de un
grupo; es decir, el conocimiento de ese elemento en particular nos permitira
calcular cualquier elemento del subgrupo.

Ejemplo 4.1. Supongamos que escogemos 3 € Z y consideremos todos los
multiplos (tanto positivos como negativos) de 3. Como conjunto, tenemos

3Z=1{...,-3,0,3,6,...}.

Es facil ver que 3Z es un subgrupo de los enteros. Este subgrupo esta comple-
tamente determinado por el elemento 3 pues podemos obtener todos los otros
elementos del grupo tomando los multiplos de 3. Todo elemento en el subgrupo
es “generado” por 3.

Ejemplo 4.2. Si H = {2" : n € Z}, entonces H es un subgrupo del grupo
multiplicativo de los nimeros racionales no nulos, Q*. Sia =2y b = 2"
estan en H, entonces ab~! = 227" = 2™~ " también estd en H. Por la
Proposicion 3.31, H es un subgrupo de Q* determinada por el elemento 2.

Teorema 4.3. Sea G un grupo y sea a un elemento en G. Entonces el conjunto

(a) = {d* : k € 7}

es un subgrupo de G. Mds ain, {(a) es el menor subgrupo de G que contiene a
a.

DEMOSTRACION. La identidad estd en (a) pues a’ = e. Si g y h son dos
elementos cualquiera en (a), entonces por la definiciéon de (a) podemos escribir
g=a™y h=a" conmyn enteros. Asi gh = a™a™ = a™ " est4 nuevamente
en (a). Finalmente, si g = a™ esta en (a), entonces el inverso g~ = a
también esta en (a). Claramente, cualquier subgrupo H de G que contenga a
debe contener todas las potencias de a por clausura; luego, H contiene a (a).

Por lo tanto, {(a) es el menor subgrupo de G' que contiene a a. O

—n

Nota 4.4. Si usamos la notaciéon “+”, como en el caso de los enteros con la
operacion de suma, escribimos (a) = {na : n € Z}.

62



4.1. SUBGRUPOS CICLICOS 63

Para a € G, llamamos a (a) el subgrupo ciclico generado por a. Si G
contiene algin elemento a tal que G = (a), entonces G es un grupo ciclico.
En ese caso a es un generador de GG. Si a es un elemento de un grupo G,
definimos el orden de a como el menor entero positivo n tal que a” = e, y
escribimos |a| = n. Sino hay tal entero n, decimos que el orden de a es infinito
y escribimos |a| = co para denotar el orden de a.

Ejemplo 4.5. Note que un grupo ciclico puede tener més que un generador.
Tanto 1 como 5 generan Zg; por lo tanto, Zg es un grupo ciclico. No todo
elemento en un grupo ciclico es un generador del grupo. El orden de 2 € Zg es
3. El subgrupo ciclico generado por 2 es (2) = {0,2,4}.

Los grupos Z y Z,, son grupos ciclicos. Los elementos 1 y —1 son gener-
adores para Z. Siempre podemos generar Z, con 1 pero puede haber otros
generadores de Z,,, como en el caso de Zg.

Ejemplo 4.6. El grupo de unidades, U(9), en Zg es un grupo ciclico. Como
conjunto, U(9) es {1,2,4,5,7,8}. El elemento 2 es un generador para U(9)
pues

2t=2 22=4

22=8 2'=7

2°=5 20=1
Ejemplo 4.7. No todo grupo es un grupo ciclico. Considere el grupo de
simetrias de un tridngulo equilatero S3. La tabla de multiplicacion para este
grupo es la Tabla 3.7. Los subgrupos de S3 se muestran en la Figura 4.8. Note

que todo subgrupo propio es ciclico; sin embargo, ningtin elemento por si solo
genera el grupo completo.

TN

{id, p1,p2}  {id, g} {id, po}t {id, s}

\\//

{id}

Figura 4.8: Subgrupos de Sj

Teorema 4.9. Todo grupo ciclico es abeliano.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo ciclico y sea a € G un generador para G. Si
gy h estan en GG, entonces pueden ser escritos como potencias de a, digamos
g=a"y h=a®. Como

_.r,. s __ ,r+s _ _s+r _ s r __
gh=ad"a’=a"""=a’"" =a’a" = hyg,

G es abeliano. O

Subgrupos de Grupos Ciclicos

Podemos hacer algunas preguntas interesantes sobre subgrupos ciclicos de un
grupo y sobre subgrupos de un grupo ciclico. Si G es un grupo, qué subgrupos
de G son ciclicos? Si G es un grupo ciclico, que tipo de subgrupos tiene G?
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Teorema 4.10. Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

DEMOSTRACION. Las principales herramientas usadas en esta demostracion
son el algoritmo de division y el principio del buen orden. Sea G un grupo
ciclico generado por a y supongamos que H es un subgrupo de G. Si H = {e},
entonces H es ciclico trivialmente. Supongamos que H contiene algin otro
elemento g distinto de la identidad. Entonces g puede ser escrito como a™ para
algtin entero n. Como H es un subgrupo, g~ = ¢~ " también debe estar en H.
Como n o —n es positivo, podemos suponer que H contiene potencias positivas
de a y que n > 0. Sea m el menor nimero natural tal que ™ € H. Tal m
existe por por el principio del buen orden.

Afirmamos que h = @™ es un generador para H. Debemos demostrar que
todo h' € H puede ser escrito como una potencia de h. Como h' € H y H es
un subgrupo de G, b’ = aF para algtin entero k. Usando el algoritmo de la
divisién, podemos encontrar ¢ y r tales que k = mqg+r con 0 < r < m; luego,

ak _ amq+7‘ _ (am)qar — hiq".

Asi " = a*h™9. Como a* y h™9 estan en H, a” también debe estar en H.
Pero m era el menor ntimero positivo tal que a™ esté en H; por lo tanto, r = 0
y k = mgq. Luego,

h' =a" =a™ = pe

y H estéa generado por h. O
Corolario 4.11. Los subgrupos de Z. son exactamente nZ conn =0,1,2,....

Proposicion 4.12. Sea G un grupo ciclico de orden n y supongamos que a es
un generador para G. Entonces a® = e si y solo si n divide a k.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que a* = e. Por el algoritmo de la

division, k = ng + r con 0 < r < n; luego,

T

F =gt = q"g" = ea” = a".

e=a" =
Como el menor entero m tal que a™ = e es n, r = 0.
Reciprocamente, si n divide a k, entonces k = ns para algin entero s. Por
lo tanto,
a* =a™ = (a")* =€’ =e. O

Teorema 4.13. Sea G un grupo ciclico de orden n y supongamos que a € G
es un generador del grupo. Si b = a*, entonces el orden de b es n/d, con
d = mecd(k,n).

DEMOSTRACION. Buscamos el menor entero positivo m tal que e = b™ = a*™.
Por la Proposicion 4.12, este es el menor entero positivo m tal que n divide a
km o, equivalentemente, n/d divide a m(k/d). Como d es el maximo comin
divisor de n y k, n/d y k/d son relativamente primos. Luego, para que n/d
divida a m(k/d) debe dividir a m. El menor tal m es n/d. O

Corolario 4.14. Los generadores de Z,, son los enteros r tales que 1 <r < n
y med(r,n) = 1.

Ejemplo 4.15. Consideremos el grupo Zig. Los nameros 1, 3, 5,7, 9, 11, 13,
y 15 son los elementos de Z1s que son relativamente primos con 16. Cada uno
de estos elementos genera Z,s. Por ejemplo,

1-9=9 2-9=2 3-9=11
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4-9=4 5-9=13 6-9=6
7-9=15 8§-9=28 9-9=1
10-9=10 11-9=3 12.9 =12
13-9=5 14.-9=14 15-9=7.

4.2 Grupo multiplicativo de los ntimeros com-
plejos

Los numeros complejos estéan definidos como

C={a+bi:abecR},

con i2 = —1. Si z = a + bi, entonces a es la parte real de z y b es la parte

imaginaria de z.

Para sumar dos ntmeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di, debemos
simplemente sumar las partes reales y las imaginarias respectivamente:

z+w=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.

Recordando que i2 = —1, podemos multiplicar los niimeros complejos como si

fueran polinomios. El producto de z y w es
(a+bi)(c+ di) = ac + bdi% + adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i.

Todo ntimero complejo no nulo z = a + bt tiene un inverso multiplicativo;

es decir, existe un 27! € C* tal que zz7! = 2712 = 1. Si 2 = a + bi, entonces
1 a—b
a4 b

El conjugado de un nimero complejo z = a + bi se define como Z = a — bi.
El valor absoluto o mddulo de z = a + bi es |z] = Va2 + b2.

Ejemplo 4.16. Sean z =2+ 3i y w = 1 — 2i. Entonces

ztw=(2+43i)+(1—2)=3+i

y
zw = (2+3i)(1 —2i) =8 —i.
Ademas,
42 3.
2T = — — —1i
13 13

2| = V13
z=2-3i
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21 =243
z3=—3+20-

ez =1—-2¢

Figura 4.17: Coordenadas cartesianas de un ntimero complejo

Existen varias formas de representar graficamente a los nimeros complejos.
Podemos representar un ntimero complejo z = a + bi como un par ordenado
en el plano zy donde a es la coordenada = (o real) y b coordenada y y (o
imaginaria). Esta se llama representacion rectangular o cartesiana . Las
representaciones cartesianas de zy = 2+ 3¢, 29 = 1 — 2¢, y 23 = —3 + 2i se
ilustran en la Figura 4.17.

a+ bi

Figura 4.18: Coordenadas polares de un niimero complejo

Numero complejos no nulos se pueden representar también con sus coor-
denadas polares. Para especificar un punto no cero en el plano, basta con
dar un adngulo 6 desde el eje x positivo en direccion antihoraria y una distancia
r desde el origen, como en la Figura 4.18. Podemos ver que

z=a+bi=r(cosh+isind).

Luego,
r=|z| = Va2 + b?
y
a=rcosf
b=rsin6.

A veces abreviarems r(cosf + isinf) as rcisf. Para garantizar que la repre-
sentacion de z esté bien definida, también pediremos que 0° < 6 < 360°. Si la
medida esta en radianes, entonces 0 < 6 < 2.
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Ejemplo 4.19. Supongamos que z = 2c¢is 60°. Entonces
a=2cos60° =1

y
b= 2sin60° = V3.

Luego, la representacion cartesiana es z = 1 + v/31.

Reciprocamente, si no entregan la representaciéon cartesiana de un ntmero
complejo, puede ser ttil conocer su representacion polar. Si z = 3v/2 — 3v/21,

entonces
r=+va2+b=+v36=56

b
6 = arctan (> = arctan(—1) = 315°,
a

af 3v/2 — 3v/2i = 6¢is 315°.

La representacion polar de un ntimero complejo facilita el célculo de pro-
ductos y potencias de numeros complejos. La demostracién de la siguiente
proposicién es directa y la dejamos como ejercicio.

Proposicion 4.20. Sean z = rcisf y w = scis¢ dos numeros complejos.
FEntonces
zw = rscis(6 + ¢).

Ejemplo 4.21. Si z = 3cis(7/3) y w = 2cis(7/6), entonces zw = 6 cis(w/2) =
61.

Teorema 4.22 (DeMoivre). Sea z = rcisf un nimero complejo distinto de
cero. Entonces

[rcisf])™ = r" cis(nd)
paran=1,2,....

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en n. Para n = 1 el teorema es
trivial. Supongamos que el teorema es verdadero para todo k tal que 1 < k < n.

Entonces
L=y

r"(cosnb + i sinnb)r(cosf + isin b)

= "1 [(cos nf cos § — sinnf sin @) + i(sin né cos 6 4 cos nfsin )]
= 7" cos(nb 4 0) + isin(nf + 0)]
_ 7"n+1 [COS(n + 1)9 +1 sin(n + 1)9] O

Ejemplo 4.23. Supongamos que z = 1 +i y queremos calcular z!°. En lugar
de calcular (1 4 4)'° directamente, es mucho mas facil pasar a coordenadas
polares y calcular z'° usando el Teorema de DeMoivre:

210 — (1 44)10
(e (5)
= (vV2)¥cis (5;')
— 32cis (g)

= 32i.
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El grupo de la circunferencia y las raices de la unidad

El grupo multiplicativo de los ntimeros complejos, C*, posee algunos subgru-
pos interesantes. Mientras Q* y R* no tienen subgrupos interesantes de orden
finito, C* tiene muchos. Consideremos primero el grupo de la circunferen-
cia,

T={zeC:|z|=1}.

La siguiente proposiciéon es consecuencia directa de la Proposicion 4.20.
Proposicion 4.24. El grupo de la circunferencia es un subgrupo de C*.

Si bien el grupo de la circunferencia tiene orden infinito, tiene muchos
subgrupos finitos interesantes. Supongamos que H = {1, —1,4, —i}. Entonces
H es un subgrupo del grupo de la circunferencia. También, 1, —1, 7, y —i son
precisamente los niimeros complejos que satisfacen la ecuaciéon z* = 1. Los
numeros comlejos que satisfacen la ecuacion 2™ = 1 se llaman raices n-ésimas
de la unidad.

Teorema 4.25. Si 2™ = 1, entonces las raices n-ésima de uno son
)

. <2kﬂ'>
z=cis| — |,
n

conk=0,1,...,n—1. Mds aun, la raices n-ésimas de uno forman un subgrupo
ciclico de T de orden n

DEMOSTRACION. Por el Teorema de DeMoivre’s,
2k
2" = cis (nﬁ) = cis(2km) = 1.
n

Las 2’s son distintas entre si pues los ntumeros 2k7/n son todos distintos y
mayores o iguales a 0 pero menores que 27. El hecho de que estas sean todas
las raices de la ecuacion z™ = 1 es consecuencia del Corolario 17.9, que dice que
un polinomio de grado n puede tener a lo mas n raices. Dejaremos al lector la
demostracion de que las raices n-ésimas de uno forman un subgrupo ciclico de
T. O

Un generador para el grupo de las raices n-ésimas de unno se llama raiz
n-ésima primitiva de la unidad.

Ejemplo 4.26. Las raices octavas de la unidad se pueden representar como
ocho puntos equidistantes en el circulo unitario (Figura 4.27). Las raices oc-
tavas primitivas de la unidad son

V2 V2,

we
o V2 V2,
2 2
o V2 V2,
2 2

=Y _ Y5

V2 B
2 2
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&
w
&

S
&

Figura 4.27: Raices octavas de la unidad

4.3 El método de los cuadrados repetidos

Calcular potencias grandes puede tomar mucho tiempo. Asi como cualquiera
puede calcular 22 o 28, cualquiera sabe como calcular

21000000

Sin embargo, tales ntimero son tan grandes que no quisiéramos siquiera inten-
tar hacer los célculos; Méas atin, después de cierto punto, el calculo no seria
realizable aunque tuviéramos a nuestra disposicion todos los computadores del
mundo. Incluso escribir la representacion decimal de un nimero demasiado
grande puede no ser practico. Podria tener miles o incluso millones de digitos.
Sin embargo, si pudiéramos calcular algo como

237398332 (mod 46389),

podriamos facilmente escribir el resultado pues seria un ntmero entre 0 y
46,388. Si queremos calcular potencias modulo n rapida y eficientemente,
deberemos ser astutos.!

Lo primero que debemos notar es que cualquier niimero a se puede escribir
como una suma de potencias de 2 distintas; es decir, podemos escribir

a=2"42M 4 ... 42k

con k1 < kg < --- < k,. Esto es simplemente la representacién binaria de a.
Por ejemplo, la representacion binaria de 57 es 111001, pues 57 = 20 4+ 23 4
24 + 25,

La reglas de los exponentes se cumplen en Z,; es decir, si b = a® (mod n) y
c¢=aY (mod n), entonces bc = a®*¥ (mod n). Podemos calcular a?* (mod n)
en k pasos calculando

a® (mod n)

a®  (mod n)

a?* (mod n).

Cada paso corresponde a elevar al cuadrado el resultado obtenido en el paso
anterior, dividir por n, y dejar el resto.

ILos resultados de esta seccion solo seran necesarios en el Capitulo 7
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Ejemplo 4.28. Calcularemos 27132 (mod 481). Note que
321 = 20 426 4 28;
luego, calcular 271321 (mod 481) es lo mismo que calcular
2712 +2°+2° = 9712° L 2712° . 2712°  (mod 481).

Sera suficiente con calcular 2712° (mod 481) con i = 0,6,8. Es muy facil ver
que
1
2717 =73,441 = 329 (mod 481).

Podemos elevar al cuadrado este resultado, obteniéndo un valor para 2712
(mod 481):

2712° = (2712")2  (mod 481)
= (329)% (mod 481)
=108,241 (mod 481)
=16 (mod 481).

Estamos usando el hecho que (a2")? = a22?" = ¢2""" (mod n). Continuando,
podemos calcular
6
271" =419 (mod 481)

2712 =16 (mod 481).
Por lo tanto,
271321 = 2712°+2°+2°  (1od 481)
=2712" . 27117 . 271" (mod 481)
=271-419-16 (mod 481)
= 1,816,784 (mod 481)
=47 (mod 481).
El método de los cuadrado repretido resultara ser una herramienta muy
util cuando exploremos la criptografia RSA en el Capitulo 7. Para codificar y

decodificar mensaje de forma razonable, sera necesario poder calcular grandes
potencia de enteros moéd n de forma rapida.

Sage La implementacion de los grupos ciclicos en Sage es algo débil — pero
igual podemos hacer uso provechoso de Sage y quizés esta situaciéon cambie
pronto.

4.4 Ejercicios

1. Demuestre o refute cada una de las siguientes proposiciones.
(a) Todos los generadores de Zgy son primos.
(b) U(8) es ciclico.
(¢) Q es ciclico.
(d) Sitodo subgrupo propio de un grupo G es ciclico, entonces G es un grupo
ciclico.

(e) Un grupo con un namero finito de subgrupos es finito.

2. Encuentre el orden de cada uno de los siguientes elementos.
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(a) 5€Z2 (d) —iecC*
(b) \/§ cR (e) 72 in 2240
(C) \@ c R* (f) 312 in Z471

3. Liste todos los elementos en cada uno de los siguientes subgrupos.
(a) El subgrupo de Z generado por 7
(b) El subgrupo de Zs4 generado por 15
(c
(d

Todos los subgrupos de Z2
Todos los subgrupos de Zgg
Todos los subgrupos de Zi3
f

)
)
)
(e)
(f)
(g) El subgrupo generado por 3 en U(20)
(h)
)
)
)
)
)

Todos los subgrupos de Zyg

h) El subgrupo generado por 5 en U(18)

(i) El subgrupo de R* generado por 7

(j) El subgrupo de C* generado por i con i2 = —1
(k) El subgrupo de C* generado por 2i

(1) El subgrupo de C* generado por (1 +1)/v/2
(m) El subgrupo de C* generado por (1 +/3i)/2

4. Encuentre los subgrupos de GLs(R) generados por cada una de la siguientes
matrices.

@ (%) @@ 3 © (L)

Wl el el
5. Encuentre el orden de cada elemento en Zig.

6. Encuentre el orden de cada elemento en el grupo de simetrias del cuadrado,
Dy.

7. (Cuales son todos los subgrupos ciclicos del grupo de los cuaterniones, Qg?
8. Liste todos los subgrupos ciclicos de U(30).
9. Liste todos los generadores de cada subgrupo de orden 8 en Zgss.

10. Encuentre todos los elementos de orden finito en cada uno de los siguientes
grupos. Acé el “+” indica el conjunto sin el cero.

(a) Z (b) Q@ (c) R*

11. Si a®* = e en un grupo G, ;cuéles son los posibles érdenes de a?

12. Encuentre un grupo ciclico con exactamente un generador. ;Puede encon-
trar grupos ciclicos con exactamente dos generadores? ;Cuatro generadores?
.,Con exactamente n generadores?



72 CAPITULO 4. GRUPOS CICLICOS

13. Para n < 20, jcuales grupos U(n) son ciclicos? Conjeture qué se cumple
en general. jPuede demostrar su conjetura?

0 1 0 -1
A_(—l 0) and B—(1 _1>

elementos en GL2(R). Muestre que A y B tienen orden finito pero que AB
tiene orden infinito.

14. Sean

15. Evalue.

(a) (3—2i)+ (5i —6) (d) (9—14)(9—1)
(b) (4 —5%) — (4i —4) (e) %0

(¢) (5—44)(7+ 21) ) (I+49)+ 1+

16. Convierta los siguientes niimeros complejos a la forma a + bi.

(a) 2cis(7/6) (c) 3cis(m)

(b) 5cis(97/4) (d) cis(7mw/4)/2
17. Escriba la representacion polar de los siguientes nimeros complejos.
(a) 1—1 (c) 2+21 (e) =31

(b) =5 (d) V34 (f) 2i +2v3

18. Calcule cada una de las siguientes expresiones.

1+d)~ (e) ((1—1)/2)*
() (—v2-v20)*

—i)!0 (8) (—=2+2i)7°

19. Demuestre cada una de las siguientes proposiciones.

(a) 2] = [7] (d) |z +w[ < |z] + |w|
(b) 2% = |2|? (€) [z —w| = ||z] = |wl]
(c) 271 =%/ () |zw] = |z[[w]

20. Liste y grafique las raices sextas de la unidad. ;Cuales son los generadores
de este grupo? ;Cuales son las raices sextas primitivas de la unidad?

21. Liste y grafique las raices quintas de la unidad. ;Cuéles son los generadores
de este grupo? ;Cuéles son las raices quintas primitivas de la unidad?

22. Calcule cada uno de los siguientes.

(a) 2923171 (mod 582) (c) 20719521 (mod 4724)
(b) 255734 (mod 5681) (d) 97132 (mod 765)
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23. Sean a,b € G. Demuestre las siguientes proposiciones.
(a) El orden de a es el mismo que el orden de a~!.
(b) Para todo g € G, |a|] = |[g ag|.
(c) El orden de ab es el mismo que el orden de ba.
24. Sean p y ¢ primos distintos. ;Cuantos generadores tiene Z,, ?
25. Sea p primo y r un entero positivo. ;Cuantos generadores tiene Z,- ?
26. Demuestre que Z, no tiene subgrupos propios no triviales si p es primo.

27. Si g y h tienen orden 15 y 16 respectivamente en un grupo G, ;Cual es el
orden de (g) N (h)?

28. Sea a un elemento en un grupo G. ;Qué elemento genera el subgrupo
(@™) N {a™)?

29. Demuestre que Z,, tiene un ntimero par de generadores para n > 2.

30. Supongamos que G es un grupo y sean a, b € G. Demuestre que si |a| = m
y |b] = n con med(m,n) = 1, entonces (a) N (b) = {e}.

31. Sea G un grupo abeliano. Demuestre que los elementos de orden finito en
G forman un subgrupo. Este subgrupo se llama subgrupo de torsion de G.

32. Sea GG un grupo ciclico finito de orden n generado por x. Muestre que si

y = x* con mecd(k,n) = 1, entonces y también es un generador de G.

33. Si G es un grupo abeliano que contiene dos subgrupos ciclicos de orden
2, muestre que G debe contener un subgrupo de orden 4. ;Es necesariamente
ciclico este subgrupo?

34. Sea G un grupo abeliano de orden pg con med(p,q) = 1. Si G contiene
elementos a y b de orden p y ¢ respectivamente, entonces demuestre que G es
ciclico.

35. Demuestre que los subgrupos de Z son exactamente nZ paran = 0,1,2, .. ..

36. Demuestre que los generadores de Z,, son los enteros r tales que 1 <r <n
y med(r,n) = 1.

37. Demuestre que si G no tiene subgrupos propios no triviales, entonces G es
un grupo ciclico.

38. Demuestre que el orden de un elemento en un grupo ciclico finito G debe
dividir el orden del grupo.

39. Demuestre que si G es un grupo ciclico de orden m y d | m, entonces G
tiene un subgrupo de orden d.

40. ;Para qué enteros n es —1 una raiz n-ésima de la unidad?

41. Siz =r(cosf+isinf) y w = s(cos ¢+ isin ¢) son dos nimeros complejos
no nulos, muestre que

zw = rs[cos(0 + ¢) + isin(f + ¢)].

42. Demuestre que el grupo de la circunferencia es un subgrupo de C*.

43. Demuestre que las raices n-ésimas de la unidad forman un subgrupo ciclico
de T de orden n.
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44. Sea o € T. Demuestre que ™ = 1y o™ = 1 si y solo si a® = 1 para
d = med(m,n).

45. Sea z € C*. Si |z| # 1, demuestre que el orden de z es infinito.

46. Sea z = cosf +isinf en T con § € Q. Demuestre que el orden de z es
infinito.

4.5 Ejercicios de programacion

1. Escriba un programa que escriba cualquier nimero entero como suma de
potencias distintas de 2. ;Cual es el mayor entero para el que funciona su
programa?

2. Escriba un programa para calcular a® (mod n) con el método de los cuadra-
dos repetidos. jCuales son los mayores valores de n y = aceptados por su
programa?

4.6 Referencias y Lecturas recomendadas

[1] Koblitz, N. A Course in Number Theory y Cryptography. 2nd ed. Springer,
New York, 1994.

[2] Pomerance, C. “Cryptology y Computational Number Theory—An Intro-
duction,” in Cryptology y Computational Number Theory, Pomerance, C.,
ed. Proceedings of Symposia in Applied Mathematics, vol. 42, American
Mathematical Society, Providence, RI, 1990. This book gives an excellent
account of how the method of repeated squares is used in cryptography.

4.7 Sage

Los grupos ciclicos son muy importantes, asi es que no es una sorpresa que
aparezcan en diferentes formas en Sage. Cada una de estas es ligeramente
diferente, y ninguna de ellas es ideal para una introduccion, pero juntas pueden
ilustrar la mayor parte de las ideas importantes. Aqui hay una guia a las
diferentes formas de construir, y estudiar, un grupo ciclico en Sage.

Grupos Ciclicos de Orden Infinito

En Sage, los enteros Z se construyen con zZ. Para construir un grupo ciclico
infinito tal como 3Z del Ejemplo 4.1, simplemente use 3xzzZ. Como conjunto
infinito, no es mucho lo que se pueda hacer con esto. Se puede determinar si
un entero esté en el conjunto o no. También es posible recuperar el generador
con el comando .gen().

G = 3%x7ZZ
-12 in G

True

37 in G

False
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G.gen()

Grupos Ciclicos Aditivos

El grupo ciclico aditivo Z,, se puede construir como un caso especial de una
construccién mas general en Sage. Primer definimos Zi4 y capturamos su
generador. En lo que sigue, preste especial atencién al uso de paréntesis y
corchetes para cuando realice sus propios ensayos.

G = AdditiveAbelianGroup ([14])
G.order ()

14

G.list ()

Lcey, (1, (2, 3, 4, B, 6), (N,
(8, (9, (o), (11), (12, (13)]

a = G.gen(0)
a

M

Se puede calcular en este grupo, usando el generador, usando elementos nuevos
obtenidos de coercionar enteros a pertenecer al grupo, o tomando el resultado
de operaciones con otros elementos. Podemos obtener el orden de los elementos
en este grupo. Note que podemos abreviar la suma repetida de elementos
usando la multiplicaciéon de un elemento por un nimero entero.

a + a

(2)

at a+ a + a

(4

4*a

(4)

37*a

(9

Podemos crear, y después calcular con, elementos del grupo obtenidos a partir
de la coercion de un entero (en una lista de largo 1) al grupo. Es posible
que obtenga una advertencia DeprecationWarning la primera vez que use esta
sintaxis para crear un nuevo elemento. Esta misteriosa advertencia puede ser
ignorada sin problemas.

G(L[2D)
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doctest:...: DeprecationWarning: The default behaviour
changed! If you

*really*x want a linear combination of smith generators, use

.linear_combination_of_smith_form_gens.

See http://trac.sagemath.org/16261 for details.

(2)

b = G([2]1); b

(2)

(4)

2%b == 4%a

True

7xb

(0

b.order ()

cC = a - 6%b; c

(3

c +c + c + C

(12)

c.order ()

14

Es posible crear subgrupos ciclicos, a partir de un elemento designado como
nuevo generador. Desafortunadamente, hacer esto requiere usar el método
.submodule() (que debiera ser renombrado en Sage).

H = G.submodule([b]); H

Additive abelian group isomorphic to Z/7

H.list ()

[cey, (2), (4), (6), (8, (1e), (12)]

H.order ()

e = H.gen(Q); e
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(2)

3xe

(6)

e.order ()

7

El subgrupo ciclico H recién creado tiene més de un generador. Podemos veri-
ficar esto construyendo un nuevo subgrupo y comparando ambos subgrupos.

f = 12%a; f

(12)

f.order ()

K = G.submodule([f]); K

Additive abelian group isomorphic to Z/7

K.order ()

K.list ()

Lcey, (2), (4, (6), (8), (1e), (12)]

K.gen(0)
(2)

H == K
True

Ciertamente la lista de elementos, y el generador comiin (2) nos hacen pensar
que H y K son el mismo, pero la comparaciéon en la dltima linea no deja lugar a
dudas.

Los resultados en en esta seccion, especialmente el Teorema 4.13 y el Coro-
lario 4.14, pueden ser investigados creando generadores de subgrupos a partir
de un generador de un grupo ciclico aditivo, creando los subgrupos, y calcu-
lando los 6rdenes tanto de los elementos como de los grupos.

Grupos Multiplicativos Abstractos

Podemos crear un grupo ciclico abstracto al estilo de los Teoremas 4.3, 4.9,
4.10. En la sintaxis que sigue a es un nombre para el generador, y 14 es el
orden del elemento. Note que la notacién es ahora multiplicativa, asi es que
multiplicamos los elementos, y los productos repetidos pueden ser escritos como
potencias.
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G.<a> = AbelianGroup ([14])
G.order ()

14

G.list()

(1, a, a*2, a*3, a“4, a*5, a“6, a*7, a"8, a*9, a*10, a*l11,
a*12, a*13)

a.order ()

14

Los calculos en el grupo son similares a como eran antes, solo con una no-
tacion diferente. Ahora son productos, con productos repetidos escritos como
potencias.

b = a*2
b.order ()

bxb*b

a*6

c = a*7
c.order ()

b*37%c*42

a*4

Subgrupos se pueden formar con el comando .subgroup(). Pero no intente listar
los elementos del subgrupo, se verdn algo extranos. Tampoco esta implemen-
tada la comparacion de subgrupos.

H = G.subgroup([a*2])
H.order ()

K = G.subgroup([a*12])
K.order ()
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L = G.subgroup([a*4])
H == L

False

Una ventaja de esta implementacion es la posibilidad de crear todos los posibles
subgrupos. Aca crearemos la lista de subgrupos, extraemos uno en particular
(el tercero) y obtenemos su orden.

allsg = G.subgroups(); allsg

[Multiplicative Abelian subgroup isomorphic to C2 x C7
generated by {a},

Multiplicative Abelian subgroup isomorphic to C7 generated
by {a*23},

Multiplicative Abelian subgroup isomorphic to C2 generated
by {a*73,

Trivial Abelian subgroup]

sub = allsg[2]
sub.order ()

Grupos Ciclicos de Permutaciones

Aprenderemos méas sobre los grupos de permutaciones en el siguiente capitulo.
Pero acd mencionaremos que es facil crear grupos ciclicos como grupos de
permutaciones, y diversos métodos para trabajar con ellos estan disponibles,
aunque los elementos en si se tornan algo incomodos para trabajar. Tal como
antes, observemos que la notacién es multiplicativa.

G=CyclicPermutationGroup (14)
a = G.gen(0); a

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14)

b = a*2
b = a*2; b

(1,3,5,7,9,11,13)(2,4,6,8,10,12,14)

b.order ()

axaxbxb*xb

(1,9,3,11,5,13,7)(2,10,4,12,6,14,8)

c = a*37xb*26; c

(1,6,11,2,7,12,3,8,13,4,9,14,5,10)

c.order ()
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14

Podemos crear subgrupos, obtener sus 6rdenes, y listar sus elementos.

H = G.subgroup([a*2])
H.order ()

H.gen(0)

(1,3,5,7,9,11,13)(2,4,6,8,10,12,14)

H.list ()

Lo,
(1,3,5,7,9,11,13)(2,4,6,8,10,12,14),
(1,5,9,13,3,7,11)(2,6,10,14,4,8,12),
(1,7,13,5,11,3,9)(2,8,14,6,12,4,10),
(1,9,3,11,5,13,7)(2,10,4,12,6,14,8),
(1,11,7,3,13,9,5)(2,12,8,4,14,10,6),
(1,13,11,9,7,5,3)(2,14,12,10,8,6,4)]

Puede ser de ayuda visualizar este grupo, y el subgrupo, como rotaciones de un
dodecagono regular con vértices etiquetados con los enteros del 1 al 12. Este
no es el grupo completo de simetrias, pues no incluye las reflexiones, solamente
las 12 rotaciones.

Tablas de Cayley

Como grupos, cada uno de los ejemplos anteriores (grupos y subgrupos) tienen
implementadas sus tablas de Cayley en Sage. Como los grupos son ciclicos, y
por ende también lo son sus subgrupos, las tablas de Cayley deberian seguir un
patrén similarmente “ciclico”. Note que las letras usadas en la tabla obtenida
por defecto son genéricas, y no estan relacionadas a las letras usadas antes
para elementos especificos — solo corresponden a los elementos del grupo en
el orden dado por .1list().

G.<a> = AbelianGroup([14])
G.cayley_table ()

o e e
al abcdefghijk1mn
bl bcdefghijk1lmna
cl cdefghijk1lmnahb
dl defghijk1lmnabec
el efghijklmnabocd
fl fghijklmnahbocde
gl ghijklmnabocdef
h] hijklmnabocdefeg
il ijklmnabcdefgh
jl jk 1 mnabcdefghi
kl k1 mnabcdefghi}j
1l 1mnabcdefghiijk
ml mnabcdefghiijk1
nfl nabcdefghiijkI1mnm

Si los nombres reales de los elemetnos del grupo no son muy complicados (o
largos), la tabla puede resultar mas informativa usando estos nombres.
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K.<b> = AbelianGroup ([10])
K.cayley_table(names="'elements')

* 1 b b*2 b*3 b*4 b*"5 b*6 b*7 b*8 b*9

1] 1 b b*2 b*3 b*4 b*"5 b*6 b*7 b*8 b*9

bl b b*2 b*"3 b*4 b*"5 b*6 b*7 b*"8 b*9 1
b*2| b*2 b*3 b*4 b*5 b"6 b*7 b*8 b*9 1 b
b*3| b*3 b*4 b*5 b*6 b"7 b*8 b*9 1 b b*2
b*4| b*4 b*5 b*6 b*7 b*"8 b*9 1 b b*2 b*3
b*5| b*5 b*6 b*7 b*8 b*9 1 b b*2 b*3 b*4
b*6| b*6 b*7 b*8 b*9 1 b b*2 b*3 b*4 b"5
b*7| b*7 b*8 b*9 1 b b*2 b*3 b*4 b*5 b*6
b*8| b*8 b*9 1 b b*2 b*3 b*4 b*5 b*6 b*7
b*9| b*9 1 b b*2 b*3 b*4 b*"5 b*6 b"7 b*8

Raices Complejas de la Unidad

Los subgrupos ciclicos finitos de T, generados por una raiz primitiva n-ésima de
la unidad estan implementados como una construccién mayor en Sage, conocida
como cuerpo ciclotomico. Siuno se concentra solamente en la multiplicacion de
potencias de un generador (ignorando la infinidad de otros elementos) entonces
se tiene un grupo ciclico finito. Como esto no estd implementado en Sage
como grupo per se, es un poco mas dificil hacer construcciones tales como
subgrupos, pero es un excelente ejercicio intentarlo. Es un bonito ejemplo
pues los ntimeros complejos constituyen una construcciéon concreta familiar.
Acéa unos pocos ejemplos de calculos para proveerle de algunas herramientas
exploratorias. Vea las observaciones a continuacion de los calculos.

G = CyclotomicField(14)
G.gen(Q); w

zetal4d

wc = CDF (w)
wc . abs ()

wc.arg()/N(2xpi/14)

b = w*2
b.multiplicative_order ()

bc = CDF(b); bc

0.62348980185... + 0.781831482468...%1I

bc.abs ()
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bc.arg()/N(2xpi/14)

Sg

= [b*i for i in range(7)1; sg

[1

’

zetal4*2, zetald*4,

zetal4”5 - zetald4"4 + zetald"3 - zetald”2 + zetald - 1,
-zetal4, -zetald4*3, -zetald*5]

c = sgl3]; d = sgl[5]
cxd

zetal4 2

= sgl[3]; d
cxd

sgl6]
in sg

True

cxd

= sgl[2]

True

sg[5]xsgl6] == sgl[4]

True

G.multiplication_table(elements=sg)

* abcdefg
e
al abcdefg
b|] bcdef ga
cl cdefgab
dl de fgabec
el e fgabcd
fl fgabocde
gl gabcdef
Observaciones:

1. zetal4 es el nombre del generador usado para el cuerpo ciclotémico, es
una rafz primitiva de la unidad (una raiz 14-ésima en este caso). La
hemos capturado como w.

2. La sintaxis CDF(w) convertird al ntimero complejo w a la notaciéon mas
familiar con partes real e imaginaria.

3. El método .abs() entrega el moédulo del nimero complejo, 7 como esta
descrito en el texto. Para estos elementos de C* debiera ser siempre igual
al.

4. El método .arg() entrega el argumento de un nimero complejo, # como

esta descrito en el texto. Cada elemento del grupo ciclico en este ejemplo
debe tener un argumento que es un multiplo entero de :i—z. La sintaxis

N() convierte el valor simbolico de pi a una aproximacién numérica.
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5. sges una lista de elementos que forma un subgrupo ciclico de orden 7, que
consiste de las primeras potencias de b = w*2. Asi, por ejemplo, la tltima
comparaciéon multiplica la quinta potencia de b con la sexta potencia de
b, lo que seria la undécima potencia de b. Pero como b tiene orden 7,
esto se reduce a la cuarta potencia.

6. Si se sabe que un subconjunto de un grupo infinito forma un subgrupo,
entonces se puede producir su tabla de Cayley especificando la lista de los
elementos que se desean usar. Acé pedimos una tabla de multipicacion,
pues esa es la operacion relevante en este caso.

4.8 Ejercicios en Sage

Este conjunto de ejercicios es sobre el grupo de unidades mod n, U(n), que
a veces es ciclico, otras veces no lo es. Existen algunos comandos en Sage
que responden muy réapidamente algunas de estas preguntas, pero en lugar
de usarlos ahora, use solamente las técnicas basicas descritas. La idea aca es
trabajar directamente con los elementos, y listas de elementos, para discernir
la estructura de subgrupos de estos grupos.

Las hojas de trabajo de Sage le permiten formar cuadros de textos con una

extensa capacidad de formato, incluyendo la posibilidad de usar sintaxis de
ITEX para expresar matematicas. De manera que si una pregunta requiere de
una explicaciéon o un comentario, cree una nueva celda y comuniquese clara-
mente con su audiencia. Continte esta practica en las proximas listas de ejer-
cicios.
1. Ejecute el comando R = Integers(40) para crear el conjunto [e,1,2,...,39]
Este es un grupo con la operacion de suma mod 40, que ignoraremos. En
cambio estamos interesados en el subconjunto de los elementos que tienen
inverso respecto a la multiplicacion méd 40. Determine el tamano de este
subgrupo ejecutando el comando R.unit_group_order(), y obtenga una lista de
estos elementos con R.1list_of_elements_of_multiplicative_group().

2. Puede crear elementos de este grupo coercionando enteros comunes a R, por
ejemplo con el comando a = R(7). Esto le dira a Sage que usted quiere ver a 7
como un elemento de R, sujeto a las operaciones correspondientes. Determine
los elementos del subgrupo ciclico de R generado por 7 en una lista como sigue:

Integers (40)
a = R(7)
[a*i for i in srange(16)]

i Cual es el orden de 7 en U(40)?

3. El grupo U(49) es ciclico. Usando solamente los comandos de Sage descritos
previamente, encuentre un generador de este grupo. Ahora usando solamente
teoremas sobre la estructura de grupos ciclicos, describa cada uno de los sub-
grupos de U(49) especificando su orden y dando un generador explicito. No
repita ninguno de los subgrupos — en otras palabras, presente cada subgrupo
exactamente una vez. Puede usar Sage para verificar su trabajo con los subgru-
pos, pero su respuesta respecto a los subgrupos debe depender exclusivamente
de teoremas y debe ser un parrafo bien escrito con una tabla, etc.

4. El grupo U(35) no es ciclico. Nuevamente, usando solamente comandos
Sage descritos previamente, use calculos para entregar evidencia irrefutable de
esto. ;Cuantos de los 16 subgrupos diferentes de U(35) puede listar?
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5. Nuevamente, usando solamente los comandos Sage descritos previamente,
explore la estructura de U(n) para varios valores de n e intente formular una
conjetura interesante sobre algunas de las propiedades basicas de este grupo.
(Si, esta es una pregunta muy abierta, pero éste es en definitiva el mayor
beneficio de explorar matemaéticas usando Sage.)
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Grupos de Permutaciones

Los grupos de permutaciones tienen un rol central en el estudio de simetrias
geométricas y en la teoria de Galois, el estudio de la busqueda de soluciones
de ecuaciones polinomiales. Ademés son una fuente de muchos ejemplos de
grupos no abelianos.

Recordemos por un momento las simetrias del tridangulo equilatero AABC'
del Capitulo 3. Las simetrias de hecho consisten en permutaciones de los tres
vértices, donde una permutacion del conjunto S = {4, B, C'} es una biyeccion
m: S — S. Los tres vértices tienen la siguientes seis permutaciones.

A B C A C A B C
A B C C B B C A
A B C A C A B C
A C B C A B A C
Hemos usado el arreglo
A B C
B C A

para denotar la permutaciéon que envia A en B, B en C,y C en A. Es decir,

Do =W

A— B
B—C
C— A

Las simetrias de un tridngulo forman un grupo. En este capitulo estudiaremos
grupos de ese tipo.

5.1 Definiciones y Notaciéon

En general, las permutaciones de un conjunto X forman el grupo Sx. Si X
es un conjunto finito, podemos suponer que X = {1,2,...,n}. En este caso
escribiremos S, en lugar de Sx. El siguiente teorema dice que S;, es un grupo.
A este grupo lo llamaremos grupo simétrico en n simbolos.

Teorema 5.1. El grupo simétrico en n simbolos, S,, es un grupo con n!
elementos, con la operacion binaria de composicion de funciones.

DEMOSTRACION. La identidad de S,, es simplemente la funcién identidad que
envialenl,2en2, ...,nenn. Sif:95, — S, esuna permutacion, entonces
f~! existe, pues f es biyectiva; luego, toda permutacion tiene una inversa. La
composicion de funciones es asociativa, lo que hace que la operacion del grupo
sea asociativa. Dejamos como ejercicio la demostracion de que |S,| =n!l. O

85
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Un subgrupo de S,, se llama grupo de permutaciones.

Ejemplo 5.2. Considere el subgrupo G de S5 que consiste de la permutacion
id y las permutaciones
o — 1
1

. 1
- \3
A! 5
F=1\3 4)
La siguiente tabla nos indica como multiplicar elementos en el grupo de per-
mutaciones G.

=W =W WwWww

NN NN
U = s O
Ut Ot
N——

olid o 7T
dlid o 7 pu
clo id p T
T|7T p id o

wlp 7™ o id

Nota 5.3. Si bien es natural multiplicar los elementos en un grupo de izquierda
a derecha, las funciones se componen de derecha a izquierda. Sean ¢ y 7 per-
mutaciones en un conjunto X. Para componer o y 7 como funciones, calcu-
lamos (o o 7)(x) = o(r(x)). Es decir, aplicamos primero 7, luego o. Hay
diversas formas de resolver esta inconsistencia. Nosotros adoptaremos la con-
vencion de multiplicar permutaciones de derecha a izquierda. Para calcular o,
haga T primero y luego o. Es decir, por o7(x) queremos decir o(7(x)). (Otra
manera de resolver este problema seria escribir las funciones a la derecha; es
decir, en lugar de escribir o(z), podriamos escribir (z)o. También podriamos
multiplicar las permutaciones de izquierda a derecha para coincidir con la forma
usual de multiplicar elementos en un grupo. Cada una de estas soluciones ha
sido usada.)

Ejemplo 5.4. La multiplicacién de permutaciones no es conmutativa en gen-
eral. Sean

o= 1 2 3 4
“\4 1 2 3
. 1 2 3 4
“\2 1 4 3/°
Entonces
or — 1 2 3 4
\1 4 3 2/)°
pero
o — 1 2 3 4
S \3 2 1 4)°

Notacion ciclica

La notaciéon que hemos usado hasta ahora para representar las permutaciones
es engorrosa, para decir lo menos. Para trabajar efectivamente con grupos de
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permutaciones, necesitaremos un método més expedito de escribir y manipular
permutaciones.

Una permutaciéon ¢ € Sx es un ciclo de largo k si existen elementos
ai,az,...,a, € X tales que

o(ay) = as
0'((12) = as
olar) = ay
y o(z) = z para todos los demés elementos x € X. Escribiremos (a1, az, ..., ak)

para denotar al ciclo o. Los ciclos son los bloques béasicos para construir todas
las permutaciones.

Ejemplo 5.5. La permutacion
o 1 2 3 4
~\6 3 5 1

es un ciclo de largo 6, mientras

6 7
2 7

= ot

) = (162354)

123 456
(142356>_(243)

es un ciclo de largo 3.
No toda permutacion es un ciclo. Considere la permutaciéon

1 2 3 4 5 6
241 3 6 5

> = (1243)(56).

Esta permutacién de hecho contiene un ciclo de largo 2 y un ciclo de largo 4.
Ejemplo 5.6. Es muy simple calcular el producto de ciclos. Supongamos que
oc=(1352) y 7 =(256).

Si pensamos en ¢ como

13, 35, 52, 21,

y T como
25, 5 — 6, 6 — 2,

entonces para o7 recordando que primero debemos aplicar 7 y luego o, debe
ser el caso que

1— 3, 35, 5 — 6, 6—2—1,
o o7 = (1356). Si = (1634), entonces ou = (1652)(34).

Dos ciclos en Sx, 0 = (a1,a9,...,a5) y 7 = (by,ba,...,b), son disjuntos
si a; # b; para todo ¢ y para todo j.

Ejemplo 5.7. Los ciclos (135) y (27) son disjuntos; mientras los ciclos (135)
y (347) no lo son. Calculando sus productos, descubrimos que
(135)(27) = (135)(27)
(135)(347) = (13475).

El producto de dos ciclos que no son disjuntos a veces se puede reducir a algo
menos complicado; el producto de dos ciclos disjuntos no puede ser simplificado.
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Proposicion 5.8. Sean o y 7 dos ciclos disjuntos en Sx. Entonces o = 70.

DEMOSTRACION. Sea o = (a1,as2,...,ax) and 7 = (by,be,...,b;). Debemos
mostrar que o7(z) = 7o(x) para todo x € X. Si z no esta en {a1,as,...,ax}
ni en {by,bs,...,b}, entonces tanto o como 7 fijan z. Es decir, o(z) = x y

7(z) = x. Luego,

No debemos olvidar que estamos multiplicando las permutaciones de derecha
a izquierda,. Ahora supongamos que = € {a1,aq,...,ar}. Entonces o(a;) =
(i mod k)+1; €s decir,

al —r ag

as +— as

Ap—1 > Gk

ap — aq.
Pero, 7(a;) = a; pues o y 7 son disjuntos. Por lo tanto,

o7(a;) = o(7(a;))

= o(a;)

= Q( mod k)+1

= T(a(i mod k)+1)
7(o(ai))

=710(a;).

Similarmente, si « € {b1,ba,...,b }, entonces o y 7 también conmutan. O

Teorema 5.9. Toda permutacion en S, puede ser escrita como producto de
ciclos disjuntos.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que X = {1,2,...,n}. Sio € S, y defin-
imos X; como {o(1),02(1),...}, entonces el conjunto X; es finito pues X es
finito. Ahora sea i el primer entero en X que no estd en X; y definamos X
como {c(i),02(i),...}. Nuevamente, X5 es un conjunto finito. Continuando de
esta manera, podemos definir conjuntos finitos disjuntos X3, Xy4,.... Como X
es un conjunto finito, estamos seguros que este proceso terminara y que habra
un numero finito de estos conjuntos, digamos r. Si o; es el ciclo definido por

_foo(z) zeX;

oi(x) _{ T x ¢ X,
entonces 0 = 0109 ---0,. Como los conjuntos X7, Xo,..., X, son disjuntos,
los ciclos 01,09, ...,0, también lo son. O
Ejemplo 5.10. Sean

(1 23456

~\6 4 3 1 5 2

S 1 2 3 45 6

S \3 2 1 5 6 4)°
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Usando notacioén ciclica, podemos escribir

Nota 5.11. Desde ahora nos resultard conveniente usar la notacién ciclica
para representar las permutaciones. Cuando usemos la notacion ciclica, fre-
cuentemente representaremos la permutacion identidad por (1) o por ().

Transposiciones

La permutaciéon (no trivial) méas simple es un ciclo de largo 2. Tales ciclos se
llaman transposiciones. Como

(a1,az,...,an) = (a10p)(a1an—1) - - - (a1a3)(a1a2),

cualquier ciclo puede ser escrito como el producto de transposiciones, llevan-
donos a la siguiente proposicion.

Proposicion 5.12. Cualquier permutacion de un conjunto finito que contenga
al menos dos elementos puede ser escrita como producto de transposiciones.

Ejemplo 5.13. Considere la permutacion
(16)(253) = (16)(23)(25) = (16)(45)(23)(45)(25).

Como podemos ver, no hay una tnica forma de representar la permutacion
como producto de transposiciones. Por ejemplo, podemos escribir la identidad
como (12)(12), como (13)(24)(13)(24), y en muchas otras formas. Sin embargo,
resulta ser, que ninguna permutacion se puede escribir tanto como un producto
de un namero par como de un nimero impar de transposiciones. Por ejemplo,
podemos representar la permutacion (16) por

(23)(16)(23)

o (35)(16)(13)(16)(13)(35)(56),

pero (16) siempre sera el producto de un nimero impar de transposiciones.

Lema 5.14. Si la identidad se escribe como el producto de r transposiciones,
d=mnm--- 7,
entonces r es un numero par.

DEMOSTRACION. Procederemos por inducciéon en r. Una transposicién no
puede ser la identidad; luego, » > 1. Si r = 2, estamos listos. Supongamos
que 7 > 2. En este caso el producto de al menos dos de estas transposiciones,
Tr—1Tr, debe estar en uno de los casos siguientes:
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donde a, b, ¢, y d son distintos.
La primera ecuacién simplemente dice que una transposicién es su propia
inversa. Si ocurre este caso, borre 7,_17, del producto para obtener

id = T1TQ *** Tpr—_3Tr—2.

Por induccion r — 2 es par; luego, r debe ser par.

En cada uno de los otros tres casos, podemos reemplazar 7,._17, con el lado
derecho de la ecuacién correspondiente para obtener un nuevo producto de r
transposiciones para la identidad. En este nuevo producto, la ultima apariciéon
de a sera en la penultima transposicion. Podemos continuar este proceso con
Tr_2Tr—1 Para obtener ya sea un producto de r — 2 transposiciones o un nuevo
producto de r transposiciones donde la tltima apaaricion de a es en 7,_o. Si la
identidad es el producto de r — 2 transposiciones, entonces nuevamente estamos
listos, por la hipotesis de inducciéon; de otro modo, repetiremosel procedimiento
CON Typ_3Tr—2.

En algin momento, tendremos dos transposiciones adyacentes iguales, que
se cancelaran o a solamente estaré presente en la primera transposicién. Pero
este altimo caso no puede ocurrir, pues la identidad no fijaria a en esta situacion.
Por lo tanto, la identidad debe ser el producto de r — 2 transposiciones y, nue-
vamente por la hipotesis de induccién, estamos listos. O

Teorema 5.15. Si una permutacion o puede ser expresada como el producto de
un numero par de transposiciones, entonces cualquier otro producto de trans-
posiciones igual a o debe también contener un niumero par de transposiciones.
De forma similar, si o puede ser expresada como el producto de un nimero
impar de transposiciones, entonces cualquier otro producto de transposiciones
tgual a o debe también contener un numero impar de transposiciones.

DEMOSTRACION. Supongamos que
0 =0102 " Om = TIT2" " Tn,

con m par. Debemos mostrar que n también es un namero par. La inversa de
o €es Oy -0q1. Como

id:o'o'm"'al:Tl"'TnUm"'Ul,

n debe ser par por el Lema 5.14. La demostracion del caso en el que o puede ser
expresada como el producto de un ntimero impar de transposiciones lo dejamos
como ejercicio. O

A la luz del Teorema 5.15, definimos que una permutacion es par si puede
ser expresada como el producto de un niimero par de transposiciones e tmpar
si puede ser expresada como el producto de un niamero impar de transposi-
ciones.

Los Grupos Alternantes

Uno de los subgrupos mas importantes de S, es el conjunto de todas las per-
mutaciones pares, A,. El grupo A, se llama grupo alternante en n sim-
bolos.

Teorema 5.16. FEl conjunto A, es un subgrupo de S, .
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DEMOSTRACION. Como el producto de dos permutaciones pares es también
una permutacion par, A, es cerrado. La identidad es una permutacién par y
por lo tanto estd en A,. Si o es una permutacion par, entonces

O =01092" - 0p,

donde o; son transposiciones y r es par. Como la inversa de una transposicion
es ella misma,

ol = OprOp_1"°01

también estd en A,,. O

Proposicion 5.17. El numero de permutaciones pares en Sy, n > 2, es igual
al nimero de permutaciones impares; luego, el orden de A, es n!/2.

DEMOSTRACION. Sea A,, el conjunto de permutaciones pares en S, y B, el
conjunto de permutaciones impares. Si ppodemos mostrar que existe una
biyeccién entre estos conjuntos, habremos demostrado que contienen el mismo
numero de elementos. Fijemos una transposicién o en S,,. Como n > 2, tal o
existe. Defina

Ao 1 A, — By,

como
Ao (T) =0T
Supongamos que A, (7) = Ay (1). Entonces o7 = op y asi

1

T=0 UTzaflau:,u.

Por lo tanto, A, es 1-1. Dejaremos la demostraciéon de que A, es sobreyectiva
como ejercicio. O

Ejemplo 5.18. El grupo A4 es el subgrupo de Sy que consiste de las permuta-
ciones pares. Hay doce elementos en Ay:

(1) (12)(34) (13)(24) (14)(23)
(123) (132) (124) (142)
(134) (143) (234) (243).

Uno de los ejercicios al final del capitulo sera el de encontrar todos los subgru-
pos de A4. Descubrira que no hay ningtn subgrupo de orden 6. ;Le sorprende?

Note Historica

Lagrange fue el primero en pensar las permutaciones como funciones de un
conjunto en si mismo, pero fue Cauchy quién desarroll6 los teoremas béasicos
y la notacién para las permutaciones. El fue el primero en usar la notacion
ciclica. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) nacié en Paris durante en el apo-
geo de la Revolucién Francesa. Su familia dejo Paris y se fue al pueblo de
Arcueil para escapar del Reino del Terror. Uno de los vecinos de la familia alli,
fue Pierre-Simon Laplace (1749-1827), quien lo motivé a iniciar una carrera
en mateméaticas. Cauchy comenzo6 su carrera como matematico resolviendo
un problema de geometria que le plante6 Lagrange. Cauchy escribié mas de
800 trabajos en diversos topicos, como ecuaciones diferenciales, grupos fini-
tos, matemaéticas aplicadas, y analisis complejo. Fue uno de los matemaéticos
responsables de hacer que el Calculo Diferencial fuera riguroso. Es probable
que haya més teoremas y conceptos en matematicas asociados al nombre de
Cauchy que al de cualquier otro matemaético.
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5.2 Grupos Dihedrales

Otro tipo especial de grupo de permutaciones es el de los grupos dihedrales.
Recordemos el grupo de las simetrias del tridngulo equilétero en el Capitulo 3.
Tales grupos consisten de los movimientos rigidos de un poligono regular de
n lados o n-4gono regular. Para n = 3,4, ..., definimos el n-ésimo grupo
dihedral como el grupo de los movimientos rigidos de n n-agono regular.
Denotaremos este grupo por D,,. Podemos numerar los vértices de un n-agono
regular con 1,2, ..., n (Figura 5.19). Note que hay exactamente n posibilidades
para reemplazar al primer vértice. Si reemplazamos al primer vértice por
k, entonces el segundo vértice debe ser reemplazado por el vértice kK + 1 o
por el vértice k — 1; luego, hay 2n movimientos rigidos posibles del n-agono.
Resumimos estos resultados en el siguiente teorema.

Figura 5.19: Un n-agono regular

Teorema 5.20. El grupo dihedral, D,,, es un subgrupo de S, de orden 2n.

rotacion
_—

reflexion
_—

Figura 5.21: Rotaciones y reflexiones de un n-agono regular
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_—

1 1
6 2 2 6
5 3 3 5
4 4
1 1
5 2 2 5
_—
4 3 3 4
Figura 5.22: Tipos de reflexiones de un n-agono regular

Teorema 5.23. El grupo D,, n > 3, consiste de todos los productos de los
dos elementos T y s, que satifacen las relaciones

rt=1
=1
srs =11,

DEMOSTRACION. Los posibles movimientos de un n-agono regular son reflex-
iones y rotaciones (Figura 5.21). Hay exactamente n rotaciones posibles:
., 360° 360° 360°

d 2 —-1)- .
17 n ) n ) 7(n ) n

Denotaremos la rotacion en 360°/n por r. La rotacion r genera todas las

rotaciones. Es decir,

’I”k:k-360 .
n

Etiquete las n reflexiones sq, so, ..., s,, donde s; es la reflexion que fija el
vértice k. Hay dos casos, dependiendo de si n es par o impar. Si hay un nimero
par de vértices, entonces una reflexion fija dos de ellos, y s1 = s,/241,52 =
Sp/242,-++»Sn/2 = Sp. Si hay un ntmero impar de vértices, entonces una
reflexion fija solamente un vértice y s1, 82, ..., s, son distintas (Figura 5.22).
En cualquier caso, el orden de cada s es dos. Sea s = s;. Entonces s2 =1y
r™ = 1. Como cualquier movimiento rigido ¢ del n-agono reemplaza al primer
vértice por el vértice k, el segundo vértice seré reemplazado por el K+ 1 o por
el k — 1. Si el segundo se reemplaza por k + 1, entonces t = r*. Si el segundo
se reemplaza por k — 1, entonces t = sr*. Luego, r y s generan D,,. Es decir,
D,, consiste de todos los productos finitos de r y s,

2 n—1 2 n—1
D, ={1,rr5 ... 0" s,sr 0, L st T

1

Dejaremos la demostracion de que srs = r~" como un ejercicio. O

Ejemplo 5.24. El grupo de movimientos de un cuadrado, Dy, consiste de ocho
elementos. Con los vértices numerados 1, 2, 3, 4 (Figura 5.25), las rotaciones
son

r = (1234)
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r? = (13)(24)
3 = (1432)
rt=(1)

y las reflexiones son

51 = (24)
So = (13)

El orden de D, es 8. Los dos elementos restantes son

rsy = (12)(34)
r3sy = (14)(23).

4 =3

Figura 5.25: El grupo D,

El grupo de movimientos de un Cubo

Podemos investigar los grupos de movimientos de objetos geométricos difer-
entes de los poligonos de n lados para obtener ejemplos interesantes de grupos
de permutaciones. Consideremos el grupo de movimientos rigidos de un cubo.
Una de las primeras preguntas que podemos hacer sobre este grupo es “;cuél
es su orden?” Un cubo tiene 6 caras. Si una cara en particular estd apuntado
hacia arriba, entonces existen cuatro rotaciones posibles del cubo que preser-
varan la cara apuntando hacia arriba. Luego, el orden del grupo es 6 - 4 = 24.
Acabamos de demostrar la siguiente proposicion.

Figura 5.26: El grupo de movimientos de un cubo

Proposicion 5.27. El grupo de movimientos rigidos de un cubo contiene 24
elementos.
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Teorema 5.28. El grupo de movimientos rigidos de un cubo es Sy.

DEMOSTRACION. De la Proposiciéon 5.27, ya sabemos que el grupo de movimien-
tos del cubo tiene 24 elementos, el mismo ntimero de elementos que hay en Sj.
Hay exactamente cuatro diagonales en el cubo. Si etiquetamos estas diago-
nales con 1, 2, 3, y 4, debemos mostrar que el grupo de movimientos del cubo
nos daré cualquier permutacion de las diagonales (Figura 5.26). Si podemos
obtener todas estas permutaciones, entonces Sy y el grupo de movimientos
rigidos del cubo tendran que ser el mismo. Para obtener una transposicién,
podemos rotar el cubo en 180° en torno al eje que une los puntos medios de
aristas opuestas (Figura 5.29). Hay seis de tales ejes, dando todas las trans-
posiciones en Sy. Como todo elemento en Sy es el producto de un ntmero
finito de transposiciones, el grupo de movimientos de un cubo tiene que ser
Sy. O

Figura 5.29: Transposiciones en el grupo de movimientos de un cubo

Sage Un grupo de permutaciones es una representaciéon muy concreta de un
grupo, y la herramientas de Sage para trabajar con grupos de permutaciones
son muy buenas — convirtiendo a Sage en un lugar natural para que principi-
antes aprendan sobre teoria de grupos.

5.3 Ejercicios

1. Escriba las siguientes permutaciones en notacién ciclica.

(a)

123 45 1 23 45

2 415 3 351 4 2
(b) (d)

123 45 1 23 45

42513 1 43 25

2. Escriba cada una de las siguientes como producto de ciclos disjuntos.

(a) (1345)(234) (e) (1254)(13)(25)

(b) (12)(1253) (f) (1254)(13)(25)

(c) (143)(23)(24) () (1254)77(123)(45)(1254)
(d) (1423)(34)(56)(1324) (h) (1254)?(123)(45)
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(i) (123)(45)(1254)~7 (m) (12)~"

(i) (1254)100 (n) (12537)""

(k) [(1254)] (0) [(12)(34)(12)(47)] "
(1) [(1254)2| (p) [(1235)(467)] !

3. Exprese las siguientes permutaciones como producto de transposiciones e
identifiquelas como pares o impares.

(a) (14356) (d) (17254)(1423)(154632)
(b) (156)(234)

(c) (1426)(142) (e) (142637)

4. Encuentre (aj,az,...,a,) .

5. Liste todos los subgrupos de S;. Encuentre cada uno de los siguientes
conjuntos.

(a) {c€84:0(1) =3}
(b) {0 € 54:0(2) =2}
(c) {v€84:0(1)=3and o(2) =2}

;Es alguno de estos conjuntos un subgrupo de S;?

6. Encuentre todos los subgrupos de A4. ;Cual es el orden de cada uno de
ellos?

7. Encuentre todos los posibles érdenes de elementos en S7 y en A7.

8. Muestre que Aqg contiene un elemento de orden 15.

9. ;Contiene Ag un elemento de orden 267

10. Encuentre un elemento de orden maximal en S,, paran =3, ..., 10.

11. ;Cuales son las posibles estructuras de ciclos de los elementos de A5? ;Y
de A6?

12. Sea o € S,, un elemento de orden n. Muestre que para todos los enteros 4
yj,o0t =07 siysolosii=j (mod n).

13. Sea 0 = 010,y € Sy, el producto disjunto de ciclos. Demuestre que el
orden de o es el minimo comtan multiplo de los largos de los ciclos o1, ..., 0.

14. Usando notacién ciclica, liste los elementos en Ds. ;Cudles son r y s?
Escriba todo elemento como producto de r y s.

15. Si las diagonales de un cubo estan etiquetadas como en la Figura 5.26, ja
qué movimiento del cubo corresponde la permutacion (12)(34)? ;Y las otras
permutaciones de las diagonales?

16. Encuentre el grupo de movimientos rigidos de un tetrahedro. Muestre que
este es el mismo grupo que Ay.

17. Demuestre que S, es no abeliano para n > 3.
18. Muestre que A,, es no abeliano para n > 4.

19. Demuestre que D,, es no abeliano para n > 3.
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20. Sea o € S, un ciclo. Demuestre que o puede ser escrito como el producto
de a lo mas n — 1 transposiciones.

21. Sea 0 € S,,. Si 0 no es un ciclo, demuestre que o puede ser escrita como
el producto de a lo mas n — 2 transposiciones.

22. Si o puede ser expresada como un producto de un namero par de trans-
posiciones, muestre que cualquier otro producto de transposiciones que sea
igual a o también debe contener un nimero impar de estas.

23. Si o es un ciclo de largo impar, demuestre que o2 también es un ciclo.
24. Muestre que un 3-ciclo es una permutacién par.

25. Demuestre que en A,, con n > 3, culaquier permutacién es un producto
de ciclos de largo 3.

26. Demuestre que todo elemento en S;, puede ser escrito como un producto
finito de las siguientes permutaciones.

(a) (12),(13),...,(1n)
(b) (12),(23),...,(n—1,n)
(¢) (12),(12...n

27. Sea G un grupo y sea Ay : G — G una funcién definida por A\;(a) = ga.
Demuestre que A, es una permutacion de G.

28. Demuestre que existen n! permutaciones de un conjunto con n elementos.

29. Recuerde que el centro de un grupo G es
Z(G)={g € G: gx = xzg para todo = € G}.
Encuentre el centro de Dg. ;Y el centro de D1¢? ;Cuél es el centro de D,,7

30. Sea 7 = (a1,as,...,ax) un ciclo de largo k.
(a) Demuestre que si o es cualquier permutacion, entonces

oro !l = (o(a1),0(a2),...,o0(ax))

es un ciclo de largo k.

(b) Sea p un ciclo de largo k. Demuestre que existe una permutacion o tal

que ool = 1.

31. Para oy B en S,, defina o ~ f3 si existe 0 € S, tal que cac™! = B.
Muestre que ~ es una relaciéon de equivalencia en S,,.

32. Sea o € Sx. Si 0" (x) =y, diremos que x ~ y.
(a) Muestre que ~ es una relacion de equivalencia en X.
(b) Sio € A, y T €S, muestre que 7~ loT € A,.

(c¢) Defina la orbita de x € X bajo 0 € Sx como el conjunto

Opo ={y: 7 ~y}

Calcule las orbitas de cada uno de los siguientes elementos en Ss:

(1254)
(123)(45)
(13)(25).

o
B
v
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(d) Si Oy NOy, # 0, demuestre que O, = Oy ,. Las orbitas bajo una
permutacion o son las clases de equivalencia correspondientes a la relacién

~,

(e) Un subgrupo H de Sx es tramsitivo si para cada x,y € X, existe un
o € H tal que o(z) = y. Demuestre que (o) es transitivo si y solo si
Og,0 = X para algtin z € X.

33. Sea a € S, con n > 3. Si aff = Pa para todo 5 € S, demuestre que «
debe ser la permutacion identidad; luego, el centro de S,, es el subgrupo trivial.

34. Si « es par, demuestre que o~ ! también es par. ;Hay un resultado analogo
si a es impar?

35. Muestre que o'~ af es par para todo «, 3 € Sp,.

36. Sean r y s los elementos en D,, descritos en el Teorema 5.23.

(a) Muestre que srs =71,

k

(b) Muestre que r*s = sr~% en D,,.

(c) Demuestre que el orden de r* € D,, es n/ mcd(k,n).

5.4 Sage

Una buena parte de de la implementacion de teoria de grupos en Sage esta
basada en rutinas de GAP (Groups, Algorithms, and Programming) en www.gap-
system.org, que esté incluido en cada copia de Sage. Este es un paquete de
c6digo abierto maduro, que existe desde 1986.

Como hemos visto, los grupos pueden ser descritos de muchas maneras
diferentes, tales como conjuntos de matrices, conjuntos de niimeros complejos,
o conjuntos de simbolos sujetos a ciertas relaciones. Una manera muy concreta
de repersentar grupos es via permutaciones (funciones biyectivas de los enteros
del 1 al n), usando la composiciéon de funciones como la operacién en el grupo.
Sage tiene muchas rutinas disenadas para trabajar con grupos de este tipo
y son también una buena forma para que las personas que quieran aprender
teorfa de grupos ganen experiencia con las ideas bésicas de la teoria de grupos.
Por estas dos razones, nos concentraremos en este tipo de grupos.

Grupos de Permutaciones y sus Elementos

La forma mas facil de trabajar con elementos de grupos de permutaciéon en
Sage es escribirlos con notacion ciclica. Como estos son productos de ciclos
disjuntos (que conmutan), no necesitamos preocuparnos por el orden en que
aparecen los ciclos. Si escribimos (1,3)(2,4) probablemente entenderemos que
se trata de una permutacion (el contenido de este capitulo!) y sabemos que
podria ser un elemento de Sy, o quizas de un grupo simétrico en méas de 4
sfmbolos. Sage no puede comenzar tan facilmente y necesita un poco de con-
texto, asi es que coercionamos una cadena de caracteres escritos con notacion
de ciclos a pertenecer a un grupo simétrico para producir elementos del grupo.
A continuacion algunos ejemplos y céalculos de muestra. Recuerde que Sage
y el texto difieren en el orden usado para componer dos permutaciones en un
producto.

G = SymmetricGroup(5)
sigma = G("(1,3)(2,5,4)")
sigma*sigma
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(2,4,5)

rho = G("(2,4)(1,5")
rho*3

(1,5)(2,4)

Si los proximos tres ejemplos parecen confusos, o “al revés”’, entonces seria un
buen momento para revisar la discusién respecto al orden de la composicion
de permutaciones en Sage hecha en la subseccién Grupos de simetrias.

sigma*rho

(1,3,5,2)

rhoxsigma

(1,4,5,3)

rho*-1xsigma*rho

(1,2,4)(3,5)

Hay formas alternativas de crear elementos de un grupo de permutaciones, que
pueden ser ttiles en alguna situacién particular, pero que no son de uso muy
frecuente.

sigmal = G("(1,3)(2,5,4)")
sigmal

(1,3)(2,5,4

sigma2
sigma2

G(L(1,3),(2,5,4)1)

(1,3)(2,5,4)

sigma3 = G([3,5,1,2,41)
sigma3

(1,3)(2,5,4)

sigmal == sigma?2
True

sigma2 == sigma3
True

sigma2.cycle_tuples ()

Lar, 3, (2, 5, 1

[sigma3(x) for x in G.domain ()]
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La segunda versiéon de o es una lista de “tuplas”, que requiere muchas comas y
estas deben ser incluidas a su vez en una lista. (Una tupla de largo uno debe
ser escrita como (4,) para distinguirla del uso de paréntesis para agrupar, como
en 5x(4).) La tercera version usa la “fila inferior” de la notacion més engorrosa
de dos filas introducida al comienzo del capitulo — es una lista ordenada de
las imdgenes de la permutacion cuando es considerada como una funcion.

Vemos que sin importar las tres formas diferentes de ingreso, todas las
versiones de o se muestran de la misma manera, y mas ain son iguales entre
si. (Esta es una sutil diferencia entre — lo que un objeto es en Sage versus
como un objeto se rmuestra.)

Podemos ser atin mas cuidadosos sobre la naturaleza de nuestros elementos.
Note que una vez que Sage comienza, puede promover el producto 7o al grupo
mayor de permutaciones. Podemos “promover” elementos a grupos mayores de
permutaciones, pero serfa un error tratar de forzar un elemento en un grupo
simétrico demasiado pequeno.

H = SymmetricGroup (4)
sigma = H("(1,2,3,4)")
G = SymmetricGroup(6)
tau = G("(1,2,3,4,5,6)")
rho = tau * sigma

rho

(1,3)(2,4,5,6)

sigma.parent ()

Symmetric group of order 4! as a permutation group

tau.parent ()

Symmetric group of order 6! as a permutation group

rho.parent ()

Symmetric group of order 6! as a permutation group

tau.parent() == rho.parent()

True

sigmaG = G(sigma)
sigmaG.parent ()

Symmetric group of order 6! as a permutation group

Es un error intentar coercionar una permutaciéon con demasiados simbolos a
un grupo de permutaciones que use menos simbolos.

tauH = H(tau)

Traceback (most recent call last):

ValueError: Invalid permutation vector: (1,2,3,4,5,6)
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Mejor que trabajar simplemente con elementos del grupo simétrico, podemos
crear diversos grupos de permutaciones en Sage. A continuacién una muestra
para comenzar:

Comando Sage Descripciéon

SymmetricGroup(n) Grupo simétrico en n simbolos, n! elementos
DihedralGroup(n) Simetrias de un n-agono, 2n elementos.
CyclicPermutationGroup(n) Rotaciones de un n-agono, n elementos
AlternatingGroup(n) Grupo alternante en n simbolos, n!/2 elementos
KleinFourGroup() Un grupo no ciclico de orden 4

Cuadro 5.30: Algunos grupos de permutaciones en Sage

Usted también puede localizar grupos de permutaciones en Sage usando el
catalogo de grupos. En la préxima celda ponga el cursor después del punto
final y presione la tecla de tabular (TAB). Obtendra una lista de métodos
que puede usar para crear grupos de permutaciones. Como siempre, ponga
un signo de interrogacion después de un método y presione la tecla de tabular
para obtener documentacion en linea del método. (esto funciona en una celda
de Sage normal pero no parece funcionar en el "libro")

groups.permutation.

Propiedades de Permutaciones (Elementos)

A veces es mas facil tomar un elemento de una lista de elementos en un grupo
de permutaciones, asi ya estd asociado a un "parent" y no hay necesidad de
hacer ninguna coerciéon. En lo que sigue, rotate y flip son automéaticamente
elementos de G por la forma en que fueron obtenidos.

D = DihedralGroup(5)
elements = D.list(); elements

O, (1,5(2,4), (1,2,3,4,5), (1,4)(2,3), (1,3,5,2,4),
(2,5@3,4),
(1 ’3) (4'5)! (1 !5!4!3!2)’ (1 ’4’2'573)7 (1 !2)(3)5)]

rotate = elements[2]
flip = elements[3]
flipxrotate == rotatex flip

False

Vemos con esta dltima prueba que el grupo de simetrias de un pentagono es
no abeliano. Pero hay una manera mas facil.

D = DihedralGroup(5)
D.is_abelian ()

False

Existen muchos métodos, tanto para los grupos de permutaciones como para
sus elementos. Use la celda vacia de mas abajo para crear un grupo de permuta-
ciones (el que quiera) y un elemento de un grupo de permutaciones (cualquiera).
A continuacion usa la tab-completion para ver todos los métodos disponibles
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para un elemento, o para un grupo (nombre, punto, tecla-tab). Algunos nom-
bres los puede reconocer, otros los aprenderemos en los capitulos siguientes,
algunos son herramientas muy especializadas de investigacion que podria usar
para desarrollar su tesis de doctorado en teoria de grupos. Para cualquiera de
estos métodos, recuerde que puede escribir el nombre, seguido de un signo de
interrogacion, para ver la documentacion y ejemplos. Fxperimente y explore
— es realmente dificil hechar a perder algo.Acé hay algunos ejemplos de varios
métodos disponibles.

A4 = AlternatingGroup (4)
A4 .order ()

12

A4.is_finite ()

True

A4 .is_abelian ()

False

A4.is_cyclic()

False

sigma = A4("(1,2,4)")
sigma*-1

(1,4,2)

sigma.order ()

3

Un método til al estudiar el grupo alternante es el .sign() implementado para
elementos de un grupo de permutaciones. Retorna 1 si la permutacién es par
y -1 si es impar.

G = SymmetricGroup(3)
sigma = G("(1,2)")
tau G("(1,3)")

rho = sigmaxtau
sigma.sign()

-1

rho.sign()

1

Podemos crear subgrupos entregéndole al grupo una lista de “generadores.”
Estos elementos se usan para “generar” un subgrupo — imagine multiplicar
estos elementos (y sus inversos) una y otra vez, creando nuevos elementos
que también deben estar en el subgrupo y que también participan de nuevos
productos, hasta que no aparezcan nuevos elementos. Esta definicién termina
con un enunciado terriblemente impreciso, pero debiera se suficiente por ahora.
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Una mejor definicién es que el subgrupo generado por los elementos es el menor
subgrupo que contiene todos los generadores — lo que esta bien si conocemos
todos los subgrupos de antemano.

Con un tunico generador, los productos repetidos son simplemente las po-
tencias del generador. El grupo generado en este caso es ciclico. Con dos (o
mas) generadores, especialmente en un grupo no abeliano, la situacion puede
ser mucho, mucho més complicada. Empecemos con un generador. Pero no
olvide ponerlo en una lista de todas formas.

A4 = AlternatingGroup (4)
sigma = A4("(1,2,4)")

sg = A4.subgroup([sigmal)
Sg

Subgroup of (Alternating group of order 4!/2 as a permutation

group)
generated by [(1,2,4)]

sg.order ()

sg.list ()

[()’ (1’2’4)! (1}4’2)]

sg.is_abelian()

True

sg.is_cyclic()

True

sg.1is_subgroup (A4)

True

Podemos ahora rehacer el ejemplo del principio del capitulo. Traducimos los
elementos a notacion ciclica, construimos el subgrupo formado a partir de dos
generadores (el subgrupo no es ciclico), y como el subgrupo es abeliano, no es
necesario que veamos la tabla de Cayley de Sage como una reflexion diagonal
de la tabla obtenida en el ejemplo 5.2.

G = SymmetricGroup(5)

sigma = G("(4,5)")

tau = G("(1,3)")

H = G.subgroup([sigma, taul)
H.list ()

LO, (1,3, (4,5, (1,3)(4,5]

text_names = ['id', 'sigma', 'tau', 'mu']
H.cayley_table(names=text_names)
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* id sigma tau mu

o e e

id| id sigma tau mu
sigma| sigma id mu tau
tau| tau mu id sigma
mu | mu tau sigma id

Grupo de Movimientos de un Cubo

Podriamos imitar el ejemplo en el texto y crear elementos de Sy como permuta-
ciones de las diagonales. Una construccién mas obvia, pero menos esclarece-
dora, es considerar las 8 esquinas del cubo como los elementos a permutar.
Entonces algunas simetrias obvias del cubo provienen de pasar un eje por los
centros de dos caras opuestas, con cuartos de vueltas y medias vueltas en torno
a estos ejes. Con tres ejes y cuatro rotaciones por eje, obtenemos 12 simetrias,
excepto que hemos contado la identidad tres veces.

Etiquete las cuatro esquinas superiores del 1 al 4, poniendo el 1 en la esquina
delantera-izquierda, y continuando en sentido horario visto desde arriba. Use
del 5 al 8 para las esquinas inferiores, de manera que 5 quede directamente bajo
el 1, 6 bajo 2, etc. Usaremos cuartos de vuelta, en sentido horario, en torno a
cada eje, mirando desde arriba, el frente y el lado derecho respectivamente.

G = SymmetricGroup(8)

above = G("(1,2,3,4)(5,6,7,8)")

front = G("(1,4,8,5)(2,3,7,6)")

right = G("(1,2,6,5)(3,7,8,4)")

cube = G.subgroup([above, front, rightl])
cube.order ()

24

cube.list ()

O, (1,2,3,4)(5,6,7,8), (1,2,6,5)(3,7,8,4),
(1,4,8,5)(2,3,7,6), (1,6,8)(2,7,4), (2,4,5)(3,8,6),
(1,3,8)(2,7,5), (1,6)(2,5)(3,8)(4,7), (1,3,6)(4,7,5),
(1,3)(2,4>(5,7)(6,8), (1,8)(2,7)(3,6)(4,5),

(1,7)(2,3)(4,6)(5,8),
(1,4)(2,8)(3,5)(6,7), (1,5,6,2)(3,4,8,7), (1,5,8,4)(2,6,7,3),
(1,7)(2,6)(3,5)(4,8), (1,7)(2,8)(3,4)(5,6),
(1,4,3,2)(5,8,7,6),
(1,5)(2,8)(3,7)(4,6), (1,2)(3,5)(4,6)(7,8), (1,8,6)(2,4,7),
(2,5,4)(3,6,8), (1,6,3)(4,5,7), (1,8,3)(2,5,7)]

Como sabemos por la discusion en el texto que el grupo de simetrias tiene 24
elementos, vemos que estos tres generadores son suficientes para crear todas
las simetrias. Esto sugiere varias preguntas que se pueden encontrar en el
Ejercicio 5.5.4.

5.5 Ejercicios en Sage

Estos ejercicios tienen el objetivo de familiarizarle con los grupos de permuta-
ciones en Sage.

1. Cree el grupo simétrico completo S1g con el comando G = SymmetricGroup(10).
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2. Cree elementos de G con los siguientes métodos. Preste atencion a las comas,
comillas, corchetes, paréntesis. Los primeros dos usan cadenas de caracteres
(texto) como entrada, imitando la forma en que escribimos las permutaciones
(pero con comas). La siguientes dos usan listas de tuplas.

® a=06("(5,7,2,9,3,1,8)"

e b =G("(1,3)(4,5"
e c = G([(1,2),3,9D
e d =G([(1,3),(2,5,8),(4,6,7,9,10)1)

(a) Calcule a®, be, ad~1b.

(b) Calcule los 6rdenes de cada uno de los elemetos individuales (a hasta d)
usando un solo método de los elementos del grupo de permutaciones.

(¢) Use el método .sign() para determinar si a,b, ¢, d son pares o impares.
(d) Cree dos subgrupos ciclicos de G con los comandos:

e H = G.subgroup([al)
® K = G.subgroup([d])

Liste, y estudie, los elementos de cada subgrupo. Sin usar Sage, indique el
orden de cada subgrupo de K. Luego use Sage para construir un subgrupo
de K de orden 10.

(e) Subgrupos mas complicados se pueden formar usando dos o méas gener-

adores. Construya un subgrupo L de GG con el comando L = G.subgroup([b,c]).

Calcule el orden de L y liste todos sus elementos.

3. Construya el grupo de simetrias del tetrahedro (también es el grupo al-
ternante en 4 simbolos, A4) con el comando A=AlternatingGroup(4). Usando
herramientas tales como 6rdenes de elementos, y generadores de subgrupos,
vea si puede encontrar todos los subgrupos de A4 (cada uno exactamente una
vez). Haga esto sin usar el método .subgroups() para justificar que su respuesta
es correcta (aunque puede ser una forma conveniente de verificar su resultado).
Escriba un resumen ordenado de su respuesta—mno simplemente una lista larga
escupida por Sage. La idea es usar Sage como una herramienta, en la medida
en que sea necesario, pero basicamente su respuesta debe ser un parrafo conciso
y/o una tabla. Esta es la tnica parte de esta tarea sin instrucciones precisas
y claras, asi es que dedique el tiempo suficiente a esta parte para que le quede
bien. Ayuda: ningtn subgrupo de A4 requiere mas de dos generadores.

4. La subseccion Grupo de Movimientos de un Cubo describe las 24 simetrias
de un cubo como un subgrupo del grupo simétrico Sg generado por tres rota-
ciones. Conteste las siguientes preguntas sobre este grupo de simetrias.

(a) De la lista de elementos del grupo, ;puede localizar la 10 rotaciones en
torno a los ejes? (Ayuda: la identidad es facil, las otras nueve nunca
envian un simbolo en si mismo.)

(b) ;Puede identificar las seis simetrias que son transposicion de diagonales?
(Ayuda: [g for g in cube if g.order()== 2] es un buen filtro inicial.)

(¢c) Verifique que cualquiera dos de las rotaciones (above, front, right) son
suficientes para generar el grupo completo. ;Cémo sabe que cada par
genera el grupo completo?

(d) ;Puede expresar una de las transposiciones diagonales como productos
de rotaciones? Este puede ser un problema notablemente dificil, especial-
mente para un software. Se conoce como el “problema de las palabras.”
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(e) Numere las seis caras del cubo con los nimeros del 1 al 6 (de cualquier
forma que desee). Ahora considere las mismas tres simetrias usadas antes
(rotaciones en cuarto de vuelta en torno a los ejes), pero ahora vistas como
permutaciones de las seis caras. De esta manera, podemos construir cada
simetria como un elemento de Sg. Verifique que el subgrupo generado por
estas simetrias es el grupo completo de simetrias del cubo. Nuevamente,
en lugar de usar tres generadores, intente usando solo dos.

5. Guarde su trabajo, y vea si puede lograr que Sage se caiga construyendo el
subgrupo de S19 generado por los elementos b and d de orden 2 y 30 de antes.
No entregue la lista de elementos de N como parte de su trabajo.

N = G.subgroup([b,dl)
N.list()

;Cudl es el orden de N7



6

Clases Laterales y Teorema
de Lagrange

El Teorema de Lagrange, uno de los resultados méas importantes en la teoria
de grupos finitos, dice que el orden de un subgrupo debe dividir el orden del
grupo completo. Este teorema entrega una poderosa herramienta para analizar
los grupos finitos; da una idea de exactamente que subgrupos podemos esperar
encontrar en un grupo finito. Esencial para la comprension del Teorema de
Lagrange es la nocién de clase lateral.

6.1 Clases Laterales

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Defina una clase lateral izquierda
de H con representante g € G' como el conjunto

gH ={gh:h e H}.
Las clases laterales derechas pueden ser definidas similiarmente como
Hg={hg:he H}.

Si las clases laterales izquierda y derecha coinciden o si es claro del contexto
a qué tipo de clases laterales nos estamos refiriendo, diremos clase lateral sin
especificar izquierda o derecha.

Ejemplo 6.1. Sea H el subgrupo de Zg que consiste de los elementos 0 y 3.
Las clases laterales son

0+ H=3+H={0,3}
1+H=4+H ={1,4}
2+H=5+H={2,5}.
Las clases laterales de subgrupos de Z y Z, siempre las escribiremos con la

notacién aditiva que hemos usado acd. En un grupo conmutativo, las clases
laterales izquierdas y derechas son siempre idénticas.

Ejemplo 6.2. Sea H el subgrupo de S5 definido por las permutaciones {(1), (123), (132)}.
Las clases laterales izquierdas de H son

()H = (123)H = (132)H = {(1), (123), (132)}
(12)H = (13)H = (23)H = {(12), (13), (23)}.

107
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Las clases laterales derechas de H son exactamente las mismas que las clases
laterales izquierdas:

H(1) = H(123) = H(132) = {(1), (123), (132)}
H(12) = H(13) = H(23) = {(12), (13), (23)}.

No siempre es el caso que una clase lateral derecha sea igual a una clase
lateral izquierda. Sea K el subgrupo de S3 definido por las permutaciones
{(1), (12)}. Entonces las clases laterales izquierdas de K son

(WK = (12)K = {(1),(12)}
(I3)K = (123)K = {(13),(123)}
(23)K = (132)K = {(23),(132) };
pero, las clases laterales derechas de K son

K(1) = K(12) = {(1), (12)}
132) = {(13), (132)}
K(23) = K(123) = {(23), (123)}.

ha
&
I
ha

El siguiente lema es bastante tutil al tratar con clases laterales. (Dejamos
su demostracion como ejercicio.)

Lema 6.3. Sea H un subgrupo de un grupo G y supongamos que g1,9g2 € G.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. g1H = goH;
Hgy''=Hgy';

2.
3.
4- 92 € 1 H;
5.

En todos los ejemplos que hemos visto, las clases laterales de un subgrupo
H particionan el grupo mayor G. El siguiente teorema dice que esto siempre
seré el caso.

Teorema 6.4. Sea H un subgrupo de un grupo G. Entonces las clases laterales
izquierdas de H en G particionan G. Es decir, el grupo G es la union disjunta
de las clases laterales izquierdas de H en G.

DEMOSTRACION. Sean g1 H y goH dos clases laterales de H en G. Debemos
mostrar que ya sea gy HNgoH = () 0 g1 H = go H. Supongamos que gy HNgo H #
0y a € gtH N goH. Entonces por la definicion de clase lateral izquierda,
a = g1h1 = g2hs para ciertos elementos hy y ho en H. Luego, g1 = gghzhl_l y
g1 € goH. Por el Lema 6.3, g1 H = g2 H. O

Nota 6.5. No hay nada especial en este teorema respecto a clases laterales
izquierdas. Las clases laterales derechas también particionan GG; la demostraciéon
de este hecho es exactamente la misma que para clases laterales izquierdas ex-
cepto que todas las multiplicaciones se deben hacer al lado opuesto de H.

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Se define el indice indice de H
en G como el nimero de clases laterales izquierdas de H en GG. Denotaremos
este indice por [G : H].
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Ejemplo 6.6. Sea G = Z¢ y sea H = {0,3}. Entonces [G : H| = 3.

Ejemplo 6.7. Supongamos que G = S5, H = {(1),(123),(132)}, y K =
{(1),(12)}. Entonces [G: H| =2y [G: K] = 3.

Teorema 6.8. Sea H un subgrupo de un grupo G. El niumero de clases lat-
erales izquierdas de H en G es el mismo que el nimero de clases laterales
derechas de H en G.

DEMOSTRACION. Sean Ly y Ry los conjuntos de clases laterales izquierdas y
derechas respectivamente de H en G. Si podemos definir una funcién biyectiva
¢ : Lg — Ry, entonces habremos demostrado el teorema. Si gH € Lpg,
sea ¢(gH) = Hg™'. Por el Lema 6.3, la funcién ¢ esta bien definida; es
decir, si g1H = goH, entonces Hgf1 = Hg;l. Para demostrar que ¢ es 1-1,
supongamos que

Hg ' = ¢(q1H) = ¢(g2H) = Hgy "

Nuevamente por el Lema 6.3, g1H = goH. La funcion ¢ es sobre pues
¢(g'H) = Hg. O

6.2 Teorema de Lagrange

Proposicion 6.9. Sea H un subgrupo de G con g € G y definamos una funcion
¢: H— gH como ¢(h) = gh. La funcion ¢ es biyectiva; luego el nimero de
elementos en H es el mismo que el numero de elementos en gH .

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que ¢ es 1-1. Supongamos que ¢(hy)
¢(hs) para ciertos elementos hi, ho € H. Debemos mostrar que hy = hg, pero
o(h1) = gh1 y ¢(ha) = gha. Asi ghy = gha, y por cancelacion a la izquierda
h1 = hs. Mostrar que ¢ es sobreyectiva es facil. Por definicion, todo elemento
de gH es de la forma gh para cierto h € H y ¢(h) = gh. O

Teorema 6.10 (Lagrange). Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo de
G. Entonces |G|/|H| = [G : H]| es el numero de clases laterales izquierdas
diferentes de H en G. En particular, el nimero de elementos en H debe dividir
al nimero de elementos en G.

DEMOSTRACION. El grupo G esta particionado en [G : H] clases lateralez
izquierdas diferentes. Cada clase lateral izquierda tiene |H| elementos; por lo
tanto, |G| = [G : H]|H]|. O

Corolario 6.11. Supongamos que G es un grupo finito y que g € G. Entonces
el orden de g divide al nimero de elementos en G.

Corolario 6.12. Sea |G| = p con p primo. Entonces G es ciclico y cualquier
g € G tal que g # e es un generador.

DEMOSTRACION. Sea g un elemento de G tal que g # e. Por el Corolario 6.11,
el orden de g divide el orden del grupo. Como |{g)| > 1, debe ser p. Luego, ¢
genera G. O

El Corolario 6.12 sugiere que los grupos de orden primo p se ven de alguna
manera como Z,.

Corolario 6.13. Sean H y K sbgrupos de un grupo finito G tales que G D
H D K. Entonces
[G:K]=|G: H|H: K].
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DEMOSTRACION. Notemos que

_ G _ G G g k) O

G K= TR = a1 ]

Nota 6.14 (El reciproco del Teorema de Lagrange es falso). El grupo A4 tiene
orden 12; sin embargo, se puede demostrar que no tiene ningtn subgrupo de
orden 6. De acuerdo al Teorema de Lagrange, los subgrupos de un grupo de
orden 12 pueden tener orden 1, 2, 3, 4, o 6. Pero no hay garantia de que
existan subgrupos de todos los posibles 6rdenes. Para demostrar que A4 no
tiene un subgrupo de orden 6, supondremos que si tiene un tal subgrupo H y
buscaremos una contradiccion. Como Ay contiene ocho 3-ciclos, sabemos que
H debe contener un 3-ciclo. Veremos que si H contiene un 3-ciclo, entonces
debe contener mas de 6 elementos.

Proposicion 6.15. El grupo Ay no tiene subgrupo de orden 6.

DEMOSTRACION. Como [A4 : H| = 2, hay solo dos clases laterales de H en Ay.
En tanto una de las clases laterales es el mismo H, clases laterales derechas e
izquierdas deben coincidir; por lo tanto, gH = Hg o gHg™' = H para todo
g € As. Como existen ocho 3-ciclos en Ay, al menos uno de los 3-ciclos debe
estar en H. Sin perder generalidad, supongamos que (123) estd en H. Entonces
(123)~! = (132) también debe estar en H. Como ghg~' € H para todo g € Ay
ytodohe Hy

(124)(123)(124) 7 = (124)(123)(142) = (243)
(243)(123)(243) " = (243)(123)(234) = (142)
concluimos que H debe tener al menos los siete elementos
(1), (123), (132), (243), (243) ™ = (234), (142), (142) " = (124).
Por lo tanto, A4 no tiene subgrupo de orden 6. O
De hecho, podemos decir més sobre cuéndo dos ciclos tienen el mismo largo.

Teorema 6.16. Dos ciclos 7 y p en S, tienen el mismo largo si y solo si

existe o € Sy, tal que p = oro~ L.

DEMOSTRACION. Supongamos que

T = (al,ag,...,ak)
n= (b17b27"~7bk)-

Defina o como la permutacion

a(al) b1
0'(0,2) = 09
O'(ak) = bk

Entonces p = oro~ 1.

Reciprocamente, supongamos que 7 = (ag,as,...,a;) es un k-cycle y o €
Sp. Sio(a;) =by o(ai mod k)+1) = V', entonces pu(b) = b'. Luego,

= (J(al)a U(a2)v ce ,U(Qk)).

Como o es una biyeccién, p es un ciclo del mismo largo que 7. O
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6.3 Teoremas de Fermat y Euler

La funcion ¢ de Euler es la funcion ¢ : N — N definida por ¢(n) = 1 para
n=1,y, paran > 1, ¢(n) es el nimero de enteros positivos m con 1 < m <n
y med(m,n) = 1.

De la Proposicion 3.4, sabemos que el orden de U(n), el grupo de unidades
en Zy, es ¢(n). Por ejemplo, |U(12)] = ¢(12) = 4 como los nameros que
son relativamente primos con 12 son 1, 5, 7, y 11. Para cualquier primo p,
¢(p) = p — 1. Enunciamos estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 6.17. Sea U(n) el grupo de unidades en Z,. Entonces |U(n)| =
¢(n).

El siguiente teorema de Leonhard Euler es un resultado importante en
teoria de nimeros.

Teorema 6.18 (Teorema de Euler). Sean a y n enteros tales que n > 0 y
med(a,n) = 1. Entonces a®™ =1 (mod n).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 6.17 el orden de U(n) es ¢(n). Asi, a®™ =1
para todo a € U(n); y a®™ — 1 es divisible por n. Por lo tanto, a®™ = 1
(mod n). O

Si consideramos el caso especial del Teorema de Euler en el que n = p es
primo y recordamos que ¢(p) = p — 1, obtenemos el siguiente resultado de
Pierre de Fermat.

Teorema 6.19 (Pequeino Teorema de Fermat). Sea p un primo cualquiera y
supongamos que p fa. Entonces

a? ' =1 (mod p).

Mds ain, para cualquier entero b, b = b (mod p).

Sage Sage puede crear todos los subgrupos de un grupo, mientras el grupo
no sea demasiado grande. También puede crear las clases laterales de un sub-

grupo.

Nota Historica

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), nacido en Torino, Italia, tenia origen
franco-italiano. Su talento por las matemaéticas se hizo evidente desde muy
temprana edad. Leonhard Euler reconocié sus habilidades cuando Lagrange,
que tenia solo 19 anos, le comunico a Fuler un trabajo que habia realizado en
el calculo de variaciones. Ese ano fue nombrado profesor de la Real Escuela
de Artilleria en Torino. A los 23 llegd a la Academia de Berlin. Federico el
Grande habia escrito a Lagrange proclamando que el “mejor rey de Europa”
debia tener al “mejor matematico en Europa” en su corte. Durante 20 anos
Lagrange ocup6 la posicién dejada por su mentor, Euler. Sus trabajos incluyen
contribuciones a la teoria de nimeros, teoria de grupos, fisica y mecéanica, el
calculo de variaciones, la teoria de ecuaciones y las ecuaciones diferenciales.
Junto con Laplace y Lavoisier, Lagrange fue una de las personas responsables
de crear el sistema métrico. Lagrange tuvo una gran influencia en el desarrollo
de las matematicas, dejando mucho a las proximas generaciones en cuanto a
ejemplos y nuevos problemas a resolver.
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6.4 Ejercicios

1. Supongamos que G es un grupo finito con un elemento g de orden 5 y un
elemento h de orden 7. ;Por qué debe ocurrir que |G| > 357

2. Supongamos que G es un grupo finito con 60 elementos. ;Cuales son los
ordenes de posibles subgrupos de G7

3. Demuestre o refute: Todo subgrupo de los enteros tiene indice finito.
4. Demuestre o refute: Todo subgrupo de los enteros tiene orden finito.

5. Liste las clases laterales izquierdas y derechas de los subgrupos en cada uno
de los siguientes.

(a) (8) en Zyy (e) A, en S,

(b) (3) en U(8) (f) Dyen S,

(c) 3Z enZ (g) Ten C*

(d) Aqen Sy (h) H = {(1),(123),(132)} en S,

6. Describa las clases laterales izquierdas de SLy(R) en GLy(R). ;Cudl es el
indice de SL2(R) en GLy(R)?

7. Verifique el Teorema de Euler paran =15y a = 4.

8. Use el Pequeno Teorema de Fermat mara mostrar que si p = 4n + 3 es
primo, entonces no hay solucién de la ecuacion 2 = —1 (mod p).

9. Muestre que los enteros tienen indice infinito en el grupo aditivo de los
nimeros racionales.

10. Muestre que el grupo aditivo de los nimeros reales tiene indice infinito en
el grupo aditivo de los nimeros complejos.

11. Sea H un subgrupo de un grupo GG y supongamos que ¢gi,g92 € G. De-
muestre que las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) g1 H = goH

(b) Hgy' = Hgy'

(c) g1H C g2 H
(d) g2 € g1 H
(€) gy 'g2 € H

12. Si ghg~! € H para todo g € G y h € H, muestre que las clases laterales
izquierdas son idénticas a las clases laterales derechas. Es decir, muestre que
gH = Hg para todo g € G.

13. Que falla en la demostracion del Teorema 6.8 si ¢ : Ly — Ry esta definida
como ¢(gH) = Hg?

14. Supongamos que g" = e. Muestre que el orden de g divide a n.

15. Muestre que cualquiera dos permutaciones «,3 € S,, tienen la misma
estructura de ciclos si y solo si existe una permutacién ~ tal que 8 = yay~!.
Si B = yay~! para algtin v € S,,, entonces o y 3 son conjugadas.
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16. Si |G| = 2n, demuestre que el nimero de elementos de orden 2 es impar.
Use este resultado para demostrar que G debe contener un subgrupo de orden
2.

17. Supongamos que [G : H] = 2. Si ay bno estan en H, muestre que ab € H.
18. Si [G: H] = 2, demuestre que gH = Hyg.

19. Sean H y K subgrupos de un grupo G. Demuestre que gH N gK es una
clase lateral de H N K en G.

20. Sean H y K subgrupos de un grupo G. Defina una relaciéon ~ en G
como a ~ b si existe un h € H y un k € K tales que hak = b. Muestre que
esta relacion es de equivalencia. Las clases de equivalencia correspondientes
se llaman clases laterales dobles. Calcule las clases laterales dobles de
H ={(1),(123),(132)} en Ay.

21. Sea G un grupo ciclico de orden n. Muestre que hay exactamente ¢(n)
generadores para G.

22. Sea n = p{'ps?---py*, donde pi,ps,...,pr son primos distintos. De-

muestre que
¢(n)—n(1_1> (1_1>...<1_1).
P P2 Pk

23. Muestre que

n=7 ¢(d

para todo entero positivo n.

6.5 Sage

Sage puede crear todos las clases laterales de un subgrupo, y todos los subgru-
pos de un grupo. Aunque estos métodos pueden ser algo lentos, hay muchas
veces en que son mejores que experimentar con papel y lapiz, y pueden ser de
gran ayuda para entender la estructura de los grupos finitos.

Clases Laterales

Sage creara todas las clases laterales derechas (o izquierdas) de un subgrupo.
Escritas matematicamente, las clases laterales son conjuntos, y el orden de los
elementos dentro es irrelevante. En Sage, las listas son mas naturales, y aca es
una ventaja.

Sage crea las clases laterales de un subgrupo como lista de listas. Cada lista
interna es una clase lateral particular. La primera clase lateral siempre es el
subgrupo mismo, y el primer elemento de esta clase es la identidad. Cada una
de las otrar clases se puede entender construida para tener su representante
como primer elemento, y si usamos este elemento como representante, los ele-
mentos de la clase estan en el mismo orden en que serian creados multiplicando
este representante por los elementos de la primera clase (el subgrupo).

El parametro opcional side puede ser 'right' o 'left', y si no estd ex-
plicitado, entonces por defecto se entregaran las clases laterales derechas. Las
opciones se refieren a qué lado del producto esté el representante. Note que
ahora los resultados de Sage estaran “al revés” comparados con el texto. Aca
hay un Ejemplo 6.2 reanudado, pero en un orden ligeramente diferente.
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G = SymmetricGroup(3)

a =G6("(1,2)"

H G.subgroup([al)

rc = G.cosets(H, side='right'); rc

[co, 1,21, (2,3, (1,3,2)1, [(1,2,3), (1,3)1]

lc = G.cosets(H, side='left'); lc

CCO, (1,21, 02,3, (1,2,3)1, [(1,3,2), (1,3)1]

Si miramos cuidadosamente, podemos ver la diferencia entre las clases laterales
derechas y las izquierdas. Compare estas clases laterales con las del texto y
note que derecha e izquierda estan intercambiadas. No debiera ser un problema
— solo téngalo presente.

SymmetricGroup (3)

= 6("(1,2,3)")

G.subgroup([b1)

rc = G.cosets(H, side='right'); rc

I T ©
|

Lo, (,2,3), (1,3,2)1, 0(2,3), (1,3), (1,2)1]

lc = G.cosets(H, side='left'); lc

Lo, (1,2,3), (1,3,2)1, 0(2,3), (1,2), (1,3)1]

Si analizamos la lista compuesta, podemos ver que las clases laterales derechas
v las izquierdas son las mismas. Veamos lo que piensa Sage:

rc == lc

False

Matematicamente, necesitamos conjuntos, pero Sage esta trabajado con listas
ordenadas, y el orden importa. Sin embargo, si sabemos que nuestras listas
no contienen duplicados (el método .cosets() nunca producira duplicados) en-
tonces podemos ordenar las listas y la verificacion de igualdad tendré el resul-
tado esperado. Los elementos de un grupo de permutaciones tienen un orden
definido para ellos — no es tan importante cudl es ese orden, solo que algin
orden esta definido. La funcién sorted() tomara cualquier lista devolviendo
una version ordenada. Asi para cada lista de clases laterales, ordenaremos las
clases individuales y luego ordenaremos la lista de clases ordenadas. Esta es
una maniobra tipica, aunque un poco complicada para las listas anidadas.

rc_sorted = sorted([sorted(coset) for coset in rcl)
rc_sorted

Lo, a,2,3, (1,3,2)1, 0[(2,3), (1,2), (1,3)]1]

lc_sorted = sorted([sorted(coset) for coset in 1lc])
lc_sorted

(ro, ,2,3), (1,3,2)1, 0(2,3), (1,2), (1,3)1]

rc_sorted == lc_sorted

True
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La lista de todas las clases laterales puede ser bastante larga (contendra todos
los elementos del grupo) y puede tomar varios segundos en ser completada,
incluso para grupos pequenos. Existen formas maés sofisticadas, y méas rapidas,
de estudiar clases laterales (como simplemente usar sus representantes), pero
para entender estas técnicas es necesario tener mas teoria.

Subgrupos

Sage puede calcular todos los subgrupos de un grupo. Esto puede producir una
respuesta atn mas larga que el método de clases laterales y puede ser mucho
mas lento, dependiendo de la estructura del grupo. La lista estd ordenada
segin el tamano de los subgrupos, con los mas pequenos primero. Como una
demostracién, calcularemos primero una lista de todos los subgrupos de un
grupo pequeno, y luego extraeremos uno de estos subgrupos de la liste para
estudio posterior.

G = SymmetricGroup(3)
sg = G.subgroups(); sg

[Subgroup of (Symmetric group of order 3! as a permutation
group) generated by [()],

Subgroup of (Symmetric group of order 3! as a permutation
group) generated by [(2,3)1,

Subgroup of (Symmetric group of order 3! as a permutation
group) generated by [(1,2)],

Subgroup of (Symmetric group of order 3! as a permutation
group) generated by [(1,3)1],

Subgroup of (Symmetric group of order 3! as a permutation
group) generated by [(1,2,3)],

Subgroup of (Symmetric group of order 3! as a permutation
group) generated by [(2,3), (1,2,3)1]

H = sg[4]; H

Subgroup of (Symmetric group of order 3! as a permutation
group) generated by [(1,2,3)]

H.order ()

H.list ()

[()7 (1’2,3)! (1?3’2)]

H.is_cyclic()

True

La salida del método .subgroups() suele ser grande, y podemos estar intere-
sados en las propiedades de ciertos subgrupos especificos (como en el ejemplo
anterior) o preguntas mas amplias como la “estructura de subgrupos” del grupo.
Acéa extendemos el Corolario 6.15. Note que Sage simplemente no calcula un
subgrupo de orden 6 en A4, esto no es un sustituto valido de una demostracion
como la dada para el corolario. Pero el resultado computacional nos anima
para buscar la demostracion teérica con mayor confianza.
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G = AlternatingGroup (4)
sg = G.subgroups()
[H.order () for H in sg]

v, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 12]

Asi que no vemos un subgrupo de orden 6 en la lista de subgrupos de A4. Note
como el Teorema de Lagrange (Teorema 6.10) esta en evidencia — todos los
subgrupos tienen 6rdenes que dividen a 12, el orden de Ay.

G = SymmetricGroup (4)
sg = G.subgroups ()
[H.order () for H in sg]

6, 6, 6, 6, 8, 8, 8, 12, 24]

Nuevamente, aprecie el Teorema de Lagrange en accién. Pero atn mas intere-
sante, Sy tiene un subgrupo de orden 6. Cuatro de ello, para ser precisos. Estos
cuatro subgrupos de orden 6 son similares entre ellos, ;puede describirlos de
forma simple (antes de escarbar el la lista sg para obtener méas informacion)? Si
quiere saber cuantos subgrupos tiene Sy, podria simplemente contar el niimero
de subgrupos en la lista sg. La funcién len() hace esto para cualquier lista y
es usualmente una forma sencilla de contar cosas.

len(sg)

30

Subgrupos de Grupos Ciclicos

Ahora que estamos mas familiarizados con los grupos de permutaciones, y
conocemos el método .subgroups(), podemos revisitar una idea del Capitulo 4.
Los subgrupos de un grupo ciclico siempre son ciclicos, pero ;jcuéntos hay y
qué ordenes tienen?

G = CyclicPermutationGroup (20)
[H.order () for H in G.subgroups()]

[1, 2, 4, 5, 10, 20]

G = CyclicPermutationGroup (19)
[H.order () for H in G.subgroups()]

[1, 197

Podriamos hacer esto todo el dia, pero ahora que tiene Sage a su disposicién,
varie el orden de G cambiando el valor de n y estudie varios de estos resulta-
dos. Quizés podria intentar un grupo ciclico de orden 24 y comparar con el
grupo simétrico Sy (arriba) que también tiene orden 24. ;Se le ocurre alguna
conjetura?

n =238
G = CyclicPermutationGroup(n)
[H.order () for H in G.subgroups()]

[1, 2, 4, 8]
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Funciéon Phi de Euler

Para sumar a nuestras funciones de teoria de nimeros del Capitulo 2, notemos
que Sage pone a nuestra disposicion la funcién ¢ de Euler como euler_phi().

euler_phi (345)

176

Aca viene un experimento interesante que puede ejecutar miltiples veces.

random_prime (10000)
n random_prime (10000)
m, n, euler_phi(mxn) == euler_phi(m)*xeuler_phi(n)

(5881, 1277, True)

JAlguna otra conjetura? ;Puede generalizar este resultado?

6.6 Ejercicios en Sage

Los siguientes ejercicios mas que sobre clases laterales y subgrupos, son sobre
el uso de Sage como herramienta experimental. Estan diseniados para ayudarle
a ser maés eficiente y mas expresivo, a la hora de escribir comandos en Sage.
Tendremos muchas oportunidades de trabajar con clases laterales y subgrupos
en los capitulos que vienen. Estos ejercicios no son tan guiados y su dificul-
tad va en aumento. Estan disenados para explorar, o confirmar, resultados
presentados en este o anteriores capitulos.

Importante: Debiese contestar cada uno de los tltimos tres problemas
con una sola linea (complicada) de Sage cuyo resultado sea True. Una “sola
linea” quiere decir que tendré varios comandos de Sage usados juntos de formas
complejas. No quiere decir varios comandos Sage separados por punto y coma,
tipeados en una sola linea. Asegirese de incluir algunos pasos intermedios
usados en construir su solucién, pero usando rangos de nimeros mas pequenos
para no abrumar al lector con demasiado para mirar. Esto le ayudara a usted
y al corrector de su trabajo para tener confianza en que la versiéon final es
correcta.

Cuando verifique la divisibilidad de enteros, recuerde que range() produce
enteros comunes, cuya funcionalidad es basica. El comando srange() produce
enteros Sage, que tienen méas capacidades. (Vea el altimo ejercicio como ejem-
plo.) Y recuerde que una lista es una forma compacta de examinar muchas
posibilidades a la vez.

1. Use .subgroups() para encontrar un ejemplo de un grupo G y un entero m,
tal que (a) m divide el orden de G, y (b) G no tiene subgrupo de orden m.
(No use el grupo A4 como G, pues ese esta en el texto.) Escriba una sola linea
de codigo Sage que contenga toda la logica necesaria para producir m como
respuesta. (Puede darle un nombre simple a su grupo en una linea previa y
luego referirse a él por ese nombre.) A continuacién un ejemplo muy simple
que le puede ayudar a estructurar su respuesta.

a =5
b = 10
c =6
d = 13
a.divides (b)

True
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not (b in [c,d])

True

a.divides(b) and not (b in [c,d])

True

2. Ejemplifique el Pequenio Teorema de Fermat (en cualquiera de sus variantes)
usando el niimero compuesto 391 = 17 - 23 como eleccion de base (ya sea a o
b), y para p recorriendo todos los valores primos entre 100 y 1000.

Construya paulatinamente una solucion — haga una lista de potencias (em-
pezando por unos pocos primos), luego haga una lista de potencias reducidas
en la aritmética modular, luego una lista de comparaciones con el valor predi-
cho, luego verifique todos estos valores l6gicos resultantes de la comparacion.
Esta es una estrategia 1til en muchos problemas similares. Finalmente podra
escribir una sola linea que realice la verificacion completa y devuelva True. A
continuacién hay algunas sugerencias de funciones tutiles.

a = 20
b =6
a.mod(b)

prime_range (50, 100)

[53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97]

all([True, True, True, Truel)

True

all([True, True, False, Truel)

False

3. Verifique que el grupo de unidades méd n tiene orden n — 1 cuando n es
primo, nuevamente para todos los primos entre 100 and 1000. Como antes, su
resultado debe ser simplemente True, una tnica vez, indicando que la proposi-
ci6n respecto al orden es verdadera para todos los primos examinados. Como
antes, construya su solucién paso a paso, y con conjuntos menores de primos
en el comienzo. Exprese su respuesta como una sola linea de coédigo Sage.

4. Verifique el Teorema de Euler para todos los valores 0 < n < 100 y para 1 <
a < n. Esto requerird bucles for anidados con un condicional. Nuevamente,
a continuaciéon un pequeno ejemplo que puede ser util para construir su linea
tnica de codigo Sage. Note el uso de srange() en este ejemplo.

La/b for a in srange(9) for b in srange(l1,a) if gcd(a,b)==11]

[2, 3, 3/2, 4, 4/3, 5, 5/2, 5/3, 5/4, 6, 6/5,
7, 7/2, 7/3, 7/4, 7/5, 7/6, 8, 8/3, 8/5, 8/71]
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5. El grupo simétrico en 7 simbolos, S7, tiene 7! = 5040 elementos. Considere
las siguientes preguntas sin utilizar Sage, basado en lo que sabemos sobre los
ordenes de los elementos en grupos de permutaciones (Ejercicio 5.3.13).

e ;Cual es el mayor orden posible?

e ;Cuantos elementos hay de orden 107
e ;Cuantos elementos hay de orden 17
e ;,Cuantos elementos hay de orden 27

e ;Cual es el menor entero positivo para el que no hay elemento de ese
orden?

Estas pregunta resultan mas faciles si sabe usar los coeficientes binomiales para
contar en situaciones similarmenate complejas. En cualquier caso, reflexione
seriamente sobre cada una de esta preguntas (y quizas alguna otra que se le
ocurra) antes de lanzarse con Sage.

Ahora, calcule cuantos elementos hay de cada orden usando el método .order(),
e incluya esto en una lista exhaustiva que contenga el niimero de elementos de
cada orden. Puede verificar su trabajo (o el de Sage) usando el comando sum()
para sumar esta lista y ojalé obteniendo 5040.

Comente el proceso de primero estudiar estas preguntas sin ayuda computa-
cional, y luego nuevamente con Sage. ;Para qué valores de n cree que Sage
seria demasiado lento y su mente mas rapida?
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Introducciéon a la Criptografia

La Criptografia trata del envio y recepcion de mensaje secretos. El objetivo
de la criptografia es enviar mensajes de manera que solo el destinatario de-
seado pueda leerlos. Ademas, al recibirlo, el destinatario requiere de cierta
garantia de autenticidad; es decir que no ha sido enviado por alguien que lo
esté tratando de enganar. La criptografia moderna depende fuertemente del
algebra abstracta y de la teoria de nimeros.

El mensaje a enviar lo llamaremos texto claro. El mensaje encubierto
se llamara texto cifrado. Tanto el texto claro como el texto cifrado estan
escritos en un alfabeto, que consiste de letras o caracteres. Los caracteres
pueden incluir no solamente las letras usuales como A, ..., Z y a, ..., z sino
también digitos, marcas de puntuacién, y espacios. Un criptosistema, o
cifrado, tiene dos partes: encriptacion, el proceso de transformar un texto
claro en un texto cifrado, y decriptacion, la transformacion inversa del texto
cifrado al texto plano.

Hay diversas familias de criptosistemas, cada una se distingue por un algo-
ritmo particular de encriptacion. Los criptosistemas en una familia especifica
se distinguen entre ellos por un parametro de la funciéon de encriptaciéon lla-
mado key (clave). Un criptosistema clasico tiene una sola clave, que debe
ser mantenida en secreto, solo conocida por el remitente y el destinatario del
mensaje. Siuna persona A desea enviar mensajes secretos a dos personas difer-
entes By C, y no quiere que B entienda el mensaje enviado a C' ni viceversa,
entonces A debe usar dos claves diferentes, un criptosistema para intercambiar
mensajes con B, y otro para intercambiar mensajes con C'.

Los sistemas que usan dos claves separadas, una para encriptar y otra para
decriptar, se conocen como criptosistemas de clave publica (public key
cryptosystems). Como el conocimiento de la clave de encriptacion no le
permite a nadie adivinar la clave de decriptacion, la primera se puede hacer
publica. Un criptosistema de clave publica le permite tanto a A como a B
enviar mensajes a C' usando la misma clave de encriptacién. Culquiera puede
encriptar mensajes para enviarselos a C', pero solo C' sabe como decriptar estos
mensajes.

7.1 Criptografia de Llave Privada

En criptosistemas de clave unica o criptosistema de clave privada la
misma clave se usa tanto para encriptar como para decriptar los mensajes. Para
encriptar un texto-claro, aplicamos al mensaje alguna funcién que se mantiene
en secreto, digamos f. Esta funciéon devuelve un mensaje encriptado. Dada la
forma encriptada del mensaje, podemos recuperar el mensaje original aplicando
la transformacion inversa f 1. La transformacion f debe ser relativamente facil

120
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de calcular, asi como también lo debe ser f~1; pero, f tiene que ser muy dificil
de adivinar a partir de ejemplos disponibles de mensajes encriptados.

Ejemplo 7.1. Uno de los primeros y mas famosos criptosistemas fue el coédigo
de desplazamiento usado por Julio César. Primero convertimos el alfabeto en
numeros haciendo A = 00,B =01,...,Z = 25. La funcion codificadors sera

f(p) = p+ 3 mod 26;
es decir, A D,B+— FE,...,Z +— C. La funcién decodificadora es entonces
71 (p) = p— 3 mod 26 = p + 23 mod 26.

Supongamos que recibimos el mensaje encriptado DOJHEUD. Para decriptar
este mensaje, lo convertimos a nimeros:

3,14,9,7,4,20, 3.
Luego le aplicamos la transformaciéon inversa para obtener
0,11,6,4,1,17,0,

es decir ALGEBRA. Note que no hay nada especial en los numeros 3 y 26,
podriamos usar un alfabeto mayor o un desplazamiento diferente.

El criptoandlisis se preocupa de descifrar un mensaje encriptado recibido
o interceptado. Existen Métodos de probabilidades y estadisticas que son de
gran ayuda al descifrar mensajes interceptados; por ejemplo, el anélisis de
frecuencia de los caracteres que aparecen en el mensaje encriptado puede hacer
posible su decriptacion.

Ejemplo 7.2. Supongamos que recibimos un mensaje que sabemos fue en-
criptado usando un desplazamiento en las 26 letras del alfabeto. Para deter-
minar el desplazamiento ocupado, debemos encontrar b en la ecuaciéon f(p) =
p + bmod 26. Podemos hacer esto usando analisis de frecuencia. La letra
E = 04 es la mas frecuente en el idioma inglés. Supongamos que S = 18 es la
letra que ocurre con mas frecuencia en el texto-cifrado. Entonces tenemos una
buena razén para sospechar que 18 = 4 + b mod 26, y b = 14. Por lo tanto, la
funciéon encriptadora méas probable es

f(p) = p+ 14 mod 26.
La correspondiente funcién decriptadora es
71 (p) = p+ 12 mod 26.

En este punto es facil determinar si la sospecha es o no correcta.

Codigos de desplazamiento simple son ejemplos de criptosistemas monoal-
fabéticos. Fn estos cifrados un caracter en el texto-cifrado representa exac-
tamente un caracter en el mensaje original. Tales criptosistemas no son muy
sofisticados y son muy faciles de romper. De ehcho, en un desplazamiento sim-
ple como el descrito en el Ejemplo 7.1, existen solo 26 claves posibles. Seria
muy facil probarlas todas en lugar de usar el anélisis de frecuencia.

Investigemos un criptosistema ligeramente més sofisticado. Supongamos
que la funcién encriptadora esta dada por

f(p) = ap + b mod 26.
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Primero debemos determinar cuando existe una funcién decriptadora f~'. Tal
funcién existe cuando podemos resolver la ecuacion

¢ = ap + b mod 26

en p. Por la Proposicién 3.4, esto es posible precisamente cuando a tiene
inverso, es decir cuando mcd(a, 26) = 1. En este caso

f~Yp) =a"*p—a'bmod 26.
Un criptosistema de este tipo se denomina criptosistema afin.

Ejemplo 7.3. Consideremos el criptosistema afin f(p) = ap+b mod 26. Para
que este criptosistema funcione, debemos elegir a € Zog que sea invertible.
Esto solo es posible si mecd(a,26) = 1. Reconociendo deste hecho, elegiremos
a = 5 pues mcd(5,26) = 1. Es muy facil ver que a=! = 21. Por lo tanto,
podemos definir nuestra funcion de encriptacion como f(p) = 5p + 3 mod
26. Luego, ALGEBRA se encripta como 3,6,7,23,8,10,3, o DGHXIKD. La
funcion decriptadora sera

f~Y(p) = 21p — 21 - 3 mod 26 = 21p + 15 mod 26.

Un criptosistema seria mas seguro si una letra del texto-cifrado pudiese
representar mas de una letra del texto-claro. Para dar un ejemplo de este tipo
de criptosistema, llamado criptosistema polialfabético, generalizaremos los
codigos afines usando matrices. La idea funciona basicamente como antes; sin
embargo, en lugar de encriptar una letra a la vez, encriptaremos pares de letras.
Podemo almacenar un par de letras p; y p2 en un vector

b2
Sea A una matriz invertible de 2 x 2 con coeficientes en Zog. Podemos definir
una funcién encriptadora como

f(p)=Ap +b,

donde b es un vector columna fijo y las operaciones matriciales se llevan a cabo
en Zsog. La funcién decriptadora debe ser

fTHp)=A""p—A""b.

Ejemplo 7.4. Supongamos que deseamos encriptar la palabra HELP. Los
nimeros correspondientes son 7,4,11,15. Si

35
(13
(2 21
A _<25 3)'

Si b = (2,2)%, entonces el mensaje encriptado queda como RRGR. La letra R
representa mas de una letra en el texto-claro.

entonces

Analisis de frecuencia atun es realizable en un criptosistema polialfabético,
pues tenemos buena informacién sobre la frecuencia relativa de pares de letras
en el idioma inglés. El par th aparece con gran frecuencia; el par gz nunca
aparece. Para evitar decriptaciéon por parte de un tercero, debemos usar una
matriz de mayor tamano que la usada en el Ejemplo 7.4.
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7.2 Criptografia de Llave Ptblica

Si se usan criptosistemas tradicionales, cualquiera que sea capaz de encriptar
un mensaje, también tendra informacion suficiente para decriptar un mensaje
interceptado. En 1976, W. Diffie y M. Hellman propusieron la criptografia
de clave piblica, que estd basada en la observacion de que los procesos de
encriptaciéon y decriptaciéon no necesitan tener la misma clave. Esto quita el
requerimiento de que la clave de encriptacion sea secreta. La funcién encrip-
tadora f debe ser relativamente facil de calcular, pero f~! tiene que ser muy
dificil de calcular sin alguna informacién adicional, de manera que alguien que
conozca la clave de encriptacién, no pueda descubrir la clave de decriptaciéon sin
pasar por calculos prohibitivamente dificiles. Es interesante notar que hasta
la fecha para ningin método propuesto se ha demostrado que es “unidirec-
cional;” es decir, para ningin criptosistema de clave publica existente, se ha
demostrado que sea computacionalmente prohibitivo descifrar el mensaje con
el solo conocimiento de la clave de encriptacién.

El Criptosistema RSA

El Criptosistema RSA introducido por R. Rivest, A. Shamir, y L. Adleman en
1978, se basa en la dificultad de factorizar nimero grandes. Si bien no es dificil
encontrar dos primos aleatorios grandes y multiplicarlos, factorizar un ntimero
de 150 digitos que sea el producto de dos primos grandes requeria de 100
millones de computadores operando 10 millones de instrucciones por segundo
durante 50 millones de anos con los mejores algoritmos conocidos a principios
de la década de 1990. Si bien los algoritmos se han mejorado, factorizar un
producto de dos primos grandes sigue siendo computacionalmente prohibitivo.

El Criptosistema RSA funciona como sigue. Supongamos que escogemos al
azar dos numeros primos p y g de 150 digitos cada uno. Después calculamos su
producto n = pq y también calculamos ¢(n) =m = (p —1)(¢ — 1), donde ¢ es
la funcién ¢ de Euler. Ahora comenzamos a elegir enteros aleatorios E hasta
que encontremos uno que sea relativamente primo con m; es decir, elegimos E
tal que med(E,m) = 1. Usando el algoritmo de Euclides, podemos encontrar
un namero D tal que DE =1 (mod m). Los nameros n y E ahora se hacen
publicos.

Supongamos que la persona B (Bob) desea enviar a la persona A (Alice) un
mensaje a través de un canal abierto (pablico). Como E'y n son conocidos para
todo el mundo, cualquiera puede encriptar mensajes. Bob primero convierte su
mensaje en una cadena numérica de acuerdo a algin procedimiento, digamos
A =00,B =02,...,Z = 25. Si es necesario, descompondra su mensaje de
manera que cada pedazo sea un entero positivo menor a n. Supongamos que
x es uno de estos pedazos. Bob forma el nimero y = ¥ mod n y envia y a
Alice. Para que Alice recupere z, ella solo necesita calcular z = y” mod n.
Solo Alice conoce D.

Ejemplo 7.5. Antes de explorar la teoria tras el criptosistema RSA o intentar
usar enteros grandes, usaremos algunos enteros pequefios simplemente para ver
que el sistema realmente funciona. Supongamos que el mensaje que deseamos
enviar, una vez digitalizado es 25. Sean p = 23 y ¢ = 29. Entonces

n = pq = 667

¢(n) =m=(p—1)(¢—1) =616.
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Podemos elegir E = 487, pues mcd(616,487) = 1. El mensaje codificado lo
calculamos como

25%7 mod 667 = 169.

Este calculo se puede realizar de forma razonable usando el método de los
cuadrados repetidos descrito en el Capitulo 4. Usando el algoritmo de Euclides,
determinamos que 191F = 1 4+ 151m; Por lo tanto, la clave de decriptacion es
(n, D) = (667,191). Podemos recuperar el mensaje original calculando

169! mod 667 = 25.

Examinemos ahora por qué funciona el criptosistema RSA. Sabemos que
DE =1 (mod m); luego, existe k tal que

DE =km+1=ko(n)+1.

Debemos considerar dos casos. En el primer caso supongamos que med(z,n) =
1. Entonces, por el Teorema 6.18,

yP = (@F)P = PP = ghm+l = (22()ky — (1)k2 = 2 mod n.

De esta manera vemos que Alice recupera el mensaje original x cuando calcula
yP mod n.

Para el otro caso, supongamos que mcd(z,n) # 1. Como n =pqy z < n,
sabemos que z es un multiplo de p o un miiltiplo de ¢, pero no ambos. De-
scribiremos solo la primera posibilidad, pues la otra es completamente similar.
Entonces existe un entero r, con r < ¢ y * = rp. Notemos que tenemos

med(z,q) =1y que m=¢(n) =(p—1)(¢— 1) = ¢(p)¢(q). Entonces, usando
el Teorema 6.18, pero ahora méd g,

akm = ghe@)e(@) — (p#(0))koP) — (1)k¢(P) = 1 mod q.

km

Existe un entero t tal que "™ = 1+ tq. Luego, Alice también recupera el

mensaje en este caso,
D _ ka—i—l _ k

y x"x = (1+tq)x = x + tq(rp) = x + trn = z mod n.

Podemos preguntarnos ahora como uno intentaria violar el criptosistema
RSA. Para encontrar D dados n y FE, necesitamos factorizar n y encontrar
D usando el algoritmo de Euclides. Si supiéramos que 667 = 23 - 29 en el
Ejemplo 7.5, podriamos recuperar D.

Verificacion del Mensaje

Hay un problema de verificacion de mensajes en los criptosistemas de clave
publica. Como la clave codificadora es de publico conocimiento, cualquiera
tiene la capacidad de enviar un mensaje codificado. Si Alice recibe un mensaje
de Bob, a ella le gustaria poder verificar que realmente fue Bob quien envié
el mensaje. Supongamos que la clave encriptadora de Bob es (n', E’) y su
clave decriptadora es (n’, D’). Ademas, supongamos que la clave encriptadora
de Alice es (n, E) y que su clave decriptadora es (n, D). Como las claves en-
criptadoras son de conocimiento ptiblico, ambos pueden intercambiar mensajes
cuando lo deseen. Bob quiere poder asegurarle a Alice que el mensaje que le
esta enviando es auténtico. Antes de enviar el mensaje x a Alice, Bob decripta
Z con su propia clave secreta:

!’
2 =2 mod n'.
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Cualquiera puede transformar z’ de vuelta a x encriptando, pero solo Bob tiene
la habilidad de formar z’. Ahora Bob encripta 2’ con la clave publica de Alice
formando

y = 2'F mod n,

un mensaje que solo Alice puede decriptar. Alice decripta el mensaje y luego
encripta el resultado con la clave de encriptacion de Bob para leer el mensaje
original, un mensaje que solo puede haber sido enviado por Bob.

Nota Historica

La idea de encriptar mensajes secretos se remonta a la Antiguedad. Como
sabemos, Julio César usaba un cédigo de desplazamiento simple para enviar y
recibir mensajes. Sin embargo, el estudio formal de la codificacion y decodifi-
cacién de mensajes probablemente comenzé con los arabes en el siglo XV. En
los siglos XV y XVI, matematicos como Alberti y Viete descubrieron que los
criptosistemas monoalfabéticos no ofrecian ninguna seguridad real. En el siglo
XIX, F. W. Kasiski estableci6 métodos para violar sistemas en los que una
letra del texto encriptado puede representar mas de una letra del texto claro,
si la misma clave era usada varias veces. Este descubrimiento llevé al uso de
criptosistemas con claves que se usaban solo una vez. La Criptografia obtuvo
fundamentos mateméticos firmes con los trabajos de gente como W. Friedman
y L. Hill a comienzos del siglo XX.

El periodo que sigui6 a la Primera Guerra Mundial vio el desarrollo de
maquinas especializadas para la encriptacién y decriptaciéon de mensajes, y los
matematicos trabajaron muy activamente en criptografia durante la Segunda
Guerra Mundial. Los esfuerzos por penetrar los criptosistemas de las naciones
del Eje fueron organizados en Inglaterra y en los Estados Unidos por matemati-
cos notables como Alan Turing y A. A. Albert. Los Aliados obtuvieron una
tremenda ventaja en la Segunda Guerra Mundial al romper los sistemas de
encriptacion producidos por la maquina Enigma de Alemania y los cifrados
Parpura de Japoén.

Hacia 1970, el interés en la criptografia comercial comenz6 a solidificarse.
Habia una necesidad creciente de proteger transacciones bancarias, datos in-
formaticos y correo electrénico. A comienzos de los 70, 1BM desarroll6 e imple-
ment6é LUZIFER, el precursor de estandar de encriptacion de datos del National
Bureau of Standards de Estados Unidos.

El concepto de un criptosistema de clave publica, debido a Diffie y Hell-
man, es muy reciente (1976). Su desarrollo fue continuado por Rivest, Shamir,
y Adleman con el criptosistema RSA (1978). No se sabe qué tan seguros son
estos criptosistemas. El criptosistema de la mochila de decisién, desarrollado
por Merkle y Hellman, ya fue roto. Es atin una pregunta abierta si el sistema
RSA puede o no ser roto. En 1991, los Laboratorios RSA publicaron una lista
de semiprimos (ntumeros que tienen exactamente dos factores primos) con un
premio en dinero para quien pudiera factorizarlos (http://www.emc.com/emc-
plus/rsa-labs/historical /the-rsa-challenge-numbers.htm). Si bien el desafio ter-
miné en 2007, muchos de estos ntimeros atin no han sido factorizados.

Ha habido bastante controversia en relaciéon a la investigacion de cripto-
sistemas, la criptografia en si. En 1929, cuando Henry Stimson, Secretario
de Estado de Herbert Hoover, disolvié la Camara Negra (la division de crip-
tografia del Departamento de Estado) con la justificacion ética de que “los
caballeros no leen la correspondencia de otros.” Durante las dltimas dos dé-
cadas del siglo XX, la Agencia Nacional de Seguridad (NSA) queria mantener
en secreto la informacion sobre criptografia, mientras la comunidad cientifica
peleo por el derecho de publicar la ciencia bésica relacionada. Actualmente, la


http://www.emc.com/emc-plus/rsa-labs/historical/the-rsa-challenge-numbers.htm
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investigacion en criptografia matemaética y la teoria de ntimeros computacional
es muy activa, y los matemaéticos tienen la libertad de publicar sus resultados
en estas areas.

Sage El desarrollo inicial de Sage tuvo rutinas poderosas para la teoria de
nimeros, y luego comenz6 a incluir estructuras algebraicas y otras areas de
las matematicas discretas. Es por lo tanto una herramienta natural para el
estudio de criptografia, incluyendo toépicos tales como RSA, criptografia de
curvas elipticas, y AES (Advanced Encryption Standard o estandar avanzado
de encriptacion).

7.3 Ejercicios

1. Encripte IXLOVEXMATH usando el criptosistema del Ejemplo 7.1.

2. Decodifique ZLOOA WKLVA EHARQ WKHA ILQDO, que fue codificado usando el crip-
tosistema del Ejemplo 7.1.

3. Suponiendo que un cédigo monoalfabético fue usado para codificar el sigu-
iente mensaje secreto, jcudl era el mensaje original?

APHUO EGEHP PEXOV FKEUH CKVUE CHKVE APHUO
EGEHU EXOVL EXDKT VGEFT EHFKE UHCKF TZEXO
VEZDT TVKUE XOVKV ENOHK ZFTEH TEHKQ LEROF
PVEHP PEXOV ERYKP GERYT GVKEG XDRTE RGAGA

;Cual es la importancia de este mensaje en la historia de la criptografia?

4. ;Cual es el namero total de criptosistemas monoalfabéticos posibles? ;Qué
tan seguros son tales criptosistemas?

5. Demuestre que una matriz A de 2 X 2 con coeficientes en Zog es invertible
si y solo si med(det(A),26) = 1.

3 4
(3

use la funcion de encriptacion f(p) = Ap + b para encriptar el mensaje
CRYPTOLOGY, donde b = (2,5)". {Cual es la funcién de decriptacion?

6. Dada la matriz

7. Encripte cada uno de los siguientes mensajes RSA x de manera que x se
divida en bloques de enteros de longitud 2; es decir, si = 142528, entonces
encripte 14, 25, y 28 por separado.

(a) n = 3551, E = 629,z = 31

(b) n=2257,FE =47,x =23

(¢c) n=120979, E = 13251,z = 142371
(d) n = 45629, F = 781,z = 231561

8. Calcule la llave de decriptaciéon D para cada una de la llaves de encriptacién
en el Ejercicio 7.
9. Decripte cada uno de los siguientes mensajes RSA y.

(a) n=23551,D = 1997,y = 2791

(b) n="5893,D =81,y =34

(¢) m=120979,D = 27331,y = 112135
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(d) n = 79403, D = 671,y = 129381

10. Para cada una de las siguientes llaves de encriptacion (n, E) en el cripto-
sistema RSA, calcule D.

(a) (n,E) = (451,231)

(b) (n, E) = (3053,1921)

(¢) (n, E) = (37986733, 12371)

() (n, E) = (16394854313, 34578451)

)

11. Los mensajes encriptados frecuentemente se dividen en bloques de n le-
tras. Un mensaje como THE WORLD WONDERS WHY puede ser encriptado como JIW
OCFRJ LPOEVYQ IOC pero enviado como JIW OCF RJL POE VYQ IOC. ;Cuéles son las
ventajas de usar bloques de n letras?

12. Encuentre enteros n, F, y X tales que
XF =X (mod n).
. Es este un potencial problema en el criptosistema RSA?

13. Toda persona en el curso debiera construir un criptosistema RSA usando
primos que tengan entre 10 y 15 digitos. Entregue (n, E') y un mensaje encrip-
tado. Mantenga el secreto de D. Vean si pueden romper los cifrados de los
demas.

7.4 Ejercicios Adicionales: Primalidad y Factor-
izacién

En el criptosistema RSA es importante ser capaz de encontrar nimeros primos
grandes con facilidad. Asimismo, este criptosistema deja de ser seguro si somos
capaces de factorizar un numero entero que sea el producto de dos nameros
primos grandes. Las soluciones tebricas de ambos problemas son bastante
simples. Para saber si un nimero n es primo o para factorizar n, podemos
usar intentos de division. Simplemente dividimos n entre d = 2,3,...,y/n. Ya
sea obtendremos una factorizacién, o n es primo si ningin d divide a n. El
problema es que tales célculos toman muchisimo tiempo si n es muy grande.

1. Un mejor algoritmo para factorizar enteros positivos impares es el algo-
ritmo de factorizacion de Fermat.

(a) Sea n = ab un namero impar compuesto. Demuestre que n puede ser
escrito como la diferencia de dos cuadrados perfectos:

n=a"—y’=(z-y)(z+y).

Por lo tanto, un entero positivo impar se puede factorizar si y solo si

podemos encontrar enteros x e y tales que n = % — y2.

(b) Escriba un programa para implementar el siguiente algoritmo de factor-

izacion basado en la observacién en la parte (a). La expresion ceiling(sqrt(n))

se refiere al menor entero que es mayor o igual a la raiz cuadrada de n.
Escriba otro programa que use intentos de divisiéon y compare la velocidad
de los dos algoritmos. ;Cual de ellos es mas rapido y por qué?
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:= ceiling(sqrt(n))
=1

< X
|

1 : while x*2 - y*2 > n do

y =y +1
if x*2 - y*2 < n then
X = x + 1
y =1
goto 1
else if x*2 - y*2 = @ then
a = x -y
b := x +y
write n = a * b

Listado 7.6: algoritmo en pseudo-codigo

2. (Verificacion de Primalidad) Recuerde el Pequefio Teorema de Fermat del
Capftulo 6. Sea p un primo con mcd(a,p) = 1. Entonces a?~! = 1 (mod p).
Podemos usar el Pequeno Teorema de Fermat como un examen para primos.
Por ejemplo, 15 no puede ser primo pues

21571 =9 =4 (mod 15).
Pero, 17 es potencialmente un primo pues
2171 =21 =1 (mod 17).
Decimos que un ntmero compuesto impar n es un pseudoprimo si
2""1 =1 (mod n).

; Cuales de los siguientes ntimeros son primos y cuéles son pseudoprimos?

(a) 342 (c) 601 (e) 771
(b) 811 (d) 561 (f) 631

3. Sean un nimero impar compuesto y b un entero positivo tal que med(b, n) =
1. Si ! =1 (mod n), entonces n es un pseudoprimo en base b. Muestre
que 341 es un pseudoprimo en base 2 pero no es un pseudoprimo en base 3.

4. Escriba un programa para determinar todos los primos menores a 2000
usando intentos de division. Escriba un segundo programa que determine todos
los ntimeros menores a 2000 que sean primos o pseudoprimos. Compare la
velocidad de ambos programas. ;Cuantos pseudoprimos hay menores a 20007
Existen nimeros compuestos que son pseudoprimos para todas la bases con que
son relativamente primos. Estos ntmeros se llaman nimeros de Carmichael.
El primer nimero de Carmichael es el 561 = 3 -11-17. En 1992, Alford,
Granville, y Pomerance demostraron que hay infinitos ntimeros de Carmichael
[4]. Pero, los numeros de Carmichael son muy escasos. Existen solo 2163
nimeros de Carmichael menores a 25 x 10°. Para tests de primalidad mas
sofisticados, vea [1], [6], o [7].
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7.6 Sage

Debido a que Sage comenzo6 como software para el apoyo de la investigacion
en teoria de nimeros, podemos rapida y facilmente mostrar los mecanismos
internos por los que funciona el algoritmo RSA. Reconozcamos que, en la
préactica, muchos otros detalles tales como la codificacién entre letras y enteros,
o la proteccion de la clave privada, son igualmente importantes para proteger
la seguridad de la comunicacién. RSA por si mismo es solo un fundamento
teorico.

Construyendo claves

Supondremos que Alice quiere enviar un mensaje secreto a Bob, junto con un
mensaje de verificacion (también conocido como firma digital). Comenzaremos
con la construccion de un par de claves (privada y publica) para Alice y para
Bob. Primero necesitamos dos primos grandes y su producto para cada uno
de ellos. En la practica, los valores de n tendrian cientos de digitos, en lugar
de solo 21 como hemos hecho aca.

next_prime (10+10)
next_prime(p_a)
next_prime ((3/2)*10*10)
next_prime(p_b)

p_a * q_a

p_b * q_b

, n_b

QO T VO T T o o

p_
q-
p-
q-
n_
n_
n_

(100000000520000000627 , 225000000300000000091)

Computacionalmente, el valor de la funcion ¢ de Euler del producto de dos
primos pq puede ser obtenida como (p — 1)(¢ — 1), pero podemos igualmente
usar la funcién interna de Sage.
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= euler_phi(n_a)
euler_phi(n_b)
, m_b

m_a
m_b
m_a

(100000000500000000576, 225000000270000000072)

Ahora podemos crear los exponentes de encriptaciéon y decriptacion. Elegimos
el exponente de encriptacion como un namero (pequefio) relativamente primo
con el valor de m. Con Sage podemos factorizar m rapidamente para elegir este
valor. En la practica no querremos hacer este calculo para valores grandes de m,
as{ es que podemos mas facilmente elegir valores “aleatorios” y verificar hasta
el primer valor relativamente primo con m. El exponente de decriptacién es el
inverso multiplicativo, mod m, del exponente de encriptaciéon. Si construye un
exponente de encriptacion inadecuado (no relativamente primo con m), fallara
el calculo de este inverso multiplicativo (y Sage se lo dird). Hacemos esto dos
veces — para Alice y para Bob.

factor(m_a)

276 x 3 x 11 % 17 % 131 % 521 % 73259 x 557041

= 5%23
inverse_mod(E_a, m_a)

O O m
[ SR
1

20869565321739130555

factor(m_b)

2"3 % 3%4 x 107 * 1298027 * 2500000001

7%29
= inverse_mod(E_b, m_b)

O O m
O T T
I

24384236482463054195

En esta etapa, cada individuo publicaria sus valores de n y E, guardando D en
forma privada y segura. En la practica D debiese estar protegido en el disco
duro del usuario por una clave que solo conozca el dueno. Para atn mayor
seguridad, una persona podria tener solo dos copias de su clave privada, una
en un pituto de memoria USB que siempre lleve consigo, y una copia de respaldo
en su caja de seguridad en Sage. Cada vez que la persona use D debera indicar
su clave. El valor de m puede ser desechado. Para el registro, aca estan todas
las claves:

print("Alice's_public_key,.n:", n_a, "E:", E_a)

Alice's_public_key,.n:_.100000000520000000627 _E:_115

print("Alice's_private_key,.D:", D_a)

Alice's_private_key,_.D:.20869565321739130555

print("Bob's_public_key,._.n:", n_b, "E:", E_b)

Bob's_public_key,.n:_.225000000300000000091_E:_203
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print("Bob's_private_key,.D:", D_b)

Bob's_private_key,.D:.24384236482463054195

Firmando y Encriptando un Mensaje

Alice construird un mensaje que consiste de una palabra de cuatro letras en
inglés. A partir de estas cuatro letras construiremos un nimero que represente
el mensaje en la forma que necesitamos para usar en el algoritmo RSA. La
funcion ord() convertira una letra en su valor ASCII, un ntmero entre 0 y 127.
Si usamos estos numeros como “digitos” mod 128, podemos estar seguros que
la palabra de cuatro letras de Alice se codificard como un entero menor a
128* = 268,435,456. El valor particular no tiene importancia, mientras sea
menor que el valor de nuestro n pues toda la aritmética que sigue es modd
n. Elegimos una palabra popular de cuatro letras, la convertimos en “digitos”
ASCII con una lista, y construimos el entero a partir de los digitos en la base
correcta. Note como podemos tratar la palabra como una lista y que el primer
digito en la lista esta en el lugar de las “unidades”.

word = 'Sage'
digits = [ord(letter) for letter in word]
digits

[83, 97, 103, 101]

message = ZZ(digits, 128)
message

213512403

Primero, Alice firmara su mensaje para proveer una verificacion. Para eso usa
su clave privada, pues esto es algo que solo ella debiese poder hacer.

signed = power_mod(message, D_a, n_a)
signed

47838774644892618423

Luego Alice encripta el mensaje de manera que solo Bob lo pueda leer. Para
esto usa la clave publica de Bob. Note que no es siquiera necesario que conozca
a Bob — por ejemplo, ella podria haber obtenido la clave publica de Bob en
su pagina web o quizas Bob la public6 en el New York Times.

encrypted = power_mod(signed, E_b, n_b)
encrypted

111866209291209840488

La comunicacion de Alice est4 lista para ser transmitida por cualquier red, no
importando lo insegura que pueda ser y no importando cuanta gente pueda
estar vigilandola.

Decriptacion y Verificacion del Mensaje

Ahora supongamos que el valor de encrypted a llegado a Bob. Bob podria no
conocer a Alice ni necesariamente creer que ha recibido un mensaje genuina-
mente enviado por ella. Un adversario podria estar tratando de confundir a
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Bob enviandole mensajes supuestamente provenientes de Alice. Primero, Bob
debe deshacer la encriptacion hecha por Alice. Esto es algo que solo Bob, como
el receptor intencionado, debiese ser capaz de realizar. Y lo hace usando su
clave privada, que solo él conoce, y que ha mantenido segura.

decrypted = power_mod(encrypted, D_b, n_b)
decrypted

47838774644892618423

En este momento, el mensaje no tiene gran significado para Bob. Cualquiera
podria haberle enviado un mensaje encriptado. Pero, este era un mensaje
firmado por Alice. Deshagamos ahora la firma. Notemos que esto requiere la
clave publica de Alice. Bob no necesita conocer a Alice — por ejemplo podria
obtener la clave publica de Alice de su pagina web o quizas Alice la publico en
el New York Times.

received = power_mod(decrypted, E_a, n_a)
received

213512403

Bob necesita transformar esta representacién entera de vuelta a una palabra
con letras. La funcién chr() convierte valores ASCII en letras, y usamos una
lista para hacer esto en forma repetida.

digits = received.digits(base=128)
letters = [chr(ascii) for ascii in digits]
letters

[ Ll S ' s Ll a 1 R Ig l R Ll e 1 ]
Si queremos un resultado maés legible, podemos combinar estas letras en una
cadena.

''.join(letters)

'Sage'

Bob esta contento de haber recibido un mensaje tan interesante de Alice. ;Qué
habria sucedido si un impostor hubiese enviado un mensaje pretendiendo ser de
Alice, o si un adversario hubiese interceptado y adulterado el mensaje original
de Alice? (Lo segundo es lo que se conoce como un ataque de “hombre en el
medio”.)

En cualquiera de estos casos, el tercero no seria capaz de duplicar la primera
accion de Alice — firmar su mensaje. Si un adversario firma de alguna manera
el mensaje, o lo altera en cualquier forma, el resultado cuando Bob deshaga
la firma producirad pura basura. (Inténtelo!) Como Bob recibié una palabra
legitima, con la maytuscula apropiada, puede confiar en que el mensaje que
obtuvo es el mismo que fue firmado por Alice. En la practica, si Alice envia
varios cientos de palabras en su mensaje, la probabilidad de obtener un texto
coherente a partir de un mensaje adulterado, es astronémicamente pequena.

., Qué hemos mostrado?

1. Alice puede enviar mensajes que solo Bob puede leer.
2. Bob puede recibir mensajes secretos de cualquiera.

3. Alice puede firmar mensajes, de manera que Bob sabe que provienen
genuinamente de Alice.
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Por supuesto, sin hacer nuevas claves, se pueden intercambiar los roles de Alice
y Bob. Y si Carol hace un par de claves, ella se puede comunicar tanto con
Alice como con Bob de la misma forma.

Si usted desea usar encriptaciéon RSA de clave publica seriamente, inves-
tigue el software GNU Privacy Guard, aka GPG, que esta libremente disponible
en www.gnupg.org/. Notemos que solo tiene sentido usar programas de en-
criptacién que le permitan conocer el codigo fuente.

7.7 Ejercicios en Sage

1. Construya un par de claves para Alice usando los primeros dos primos
mayores a 10'2. Para su elecciéon de E, use un primo y use el menor posible.
Obtenga los valores de n, E, y D para Alice. Luego use comandos de Sage
para verificar que las claves de encriptacion y decriptacion de Alice son inversos
multiplicativos.

2. Construya un par de claves para Bob usando los primeros dos primos may-
ores a 2 - 10'2. Para su eleccién de E, use un primo y use el menor posible.
Obtenga los valores de n, E, y D para Alice.

Codifique la palabra Math usando valores AscII de la forma descrita en esta
seccion (mantenga las maytsculas como se muestran). Cree un mensaje fir-
mado de esta palabra para una comunicaciéon de Alice a Bob. Obtenga los tres
enteros: el mensaje, el mensaje firmado, y el mensaje firmado, encriptado.

3. Muestre como Bob transformaria el mensaje recibido de Alice de vuelta a
la palabra Math. Obtenga tanto los valores intermedios como el resultado final.

4. Cree un nuevo mensaje firmado de Alice para Bob. Simule una adulteracion
del mensaje sumando 1 al entero recibido por Bob, antes que el lo decripte.
. Qué resultado obtiene Bob para las letras del mensaje cuando decripta y
de-firma el mensaje adulterado?

5. (Ejercicio para la Sala de Clases) Organice el curso en grupos pequenos.
Haga que cada grupo construya un par de claves con algin tamano minimo
(digitos en n). Cada grupo debiese guardar su clave privada en secreto, pero
dejar disponible para todo el curso su clave piblica. Podria ser escrita en la
pizarra o pegada en un lugar piiblico como pastebin.com. Luego cada grupo
puede enviar un mensaje a otro grupo, donde los grupos podrian estar organi-
zados logicamente en un circulo para este proposito. Por supueso, los mensajes
se deben transmitir publicamente también. Espere una tasa de éxito entre el
50% y el 100%.

Si no hace esto en clase, consiga un companero de estudios e intercambie men-
sajes de la misma forma.


https://www.gnupg.org/
http://pastebin.com/

8

Teoria Algebraica de Coédigos

La teorfa de c6digos es una aplicacion del algebra que se ha vuelto cada vez mas
importante durante las ultimas décadas. Cuando transmitimos datos, estamos
preocupados de transmitir datos a través de un canal que podria estar afectado
por “ruido.” Queremos ser capaces de codificar y decodificar la informacion de
forma de poder detectar, y posiblemente corregir, los errores causados por el
ruido. Esta situaciéon surge en muchas areas de comunicacién, incluyendo la
radio, telefonia, television, comunicaciones entre computadores, y tecnologias
de almacenamiento digital. Probabilidades, combinatoria, teoria de grupos,
algebra lineal y anillos de polinomios sobre cuerpos finitos todos tienen un rol
importante en la teoria de cédigos.

8.1 Cobdigos para Detectar y para Corregir Er-
rores

Consideremos un modelo simple de sistema de comunicaciones para el envio y
recepcion de mensajes codificados (ver la Figura 8.1).

mensaje de m digitos

|

Codificador
I

palabra de n digitos en el codigo
L

Transmisor

I
Ruido
L

Receptor

{
palabra recibida de n digitos

L
Decodificador

I

mensaje de m digitos recibido o error

Figura 8.1: Codificar y Decodificar Mensajes

134
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Mensajes sin codificar pueden estar compuestos de letras o caracteres, pero
tipicamente consisten de m-tuplas binarias. Estos mensajes se codifican en
palabras de un cédigo, que son n-tuplas binarias, a través de un mecanismo
llamado codificador. El mensaje es transmitido y luego decodificado. Con-
sideraremos la aparicion de errores durante la transmisién. Un error occure si
hay un cambio en uno o més bits de la palabra del c6digo. Un protocolo de-
codificador es un método que ya sea convierte n-tupla arbitraria recibida en
un mensaje decodificado coherente o da un mensaje de error para esa n-tupla.
Si el mensaje recibido es una palabra del codigo (una de las n-tuplas permiti-
das), entonces el mensaje decodificado debe ser el mensaje que fue codificado
en la palabra del c6digo. Para tuplas recibidas que no estan en el codigo, el
protocolo dara una indicaciéon de error, o, si somos més astutos, tratara de cor-
regir el error y reconstruir el mensaje original. Nuestro objetivos es transmitir
mensajes libres de errores de la forma mas barata y rapida posible.

Ejemplo 8.2. Un posible mecanismo de codificacion seria enviar el mensaje
multiples veces y comparar las copias recibidas entre ellas. Supongamos que
el mensaje a codificar es una n-tupla binaria (z1,z2,...,z,). El mensaje se
codifica en una 3n-tupla binaria simplemente repitiendo el mensaje tres veces:

(1,22, -, Tp) = (T1,X2y oo, Ty T1, T2y v oy Ty L1, L2y e e vy Ty

Para decodificar el mensaje, escogemos como el i-ésimo digito el que aparezca
en la i-ésima posiciéon de al menos dos de las tres transmisiones. Por ejem-
plo, si el mensaje original es (0110), entonces el mensaje transmitido sera
(0110 0110 0110). Si hay un error de transmision en el quinto digito, entonces
la palabra recibida sera (0110 1110 0110), la que seréa correctamente decodifi-
cada como (0110).! Este método de repeticién-triple automéaticamente detecta
y corrige todos los errores individuales, pero es lento e ineficiente: para enviar
un mensaje que consista de n bits, se requieren 2n bits adicionales, y solo pode-
mos detectar y corregir errores individuales. Veremos que es posible encontrar
mecanismos de codificacion que codifiquen un mensaje de n bits en uno de m
bits con m mucho menor a 3n.

Ejemplo 8.3. La paridad, un mecanismo de codificacién usual, es mucho mas
eficiente que la simple repeticion. El codigo Ascil (American Standard Code
for Information Interchange) usa 8-tuplas binarias, dando lugar a 2% = 256 8-
tuplas posibles. Pero, solo se necesitan 7 bits pues solo hay 27 = 128 caracteres
ASCII. ;Qué se puede o debe hacer con el bit restante? Usando los ocho digitos,
podemos detectar un error individual de transmision. Por ejemplo, los codigos
Ascil para A, B, y C son

A = 6519 = 010000015,
B = 6610 = 010000104,
C =670 = 010000115.

Note que el bit de mas a la izquierda siempre es 0; es decir, los 128 caracteres
ASCII tienen codigos

000000002 = 010,

011111115 = 12745.

L Adoptaremos la convencién de numerar los digitos de izquierda a derecha en las n-tuplas
binarias.
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El bit puede ser usado para controlar errores en los otros siete bits. Se pone
como 0 o 1 de manera que el namero total de bits 1 en la representacion del
caracter sea par. Usando paridad, los codigos para A, B, y C se convierten en

A = 010000015,
B = 010000105,
C = 1100001 1,.

Supongamos que se envia una A y ocurre un error de transmision en el sexto
bit de manera que se recibe (0100 0101). Sabemos que se produjo un error
pues se recibié un ntimero impar de unos, y podemos pedir que la palabra sea
retransmitida. Cuando se usa para detectar errores, el bit de més a la izquierda
se llama bit de control de paridad.

Por lejos el mecanismo mas comun de deteccion de errores en los com-
putadores esta basado en la adiciéon de un bit de paridad. Tipicamente, un
computador guarda la informacién en m-tuplas llamadas palabras. Largos
comunes para las palabras son 8, 16, y 32 bits. Un bit en la palabra se reserva
como bit de control de paridad, y no se usa para almacenar informacion. Este
bit se pone como 0 o 1, dependiendo del ntimero de unos de la palabra.

Agregar un control de paridad permite la deteccion de todos los errores
tnicos pues cualquier cambio a un solo bit, ya sea aumenta o disminuye en uno
el nimero de unos, y en cualquier caso cambia la paridad de par a impar, de
manera que la nueva palabra no es una palabra del cédigo.

El sistema de paridad es facil de implementar, pero tiene dos desventajas.
En primer lugar, errores multiples no son detectables. Supongamos que se envia
una A y se alteran el primer y séptimo digitos en la transmision. La palabra
recibida resulta ser una palabra del codigo, pero sera decodificada como una
C en lugar de una A. En segundo lugar, no tenemos la habilidad de corregir
errores. Si la 8-tupla (1001 1000) es recibida, sabemos que ha ocurrido un
error, pero no tenemos idea cuél es el bit que se ha cambiado. Investigaremos
ahora un mecanismo de codificacién que no solo nos permita detectar errores
de transmision, sino que nos permita corregirlos.

Palabra Palabra Recibida
Transmitida 000 001 010 011 100 101 110 111
000 0 1 1 2 1 2 2 3
111 3 2 2 1 2 1 1 0

Cuadro 8.4: Un cédigo de repeticiéon

Ejemplo 8.5. Supongamos que nuestro mensaje original es 0 o 1, y que 0
se codifica en (000) y 1 se codifica en (111). Si ocurre solo un error durante
la transmision, entonces podemos detectar y corregir este error. Por ejemplo,
si se recibe un 101, entonces el segundo bit debe haber sido cambiado de 1 a
0. La palabra transmitida debe haber sido (111). Este método detectera y
corregird todos los errores unicos.

En la Tabla 8.4, presentamos todas las posibles palabras que pueden ser
recibidas para las palabras transmitidas (000) y (111). La Tabla 8.4 también
muestra el nimero de bits en los que cada 3-tupla difiere de la palabra original.

Decodificacion de Probabilidad Maxima

El mecanismo de codificaciéon presentado en el Ejemplo 8.5 no es una solucion
completa del problema pues no toma en cuenta la posibilidad de multiples er-
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rores. Por ejemplo, ya sea un (000) o un (111) se podria enviar y se podria
recibir un (001). No tenemos forma de decidir a partir de la palabra recibida si
se cometio un solo error en el tercer bit o dos errores, uno en el primer bit y uno
en el segundo. Sin importar el mecanismo de codificacién usado, un mensaje
incorrecto puede ser recibido. Podriamos transmitir un (000), tener errores en
los tres bits, y recibir la palabra (111) del codigo. Es importante explicitar
las suposiciones hechas sobre la probabilidad y distribucién de los errores de
transmision de manera que, en una aplicaciéon particular, se sabré si un cierto
mecanismo de deteccion de errores es apropiado. Supondremos que los errores
de transmision son infrecuentes, y, que cuando ocurren, ocurren de forma in-
dependiente en cada bit; es decir, si p es la probabilidad de un error en un bit
v q es la probabilidad de error en otro bit, entonces la probabilidad de errores
en ambos bits al mismo tiempo, es pg. También supondremos que una n-tupla
recibida se decodificaré en la palabra del cédigo que esté mas cerca; es decir,
suponemos que el receptor usa decodificacion de probabilidad mdxima.>

Figura 8.6: Canal binario simétrico

Un canal binario simétrico es un modelo que consiste de un transmisor
capaz de enviar una sefial binaria, ya sea un 0 o un 1, junto a un receptor. Sea p
la probabilidad de que la senal se recibe correctamente. Entonces ¢ = 1—pesla
probabilidad de recepcién incorrecta. Si se envia un 1, entonces la probabilidad
de recibir un 1 es p y la probabilidad de recibir un 0 es ¢ (Figura 8.6). La
probabilidad de que no ocurra ningtn error durante la transmisién de una
palabra binaria del cédigo de largo n es p™. Por ejemplo, si p = 0.999 y se
envia un mensaje consistente de 10,000 bits, entonces la probabilidad de una
transmision perfecta es

(0.999)1%:09 ~ 0.00005.

Teorema 8.7. Si una n-tupla binaria (x1,...,x,) es transmitida por un canal
binario simétrico con probabilidad p de que no ha ocurrido error en cada co-
ordenada, entonces la probabilidad de que no haya errores en exactamente k

coordenadas es
Y\ Lk n—k
(7)o

DEMOSTRACION. Fijemos k coordenadas diferentes. Calculemos primero la
probabilidad de que un error ha ocurrido en este conjunto fijo de coordenadas.
La probabilidad de que haya ocurrido un error en una en particular de estas
k coordenadas es g; la probabilidad de que ningtn error haya ocurrido en una
de las restantes n — k coordenadas es p. La probabilidad de cada una de estos
n eventos independientes es ¢*p”~*. El ntmero posible de patrones de error
con exactamente k errores es igual a

(1) = mr

2Esta seccion requiere conocimientos de probabilidad, pero puede saltarse sin pérdida de
continuidad.
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el numero de combinaciones de k cosas elegidas entre un total de n. Cada
uno de estos patrones de error tiene probabilidad ¢*p™~* de ocurrir; luego, la
probabilidad de todos estos patrones de error es

N\ k. n—k
. O
(1)

Ejemplo 8.8. Supongamos que p = 0.995 y que se envia un mensaje de 500-
bits. La probabilidad de que el mensaje haya sido enviado sin errores es

p" = (0.995)°%° ~ 0.082.

La probabilidad de que ocurra exactamente un error es

(?) ap"~! = 500(0.005)(0.995)4% ~ 0.204.

La probabilidad de exactamente dos errores es

500 - 499
(;) ¢pt T = T(0.005)2(0.995)498 ~ 0.257.

La probabilidad de mas de dos errores es aproximadamente

1—-0.082 —0.204 — 0.257 = 0.457.

Cédigos de Bloque

Si vamos a desarrollar codigos eficientes para detectar y corregir errores, nece-
sitaremos herramientas matematicas mas sofisticadas. La teoria de grupos per-
mitird métodos mas rapidos y eficientes para codificar y decodificar mensajes.
Un codigo es un codigo de blogue (n,m) si la informacion que se codificara
se puede dividir en bloques de m digitos binarios, cada uno de los cuales puede
ser codificado en n digitos binarios. Mas especificamente, un cédigo de bloque
(n,m) consiste de una funcion codificadora

E 77 — 7%
y una funcion decodificadora
D7y - 7.

Una palabra del cédigo es cualquier elemento en la imagen de F. También
requerimos que F sea 1-1 de manera que dos bloques de informaciéon no sean
codificados en la misma palabra del codigo.

Ejemplo 8.9. El codigo de paridad desarrollado para detectar errores individ-
uales en caracteres ASCII es un codigo de bloque (8, 7). La funcién codificadora
es

E(z7,x¢,...,21) = (vs,2T7,...,21),

donde zg = 27 + xg + - - - + 21 con la suma en Zs.

Sean x = (21,...,%n) Yy = (y1,...,Yn) n-tuplas binarias. La distancia
de Hamming o distancia, d(x,y), entre x e y es el ntimero de bits en que
x e y difieren. La distancia entre dos palabras del c6digo es el minimo ntimero
de errores de transmision necesarios para transformar una de las palabras en
la otra. La distancia minima para un c6digo, dumin, €s el minimo de todas
las distancias d(x,y), donde x e y son palabras distintas del codigo. El peso,
w(x), de una palabra de un codigo binario x es el ntmero de unos en x.
Claramente, w(x) = d(x,0), donde 0 = (00- - - 0).
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Ejemplo 8.10. Sean x = (10101), y = (11010), y z = (00011) todas las pal-
abras en un cédigo C. Entonces tenemos las siguientes distancias de Hamming:

d(X, Y) =4, d(X, Z) =3, d(ya Z) =3.
La distancia minima para este codigo es 3 y los pesos son:
w(x) =3, w(y) = 3, w(z) = 2.

La siguiente proposiciéon lista algunas propiedades basicas sobre el peso
de una palabra del cédigo y la distancia entre dos palabras del codigo. La
demostracion se deja como ejercicio.

Proposicion 8.11. Sean x, y, y z n-tuplas binarias. Entonces
1. w(x) =d(x,0);

d(x,

d(x,

2. d(x,y
3 d(x,y
4. d(x,y) = d(y,x);
g, d(x,y

) >
) =0 sty solo six=y;
) =
) <d(x,2) +d(z,y).

d(x,

Los pesos en un coédigo particular son usualmente mucho més faciles de
calcular que las distancias de Hamming entre todas las palabras del codigo.
Si un codigo se construye cuidadosamente, podemos sacar provecho de este
hecho.

Supongamos que x = (1101) e y = (1100) son palabras en algan codigo. Si
transmitimos (1101) y un error ocurre en el bit de més a la derecha, entonces
se recibira (1100). Como (1100) es una palabra del codigo, el decodificador
decodificara (1100) como el mensaje transmitido. Este codigo claramente no
es muy apropiado para la deteccion de errores. El problema es que d(x,y) = 1.
Si x = (1100) e y = (1010) son palabras del codigo, entonces d(x,y) = 2. Si x
se transmite y ocurre un solo error, entonces y nunca puede ser recibido. La
Tabla 8.12 entrega las distancias entre todas las palabras del cédigo de 4-bits
en que los primeros tres bits son de informacion y el cuarto es un bit de control
de paridad. Podemos ver que la distancia minima acé es 2; luego, el codigo es
apto como codigo de deteccién de un error.

0000 | 0011 | 0101 | 0110 | 1001 | 1010 | 1100 | 1111
0000 0 2 2 2 2 2 2 4
0011 2 0 2 2 2 2 4 2
0101 2 2 0 2 2 4 2 2
0110 2 2 2 0 4 2 2 2
1001 2 2 2 4 0 2 2 2
1010 2 2 4 2 2 0 2 2
1100 2 4 2 2 2 2 0 2
1111 4 2 2 2 2 2 2 0

Cuadro 8.12: Distancias entre palabras de cédigo de 4-bit

Para determinar exactamente cuales son las capacidades de deteccion y
correccion de errores de un cédigo, debemos analizar la distancia minima para
el codigo. Sean x e y palabras del codigo. Si d(x,y) = 1 y ocurre un error
donde difieren x e y, entonces x se transforma en y. La palabra recibida es y



140 CAPITULO 8. TEORIA ALGEBRAICA DE CODIGOS

y no se produce ningin mensaje de error. Ahora supongamos que d(x,y) =
2. Entonces un tnico error no puede transformar x en y. Por lo tanto, si
dmin = 2, tenemos la habilidad de detectar errores tinicos. Pero, supongamos
que d(x,y) = 2, y es enviado, y se recibe una palabra z que no esta en el
codigo tal que

d(x,z) =d(y,z) = 1.

Entonces el decodificador no puede decidir entre x e y. Si bien estamos con-
cientes de que se cometié un error, no sabemos cual fue ese error.

Supongamos que dpi, > 3. Entonces el algoritmo de decodificacién de
méxima probabilidad corrige todos los errores tinicos. Comenzando con una
palabra x del c6digo, un error de un tnico bit en la transmisién da y con
d(x,y) =1, pero d(z,y) > 2 para cualquier otra palabra z # x del codigo. Si
no necesitamos corregir errores, entonces podemos detectar mas de un error
cuando un cddigo tiene distancia minima mayor o igual a 3.

Teorema 8.13. Sea C' un cidigo con dpin = 2n + 1. FEntonces C puede
corregir cualquiera n o menos errores. Alternativamente, 2n o menos errores
cualquiera pueden ser detectados con C.

DEMOSTRACION. Supongamos que se envia una palabra x del codigo y que
se recibe la palabra y con a lo mas n errores. Entonces d(x,y) < n. Si z es
cualquier palabra del cédigo distinta de x, entonces

2n+1<d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) <n+d(y,z).

Luego, d(y,z) > n+ 1 e y serd decodificada correctamente como x. Ahora
supongamos que se transmite x recibiéndose y y que al menos uno pero no mas
de 2n errores han ocurrido. Entonces 1 < d(x,y) < 2n. Como la distancia
minima entre palabras del cédigo es 2n + 1, y no puede ser una palabra del
codigo. Asi, el codigo puede detectar entre hasta 2n errores. O

Ejemplo 8.14. En la Tabla 8.15, las palabras ¢; = (00000), co = (00111),
c3 = (11100), y ¢4 = (11011) determinan un codigo corrector de un error.

00000 | 00111 | 11100 | 11011
00000 0 3 3 4
00111 3 0 4 3
11100 3 4 0 3
11011 4 3 3 0

Cuadro 8.15: Distancias de Hamming para un c6digo corrector de errores

Nota Historica

La teoria moderna de co6digos comenzo en 1948 con la publicacion de C. Shan-
non, titulada “A Mathematical Theory of Information” [7]. En su articulo,
Shannon ofrecié un ejemplo de un codigo algebraico, y el Teorema de Shannon
establecié precisamente qué tan bueno puede llegar a ser un cédigo. Richard
Hamming comenz6 a trabajar con coédigos lineales en Bell Labs a finales de
los 1940s y principios de los 1950s después de sufrir la frustracion de que
los programas que corria no eran capaces de recuperarse de simples errores
generados por ruido. La teoria de codigos ha crecido tremendamente en las
décadas siguientes a estos trabajos. The Theory of Error-Correcting Codes, de
MacWilliams y Sloane [5], publicado en 1977, ya contenia mas de 1500 citas.
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Codigos lineales (codigos de bloque (32,6) de Reed-Muller) fueron usados en
las sondas espaciales Mariner de la NASA. Sondas espaciales posteriores como
los Voyager han usado los llamados c6digos de convolucion. Actualmente, hay
investigacién activa respecto a cédigos Goppa, que dependen fuertemente de
geometria algebraica.

8.2 (Cobdigos Lineales

Para ganar méas informaciéon sobre un cédigo particular y desarrollar técnicas
maés eficientes de codificacion, decodificacion y deteccion de errores, necesitare-
mos agregar mayor estructura a nuestros codigos. Una forma de lograr esto
es pedir que el codigo ademés sea un grupo. Un cddigo de grupo o codigo
lineales un codigo que ademéas es un subgrupo de Z3.

Para verificar que un cédigo es un coédigo de grupo, solo necesitamos veri-
ficar una cosa. Si sumamos dos elementos en el codigo, el resultado debe ser
una n-tupla que nuevamente esté en el codigo. No es necesario verificar que el
elemento inverso de la n-tupla esté en el coédigo, pues cada palabra del coédigo
es su propio inverso, tampoco es necesario verificar que 0 sea una palabra del
codigo. Por ejemplo,

(11000101) + (11000101) = (00000000).

Ejemplo 8.16. Supongamos que tenemos un cédigo que consiste de las sigu-
ientes 7-tuplas:

(0000000) (0001111) (0010101) (0011010)
(0100110) (0101001) (0110011) (0111100)
(1000011) (1001100) (1010110) (1011001)
(1100101) (1101010) (1110000) (1111111).

Es una tarea sencilla, aunque tediosa la de verificar que este codigo es un
subgrupo de Z3 y que por lo tanto, es un cédigo de grupo. Este codigo detecta
un error y corrige un error, pero calcular todas las distancias entre pares de
palabras del codigo para determinar que dy,;, = 3 es un proceso largo y tedioso.
Es mucho maés sencillo ver que el peso minimo de todas las palabras no nulas
es 3. Como veremos pronto, esto no es una coincidencia. Pero la relacion
entre pesos y distancias en un codigo particular es fuertemente dependiente
del hecho que el codigo sea un grupo.

Lema 8.17. Sean x ey n-tuplas binarias. Entonces w(x +y) = d(x,y).

DEMOSTRACION. Supongamos que X e y son n-tuplas binarias. Entonces la
distancia entre x e y es exactamente el numero de lugares en los que difieren
X e y. Pero x e y difieren en una coordenada particular si y solo si la suma es
1 en esa coordenada, pues

1+1=0
0+0=0
1+40=1
0+1=1.
Asi, el peso de la suma es igual a la distancia entre las dos palabras. O

Teorema 8.18. Sea dyi, la distancia minima para un cédigo de grupo C.
Entonces dmin es el minimo de todos los pesos de las palabras no nulas en C.

E's decir,
dmin = min{w(x) : x # 0}.
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DEMOSTRACION. Observe que

dmin = min{d(x,y) : x #y}
= min{d(x,y) : x+y # 0}
=min{w(x+y):x+y # 0}
= min{w(z) : z # 0}. O

Codigos Lineales

Del Ejemplo 8.16, es ahora facil verificar que el minimo peso distinto de cero
es 3; luego, el codigo realmente detecta y corrige todos los errores individuales.
Hemos reducido el problema de encontrar “buenos” codigos al de generar codi-
gos de grupo. Una forma fécil de generar co6digos de grupo, es emplear un poco
de teoria de matrices.

Se define el producto interno de dos n-tuplas binarias como

Xy=zi191+ -+ Tpyn,

donde x = (z1,%2,...,7,) ¢y = (y1,Y2,---,Yn)’ son vectores columna.®> Por
ejemplo, si x = (011001)' e y = (110101)%, entonces x -y = 0. También
podemos pensar el producto interno como el producto de un vector fila con un
vector columna; es decir,

x-y =x'y
Al
Y
=(z1 2 Tn) ?
Yn

=T1Y1 + X2y2 + - + TpYn.

Ejemplo 8.19. Supongamos que las palabras a ser codificadas consisten de
todas las 3-tuples binarias y que nuestro mecanismo de codificacion es el de
control de paridad. Para codificar una 3-tupla arbitraria, agregamos un cuarto
bit para obtener un ntimero par de unos. Note que una n-tupla arbitraria
x = (x1,%2,...,%,)" tiene un nimero par de unos exactamente cuando 1 +
To + -+ + z, = 0; luego, una 4-tupla x = (x1, z2,x3,74)" tiene un nimero par
de unos si y solosi 1 + zo + 23+ 24 =0, 0

x-1= th = (1’1 T X3 £ZE4)

—_ = = =

Este ejemplo nos da esperanza de que haya una conexién entre las matrices y
la teoria de codigos.

Sea M, xrn(Z2) el conjunto de todas las matrices de m X n con coeficientes
en Zy. Hacemos operaciones entre las matrices como siempre excepto que todas
nuestras operaciones de suma y producto ocurren en Z,. Defina el espacio
nulo de una matriz H € M,,«,(Z3) como el conjunto de todas las n-tuplas
binarias x tales que Hx = 0. Denotamos el espacio nulo de una matriz H por
Null(H).

3Como estaremos trabajando con matrices, escribiremos las n-tuplas binarias como vec-
tores columna por el resto del capitulo.
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Ejemplo 8.20. Supongamos que
01 010
H=1[11 11 1 0
00111

Para que una 5-tupla x = (z1, 2, %3, 74, 75)" esté en el espacio nulo de H,
Hx = 0. Equivalentemente, se debe satisfacer el siguiente sistema de ecua-
ciones:

To+x4 =0
T1+ro+x3+24=0
r3 + x4 + x5 = 0.

El conjunto de las 5-tuplas binarias que satisfacen estas ecuaciones es

(00000)  (11110)  (10101)  (01011).

Es facil determiar que este codigo es un codigo de grupo.

Teorema 8.21. Sea H en M,,x,(Z2). Entonces el espacio nulo de H es un
codigo de grupo.

DEMOSTRACION. Como cada elemento de Z% es su propio inverso, lo tinico que
necesita ser verificado es la clausura. Sean x,y € Null(H) para alguna matriz
H en M, %, (Z2). Entonces Hx =0y Hy = 0. Asi

H(x+y)=Hx+Hy=0+0=0.

Luego, x + y esta en el espacio nulo de H y por lo tanto es una palabra del
codigo. O

Un co6digo es un codigo lineal si esta determinado por el espacio nulo de
alguna matriz H € My, x (Z2).

Ejemplo 8.22. Sea C el codigo dado por la matriz
000 1 11
H=|0 1 1 0 1 1
1 01 0 01
Supongamos que se recibe la 6-tupla x = (010011)*. Es simplemente cuestion

de multiplicar matrices para determinar si x estd o no en el cédigo. Como

0
Hx=11]1,
1

la palabra recibida no esta en el cédigo. Debemos intentar corregirla o pedir
que sea transmitida nuevamente.

8.3 Matrices Verificadora y Generadora

Debemos encontrar una forma sistematica de generar co6digos lineales asi como
métodos rapidos de decodificacién. Examinando las propiedades de la matriz H
y eligiendo H cuidadosamente, es posible desarrollar métodos muy eficientes
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para codificar y decodificar mensajes. Con este objetivo, introduciremos la
matriz generadora estandar y la matriz verificadora candnica.

Supongamos que H es una matriz de m X n con coeficiente en Zy y n > m.
las ultimas m columnas de la matriz forman la matriz identidad de m x m,
I,,,, entonces la matriz es una matriz verificadora candnica. Méas especifi-
camente, H = (A | I,,), donde A es la matriz de m x (n —m)

a11 aiz2 0 Qlpn—m
a21 az2 T a2 n—m
aAm1 Am2 ° Omn—m

y I, es la matriz identidad de m x m

10 - 0
0 1 0

Con cada matriz verificadora candnica podemos asociar una matriz gener-
adora estdndar de n x (n —m)

o (=)

Nuestro objetivo serd mostrar que existe un x que satisfaga Gx =y si y solo
si Hy = 0. dado un bloque x a ser codificado, la matriz G nos permitira
codificarlo rdpidamente a una palabra y del c6digo lineal.

Ejemplo 8.23. Supongamos que tenemos las siguientes ocho palabras por
codificar:
(000), (001), (010), ..., (111).

Para
0 1 1
A=11 1 0},
1 0 1

la matrices generadora estandar y verificadora canénica son

1 00
0 1 0
0 0 1
“=1o 11
1 1 0
1 01
y
01 1 100
H=|1 1 0 0 1 0],
1 01 0 0 1
respectivamente.

Observe que las filas en H representan las verificaciones de paridad en cier-
tas posiciones de las 6-tuplas. Los unos en la matriz identidad sirven como veri-
ficadores de paridad para los unos en la misma fila. Six = (x1, xo, x3, 24, Ts5, Ts),
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entonces
IQ+IE3+I4
O=Hx=\|x1+z2+w5 |,
I -|-{L'3 +I,C6

lo que produce un sistema de ecuaciones:

To+ax34+24=0
1 +2r0+2x5=0

T +£U3+.’E6:0.

Acé x4 sirve como bit de control para xs y x3; x5 es un bit de control para xq
y 2; ¥ Tg €s un bit de control para x; y x3. La matriz identidad impide que
T4, Ts, ¥ Tg tengan que controlarse entre ellos. Luego, x1, x2, y T3 pueden
ser arbitrarios pero x4, x5, vy ¢ deben ser escogidos de manera de asegurar las
paridades respectivas. Se calcula facilmente que el espacio nulo de H es

(000000) (001101) (010110) (011011)
(100011) (101110) (110101) (111000).

Una forma atn més facil de calcular el espacio nulo es con la matriz generadora
G (Tabla 8.24).

Palabra de Mensaje x Palabra del codigo Gx

000 000000
001 001101
010 010110
011 011011
100 100011
101 101110
110 110101
111 111000

Cuadro 8.24: Un co6digo generado por una matriz

Teorema 8.25. Si H € M, xn(Z2) es una matriz verificadora candnica, en-
tonces Null(H) consiste de todas las x € Z§ cuyos primeros n — m bits son
arbitrarios pero cuyos ultimos m bits estdn determinados por Hx = 0. Cada
uno de los ultimos m bits sirve como control de paridad para algunos de los
primeros n — m bits. Luego, H da lugar a un cédigo de bloque (n,n —m).

Dejamos la demostracion de este teorema como ejercicio. A la luz del
teorema, los primeros n — m bits de x se denominan bits de informacion y
los dltimos m bits se denominan bits de verificacion. En el Ejemplo 8.23, los
primeros tres bits son de informacién y los dltimos tres son bits de verificacién.

Teorema 8.26. Supongamos que G es una matriz generadora estindar de
n x k. Entonces C = {y :Gx =y para x € Z’g} es un codigo de bloque (n, k).
Mads especificamente, C' es un codigo de grupo.

DEMOSTRACION. Sean Gx; = y; y Gxs = y5 dos palabras del codigo. En-
tonces y; + y2 estd en C pues

G(X1 + XQ) = GX1 =+ GX2 =¥y +y2.
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Debemos mostrar ademéas que dos bloques de mensaje diferentes no pueden ser
codificados a la misma palabra del codigo. Es decir, debemos mostrar que si
Gx = Gy, entonces x = y. Supongamos que Gx = Gy. Entonces

Gx—-—Gy=G(x—-y)=0.

Pero las primeras k coordenadas en G(x—y) son exactamente £ —y1,..., T —
Yk, pues estan determinadas por la matriz identidad, I, que es parte de G.
Luego, G(x —y) =0siysolosix =y. O

Antes de demostrar la relacion entre la matriz verificadora canonica y la
matriz generadora estdndar, demostraremos un lema.

Lema 8.27. Sea H = (A | I,;,) una matriz verificadora candnica de m x n y

G = (I”f’") la correspondiente matriz generadora estindar de n X (n —m).
Entonces HG = 0.

DEMOSTRACION. Sea C'= HG. El coeficiente ijth de C es

n
cij = E NikGrj
k=1

n—m n

= higki+ Y higks
k=1 k=n—m+1
n—m n
=D @b+ D Si(men)klk
k=1 k=n—m+1
= Qij + aij
f— O7
donde
1, 1=79
by =4l 1
0, i#]
es la delta de Kronecker. O

Teorema 8.28. Sea H = (A | I,,) una matriz verificadora candnica de mxn y

In—m

sea G = ( la correspondiente matriz generadora estindar de nx (n—m).

Sea C' el codigo generado por G. Entonces'y estd en C si y solo si Hy = 0.
En particular, C es un cddigo lineal con matriz verificadora candnica H.

DEMOSTRACION. Primero supongamos que y € C. Entonces Gx = y para
algin x € Z35'. Por el Lema 8.27, Hy = HGx = 0.

Reciprocamente, supongamos que y = (y1,-..,¥yn)" esta en el espacio nulo
de H. Debemos encontrar x en Z5~ ™ tal que Gx* = y. Como Hy = 0, se
debe satisfacer el siguiente conjunto de ecuaciones:

a11y1 +a2y2 + -+ a1 p—mYn—m + Yn—m+1 =0
a21y1 + a2y + - + a2 n—mYn—m + Yn—ms1 =0

am1Y1 + am2Y2 + -+ Um,n—mYn—m + Yn—m+1 = 0.

Equivalentemente, y,,—m+1, - - ., Yn estdn determinados por yi, ..., Yn—m:

Yn—m+1 = A11Y1 T @12Y2 + -+ + A1 n—mYn—m
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Yn—m+1 = @21Y1 + a22Y2 + - + G2 n—mYn—m

Yn—m+1 = Am1Y1 + Am2Y2 + -+ am,n—myn—m-
Por ende podemos tomar x; = y; parat=1,...,n —m. O

Seria bueno poder calcular la distancia minima de un cédigo lineal direc-
tamente a partir de su matriz H para poder determinar las capacidades de
deteccién y correccion de errores del codigo. Supongamos que

e; = (100---00)"
es = (010---00)"

e, = (000---01)"

son la n-tuplas en Z% de peso 1. Para una matriz binaria H de m x n, He; es
exactamente la columna i-ésima de la matriz H.

Ejemplo 8.29. Observe que

0
1 11 00 1 1
1 0 010 0]=10
11 0 01 0 1
0

Enunciamos el resultado en la siguiente proposicion y dejamos su demostracion
como ejercicio.

Proposicion 8.30. Sea e; la n-tupla binaria con un 1 en la i-ésima coordenada
y 0 en todas las demds y supongamos que H € My, xn(Z2). Entonces He; es
la i-ésima columna de la matriz H.

Teorema 8.31. Sea H una matriz binaria de m x n. Entonces el espacio nulo
de H es un cddigo que puede detectar un error si y solo si ninguna columna de
H consiste solamente de ceros.

DEMOSTRACION. Supongamos que Null(H) es un codigo que detecta un error.
Entonces la distancia minima del c6digo debe ser al menos 2. Como el espacio
nulo es un cédigo de grupo, es necesario que el c6digo no tenga ninguna palabra
de peso menor a 2 aparte de la palabra cero. Es decir, e; no debe ser una
palabra del codigo para i = 1,...,n. Como He; es la i-ésima columna de H,
la i-ésima columna no tiene puros ceros.

Reciprocamente, supongamos que ninguna columna de H es la columna
cero. Por la Proposiciéon 8.30, He; # 0; luego, la distancia minima del codigo
es al menos 2, y el codigo tiene la capacidad de detectar un error.. O

Ejemplo 8.32. Si consideramos las matrices

1 11 00
Hi=(1 0010
11 0 01
y
111 0 0
Hy=11 0 0 0 0],
11 0 01
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entonces el espacio nulos de H; es un cédigo que detecta un error y el espacio
nulo de Hs no lo es.

Podemos mejorar el Teorema 8.31. Este teorema nos entrega condiciones
sobre la matriz H que nos dicen cuéndo el peso minimo del c6digo formado por
el espacio nulo de H es 2. También podemos determinar cuando la distancia
minima de un cédigo lineal es 3 examinando la matriz correspondiente.

Ejemplo 8.33. Si hacemos
1110
H=11 0 0 1
1100

y queremos determinar si H es la matriz verificadora canénica para un codigo
corrector de un error, es necesario asegurarse que Null(H) no contenga ninguna
4-tupla de peso 2. Es decir, (1100), (1010), (1001), (0110), (0101), y (0011) no
deben estar en Null(H). El proximo teorema establece que podemos saber si
el codigo determinado por H es corrector de errores examinando las columnas
de H. Note en este ejemplo que no solo H no tiene columnas nulas, sino que
tampoco tiene columnas repetidas.

Teorema 8.34. Sea H una matriz binaria. El espacio nulo de H es un cddigo
corrector de un error si H no contiene columnas de puros ceros ni dos columnas
iguales.

DEMOSTRACION. La n-tupla e; 4 e; tiene unos en la posiciones i-ésima y j-
ésima y ceros en las demas, y w(e; +e;) = 2 para i # j. Como

O:H(e¢+ej):Hei+Hej

Solo puede ocurrir si la i-ésima y la j-ésima columnas son idénticas. Como no
contiene palabras de peso menor o igual a 2, el espacio nulo de H es un cédigo
corrector de un error. O

Supongamos ahora que tenemos una matriz verificadora canénica H con
tres filas. Nos podemos preguntar cuantas columnas le podemos agregar a
la matriz y seguir teniendo un espacio nulo que sea un codigo que detecte y
corrija un error. Como cada columna tiene tres entradas, hay 23 = 8 columnas
diferentes posibles. No podemos agregar las columnas

0 1 0 0
Of,(0],11],10
0 0 0 1

Podemos entonces agregar hasta cuatro columnas manteniendo una distancia
minima de 3.

En general, si H es una matriz verificadora candénica de m x n, entonces hay
n — m posiciones de informacion en cada palabra del codigo. Cada columna
tiene m bits, asi es que hay 2™ posibles columnas diferentes. Es necesario
que las columnas 0, e, ...,e, sean excluidas, dejando 2™ — (1 + m) colum-
nas restantes para informaciéon si queremos mantener la habilidad de no solo
detectar sino también corregir un error.
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8.4 Decodificacion Eficiente

Estamos ahora en el punto donde somos capaces de generar codigos lineales
que detecten y corrijan errores con relativa facilidad, pero atn es un proceso
lento el de decodificar una n-tupla recibida y determinar cuél es la palabra del
c6digo mas cercana, pues la n-tupla recibida debe ser comparada con todas las
posibles palabras del c6digo para determinar la decodificacién apropiada. Este
puede ser un impedimento serio si el codigo es muy grande.

Ejemplo 8.35. Dada la matriz binaria
1 11 0 0
H=(0 1 0 1 0
1 0 0 0 1
y las 5-tuplas x = (11011)* and y = (01011)*, podemos calcular
0 1
Hx=1{0 and Hy=10
0 1

Luego, x es una palabra del c6digo e y no lo es, pues x esta en el espacio nulo
e y no lo estd. Notemos que Hy es idéntica a la primera columna de H. De
hecho, es ahi donde ocurri6 el error. Si cambiamos el primer bit en y de 0 a 1,
obtenemos x.

Si H es una matriz de m x n y x € Zy, entonces decimos que el sindrome
de x es Hx. La siguiente proposiciéon permite la deteccion y correcciéon rapida
de errores.

Proposicion 8.36. Sea H una matriz de m X n que determina un cédigo
lineal y sea x la n-tupla recibida. Escribamos x como x = c+e, donde c es la
palabra transmitida y e es el error de transmision. Entonces el sindrome Hx
de la palabra recibida x es igual al sindrome del error e.

DEMOSTRACION. La demostraciéon sigue del hecho que
Hx=H(c+e)=Hc+He=0+ He= He. O

Esta proposiciéon nos dice que el sindrome de una palabra recibida depende
solamente del error y no de la palabra trasmitida. La demostracion del siguiente
teorema sigue inmediatamente de la Proposicion 8.36 y del hecho que He es
la i-ésima columna de la matriz H.

Teorema 8.37. Sea H € M,,,xn(Z2) y supongamos que el cddigo lineal corre-
spondiente a H es corrector de un error. Sea r una n-tupla recibida que fue
trasmitida con a lo mds un error. Si el sindrome de r es 0, entonces no ha
ocurrido ningin error; de lo contrario, si el sindrome de r es igual a alguna
columna de H, digamos la i-ésima columna, entonces el error ocurrid en el
1-ésimo bit.

Ejemplo 8.38. Consideremos la matriz

1 0 1 1
H=10 11 0
1110

o = O
—= O O
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y supongamos que las 6-tuples x = (111110)*, y = (111111)%, y z = (010111)*
fueron recibidas. Entonces

1 1 1
Hx=|1],Hy=|1],Hz=1(0
1 0 0

Luego, x tiene un error en el tercer bit y z tiene un error en el cuarto bit.
Las palabras trasmitidas para x y z deben haber sido (110110) y (010011),
respectivamente. El sindrome de y no aparece en ninguna de las columnas de
H, de manera que mas de un error debe haber ocurrido para producir y.

Decodificaciéon por Clases Laterales

Podemos usar teoria de grupos para obtener otro método de decodificaciéon. Un
codigo lineal C' es un subgrupo de Z%. Decodificacién por Clases Laterales o
decodificacion estdndar usa las clases laterales de C' en Z7 para implementar
la decodificacion de probabilidad maxima. Supongamos que C' un coédigo lineal
(n,m). Una clase lateral de C' en Z% se escribe en la forma x+C, donde x € Zj.
Por el Teorema de Lagrange (Teorema 6.10), hay 2"~™ clases laterales de C
en Zy.

Ejemplo 8.39. Sea C el codigo lineal (5,3) dado por la matriz verificadora
01 1 00
H=11 001 0
110 01
El cédigo consiste de las palabras

(00000) (01101) (10011) (11110).

Hay 2572 = 23 clases laterales de C en Z3, cada una de orden 2% = 4. Estas
clases laterales aparecen en la Tabla 8.40.

Representante Clase lateral
de la clase

C (00000) (01101) (10011) (11110)
(10000) + C (10000) (11101) (00011) (01110)
(01000) + (01000) (00101) (11011) (10110)
(00100) + (00100) (01001) (10111) (11010)
(00010) + (00010) (01111) (10001) (11100)
(00001) + (00001) (01100) (10010) (11111)
(10100) + (00111) (01010) (10100) (11001)
(00110) +C (00110) (01011) (10101) (11000)

Cuadro 8.40: Clases laterales de C

Nuestra tarea es descubrir como conocer las clases laterales nos puede ayu-
dar a decodificar un mensaje. Supongamos que x era la palabra trasmitida y
que r es la n-tupla recibida. Si e es el error de trasmision, entonces r = e + x
0, equivalentemente, x = e 4+ r. Pero, esto es exactamente equivalente a decir
que r es un elemento de la clase e + C. En la decodificaciéon de maxima proba-
bilidad esperamos que e sea lo méas pequenio que se pueda; es decir, e tendra el
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menor peso. Una n-tupla de peso minimo en una clase se denomina lider de
clase. Una vez que hemos determinado un lider para cada clase, el proceso de
decodificacién se transforma en el de calcular r + e para obtener x.

Ejemplo 8.41. En la Tabla 8.40, note que hemos elegido un representante
de peso minimo para cada clase. Estos representantes son lideres de clase.
Ahora supongamos que recibimos la palabra r = (01111). Para decodificar r, lo
encontramos en la clase (00010) 4+ C; luego, la palabra del codigo originalmente
trasmitida debe haber sido (01101) = (01111) + (00010).

Un problema potencial con este método de decodificacion es que tengamos
que examinar cada clase en busca de la palabra recibida. La siguiente proposi-
cion entrega un método para la implementacion de la decodificacion por clases
laterales. Establece que podemos asociar un sindrome con cada clase; luego,
podemos hacer una tabla que asigna un lider de clase a cada sindrome. Tal
lista se denomina tabla de decodificacion.

Sindromes Lider de clase

(000) (00000)
(001) (00001)
(010) (00010)
(011) (10000)
(100) (00100)
(101) (01000)
(110) (00110)
(111) (10100)

Cuadro 8.42: Sindromes para cada clase

Proposicion 8.43. Sea C un cédigo lineal (n,k) dado por la matriz H y
supongamos que X ey estdn en Z5. Entonces x ey estdn en la misma clase
lateral de C' si y solo si Hx = Hy. Es decir, dos n-tuplas estdn en la misma
clase lateral si y solo si tienen el mismo sindrome.

DEMOSTRACION. Dos n-tuplas x e y estan en la misma clase lateral de C'
precisamente cuando x —y € C; pero, esto es equivalente a que H(x —y) =0
o Hx = Hy. O

Ejemplo 8.44. La Tabla 8.42 es una tabla de decodificacion para el cdédigo
C dado en el Ejemplo 8.39. Si se recibe x = (01111), entonces su sindrome se
calcula como
0
Hx=1{1
1

Examinando la tabla de decodificacién, determinamos que el lider de clase es
(00010). Es facil ahora decodificar la palabra recibida.

Dado un codigo de bloque (n, k), surge la pregunta sobre si la decodificacion
por clases laterales es un sistema manejable o no. Una tabla de decodificacion
requiere una lista de lideres de clases laterales y sindromes uno para cada una
de las 2% clases laterales de C. Supongamos que tenemos un coéodigo de
bloque (32,24). Tenemos una enorme cantidad de palabras en el codigo, 224,
pero hay solamente 232724 = 28 — 256 clases laterales.
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Sage Sage tiene bastantes comandos para teoria de coédigos, incluyendo la
capacidad de construir diferentes familias de codigos.

8.5 Ejercicios

1. ;Por qué no es aceptable el siguiente sistema de codificacion?

Informacion 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Palabra del Cédigo 000 001 010 011 101 110 111 000 001

2. Sin realizar ninguna suma, explique por qué el siguiente conjunto de 4-tuplas
en Z3 no puede ser un cédigo de grupo.

(0110) (1001) (1010) (1100)

3. Calcule las distancias de Hamming entre las siguientes pares de n-tuplas.

(a) (011010), (011100) (c) (00110), (01111)
(b) (11110101), (01010100) (d) (1001),(0111)

4. Calcule los pesos de las siguientes n-tuplas.

(a) (011010) (c) (01111)
(b) (11110101) (d) (1011)

5. Si un codigo lineal C' tiene peso minimo 7, jcuéles son las capacidades de
deteccién y correccion de errores de C'?7

6. Para cada uno de los siguientes codigos, jcual es la distancias minima del
c6digo? ;Cual es la mejor situacion que podemos esperar en relacion a detec-
cién y correcciéon de errores?

(a) (011010) (011100) (110111) (110000)

(b) (011100) (011011) (111011) (100011) (000000) (010101) (110100) (110011)

(c) (000000) (011100) (110101) (110001)

(d) (0110110) (0111100) (1110000) (1111111) (1001001) (1000011) (0001111) (0000000)

7. Calcule el espacio nulo de cada una de las siguientes matrices. ;Qué tipo de
codigos de bloque (n, k) son los espacios nulos? ;jPuede encontrar una matriz
(no necesariamente una matriz generadora estandar) que genere cada codigo?
;Son Unicas sus matrices generadoras?

(a) (c)
01 000 1 0 0 11
1 01 01 <0 1 01 1)
1 0 01 0

(d)

(b)
101 0 0O 0 00 1 1 11
1101 00 01 10011
01 00 1PO0 1 01 0101
110 0 01 01 10011
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8. Construya un codigo de bloque (5,2). Discuta las capacidades de deteccion
y correccion de errores de su codigo.

9. Sea C el codigo obtenido como espacio nulo de la matriz

01 0 01
H= 01 01
01 11
Decodifique el mensaje

01111 10101 01110 00011

si es posible.

10. Supongamos que se transmite un mensaje binario de 1000 bits, que la
probabilidad de error en un bit es p y que los errores que puedan ocurrir
en bits diferentes son independientes entre ellos. Si p = 0.01, ;Cuél es la
probabilidad de que ocurra més de un error? ;Cual es la probabilidad de que
ocurran exactamente dos errores? Repita el problema para p = 0.0001.

11. ;Qué matrices son matrices verificadoras canonicas? Para aquella matri-
ces que sean matrices verificadoras canoénicas, jcuéles son las correspondientes
matrices generadoras estandar? ;Cuales son las capacidades de deteccion y
correccion de errores de cada una de estas matrices?

(a) ()

110 00 1110
0 01 00O (1 0 0 1)
00 010
1 0 0 0 1 ()

(b)
011000 00 01 O0O0O0
1101 00 0110100
010010 1010010
110 0 01 01 10001

12. Liste todos los posible sindromes para los cdédigos generados por cada una
de las matrices del Ejercicio 8.5.11.

13. Sea
01 1 11
H=10 0 0 1 1
1 01 01
Calcule el sindrome causado por cada uno de los siguientes errores de trans-
mision.

(a) Un error en el primer bit.

(b) Un error en el tercer bit.

(¢) Un error en el ultimo bit.
)

(d) Errores en el tercer y cuarto bits.

14. Sea C el codigo de grupo en Z3 definido por las palabras (000) and (111).
Calcule las clases laterales de H en Z3. ;Por qué no es necesario especificar si
se trata de clases laterales derechas o izquierdas? Entregue el error singular de
transmision, si lo hay, que corresponda con cada clase lateral.
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15. Para cada una de las siguientes matrices, encuentre las clases laterales
para el codigo C' correspondiente. Entregue una tabla de decodificacion para
cada codigo si es posible.

(a) ()
0

= O
—
—
(an)
= O
™
—
o O
—
—_ =
S~—

—_
o O
—

0 01 0O 100 1 1 11
11 0 1 0 1110011
01 010 101 0101
11 0 0 1 1110010

16. Sean x, y, y z n-tuplas binarias. Demuestre cada uno de los siguientes
enunciados.

(a) w(x) = d(x,0)
(b) d(x,y) =d(x+2z,y +2)
(c) d(x,y) =w(x—Yy)

17. Una métrica en un conjunto X es una funcion d : X x X — R que
satisface las siguientes condiciones.

(a) d(x,y) > 0 para todo x,y € X;

(b) d(x,y) =0siy solosix=y;

(c) d(x,y) =d(y,x);

(@) d(x.y) < dix,2) + d(z.y).
En otros palabras, una métrica es simplemente una generalizaciéon de la nocion
de distancia. Demuestre que la distancia de Hamming es una métrica en Z3.

Decodificar un mensaje en realidad corresponde a decidir cudl es la palabra del
codigo mas cercana en términos de la distancia de Hamming.

18. Sea C un codigo lineal binario. Muestre que entre las i-ésimas coordenadas
de la palabras en C' hay puros ceros o exactamente la mitad son ceros.

19. Sea C un codigo lineal binario. Muestre que ya sea todas las palabras
tienen peso par o exactamente la mitad de ellas tienen peso par.

20. Muestre que las palabras de peso par en un c6digo lineal binario C' también
forman un cédigo lineal.

21. Si hemos de usar un cddigo lineal corrector de errores para transmitir los
128 caracteres ASCII, jqué tamano de matriz debe usarse? ;Qué tamano de ma-
triz debe usarse para transmitir el conjunto ASCII extendido de 256 caracteres?
.Y si solo requerimos deteccion de errores en ambos casos?

22. Encuentre la matriz verificadora canoénica que da el codigo de verificacién
de paridad con tres posiciones de informacion. ;jCuél es la matriz para siete
posiciones de informacién? ;Cuéles son las matrices generadoras estandar
correspondientes?

23. ;Cuéntas posiciones de verificaciéon se necesitan para un codigo de cor-
reccion de un error con 20 posiciones de informacién? ;Con 32 posiciones de
informacion?
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24. Sea e; la n-tupla binaria con un 1 en la i-ésima coordenada y O en las
demés y supongamos que H € M,,x,(Z2). Muestre que He; es la i-ésima
columna de la matriz H.

25. Sea C un codigo lineal (n, k). Definamos el eddigo dual o cédigo ortog-
onal de C' como

(a)

(b)
()

Ct={x€Zy :x-y=0paratodoy € C}.

Encuentre el cédigo dual del codigo lineal C' donde C' esta dado por la
matriz

1 11 00

0 01 01

1 0 010
Muestre que C* es un codigo lineal (n,n — k).

Encuentre las matrices verificadora canénica y generadora estandar de C'
y C*. ;Qué sucede en general? Demuestre su conjetura.

26. Sea H una matriz de m X n sobre Zsy, donde la i-ésima columna es el
nimero ¢ escrito en binario con m bits. El espacio nulo de una tal matriz se
llama codigo de Hamming.

(a)

Muestre que la matriz
0 00 1 11
H=10 1 1 0 0 1
101 010

genera un cdédigo de Hamming. ;Cuéles son las propiedades de correccion
de errores de un codigo de Hamming?

La columna correspondiente al sindrome también marca el bit donde ocur-
ri6 el error; es decir, la i-ésima columna de la matriz es 7 escrito como
nimero binario, y el sindrome inmediatamente nos dice cual es el bit
erroneo. Si la palabra recibida es (101011), Calcule el sindrome. ;En
qué bit ocurri6 el error en este caso, y cudl era la palabra originalmente
transmitida?

Entregue un matriz binaria H para el co6digo de Hamming con seis posi-
ciones de informaciony cuatro de verificacion. ;Cuéles son la posiciones
de verificaciéon y cudles son las de informacion? Codifique los mensajes
(101101) y (001001). Decodifique las palabras recibidas (0010000101) y
(0000101100). ¢Cuéles son los posibles sindromes para este codigo?

(,Cual es el numero de bits de verificaciéon y el nimero de bits de informa-
cion en un codigo de Hamming de bloque (m,n)? Encuentre tanto una
cota superior como una cota inferior para el nimero de bits de informa-
cién en términos del numero de bits de verificacion. Codigos de Hamming
que tengan el maximo posible ntimero de bits de informacién con k bits de
verificaciéon se llaman perfectos. Cada posible sindrome a excepciéon de 0
ocurre como una columna. Si el nimero de bits de informaciéon es menor
al méximo, entonces el cédigo se llama recortado. En este caso, dé un
ejemplo donde algunos sindromes puedan representar errores miltiples.
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8.6 Ejercicios de Programaciéon

1. Escriba un programa para implementar un codigo lineal (16,12). Su pro-
grama debe ser capaz de codificar y decodificar mensajes usando decodificacion
por clases laterales. Una vez que haya escrito su programa, escriba un programa
para simular un canal binario simétrico con ruido de trasmisiéon. Compare los
resultados de su simulacién con la probabilidad de error predicha.
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8.8 Sage

Sage contiene una coleccion importante de codigos lineales y una variedad de
métodos que pueden ser usados para investigarlos.

Construyendo Coédigos Lineales

El objeto codes puede ser usado para obtener una lista concisa de los codigos
implementados disponibles. Escriba codes. y presione Tab. La mayor parte de
las interfaces a Sage le entregaran una lista. Puede usar el signo de interro-
gacion al final del nombre de un método para aprender mas sobre los distintos
parametros.

codes.

Usaremos el codigo binario de Hamming (7,4) clasico como ilustracion. “Bi-
nario” quiere decir que tenemos vectores con solo ceros y unos, 7 es el largo
y significa que los vectores tienen 7 coordenadas, y 4 es la dimensién, lo que
significa que este codigo contiene 2* = 16 vectores. La documentacién supone
que sabemos unas pocas cosas de més adelante en el texto. Usamos GF(2) para
especificar que el cddigo es binario — esto tendra més sentido después de haber
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estudiado cuerpos finitos. Un segundo parametro es r y podemos ver de las
formulas en la documentacion que poniendo r=3 nos daré largo 7.

H = codes.HammingCode (GF(2), 3); H

[7, 4] Hamming Code over GF(2)

Propiedades de los Cédigos Lineales

Podemos ahora examinar el cédigo que acabamos de construir. Primero su
dimension.

H.dimension ()

4

El codigo es suficientemente pequeno como para listar todas sus palabras.

H.list ()

[(¢, 0, 0, 0, @, 0, 0), (1, @, 0, 0, 0, 1, 1), (@, 1, 0, 0,

(17 1’ 07 07 1! 1’ 0)7 (®, 07 1! O’ 17 17 0)! (17 0’ 17 07
1, 0, 1),

(e, 1, 1, 0,0, 1, 1), (1, 1,1, 0,0, 0, 0, (,6e0 0,1,

(1, e, 0, 1, 1, @, @), (0, 1, 0, 1, @, 1, @), (1, 1, 0, 1,
0, 9, 1),

(0, 0, 1, 1, o, 0, 1), (1, o, 1, 1, @0, 1, @), (0, 1, 1, 1,
1, 0, 0),

1, 1,1, 1, 1, 1, 1)]

La distancia minima es posiblemente una de sus propiedades méas importantes.
Los cédigos de Hamming siempre tienen distancia minima d = 3, de manera
que siempre son correctores de un error.

H.minimum_distance ()

3

Sabemos que la matriz verificadora y la matriz generadora son tutiles para la
construccién, descripcion y anélisis de los codigos lineales. Los nombres de
los métodos en Sage son un poco cripticos. Sage tienen rutinas para analizar
matrices con elementos de diferentes cuerpos, de manera que haremos buena
parte del analisis de estas matrices dentro de Sage.

C = H.parity_check_matrix(); C

[1T 1010 1]
[61T 10601 1]
[6 00111 1]

La matriz generadora del texto tienen columnas que son palabras del cédigo,
y combinaciones lineales de las columnas (el espacio de columnas de la matriz)
son palabras del codigo. En Sage la matriz generadora tiene filas que son
palabras del codigo y el espacio de filas de la matriz es el codigo. Tenemos acé
otro punto en que debemos traducir mentalmente entre una elecciéon hecha en
el texto y un eleccion hecha por los desarrolladores de Sage.

G = H.generator_matrix(); G




158 CAPITULO 8. TEORIA ALGEBRAICA DE CODIGOS

[T o000 1 1]
[61 0010 1]
[6 061011 0]
[o060 111 1]

A continuacién una verificacién parcial de que estas dos matrices son correctas,
ejercitando el Lema 8.27. Note que necesitamos transponer la matriz gener-
adora por las razones expuestas antes.

C*G.transpose () == zero_matrix (3, 4)

True

Notemos que la matriz verificadora puede no ser canénica y que la matriz gen-
eradora puede no ser estandar. Sage puede producir una matriz generadora
que tenga un conjunto de columnas que formen la matriz identidad, pero no se
garantiza que estas columnas sean las primeras. (Columnas, no filas.) Tal ma-
triz se dice sistemdtica, y el método Sage es .systematic_generator_matrix().

H.systematic_generator_matrix ()

[1 0001 1]
[o61 0010 1]
[6061 011 0]
[6060 111 1]

Decodificando un Cédigo Lineal

Podemos decodificar mensajes recibidos originados por un codigo lineal. Supong-
amos que recibimos el vector binario de largo 7r.

r = vector(GF(2), [1, 1, 1, 1, @, @, 11); r

a, 1,1, 1,090,090, 1)

Podemos reconocer que uno o maés errores han ocurrido, pues r no pertenece
al codigo, dado que el siguiente calculo no resulta en el vector cero.

Cxr

a, 1, 0)

Un cédigo lineal tiene un método .decode. Usted puede elegir entre distintos
algoritmos, pero los codigos de Hamming tienen su algoritmo particular. El
algoritmo por defecto es el del uso de sindromes.

H.decode_to_code(r)

(1, 1, 0, 1, 0, 0, 1)

Si estamos dispuesto a suponer que solo ha ocurrido un eror (lo que podemos,
si la probabilidad de error en una entrada particular del vector es muy baja),
entonces vemos que ocurrié un error en la tercera posicion.

Recuerde que podria ser que ocurra mas de un error. Por ejemplo, supong-
amos que el mensaje es el mismo de antes y ocurren errores en la tercera,
quinta y sexta posiciones.

message = vector(GF(2), [1, 1, @0, 1, @, o, 11)
errors = vector(GF(2), [0, o, 1, @, 1, 1, 01)
received = message + errors

received
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Entonces parece querecibimos una palabra del cédigo, por lo que suponemos
que no hubo errores en absoluto, y decodificamos incorrectamente.

H.decode_to_code(received) == message
False

H.decode_to_code(received) == received
True

8.9 Ejercicios en Sage

1. Construya el codigo (binario) Golay con el constructor codes.GolayCode().
Lea la documentacion para asegurarse de construir la version binaria (y no la
ternaria), y no construya la version extendida (que es el default).

Use métodos Sage para calcular el largo, la dimensién y la distancia min-
ima del codigo.

. Cuantos errores puede detectar este codigo? ;Cuéantos puede corregir?

Encuentre una palabra distinta de cero en el codigo e introduzca tres
errores sumando un vector con tres 1’s (de su elecciéon) para crear un
mensaje recibido. Muestre que el mensaje se decodifica correctamente.

Recicle sus elecciones de la parte anterior, pero ahora agregue un error
adicional. ;Se decodifica correctamente el mensaje recibido?

2. Una técnica que permita mejorar las caracteristicas de un codigo es agregar
un bit de paridad general, tal como el bit de paridad del c6digo AscCII descrito
en el Ejemplo 8.3. Tales cédigos se conocen como versiones extendidas del
codigo original.

(a)

Construya el codigo de Golay binario y obtenga la matriz evrificadora.
Use comandos Sage para extender esta matriz creando una nueva matriz
de paridad que considere un bit de paridad global adicional. los métodos
.augment() y .stack() para matrices le pueden resultar ttiles, asi como
los constructores zero_vector() y ones_matrix() (recordando que especifi-
camos las entradas binarias como pertenecientes al cuerpo GF(2).)

Cree el codigo extendido entregando la matriz de paridad aumentada
al constructor codes. from_parity_check_matrix() y calcule la longitud, di-
mension y distancia minima del cédigo extendido.

LEn qué sentido son mejores las caracteristicas de este nuevo codigo? ;A
qué costo?

Ahora cree el codigo de Golay binario extendido con codes.GolayCode()
v la opcién apropiada para obtener la version extendida. Con algo de
suerte, las listas ordenadas de sus palabras y las del codigo implementado
en Sage, seran las mismas. Si no, el método .is_permutation_equivalent()
debiera retornar True indicando que su cédigo y el de Sage son simple-
mente reordenamientos, el uno del otro.
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3. El dual de un codigo de bloque (n, k) esta formado por el conjunto de los
vectores bianrios ortogonales a todos los vectores del codigo original. El Ejerci-
cio 8.5.25 describe esta construcciéon y pregunta por algunas de sus propiedades.
Se puede obtener el dual de un cédigo en Sage con el método .dual_code().
Construya los codigos de Hamming binarios, y sus duales, con el parametro r
variando desde 2 hasta 5. Construya una tabla con seis columnas (posiblemente
usando la funcion html.table()) que liste 7, el largo del codigo, la dimension
del codigo original, la de su dual, la distancia minima del cédigo y la de su
dual.

Conjeture formulas para la dimension y distancia minima del dual de un coédigo
de Hamming en términos del parametro r.

4. Un codigo con distancia minima d se llama perfecto si todo vector posible
estd a distancia menor o igual a (d — 1)/2 de alguna palabra del cédigo. Si
expandimos nuestra idea de geometria para incluir la nocién de distancia de
Hamming como la métrica, entonces podemos hablar de una esfera de radio r
en torno a un vector o palabra. Para un cédigo de longitud n, una esfera de

este tipo contiene
L+ (M) + (D) ++ (7
1 2 r

vectores en su interior. Para un cédigo perfecto, las esferas de radio (d — 1)/2
centradas en las palabras del cédigo particionan exactamente el espacio de
todos los vectores posibles. (Esto es lo que establece una relaciéon entre la
teoria de codigos y los problemas de empaquetamiento de esferas.)

Una consecuencia de que un cédigo de dimension k sea perfecto es que

# (0= 0) 6 () ==

Reciprocamente, si un c6digo tiene distancia minima d y cumple la condicién
anterior, entonces el cddigo es perfecto.

Escriba una funcién en Sage, llamada is_perfect() que tome un cédigo lineal
como entrada y retorne True o False segin si el codigo es o no perfecto. De-
muestre su funcion verificando que el codigo de Golay binario es perfecto, y
use un bucle para verificar que los c6digos de Hamming binarios son perfectos
para longitudes menores a 32.
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Isomorfismos

Muchos grupos pueden parecer diferentes a primera vista, pero pueden recono-
cerse como iguales después de un cambio de nombre de sus elementos. Por
ejemplo, Z4 y el subgrupo del grupo de la circunferencia T generado por i
pueden ser reconocidos como el mismo grupo demostrando que existe una cor-
respondencia entre sus elementos y entre las operaciones de grupo de ambos.
En tal caso diremos que los grupos son isomorfos.

9.1 Definicién y Ejemplos

Dos grupos (G,-) y (H,o) son isomorfos si existe una funciéon biyectiva ¢ :
G — H que preserve la operacion de grupo; es decir,

¢(a-b) = ¢(a) o p(b)

para todo a y b en G. Si G es isomorfo con H, escribimos G = H. La funcion
¢ se llama un isomorfismo.

Ejemplo 9.1. Para demostrar que Z4 = (i), defina una funcion ¢ : Zy —
(1) como ¢(n) = i". Debemos mostrar que ¢ es biyectiva y que preserva la
operacion de grupo. La funcién ¢ es biyectiva pues

Como
p(m +n) =" =imi" = ¢(m)p(n),

se preserva la operaciéon de grupo.

Ejemplo 9.2. Podemos definir un isomorfismo ¢ del grupo aditivo de los
nameros reales (R, +) al grupo multiplicativo de los nameros reales positivos
(R, -) mediante la funcién exponencial; es decir,

Pz +y) =" =e"e? = p(2)4(y).

Por supuesto, debemos atn demostrar que ¢ es una biyeccién; esto puede ser
hecho usando calculo diferencial.

161
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Ejemplo 9.3. Los enteros son isomorfos al subgrupo de Q* que consiste de
los elementos de la forma 2". Defina una funcion ¢ : Z — Q* como ¢(n) = 2".
Entonces

d(m +n) = 2T = 22" = ¢(m)d(n).

Por definicion la funcion ¢ es sobreyectiva en el subconjunto {2" : n € Z} de
Q*. Para mostrar que la funcion es inyectiva, supongamos que ¢(m) = ¢(n).
Entonces 2™ = 2" y 2m~" = 1. Concluimos que m = n.

Ejemplo 9.4. Los grupos Zg y Z15 no pueden ser isomorfos pues tienen difer-
entes ordenes; Sin embargo U(8) = U(12). Sabemos que

U(8) = {1,3,5,7}
U(12) = {1,5,7,11}.

Un isomorfismo ¢ : U(8) — U(12) esta dado por

1—1
3—5
ST
7 11.

La funcién ¢ no es el tnico isomorfismo posible entre estos dos grupos. Po-
driamos definir otro isomorfismo ¢ como (1) = 1, ¥(3) = 11, ¥(5) = 5,
¥(7) = 7. De hecho, estos dos grupos son isomorfos a Zy x Zy (Vea el Ejem-
plo 3.28 en el Capitulo 3).

Ejemplo 9.5. Si bien S3 y Zg poseen el mismo nimero de elementos, po-
driamos sospechar que no son isomorfos, pues Zg es abeliano y S35 es no
abeliano. Para demostrar que esto es asi, supongamos que ¢ : Zg — S3 es
un isomorfismo. Sean a,b € S3 dos elementos tales que ab # ba. Como ¢ es
un isomorfismo, existen elementos m y n en Zg tales que

o(m)=a and ¢(n)=">.
Pero,
ab = ¢(m)p(n) = ¢(m +n) = ¢(n+m) = ¢(n)¢(m) = ba,

lo que contradice el hecho de que a y b no conmutan.

Teorema 9.6. Sea ¢ : G — H un isomorfismo de grupos. Entonces se cumplen
las siguientes proposiciones.

1. ¢~': H — G es un isomorfismo.

2. |G| = |H|.

3. Si G es abeliano, entonces H es abeliano.
4. Si G es ciclico, entonces H es ciclico.
5

. Si G tiene un subgrupo de orden n, entonces H tiene un subgrupo de
orden n.

DEMOSTRACION. Las afirmaciones (1) y (2) son consecuencia de que ¢ sea
una biyeccion. Demostraremos (3) y dejaremos el resto del teorema para ser
demostrado en los ejercicios.

(3) Supongamos que hi y hs son elementos de H. Como ¢ es sobreyectiva,
existen elementos g1, g2 € G tales que ¢(g1) = h1 y ¢(g2) = ha. Por lo tanto,

hihy = ¢(g91)9(g2) = ¢(9192) = ¢(9291) = H(92)P(g1) = hah. O
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Estamos ahora en condiciones de caracterizar todos los grupos ciclicos.
Teorema 9.7. Todo grupo ciclico de orden infinito es isomorfo a Z.

DEMOSTRACION. Sea GG un grupo ciclico de orden infinito y supongamos que
a es un generador de G. Definamos la funcién ¢ : Z — G como ¢ : n — a”.
Entonces

d(m+n) =a™" =a™a" = p(m)p(n).

Para mostrar que ¢ es inyectiva, supongamos que m y n son dos elementos en
Z, con m # n. Podemos suponer que m > n. Debemos mostrar que a” # a”.
Supongamos lo contrario; es decir, a™ = a’. En ese caso a™ ™" = e, con
m —n > 0, lo que contradice el hecho de que a tiene orden infinito. Nuestra
funcién es sobreyectiva pues todo elemento en G puede ser escrito como a”
para algin entero n y ¢(n) = a™. O

Teorema 9.8. Si G es un grupo ciclico de orden n, entonces G es isomorfo a
Lo .

DEMOSTRACION. Sea G un grupo ciclico de orden n generado por a y defina
una funcién ¢ : Z,, — G como ¢ : k — a”, donde 0 < k < n. La demostracion
de que ¢ es un isomorfismo es uno de los ejercicios al final del capitulo. O

Corolario 9.9. Si G es un grupo de orden p, donde p es un numero primo,
entonces G es isomorfo a Zy.

DEMOSTRACION. La demostracion es un resultado directo del Corolario 6.12.
O

El principal objetivo en la teorfa de grupos es el de clasificar todos los
grupos; sin embargo, tiene sentido considerar que dos grupos isomorfos son en
realidad el mismo grupo. Enunciamos este resultado en el siguiente teorema,
cuya demostraciéon dejamos coom ejercicio.

Teorema 9.10. El isomorfismo de grupos define una relacion de equivalencia
en la clase de todos los grupos.

Luego, podemos modificar nuestro objetivo de clasificar todos los grupos
al de clasificar todos los grupos salvo isomorfismo; es decir, consideraremos
que dos grupos son el mismo si son isomorfos.

Teorema de Cayley

Cayley demostroé que si G es un grupo, entonces es isomorfo a un grupo de per-
mutaciones de algin conjunto; luego, todo grupo es un grupo de permutaciones.
El Teorema de Cayley es lo que llamamos un teorema de representaciones. El
objetivo de la teoria de representaciones es encontrar un isomorfismo de algin
grupo G que queramos estudiar a un grupo sobre el que tengamos bastante
informacion, tal como un grupo de permutaciones o de matrices.

Ejemplo 9.11. Considere el grupo Zs. La tabla de Cayley para Zs es como
sigue.

La tabla de sumas para Zs sugiere que es igual al grupo de permutaciones
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G = {(0),(012),(021)}. El isomorfismo acé es

(3190
19((1) ; 3):(012)
2'—)(2 (1) i):(om).

Teorema 9.12 (Cayley). Todo grupo es isomorfo a un grupo de permuta-
ciones.

DEMOSTRACION. Sea GG un grupo. Debemos encontrar un grupo de permuta-
ciones G que sea isomorfo a G. Para cualquier g € G, definamos una funcion
Ag : G — G como A\g(a) = ga. Afirmamos que A, es una permutacion de G.
Para demostrar que A\, es 1-1, supongamos que Ay(a) = Ay(b). Entonces

ga = Ag(a) = Ag(b) = gb.

Luego, a = b. Para demostrar que A\, es sobre, debemos demostrar que para

cada a € G, existe b tal que \,(b) = a. Sea b =g 'a.

Estamos preparados para definir nuestro grupo G. Sea
G={)\,:9€G}.
Debemos mostrar que G es un grupo con la operacion de composicion de fun-
ciones y encontrar un isomorfismo entre G y G. Tenemos la clausura bajo
composicion de funciones pues

(Ag o An)(a) = Ag(ha) = gha = Agp(a).

Ademas,

Ae(a) =ea=a

(Ag-10Xg)(a) = \g-1(ga) = g 'ga = a = Ac(a).

Podemos definir un isomorfismo de G en G como ¢ : g — Ag. La operacién
de grupo se preserva pues

?(gh) = Agh = AgAn = &(g)d(h).
Es 1-1, pues si ¢(g)(a) = ¢(h)(a), entonces
ga = Aga = Apa = ha.

Luego, g = h. Que ¢ sea sobre sigue del hecho de que ¢(g) = A\, para cualquier
Ay €G. O

El isomorfismo g — A4 se conoce como la representacion regular izquierda
de G.
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Nota historica

Arthur Cayley naci6 en Inglaterra en 1821, pero paso la primera parte de su
vida en Rusia, donde su padre era comerciante. Cayley se educ6 en Cambridge,
donde gano el primer Premio Smith en matematicas. Ejerci6 como abogado
la mayor parte de su vida adulta, y escribi6é varios trabajos antes de entrar a
la profesion legal a los 25 anos de edad. Durante su practica como abogado
siguid sus investigaciones matematicas, escribiendo méas de 300 publicaciones
en esta etapa de su vida. Estas incluyeron parte de sus obras més importantes.
En 1863 dejo la abogacia para convertirse en profesor en Cambridge. Cayley
escribi6 mas de 900 trabajos en areas como teoria de grupos, geometria y
algebra lineal. Sus conocimentos legales eran muy apreciados en Cambridge;
particip6 en la redaccion de muchos de los estatutos de la universidad. Cayley
fue también uno de los responsables de la admisién de mujeres a Cambridge.

9.2 Productos Directos

Dados dos grupos G y H, se puede construir un nuevo grupo a partir del
producto Cartesiano de G y H, G x H. Reciprocamente, dado un grupo
grande, a veces es posible descomponer el grupo; es decir, un grupo a veces es
isomorfo al producto directo de dos grupos menores. En lugar de estudiar el
grupo grande G, es usualmente mas facil estudiar los grupos componentes de

G.

Producto Directo Externo

Si (G,-) y (H,o) son grupos, entonces podemos transformar el producto carte-
siano de G y H en un nuevo grupo. Como conjunto, el grupo no es mas que
el conjunto de pares ordenados (g,h) € G x H con g € Gy h € H. Podemos
definir una operacion binaria en G X H como

(91, h1)(g2, h2) = (91 - g2, b1 © ha);

es decir, simplemente multiplicamos los elementos en la primera coordenada
usando el producto en G y los elementos en la segunda coordenada usando
el producto de H. Hemos especificado las operaciones particulares - y o
en cada grupo para mayor claridad; usualmente escribiremos simplemente

(91, h1)(g2, h2) = (9192, h1ha).

Proposicion 9.13. Sean G y H grupos. El conjunto G x H es un grupo con
la operacion (g1, h1)(g2, he) = (9192, h1h2) donde g1,92 € G y hy,hs € H.

DEMOSTRACION. Claramente la operacion binaria definida arriba es cerrada.
Si e y em son las identidades de los grupos G y H respectivamente, entonces
(eq,en) es la identidad de G x H. El inverso de (g,h) € G x H es (g7, h71).
El hecho de que la operacién sea asociativa es consecuencia directa de la aso-
ciatividad de G y H. O

Ejemplo 9.14. Sea R el grupo de los nimeros reales con la operaciéon de
adicion. El producto cartesiano de R con si mismo, R x R = R2, también es
un grupo, en el que la operacién es simplemente la suma por coordenadas; es
decir, (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d). La identidad (0,0) y el inverso de (a,b) es
(—a, D).

Ejemplo 9.15. Considere
Zo x Zs = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.
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Si bien Zy X Zs y Z4 ambos contienen cuatro elementos, no son isomorfos.
Cada elemento (a,b) en Zs x Zs tiene orden 2 o 1, pues (a, b) + (a,b) = (0,0);
pero, Z, es ciclico.

El grupo G x H se llama producto directo externo de G y H. Note que
no hay nada especial en el hecho de haber usado solo dos grupos para formar
un grupo nuevo. El producto directo

[[Gi=GixGax - xG,

=1

de los grupos G1,Go,...,G, se define de exactamente la misma forma. Si
G =G, =Gy =+ =Gy, escribiremos G™ en lugar de G; X G X - -+ X Gy,.

Ejemplo 9.16. El grupo Z3, considerado como conjunto, es simplemente el
conjunto de todas las n-tuplas binarias. La operacion del grupo es el “o exclu-
sivo” de dos n-tuplas binarias. Por ejemplo,

(01011101) + (01001011) = (00010110).

Este grupo es importante en la teoria de codigos, en criptografia y en muchas
areas de computacion.

Teorema 9.17. Sea (g,h) € G x H. Si g y h tienen drdenes finitos r y s
respectivamente, entonces el orden de (g,h) en G x H es el minimo comun
maltiplo de r y s.

DEMOSTRACION. Supongamos que m es el minimo comtn multiplode r y s y
sea n = |(g,h)|. Entonces

(9. h)™ = (g™, h"™) = (ec,en)
(9", h") = (9,h)" = (ec,en)-
Luego, n divide a m, y n < m. Sin embargo, por la segunda ecuacion, tanto r

como s dividen a n; por lo tanto, n es un miltiplo comun de r y s. Como m
es el minimo comun maltiplo de r y s, m < n. Por lo tanto, m debe ser igual

an. O
Corolario 9.18. Sea (g1,...,9,) € [[Gi. Si g; tiene orden finito r; en G,
entonces el orden de (g1,...,9n) en [[G; es el minimo comin miltiplo de
T1y-e-3Tn-

Ejemplo 9.19. Sea (8,56) € Zi2 X Zgy. Como med(8,12) = 4, el orden de
8 es 12/4 = 3 en Zqo. Similarmente, el orden de 56 en Zgo es 15. El minimo
comtn multiplo de 3 y 15 es 15; luego, (8,56) tiene orden 15 en Zis X Zgo.

Ejemplo 9.20. El grupo Z, x Zs consiste de los pares

(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2).

En este caso, a diferencia del caso de Zs X Zo y Z4, es verdad que Zo X Z3 = Zg.
Solo debemos mostrar que Zs x Zsz es ciclico. Es facil ver que (1,1) es un
generador para Zsg X Zsg.

El siguiente teorema nos dice exactamente cuando el producto directo de
dos grupos ciclicos es ciclico.

Teorema 9.21. El grupo Z,, X Z,, s isomorfo a Ly, si y solo si med(m,n) =
1.
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DEMOSTRACION. Primero mostraremos que si Z,, X Z, = Zmn, entonces
med(m,n) = 1. Demostraremos el contrapositivo; es decir, mostraremos que si
med(m,n) =d > 1, entonces Z,, x Z, no puede ser ciclico. Note que mn/d es
divisible tanto por m como por n; luego, cualquier elemento (a,b) € Z,, X Zy,

(avb)+(aab)+"'+(a7b):(an)'

mn/d times

Por lo tanto, ningin (a,b) puede generar todo Z,, X Z,.
El reciproco es consecuencia directa del Teorema 9.17 pues mem(m,n) =
mn siy solo si med(m,n) = 1. O

Corolario 9.22. Sean nq,...,ny enteros positivos. Entonces

k
H ZTL»; = Z7L1"'7‘Lk
=1

si y solo si med(n;,n;) =1 para todo i # j.
Corolario 9.23. Si

m:pil ...pzk7
donde los p; son primos distintos, entonces

Zmzzp? X"'szzk.

DEMOSTRACION. Como el méximo comun divisor de p{* y pjj es 1 para i # j,

la demostracion se sigue del Corolario 9.22. O

En el Capitulo 13, demostraremos que todos los grupos abelianos finitos
son isomorfos a productos directos de la forma

Zp? X X Zpik

donde pq,...,px son primos (no necesariamente distintos).

Producto Directo Interno

El producto directo externo de dos grupos construye un grupo grande a partir
de los dos grupos menores. Quisiéramos ser capaces de revertir el proceso
y descomponer convenientemente un grupo grande en sus componentes como
producto directo; es decir, quisiéramos poder decir cuando un grupo es isomorfo
al producto directo de dos de sus subgrupos.

Sea G un grupo con subgrupos H y K que satisfagan las siguientes condi-
ciones.

e G=HK ={hk:he H ke K},
e HNK = {e};
e hk =kh paratodo ke Ky he H.
Entonces G es el producto directo interno de H y K.

Ejemplo 9.24. El grupo U(8) es el producto directo interno de

H={1,3} v K=/{1,5}.
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Ejemplo 9.25. El grupo dihedral Dg es un producto directo interno de sus
dos subgrupos

H = {id,7®} and K = {id,r? 74 s,r%s r*s}.
Se puede mostrar facilmente que K = Ss; por lo tanto, Dg = Zy X S3.

Ejemplo 9.26. No todo grupo puede ser escrito como el producto directo
interno de dos subgrupos propios. Si el grupo Ss fuese un producto directo
interno de subgrupos propios H y K, entonces uno de ellos, digamos H, ten-
drfa que tener orden 3. En ese caso H es el subgrupo {(1),(123),(132)}. El
subgrupo K tiene que tener orden 2 pero sin importar cual subgrupo escojamos
como K, la condicién de que hk = kh nunca se cumplird para h € Hy k € K.

Teorema 9.27. Sea G el producto directo interno de dos subgrupos H y K.
Entonces G es isomorfo a H x K.

DEMOSTRACION. Como G es un producto directo interno, podemos escribir
cualquier elemento g € G como g = hk para ciertos h € H y k € K. Definamos
una funciéon ¢ : G - H x K como ¢(g) = (h, k).

El primer problema que debemos enfrentar es mostrar que ¢ es una funcién
bien definida; es decir, debemos mostrar que h y k estdn tnicamente determi-
nados por g. Supongamos que g = hk = h'k’. Entonces h™'h' = k(k')~! esta
tanto en H como en K, asi es que debe ser la identidad. Por lo tanto, h = b’
y k =k, lo que demuestra que ¢ esta, en efecto, bien definida.

Para demostrar que ¢ preserva la operacion de grupo, sean g1 = h1k1 y
g2 = haks y observemos que

?(g192) = ¢(hikihoks)
= ¢(h1hakiks)
= (hiha, kiks)
= (h1,k1)(ha, k2)
= ¢(g1)b(g2)-

Dejaremos la demostracion de que ¢ es una biyeccién como ejercicio. O

DEMOSTRACION. Definamos una funcion ¢ : H x K — G como ¢((h, k) = hk.
La operacion de grupo se preserva pues

Y((h1,k1)(ha, k2)) = Y ((hiha, kika)) = hihokiky = hakihoks = ((h1, k1)) ((he, k2))

Para verificar que v es 1-1, supongamos que hk = h'k’. Entonces h~'h/ =
k(K")~! esta tanto en H como en K, asf es que debe ser la identidad. Por lo
tanto, h = h’' y k = k’, lo que demuestra que v es 1-1.

La sobreyectividad es consecuencia inmediata de la definicion del producto
directo interno. O

Ejemplo 9.28. El grupo Zg es un producto directo interno isomorfo a {0, 2,4} x
{0, 3}.

Podemos extender la definicion de producto directo interno de G a una
coleccién de subgrupos Hy, Ho, ..., H, de G, condicionandolos a que

° G:HlHQ"'Hn = {hlhghn : hi EHZ‘};
o H;N(UjzHj) = {e};
o hihj = hjhz para todo h; € H; y hj S Hj.
Dejaremos la demostracion del siguiente teorema como ejercicio.

Teorema 9.29. Sea G el producto interno de los subgrupos H;, donde i =
1,2,...,n. Entonces G es isomorfo a [[, H;.
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Sage Sage puede determinar rapidamente si dos grupos de permutaciones
son isomorfos, aunque esto debiera ser, en teoria, un calculo muy dificil.

9.3 Ejercicios

1. Demuestre que Z = nZ para n # 0.

2. Demuestre que C* es isomorfo al subgrupo de GL2(R) que consiste de las
matrices de la forma
a b
(5 )

3. Demuestre o refute: U(8) = Zy.

4. Demuestre que U(8) es isomorfo al grupo de matrices

1 0 1 0 -1 0 -1 0
0 1/J’\0 -1)°\ 0 1)°\0 -1/°
5. Muestre que U(5) es isomorfo a U(10), pero U(12) no lo es.

6. Muestre que las raices n-ésimas de la unidad forman un grupo isomorfo a
Z.

7. Muestre que cualquier grupo ciclico de orden n es isomorfo a Z,.
8. Demuestre que Q no es isomorfo a Z.

9. Sea G =R\ {—1} y defina una operacion binaria en G como
axb=a+b+ab.

Demuestre que G es un grupo con esta operacion. Muestre que (G, *) es iso-
morfo al grupo multiplicativo de los ntimeros reales distintos de cero.

10. Muestre que las matrices

1 00 1 00 010
0 10 0 0 1 1 00
0 01 010 0 0 1
0 01 0 0 1 010
1 00 010 0 0 1
0 10 1 00 1 00

forman un grupo. Encuentre un isomorfismo de G con un grupo conocido de
orden 6.

11. Encuentre cinco grupos no isomorfos de orden 8.
12. Demuestre que S4 no es isomorfo a D1s.

13. Sea w = cis(2w/n) una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Demuestre

que las matrices
w 0 0 1
=60 v e=0)

generan un grupo multiplicativo isomorfo a D,,.
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14. Muestre que el conjunto de todas las matrices de la forma

+1 k
0 1)’
es un grupo isomorfo a D,,, donde las entradas de la matriz estan en Z,.

15. Liste todos los elementos de Z, X Zs.

16. Encuentre el orden de cada uno de los siguientes elementos.

(a) (3,4) en Zy X Zg

(b) (6,15,4) en Zsg X Zys X Zoa

(¢) (5,10,15) en Zaos X Zos X Zos

(d) (8,8,8) en Zig X Zayg X Zsgo

17. Demuestre que D4 no puede ser el producto directo interno de dos de sus
subgrupos propios.

18. Demuestre que el subgrupo de Q* que consiste de elementos de la forma
2™m3"™ para m,n € Z es un producto directo interno isomorfo a Z x Z.

19. Demuestre que S3 X Zsy es isomorfo a Dg. ;jPuede hacer una conjetura
sobre Ds,?7 Demuestre su conjetura.

20. Demuestre o refute: Todo grupo abeliano de orden divisible por 3 contiene
un subgrupo de orden 3.

21. Demuestre o refute: Todo grupo no abeliano de orden divisible por 6
contiene un subgrupo de orden 6.

22. Sea G un grupo de orden 20. Si G tiene subgrupos H y K de o6rdenes 4
y b respectivamente tales que hk = kh para todo h € H y k € K, demuestre
que G es el producto directo interno de H y K.

23. Demuestre o refute la siguiente aseveracion. Sean G, H, y K grupos. Si
G x K= H x K, entonces G = H.

24. Demuestre o refute: Existe un grupo abeliano no ciclico de orden 51.
25. Demuestre o refute: Existe un grupo abeliano no ciclico de orden 52.

26. Sea ¢ : G — H un isomorfismo de grupos. Muestre que ¢(x) = ey si y
solo si x = e, donde e y ey son las identidades de Gy H, respectivamente.

27. Sea G = H. Muestre que si G es ciclico, entonces también lo es H.

28. Demuestre que cualquier grupo G de orden p, p primo, debe ser isomorfo
a ZLp.

29. Muestre que S, es isomorfo a un subgrupo de A, ;2.
30. Demuestre que D, es isomorfo a un subgrupo de .S,.

31. Sean ¢ : G1 — G2 y ¢ : Go — (3 isomorfismos. Muestre que ¢! y 1o ¢
son ambos isomorfismos. Usando estos resultados, muestre que el isomorfismo
de grupos define una relaciéon de equivalencia en la clase de todos los grupos.

32. Demuestre que U(5) & Z4. ;jPuede generalizar este resultado para U(p),
donde p es primo?
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33. Escriba las permutaciones asociadas con cada elemento de S3 en la de-
mostracion del Teorema de Cayley.

34. Un automorfismo de un grupo G es un isomorfismo consigo mismo.
Demuestre que la conjugacion compleja es un automorfismo del grupo aditivo
de los numeros complejos; es decir, muestre que la funcion ¢(a + bi) = a — bi
es un isomorfismo de C a C.

35. Demuestre que a + ib — a — ib es un automorfismo de C*.

36. Demuestre que A — B~ AB es un automorfismo de SLy(R) para todo B
en GLy(R).

37. Denotaremos el conjunto de todos los automorfismo de G' como Aut(G).
Demuestre que Aut(G) es un subgrupo de Sg, el grupo de permutaciones de

G.

38. Encuentre Aut(Zg).

39. Encuentre Aut(Z).

40. Encuentre dos grupos G y H no isomorfos tales que Aut(G) = Aut(H).

41. Sea G un grupo y g € G. Definamos una funciéon ¢y : G — G como
ig(r) = grg~'. Demuestre que i, define un automorfismo de G. Un automor-
fismo de este tipo se llama automorfismo interno. El conjunto de todos los
automorfismos internos se denota por Inn(G).

42. Demuestre que Inn(G) es un subgrupo de Aut(G).

43. ;Cuéles son los automorfismos internos del grupo de los cuaterniones Qg?
(Es Inn(G) = Aut(G) en este caso?

44. Sea G un grupo y g € G. Definamos las funciones A\; : G = G y py :

G — G como \y(x) = gz y py(z) = xzg~'. Muestre que iy = p, o Ay es un

automorfismo de G. El isomorfismo g — p4 se llama representacion regular
derecha de G.

45. Sea G el producto directo interno de los subgrupos H y K. Muestre que
la funcién ¢ : G — H x K definida por ¢(g) = (h, k) para g = hk, donde h € H
v k € K, es biyectiva.

46. Sean G y H grupos isomorfos. Si G tiene un subgrupo de orden n, de-
muestre que H también tiene un subgrupo de orden n.

47. SiG =Gy H =2 H, muestre que G x H =2 G x H.
48. Demuestre que G x H es isomorfo a H x G.

49. Sean ngy,...,ni enteros positivos. Muestre que

k
1% = 2., ...,
i=1

si y solo si med(n;,n;) =1 para ¢ # j.
50. Demuestre que A x B es abeliano si y solo si A y B son abelianos.

51. Si G es el producto directo interno de Hy, Ho, ..., H,, demuestre que G
es isomorfo a [[, H;.
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52. Sean H; y H> subgrupos de G; y G2, respectivamente. Demuestre que
H, x Hy es un subgrupo de G x Gs.

53. Sean m,n € Z. Demuestre que (m,n) = (d) si y solo si d = med(m,n).
54. Sean m,n € Z. Demuestre que (m) N (n) = (I) siy solo si | = mem(m,n).

55. (Grupos de orden 2p) En esta serie de ejercios clasificaremos todos los
grupos de orden 2p, donde p es un primo impar.

(a) Supongamos que G es un grupo de orden 2p, sonde p es un primo impar.
Si a € G, muestre que a tiene orden 1, 2, p, o 2p.

(b) Supongamos que G tiene un elemento de orden 2p. Demuestre que G es
isomorfo a Zs,. Luego, G es ciclico.

(¢) Supongamos que G no contiene un elemento de orden 2p. Muestre que G
contiene un elemento de orden p. Ayuda: Suponga que G no contiene un
elemento de orden p.

(d) Supongamos que G no contiene un elemento de orden 2p. Muestre que G
contiene un elemento de orden 2.

(e) Sea P un subgrupo de G de orden p e y € G de orden 2. Muestre que
yP = Py.

(f) Supongamos que G no contiene un elemento de orden 2p y que P = (z)
es un subgrupo de orden p generado por z. Si y es un elemento de orden
2, entonces yz = z"y para algiin 2 < k < p.

(g) Supongamos que G no contiene un elemento de orden 2p. Demuestre que
G no es abeliano.

(h) Supongamos que G no contiene un elemento de orden 2p y P = (z) es un
subgrupo de orden p generado por z e y es n elemento de orden 2. Muestre
que podemos listar los elementos de G como {z'y? |0 < i < p,0 < j < 2}.

(i) Supongamos que G no contiene un elemento de orden 2p y P = (z) es
un subgrupo de orden p generado por z e y es un elemento de orden 2.
Demuestre que el producto (2'y7)(2"y®) puede ser expresado como 2™y"
para ciertos enteros no negativos m,n. Luego, concluya que solo hay una
posibilidad para un grupo no-abeliano de orden 2p, debe ser por lo tanto
el grupo que ya conocemos, el grupo dihedral.

9.4 Sage

Sage tiene una capacidad limitada de creaciéon efectiva de isomorfismos. Sin
embargo, tiene es muy efectivo para determinar si dos grupos de permutaciones
son isomorfos. Esto nos permitira iniciar un pequefio proyecto para localizar
todos los grupos de orden menor a 16 en los grupos de permutaciones de Sage.

Verificacion de Isomorfia

Si Gy Hson dos grupos de permutaciones, entonces el comando G.is_isomorphic(H)
entregara True o False segun si los grupos sean o no isomorfos. Como ser “iso-
morfo a” es una relaciéon de equivalencia por el Teorema 9.10, no importa cuél
grupo ocupa el lugar de G y cuél ocupa el lugar de H.

Tenemos asi algunos ejemplos mas con los que trabajar, veamos el co-
mando Sage que crea el producto directo externo. Si G y H son dos grupos
de permutaciones, entonces el comando direct_product_permgroups([G,H]) en-
tregara el producto directo externo como un nuevo grupo de permutaciones.
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Note que esta es una funcion (no un método) y el input es una lista. En lu-
gar de tener solo dos grupos en la lista, cualquier cantidad de grupos puede
ser suministrada. Ilustramos la verificaciéon de isomorfismos en el contexto del
Teorema 9.21, que es una equivalencia, de manera que nos dice exactamente
cuando tenemos grupos isomorfos. Usamos grupos ciclicos de permutaciones
en reemplazo de Z,, por el Teorema 9.8.

Primero, dos grupos isomorfos.

m= 12

n =17

gcd(m, n)

1

G = CyclicPermutationGroup(m)

H = CyclicPermutationGroup(n)

dp = direct_product_permgroups ([G, HI)
K = CyclicPermutationGroup(mxn)
K.is_isomorphic(dp)

True

Ahora, dos grupos no isomorfos.

m =15

n = 21

ged(m, n)

3

G = CyclicPermutationGroup(m)

H = CyclicPermutationGroup(n)

dp = direct_product_permgroups ([G, HJ])
K = CyclicPermutationGroup (mxn)
K.is_isomorphic(dp)

False

Note como el simple calculo de un maximo comin divisor predice el calculo
extremadamente complicado de determinar si dos grupos son isomorfos. Esta
es una buena ilustracion del poder de las matematicas, que reemplaza un prob-
lema dificil (isomorfia de grupos) por un problema simple (factorizacion y di-
visibilidad de enteros). Construyamos un producto directo de grupos ciclicos
mas, pero con tres grupos, con o6rdenes que sean relativamente primos de a
dos.

Si intenta lo siguiente con parametros mayores puede que obtenga un error
(database_gap).

=6
=5
=7

= CyclicPermutationGroup(m)
CyclicPermutationGroup(n)

= CyclicPermutationGroup(r)

p = direct_product_permgroups([G, H, LI)
= CyclicPermutationGroup (mxn*r)
.is_isomorphic(dp)

XRXorTo > 3
1l

True
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Clasificando Grupos Finitos

Una vez que concebimos grupos isomorfos como el “mismo”; o “fundamental-
mente iguales,” o “estructuralmente idénticos,” es natural preguntarnos cuédntos
grupos finitos “realmente diferentes” existen. El Corolario 9.9 nos entrega una
respuesta parcial: para cada ntimero primo hay exactamente un grupo finito,
con Z, como una manifestacién concreta.

Embarquémosnos en la busqueda de todos los grupos de orden menor a 16
en los grupos de permutacion de Sage. Para ordenes primos 1,2,3,5,7,11 y 13
sabemos que existe solo un grupo para cada uno, y podemos obtenerlos todos:

[CyclicPermutationGroup(p) for p in [1, 2, 3, 5, 7, 11, 13]]

[Cyclic group of order 1 as a permutation group,
Cyclic group of order 2 as a permutation group,
Cyclic group of order 3 as a permutation group,
Cyclic group of order 5 as a permutation group,
Cyclic group of order 7 as a permutation group,

Cyclic group of order 11 as a permutation group,
Cyclic group of order 13 as a permutation group]

Asi nuestro primer caso desconocido es el orden 4. Sage conoce al menos tres
grupos asi, y podemos usar Sage para verificar si cualquier par de ellos es
isomorfo. Note que como “ser isomorfo a” es una relaciéon de equivalencia y por
lo tanto una relacién transitiva, las dos verificaciones que siguen son suficientes.

G = CyclicPermutationGroup (4)

H = KleinFourGroup ()

T1 = CyclicPermutationGroup (2)

T2 = CyclicPermutationGroup(2)

K = direct_product_permgroups([T1, T21])
G.is_isomorphic(H)

False

H.is_isomorphic(K)

True

Tenemos asi al menos dos grupos diferentes: Zy y Zo X Zso, el ultimo también
conocido como 4-grupo de Klein. Sage no seré capaz de decirnos si tenemos
una lista completa — eso siempre requerira resultados tedricos como el Teo-
rema 9.10. Pronto tendremos un resultado méas general que resuelva el caso
de orden 4, pero por ahora, un analisis cuidadoso (a mano) de las posibili-
dades para la tabla de Cayley de un grupo de orden 4 debiera llevarle a las dos
posibilidades de arriba como las tnicas posibilidades. Intente deducir como se
debiera ver la tabla de Cayley de un grupo de orden 4, dado que ya sabre sobre
el elemento identidad, los inversos y la ley de cancelacion.

Hemos visto al menos dos grupos de orden 6 (el siguiente en la lista de
nuestros ordenes no primos). Uno es abeliano y el otro no los es, de manera
que no necesitamos que Sage lo diga para saber que son estructuralmente
diferentes. Pero hagédmoslo de todas formas.

G = CyclicPermutationGroup(6)
H = SymmetricGroup (3)
G.is_isomorphic(H)

False
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LEs todo? Existe Zz X Zs, pero ese es simplemente Zg pues 2 y 3 son relati-
vamente primos. El grupo dihedral, D3, es simplemente S3, el grupo simétrico
en 3 simbolos.

G DihedralGroup (3)
H = SymmetricGroup(3)
G.is_isomorphic (H)

True

El Ejercicio 9.3.55 de esta seccién clasifica todos los grupos de orden 2p, donde
p es un primo impar. Un tal grupo puede ser un grupo ciclico o un grupo
dihedral. Asi los dos grupos de arriba, Zg y D3, son realmente todos los
grupos de orden6.

Por este resultado general, ademés del orden 6, también conocemos las
listas completas de grupos de érdenes 10 y 14. Continuara.

Productos Directos Internos

Un producto directo interno es una proposicién sobre subgrupos de un solo
grupo, junto con un teorema que los relaciona con un producto directo externo.
Trabajaremos con un ejemplo acé que ilustrard la naturaleza de un producto
directo interno.

Dado un entero n, el conjunto de los enteros positivos menores a n, y
relativamente primos con n forma un grupo con la operaciéon de multiplicacion
mod n. Trabajaremos en el conjunto Integers(n) donde podemos sumar y
multiplicar, pero nos restringiremos a usar solamente la multiplicacion.

Primero construiremos el grupo en si. Notemos como debemos convertir x
en un entero (un elemento de zz) de manera que el calculo del maximo coman
divisor se realice correctamente.

236 = Integers(36)
U = [x for x in 736 if gcd(ZZ(x), 36) == 1]
u

t1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35]

Tenemos asi un grupo de orden 12. Intentaremos encontrar un subgrupo de
orden 6 y un subgrupo de orden 2 para formar el producto directo interno,
y restringiremos nuestra buisqueda a los subgrupos ciclicos de orden 6. Sage
tiene un método que nos entrega el orden de cada uno de estos elementos, en
relacion a la multiplicacién, asi es que examinemos eso a continuacion.

[x.multiplicative_order () for x in U]

(v, 6, 6, 6, 3, 2, 2, 6, 3, 6, 6, 2]

Tenemos muchas opciones para generadores de un subgrupo ciclico de orden
6 y para un subgrupo ciclico de orden 2. Por supuesto, algunas de los posi-
bles generadores de un subgrupo de orden 6 generaran el mismo subgrupo.
Puede descubrir, simplemente contando, cuéntos subgrupos de orden 6 hay?
Escogeremos el primer elemento de orden 6, y el ultimo elemento de orden 2,
sin razon particular. Después de hacer esto una vez, le invitamos a intentar
otras opciones para entender por qué algunas nos llevan a un producto directo
interno y otras no. Note que elegimos los elementos de la lista U de manera de
estar seguros que son elementos de 736 y se comportaran correctamente al ser
multiplicados.
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a = U[1]
[a*i for i in srange(6)]

>
1

[1, 5, 25, 17, 13, 29]

b = U[11]

B = [b*i for i in srange(2)]
B

[1, 35]

Asi A y B son dos subgrupos ciclicos. Note que su interseccion es el elemento
identidad, uno de nuestros requisitos para un producto directo interno. Ten-
emos asi un buen comienzo.

[x for x in A if x in B]

£11

736 es un grupo abeliano, asi la condicién de que todos los productos conmuten,
se cumpliré, pero ilustraremos los comandos Sage que verificaran esto en una
situacion no abeliana.

all([x*y == y*x for x in A for y in BI])

True

Finalmente, necesitamos verificar que formando los productos de elementos de
A y B obtenemos todo el grupo. Ordenar la lista resultante nos facilitara la
verificacion visual, y es necesario si queremos que Sage haga la verificacion.

T = sorted([x*xy for x in A for y in B])
T

[1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35]

True

Eso es. Resumimos ahora toda esta informacion en la proposicién que “U es el
producto interno directo de Ay B.” Por el Teorema 9.27, vemos que U es isomorfo
al producto de un grupo ciclico de orden 6 y un grupo ciclico de orden 2. Asi
es que en un sentido muy real, U no es més ni menos complicado que Zg X Zs,
que a su vez es isomorfo a Zs X Zo X Zo. Entendemos asi completamente la
“estructura” de U. Por ejemplo, podemos ver que U no es ciclico, pues cuando
se escribe como producto de grupos ciclicos, los érdenes no son relativamente
primos. La expresion final de U sugiere que se pueden encontrar tres subgrupos
ciclicos de U, con érdenes 3, 2 y 2, de manera que U es un producto directo
interno de tres subgrupos.

9.5 Ejercicios en Sage

1. Este ejercicio trata de poner en practica el Teorema de Cayley. Primero,
lea y estudie el teorema. Dese cuenta que este resultado por si solo es funda-
mentalmente de interés tedrico, pero con algo més de teoria podriamos llegar



9.5. EJERCICIOS EN SAGE 177

a aspectos mas sutiles de esto, (un area conocida como “teoria de representa-
ciones”).

Usted debiese crear estas representaciones fundamentalmente con lapiz y pa-
pel, usando Sage como una calculadora sofisticada y asistente. No es necesario
que incluya todos estos céalculos en su hoja de trabajo. Cunstruya las rep-
resentaciones pedidas e incluya verificaciones en Sage que demuestren que su
representacion representa correctamente al grupo.

Comience por construir una representaciéon permutacionesl del grupo de los
cuaterniones, (). Hay ocho elemento en @ (£1,+I,+J,+K), de manera que
obtendra un subgrupo de Sg. Para cada g € @ forme la funcion T}, definida
como Ty(x) = xg. Note que esta definicion estd al “revés” de la dada en el
texto. Esto es pues Sage compone las permutaciones de izquierda a derecha,
mientra que en el texto se componen de derecha a izquierda. Para crear las
permutaciones T}, la forma de dos lineas de escribir las permutaciones podria
ser un buen paso intermedio. Probablemente querré “codificar” cada elemento
de @ con un entero en {1,2,...,8}.

Una tal representacion esta incluida en Sage como QuaternionGroup() — su
respuesta debiese verse muy similar, pero quizas no idéntica. Puede usar el
método .is_isomorphic() para verificar si su representacion esta bien. Pero
no lo use como sustituto para la parte de cada pregunta que le pide estudiar
propiedades de su representacién con este objetivo.

(a) Construya la representacion permutacional de Zg X Z, descrita en el Teo-
rema de Cayley. (Recuerde que este grupo es aditivo, mientras el teorema
usa notacion multiplicativa.) Incluya la representacion de cada uno de los
8 elementos. Después construya la el grupo permutacional como subgrupo
de un grupo simétrico generado por exactamente dos de los 8 elementos
que ya construy6. Ayuda: jqué elementos de Zo X Z, podria usar para
generar todo Zs x Z4?7 Use comandos en Sage para investigar distin-
tas propiedades de su grupo de permutaciones, distintos de .list(), para
proveer evidencia de que su subgrupo es correcto.

(b) Construya una representacion permutacional de U(24), el grupo de unidades
mod 24. Nuevamente entregue una representacion para cada elemento.
Después construya el grupo como subgrupo del grupo simétrico generan-
dolo con tres elementos. Para determinar estos tres generadores, es prob-
able que necesite entender U(24) como producto directo interno. Use
comandos en Sage para investigar distintas propiedades de su grupo de
permutaciones, distintos de .list(), para proveer evidencia de que su
subgrupo es correcto.

2. Considere las simetrias del decagono regular, D1 en el texto, DihedralGroup(10)
en Sage. Supongamos que los vértices del decdgono han sido etiquetados del
1 al 10 en orden. Identifique la permutaciéon que corresponde a una rotacién
en 180 grados y tusela para generar un subgrupo R de orden 2. Identifique
la permutacién que corresponde a una rotaciéon en 72 grados, y cualquiera de
las diez permutaciones que corresponden a reflexiones del decdgono respecto
a una recta. Use estas ultimas dos permutaciones para generar un subgrupo
S de orden 10. Use Sage para verificar que el grupo dihedral completo es el
producto directo interno de los subgrupos R y S comprobando las condiciones
en la definicién de un producto directo interno.

Tenemos un teorema que dice que si un grupo es un producto directo interno,
entonces es isomorfo a algtn producto directo externo. Comprenda que eso no
quiere decir que pueda usar el reciproco en este problema. En otras palabras,
establecer un isomorfismo de G con un producto directo externo no demuestra
que G sea un producto directo interno.
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Subgrupos Normales y
Grupos Cociente

Si H es un subgrupo de un grupo G, entonces las clases laterales derechas
no son siempre las mismas que las clases laterales izquierdas; es decir, no
siempre se cumple que gH = Hg para todo g € G. Los subgrupos que tienen
esta propiedad juegan un papel critico en la teorfa de grupos—permiten la
construcciéon de una nueva clase de grupos, llamados grupos cociente. Los
grupos cociente pueden ser estudiados directamente o usando homomorfismos,
una generalizaciéon de los isomorfismos. Estudiaremos homomorfismos en el
Capitulo 11.

10.1 Grupos Cociente y Subgrupos Normales

Subgrupos Normales

Un subgrupo H de un grupo G es normal en G se gH = Hg para todo g € G.
Es decir, un subgrupo normal de un grupo G es un subgrupo para el que las
clases laterales derechas e izquierdas coinciden.

Ejemplo 10.1. Sea G un grupo abeliano. Todo subgrupo H de G es un
subgrupo normal. Como gh = hg para todo g € Gy h € H, siempre se cumple
que gH = Hg.

Ejemplo 10.2. Sea H el subgrupo de S5 que consiste de los elementos (1) y
(12). Como

(123)H = {(123),(13)} and H(123) = {(123), (23)},

H no puede ser un subgrupo normal de S3. Sin embargo, el subgrupo N, que
consiste de las permutaciones (1), (123), y (132), es normal pues las clases
laterales de N son

N ={(1),(123), (132)}
(12)N = N(12) = {(12), (13), (23)}.

El siguiente teorema es fundamental para nuestra comprension de los sub-
grupo normales.

Teorema 10.3. Sea G un grupo y N un subgrupo de G. Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes.

1. El subgrupo N es normal en G.

178
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2. Para todo g € G, gNg~' C N.
3. Para todo g € G, gNg~! = N.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Como N es normal en G, gN = Ng para todo
g € G. Luego, para un g € G dado y para n € N, existe n’ en N tal que
gn =n'g. Por lo tanto, gng=* =n’ € Ny gNg~* C N.

(2) = (3). Sea g € G. Como gNg~' C N, solo debemos demostrar que
N C gNg=!. Paran € N, g-'ng = g 'n(¢g~!)"! € N. Luego, g 'ng = n’
para algtin n’ € N. Por lo tanto, n = gn’g~! esta en gNg~1.

(3) = (1). Supongamos que gNg~! = N para todo g € G. Entonces para
cualquier n € N existe n’ € N tal que gng~! = n’. Por lo tanto, gn = n'g y
gN C Ng. Similarmente, Ng C gN. O

Grupos cociente

Si N es un subgrupo normal de un grupo G, entonces las clases laterales de N
en G forman un grupo G/N con la operacion (aN)(bN) = abN. Este grupo se
llama cociente de G por N. Nuestra primera tarea es demostrar que G/N es
realmente un grupo.

Teorema 10.4. Sea N un subgrupo normal de un grupo G. Las clases laterales
de N en G forman un grupo G/N de orden [G : N].

DEMOSTRACION. La operacion de grupo en G/N es (aN)(bN) = abN. Debe-
mos verificar que esta operacion esta bien definida; es decir, el producto en el
grupo debe ser independiente de la eleccién de representantes para las clases
laterales. Sean aN = bN y ¢N = dN. Debemos mostrar que

(aN)(cN) = acN = bdN = (bN)(dN).
Entonces a = bni y ¢ = dns para algin ny y algin no en N. Luego,

acN = bnidna N
= bnidN
= bn1Nd
=bNd
= bdN.

El resto del teorema es facil: eN = N es la identidad y g~'N es el inverso de
gN. El orden de G/N es, por supuesto, el nimero de clases laterales de N en
G. O

Es muy importante recordar que los elementos de un grupo cociente son
conjuntos de elementos en el grupo original.

Ejemplo 10.5. Considere el subgrupo normal de Ss, N = {(1), (123), (132)}.
Las clases laterales de N en S5 son N y (12)N. El grupo cociente S5/N tiene
la siguiente tabla de multiplicacion.

Este grupo es isomorfo a Zs. Al inicio, multiplicar clases laterales puede
parecer complicado y extrafio; sin embargo, note que S3/N es un grupo maés pe-
queno. El grupo cociente entrega cierta informacién acerca de S3. En realidad,
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N = Ag, es el conjunto de permutaciones pares, y (12)N = {(12), (13),(23)} es
el conjunto de permutaciones impares. La informacion capturada en G/N es
la paridad; es decir, multiplicar dos elementos pares o dos elementos impares
resulta en una permutacién par, mientra que multiplicar un elemento par con
un impar resulta en una permutacién impar.

Ejemplo 10.6. Considere el subgrupo normal 3Z de Z. Las clases laterales
de 3Z en 7Z son

04+3Z=1{..,-3,0,3,6,...}
1+3Z=1{...,-2,1,4,7,...}
24+3%Z=1{..,-1,2,58,...}.

El grupo Z/3Z esta dado por la tabla de multiplicacién de mas abajo.

+ |0+3Z 1+3Z 2+3Z
0+3Z|0+3Z 1+3Z 2+3Z
1+3Z|1+3Z 2+3Z 0+3Z
24+3Z|2+3Z 0+3Z 1+3Z

En general, el subgrupo nZ de Z es normal. Las clases laterales de Z/nZ
son
nz
1+nZ
2+nZ

(n—1)+nZ.

La suma de clases laterales k +Z y | + Z es k + | + Z. Note que hemos escrito
las clases laterales de forma aditiva, pues la operaciéon del grupo es la adicion
de enteros.

Ejemplo 10.7. Considere el grupo dihedral D,,, generado por dos elementos
7y s, que satisfacen las relaciones

r’ =id
s2=1id
srs =1L

El elemento r en realidad genera el subgrupo ciclico de las rotaciones, R,,, en
D,,. Como srs™! = srs = r~! € R, el grupo de rotaciones es un subgrupo
normal de D,,; por lo tanto, D, /R, es un grupo. Como hay exactamente dos
elementos en este grupo, debe ser isomorfo a Zs.

10.2 La Simplicidad del Grupo Alternante

De especial interés resultan ser los grupos que no tienen subgrupos normales
propios no triviales. Tales grupos se llaman grupos simples. Por supuesto,
ya tenemos una clase completa de grupos simples, Zj,, donde p es primo. Estos
grupos son trivialmente simples pues no tienen otro subgrupo propio que no sea
solamente la identidad. Otros ejemplos de grupos simpple no son tan féciles
de encontrar. Podemos, sin embargo, mostar que el grupo alternante, A,,, es
simple para n > 5. La demostracion de este resultado requiere de varios lemas.
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Lema 10.8. EIl grupo alternante A, es generado por 3-ciclos para n > 3.

DEMOSTRACION. Para mostrar que los 3-ciclos generan A,, solo necesitamos
mostrar que cualquier par de transpociones puede ser escrito como el producto
de 3-ciclos. Como (ab) = (ba), todo par de transpociciones debe ser uno de los
siguientes:

(ab)(ac) = (ach). O

Lema 10.9. Sea N un subgrupo normal de A,, donde n > 3. Si N contiene
un 8-ciclo, entonces N = A,,.

DEMOSTRACION. Demostraremos primero que A,, es generado por 3-ciclos de
la forma especifica (ijk), donde i y j estan fijos en {1,2,...,n} y hacemos
variar k. Cada 3-ciclo es el producto de 3-ciclos de este tipo, pues

(iaj) = (ija)®
(iab) = (ijb)(ija)?
(jab) = (ijb)*(i
(abe) = (

Ahora supongamos que NN es un subgrupo normal no trivial de A,, para n > 3
tal que N contiene un 3-ciclo de la forma (ija). Usando la normalidad de N,
vemos que

[(i)(ak)](ija)?[(ij)(ak)] ™" = (ijk)

estd en N. Luego, N debe contener todos los 3-ciclos (ijk) para 1 < k < n.
Por el Lema 10.8, estos 3-ciclos generan A, ; luego, N = A,,. O

Lema 10.10. Para n > 5, todo subgrupo normal no trivial N de A,, contiene
un 3-ciclo.

DEMOSTRACION. Sea o un elemento arbitrario, distinto de la identidad,en un
subgrupo normal N. Existen varias posibles estructuras de ciclos para o.

e o0 es un 3-ciclo.

e o es el producto de ciclos disjuntos, o = 7(ajas---a,) € N, con r > 3.

o es el producto de ciclos disjuntos, o = 7(ajaza3)(asasag).
e 0 = 7(ajazaz), donde 7 es el producto de 2-ciclos disjuntos.

e 0 =T7(aiaz2)(agay), donde 7 es el producto de un nimero par de 2-ciclos
disjuntos.

Si o es un 3-ciclo, entonces estamos listos. Si N contiene un producto de ciclos
disjuntos, o, y al menos uno de esos ciclos tiene largo mayor a 3, digamos
o =T1(aaz - --a,), entonces

-1
(alagag)a(alagag)
estd en N pues N es normal; luego,

o1 ((11(12(13)0'(0,1&2@3)71
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también estéd en N. Como

071(a1a203)0(01a2a3)71 = afl(alagag)a(alagaQ)
aiag - -- aT)_lr_l(alagag,)T(alag -+ ar)(arasas)
ara,ar_1---az)(aiazaz)(aias - - - a,)(a1a3az)

= (a1asa,),

= (
= (
N debe contener un 3-ciclo; luego, N = A,,.

Ahora supongamos que NN contiene un producto disjunto de la forma

o = 7(a1az2a3)(asasas).

Entonces
o N ara0aq)o(arasas) ™t € N
pues
(a1aza4)0(arazas) ! € N.
Asi

(agagas)(a1azaz)T (aya0a4)7(a1a2a3)(asasae)(arasas)
(a4a66l5) (ala3az) (a1a2a4) (a1a2a3) (a4a5aﬁ) (a1a4a2)
(

0_1(a1a2a4)0(a1a2a4)_1 = [T(alagag)(a4a5a6)]_1(a1a2a4)7(a1a2a3)(a4a5a6)(a1a2a4)_1
= a1a4a2a6a3).

Asi N contiene un ciclo disjunto de largo mayor a 3, y podemos aplicar el caso
anterior.

Supongamos que N es un producto disjunto de la forma o = 7(ajasa3),
donde 7 es el producto disjunto de 2-ciclos. Como o € N, 6> € N, y

o? = T(a1az2a3)7(aaz2a3)
= (arazaz).

Asi N contiene un 3-ciclo.
El tnico caso que nos queda es un producto disjunto de la forma

o = 1(a1a2)(asay),
donde T es el producto de un nimero par de 2-ciclos disjuntos. Pero
a_l(alagag)o(alagag)_l

estd en N pues (ajazaz)o(ajazas)™! estd en N; de manera que

o1 (a1a2a3)0'(a10,2a3)_1 =71 (a1a2)(asaq)(araza3)71(a1az) (a3a4)(a1a2a3)_1

= (a1a3)(aza4).

Comon > 5, podemos encontrar b € {1,2,...,n} de manera que b # a1, ag, as, as.
Sea p = (ajasb). Entonces

p~t (araz)(azas)p(araz)(azas) € N

1 (aras)(azas)p(aras)(azas) = (a1bas)(aras)(azas)(arash)(aras)(azas)
= (alagb).

Por lo tanto, N contiene un 3-ciclo. Esto completa la demostracion del lema.
O
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Teorema 10.11. El grupo alternante, A,, es simple paran > 5.

DEMOSTRACION. Sea N un subgrupo normal no trivial de A,,. Por el Lema 10.10,
N contiene un 3-ciclo. Por el Lema 10.9, N = A,,; por lo tanto, A,, no contiene
ningun subgrupo normal que sea propio y no trivial para n > 5. O

Sage Sage puede determinar facilmente si un subgrupo es normal o no. Si lo
es, puede crear el grupo cociente. Pero la construccion entrega un nuevo grupo
de permutaciones, ismomorfo al grupo cociente, de manera que su utilidad es
limitada.

Nota Historica

Uno de los principales problemas de la teoria de grupos finitos ha sido el de
clasificar todos los grupos finitos simples. Este problema tiene méas de un siglo
y recién fue resuelto en las ultimas décadas del siglo XX. En cierto sentido, los
grupos finitos simples son los bloques para construir todos los grupos finitos.
Los primeros grupos simples no abelianos en ser descubiertos fueron los gru-
pos alternantes. Galois fue el primero en demostrar que As era simple. Mas
tarde, matemaéticos tales como C. Jordan y L. E. Dickson encontraron varias
familias infinitas de grupos de matrices que eran simples. Otras familias de
grupos simples fueron descubiertas en la década de 1950. Alrededor del 1900,
William Burnside conjectur6 que todos los grupos simples no abelianos debian
tener orden par. En 1963, W. Feit y J. Thompson demostraron la conjetura
de Burnside y publicaron sus resultados en el trabajo “Solvability of Groups
of Odd Order,” que apareci6 en el Pacific Journal of Mathematics. Su de-
mostracion, de unas 250 péginas, dio impulso a un programa en los 1960s y
los 1970s para clasificar todos los grupos finitos simples. Daniel Gorenstein
fue el organizador de este notable esfuerzo. Uno de los tltimos grupos simples
fue el “Monster,” descubierto por R. Greiss. El Monster, un grupo de matrices
de 196,833x196,833, es uno de los 26 grupos simples esporadicos, o especiales.
Estos grupos simples esporadicos son grupos que no calzan en ninguna familia
infinita de grupos simples. Algunos de los grupos esporadicos juegan un rol
importante en la fisica.

10.3 Ejercicios

1. Para cada uno de los siguientes grupos G, determine si es que H es un
subgrupo normal de G. Si H es un subgrupo normal, escriba una tabla de
Cayley para el grupo cociente G/H.

(a) G:S4andH:A4
(

2. Encuentre todos los subgrupos de Dy. jCuéles subgrupos son normales?
(Cuales son todos los grupos cociente de D, salvo isomorfismo?

3. Encuentre todos los subgrupos de the quaternion group, Qg. {Cuéales sub-
grupos son normales? ;Cudles son todos los grupos cociente de Qg salvo iso-
morfismo?
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4. Sea T el grupo de matrices triangulares superiores no singulares de 2 x 2
con coeficientes en R; es decir, matrices de la forma

G 2)

donde a, b, c € Ry ac # 0. Sea U el conjunto de matrices de la forma

1 =z
0o 1)’
donde z € R.

(a) Muestre que U es un subgrupo de T.

(b) Demuestre que U es abeliano.

d) Muestre que T'/U es abeliano.

)
(c) Demuestre que U es normal en 7.
(d)
(e) ¢Es T normal en GL2(R)?

5. Muestre que la intersecciéon de dos subgrupos normales es un subgrupo
normal.

6. Si G es abeliano, demuestre que G/H también es abeliano.

7. Demuestre o refute: Si H es un subgrupo normal de G tal que H y G/H
son abelianos, entonces G es abeliano.

8. Si G es ciclico, demuestre que G/H también es ciclico.
9. Demuestre o refute: Si H y G/H son ciclicos, entonces G es ciclico.

10. Sea H un subgrupo de indice 2 de un grupo G. Demuestre que H es
normal en G. Concluya que S, no es simple para n > 3.

11. Si un grupo G tiene exactemente un subgrupo H de orden k, demuestre
que H es normal en G.

12. Defina el centralizador de un elemento g en un grupo G como el conjunto
C(g)={z € G:xg=gx}.

Muestre que C(g) es un subgrupo de G. Si g genera un subgrupo normal de
G, demuestre que C(g) es normal en G.

13. Recuerde que el centro de un grupo G es el conjunto
Z(G) ={z € G: xg = gz para todo g € G}.

(a) Calcule el centro de Ss.

(b) Calcule el centro de GLy(R).

(¢) Muestre que el centro de cualquier grupo G es un subgrupo normal de G.
)

(d) Si G/Z(G) es ciclico, demuestre que G es abeliano.

14. Sea G un grupo y sea G’ = (aba=*b~1); es decir, G’ es el subgrupo de todos
los productos finitos de elementos en G de la forma aba~'6~!. El subgrupo G’
se llama subgrupo conmutador de G.

(a) Muestre que G’ es un subgrupo normal de G.

(b) Sea N un subgrupo normal de G. Demuestre que G/N es abeliano si y
solo si N contiene al subgrupo conmutador de G.
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10.4 Sage

Sage tiene varias funciones convenientes que nos permitirdn investigar rapida-
mente si un subgrupo es normal, y de ser asi, la naturaleza del grupo cociente
resultante. Pero para una comprension inicial, también podemos trabajr di-
rectamente con las clases laterales. Ensuciémosnos las manos primero, después
aprenderemos sobre la forma facil.

Multiplicando Clases Laterales

La definiciéon de grupo cociente requiere de un subgrupo normal, y entonces
definimos una forma de “multiplicar” dos clases laterales del subgrupo para
obtener otra clase lateral. Es importante darse cuenta que podemos interpretas
la definicién de subgrupos normal como la condicion exacta que necesitamos
para que nuestro nuevo producto nos resulte. Haremos dos ejemplos — primero
con un subgrupo normal, luego con un subgrupo que no lo es.

Considere el grupo dihedral Dg que es el grupo de simetrias de un octégono.
Si tomamos el elemento que corresponde a un cuarto de vuelta, podemos usarlo
para generar un subgrupo de orden 4. Este serd un subgrupo normal (conffe
por ahora respecto a esto). Primero, construya las clases laterales derechas
(note que no se produce una respuesta):

G = DihedralGroup(8)

quarter_turn = G('(1,3,5,7)(2,4,6,8)")
S = G.subgroup([quarter_turnl)

C = G.cosets(S)

Asi C es una lista de listas, donde cada elemento del grupo G exactamente una
vez en alguna parte. Podria pedirle a Sage que le muestre C si lo desea, pero
acd trataremos de evitarlo. Queremos multiplicar dos clases (listas). ;Coémo
hacemos esto? Tomemos cualquier elemento de la primera lista, y cualquier
elemento de la segunda lista y multipliquémoslos (lo que sabemos hacer pues
son elementos de G). Ahora tenemos un elemento de 6. ;Qué hacemos con este
elemento, si lo que realmente queremos obtener como resultado del producto
de dos clases es otra clase? Simple — averigiiamos a qué clase pertenece el
producto. Veamos que pasa. Multiplicaremos la clase 1 con la clase 3 (hay
4 clases por el Teorema de Lagrange). Estudie cuidadosamente las siguientes
lineas de codigo para ver si puede entender qué es lo que estd haciendo, y
después lea la explicacion que sigue.

p = C[L1][el*C[3][e]
[i for i in srange(len(C)) if p in C[i]]

[2]

., Qué hemos logrado? En la primera linea creamos p como el producto de
dos elementos del grupo, uno de la clase 1 y uno de la clase 3 (c[11, C[3]).
Como podemos elegir cualquier elemento de cada clase, elegimos el primer
elemento de cada una (C[ 1[0]). Después recorremos la lista completa de clases,
seleccionando solo aquellas clases que contengan p. Como p solo estara en una
clase, esperamos obtener una lista con un solo elemento. En este caso, nuestra
lista contiene solo el 2. Decimos entonces que el producto de la clase 1 con la
clase 3 es la clase 2.

La idea ac4 es que este resultado (clase 1 por clase 3 es clase 2) debiera
ser siempre el mismo, sin importar qué elementos escojamos de cada clase para
formar el producto p. Hagamoslo nuevamente, pero ahora no elegiremos el
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primer elemento de cada clase, sino el tercero de la clase 1 y el segundo de la
clase 3 (recuerde, contamos desde cero!).

p = C[11[2]*xC[3]1[1]
[i for i in srange(len(C)) if p in C[i]]

[2]

Bien. Tenemos el mismo resultado. Si ain nos cree que S es un subgrupo
normal de G, entonces este es el resultado que predice la teorfa. Haga una
copia de la celda de arriba y pruebe otras elecciones de representantes para
cada clase. Pruebe también el producto de otras clases, con diversos repre-
sentantes.Ahora es un buen momento para introducir una forma de extender
Sage agrgando nuevas funciones. Disenaremos una funciéon de multiplicacion de
clases laterales. Lea cuidadosamente lo que sigue y después vea la explicacion
que sigue.

def coset_product(i, j, C):
p = C[iJ[el*C[jI[0e]
c = [k for k in srange(len(C)) if p in C[k]]
return c[0]

La primera linea crea una nueva funcion en Sage llamada coset_product. Esto
se logra con la palabra def, y note los dos puntos al final de la linea. Los
parametros para la funcion son los nameros de las clases que queremos multi-
plicar y la lista completa de clases laterales. Las dos lineas del medio debiesen
vers familiares. Sabemos que ¢ es una lista con un elemento, de manera que
c[@] extraera ese numero de clase, y return es lo que determina que esta es
la respuesta producida por la funcion. Note que la indentacion debe ser ex-
actamente como se muestra. Podriamos haber escrito todos estos calculos en
un sola linea, sin definir una nueva funcion, pero eso empieza a ser engorroso.
Es necesario ejecutar el bloque de cédigo de arriba para definir realmente la
funcién, y no habra salida si tiene éxito. Ahora podemos usar nuestra nueva
funcién para repetir el trabajo de arriba:

coset_product (1, 3, C)

2

Ahora conoce lo basico sobre como agregar funcionalidad a Sage y hacer mucho
més de lo que esté disenado para hacer. Con algo de practico, incluso podria
sugerir y contribuir nuevas funciones a Sage, pues es un proyecto de fuente
abierta. Bien.

Ahora examinemos una situacién en que el subgrupo no es normal. Vere-
mos que nuestra definicién de ptoducto de clases es insuficiente en este caso.
Ademas nos daremos cuenta que nuestra nueva funcién coset_product también
es inutil pues presupone que las clases laterales proviene de un subgrupo nor-
mal.

Considere el grupo alternante A4 que podemos interpretar como el grupo
de simetrias de un tetrahedro. Para un subgrupo, escoja un elemento que fija
un vértice y rota la cara opuesta — esto generaré un subgrupo ciclico de orden
3, y por el Teorema de Lagrange obtendremos cuatro clases laterales. Las
calcularemos acé. (Nuevamente, no se pide ningna salida.)

G = AlternatingGroup (4)
face_turn = G("(1,2,3)")

S = G.subgroup([face_turnl])
C = G.cosets(S)
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Nuevamente, consideremos el producto de la clase 1 con la clase 3:

p = C[1][0]*xC[3][0]
[i for i in srange(len(C)) if p in C[i]]

o]

Nuevamente, pero ahora para la clase 3, escoja el segunso elemento de la clase
para obtener el producto p:

p = C[1]1[0]*C[3][1]
[i for i in srange(len(C)) if p in C[i]]

[2]

JEntonces, el producto de la clase 1 y la clase 3 es igual a la clase 0 o a la clase
27 No lo podemos determinar! Asi es que no hay ninguna forma de construir
un grupo cociente para este subgrupo. Usted puede esperimentar méas con este
subgrupo, pero en algin sentido, no tenemos nada mas que hacer con este
ejemplo — no queda nada que decir.

Métodos de Sage para Subgrupos Normales

Puede facilmente preguntarle a Sage si un subgrupo es normal o no. Esto
se considera una propiedad del subgrupo, pero le debe decir a Sage cual es
el “supergrupo”, pues la respuesta puede cambiar segin cuél sea. (Por ejem-
plo H.is_normal(H) siempre resulta True.) Acé estan nuestros dos ejemplos de
arriba.

G = DihedralGroup(8)

quarter_turn = G('(1,3,5,7)(2,4,6,8)")
S = G.subgroup([quarter_turn])
S.is_normal (G)

True

G = AlternatingGroup (4)
face_turn = G("(1,2,3)")

S = G.subgroup([face_turnl)
S.is_normal (G)

False

El texto demuestra en la Seccién 10.2 que As es simple, i.e. A5 no tiene sub-
grupos normales. Podriamos construir cada subgrupo de A5 y preguntar si es
normal en As usando el método .is_normal(). Pero Sage ya tiene esto cubierto
para nosotros.

G = AlternatingGroup(5)
G.is_simple ()

True

Cuando tenemos un subgrupo normal, podemos también construir el grupo
cociente.

G = DihedralGroup (8)

quarter_turn = G('(1,3,5,7)(2,4,6,8)")
S = G.subgroup([quarter_turnl)
Q
Q

G.quotient(S)
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Permutation Group with generators [(1,2)(3,4), (1,3)(2,4)]

Esto es tutil, pero un poco desconcertante. Tenemos el grupo cociente, pero
cualquier nocién de clases laterales se perdi6, pues Q es entregado como un
nuevo grupo de permutaciones en un conjunto diferente de simbolos. No pode-
mos presuponer que los nimero usados para el nuevo grupo de permutaciones
Q tengan similitud alguna con las clases que obtenemos del método .cosets().
Pero podemos ver que el grupo cociente se describe como un grupo generado
por dos elementos de orden dos. Podriamos pedir el orden del grupo, o usar
el Teorema de Lagrange para saber que el orden es 4. Podemos decir ahora
que hay solo dos grupos de orden 4, el grupo ciclico de order 4 y un grupo no
ciclico de orden 4 que conocemos como el 4-grupo de Klein o como Zy X Zs.
Este grupo cociente se ve como el grupo no ciclcio pues el grupo ciclio tiene
solo un elemento de orden 2. Veamos que nos dice Sage.

Q.is_isomorphic(KleinFourGroup())

True

Si, esos es.

Finalmente, Sage nos puede hacer una lista de todos los subgrupos normales
de un grupo. La lista de los grupos en si, como hemos visto antes, puede ser una
cantidad de informacién apabullante. A continuacién simplemente listaremos
los 6rdenes de lso subgrupos normales producidos.

G = DihedralGroup (8)
N = G.normal_subgroups ()
[H.order () for H in N]

En particular, vemos que nuestro subgrupo de “cuarto de vuelta” es el inico
subgrupo normal de orden 4 en este grupo.

10.5 Ejercicios en Sage

1. Construya todos los subgrupos del grupo alternante en 5 simbolos, As,
y verifique que, salvo los casos triviales, ninguno es normal. Este comando
podria demorar un par de segundos en correr. Compare esto con el tiempo
necesario para correr el método .is_simple() y constate que hay una buena
dosis de teoria y astucia involucradas en acelerar comandos como este. (Es
posible que su instalaciéon de Sage no tenga la libreria “Table of Marks” de GAP
y sea imposible calcular la lista de subgrupos.)

2. Considere el grupo cociente del grupo de simetrias de un octégono regular,
por el subgrupo ciclico de orden 4 generado por una rotacién en un cuarto
de vuelta. Use la funcién coset_product para determinar la tabla de Cayley
para este grupo cociente. Use los nimeros de cada clase lateral, resultantes
del método .cosets() como nombres para los elementos del grupo cociente.
Necesitara construir la tabla “a mano” pues no hay una forma facil de lograr
que los comandos de Sage hagan esto. Puede construir una tabla en el editor
del notebook Sage Notebook (shift-click en una linea azul) o puede leer la
documentacion del método html. table().

3. Considere el subgrupo ciclico de orden 4 en las simetrias de un octégono
8-gon. Verifique que el subgrupo es normal construyendo primero las clases
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laterales izquierdas y derechas (sin usar el método .cosets()) y luego verifi-
cando su igualdad en Sage, todo con una linea de comando que use el comando
sorted().

4. Nuevamente, use el mismo subgrupo ciclico de orden 4 en el grupo de
simetrias de un octoégono. Verifique que el subgrupo es normal usando la
parte (2) del Teorema 10.3. Construya un comando de una linea que haga la
verificacion completa y entregue True. Quizéas deba ordenar los elementos del
subgrupo S primero, luego paso a paso ir construyendo las listas, comandos, y
condiciones necesarios. Note que esta verificacién no requiere la construccion
de las clases laterales en ningtin momento.

5. Repita la demostracion de la subseccién anterior de que para las simetrias
de un tetrahedro, un subgrupo ciclico de orden 3 resulta en una multiplicacién
mal definida de clases laterales. Arriba, por defecto el método .cosets() en-
trega las clases laterales derechas — pero en este problema, trabaje con las
clases izquierdas. Debe escoger dos clases para multiplicarlas, y comprobar
que elecciones diferentes de representantes llevan a resultados diferentes para
el producto de las clases.

6. Construya algunos grupos dihedrales de orden 2n (i.e. simetrias de un n-
agono, D, en el texto, DihedralGroup(n) en Sage). Podrian ser todos ellos para
3 < n < 100. Para cada grupo dihedral, construya una llista de los érdenes
de cada uno de los subgrupos normales (use .normal_subgroups()). Puede que
demore en terminar de calcular - sea paciente. Observe suficiente ejemplos
para conjeturar un patron, verifique su hipotesis con cada uno de sus ejemplos
y luego entunciela claramente.

Puede predecir cuantos subgrupos normales que tiene el grupo dihedral Dy7g448
sin usar Sage para obtener todos los subgrupos normales? ;Puede describir to-
dos los asubgrupos normales que tiene el grupo dihedral D47¢44g Sin usar Sage?
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Homomorfismos

Una de las ideas clasicas del dlgebra es el concepto de homomorfismo, una
generalizacion natural de isomorfismo. Si relajamos el requerimiento de que
un isomorfismo sea biyectivo, obtenemos un homomorfismo.

11.1 Homomofismos de Grupos

Un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (H,o) es una funcion ¢ : G — H
tal que

?(g1 - 92) = ¢(91) © #(92)

g1,92 € G. La imagen de ¢ en H se llama imagen homomorfa de ¢.

Dos estan relacionados de la forma més fuerte posible si son isomorfos; sin
embargo nua relacion mas débil puede también existir entre dos grupos. Por
ejemplo, el grupo simétrico S, y el grupo Zs estan relacionados por el hecho
de que S, puede ser dividido en permutaciones pares e impares que exhiben
una estructura de grupos similar a la de Zy, como se muestra en la siguiente
tabla de multiplicacién.

‘ even odd

even | even odd
odd | odd even

Podemos usar homomorfismos para estudiar relaciones como la que acabamos
de describir.

Ejemplo 11.1. Sea G un grupo y g € G. Defina una funcién ¢ : Z — G by
¢(n) = g". Entonces ¢ es un homomorfismo de grupos, pues

¢p(m+n) =g =g"g" = p(m)(n).
Este homomorfismo envia a Z sobre el subgrupo ciclico de G generado por g.

Ejemplo 11.2. Let G = GLy(R). If

a b
A =
(¢ )
esta en G, pues el determinante es distinto de cero; es decir, det(A) = ad—bc #
0. Ademaés, para dos elementos Ay B en G, det(AB) = det(A) det(B). Usando

el determinante, podemos definir un homomorfismo ¢ : GL2(R) — R* por
A — det(A).

190
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Ejemplo 11.3. Recuerde que el grupo de la circunferencia T consiste de todos
los niimeros complejos z tales que |z| = 1. Podemos definir un homomorfismo
¢ del grupo aditivo de los ntimeros reales R a T por ¢ : 6 — cosf + isinf. De
hecho,

Bla+ B) = cosa + B) + isin(a + )
= (cosacos B — sin arsin B) + i(sin a cos 8 + cos asin §)
= (cosa + isin &) (cos S + isin f)
— $(a)6(8).

Geomeétricamente, simplemente estamos enrrollando la recta real sobre la cir-
cunferencia de forma grupistica.

La siguiente proposicién lista algunas propiedades bésica de los homomor-
fismos de grupos.

Proposicion 11.4. Sea ¢ : G — G2 un homomorfismo de grupos. Entonces
1. Sie es la identidad de Gy, entonces ¢(e) es la identidad de Go;
2. Para cualquier elemento g € G1, ¢(g~ 1) = [¢(g)]~L;
3. Si Hy es un subgrupo de G1, entonces ¢(Hy) es un subgrupo de Ga;

4. Si Hy es un subgrupo de Ga, entonces ¢~ (Hs) = {g € G1 : é(g) €
Hy} es un subgrupo de Gy. Mds ain, si Hy es normal en Ga, entonces
¢~ L(Hs) es normal en Gy.

DEMOSTRACION. (1) Supongamos que e y €’ son las identidades de G y G,
respectivamente; entonces

e'¢(e) = d(e) = p(ee) = d(e)d(e).

Por cancelacion, ¢(e) = ¢'.
(2) Es consecuencia del hecho que

g ") o(g) = d(g7'g) = d(e) = €.

(3) El conjunto ¢(H;) es no vacio pues la identidad de G2 esta en ¢(H).
Supongamos que H; es un subgrupo de G y sean x e y en ¢(H;). Existen
elementos a,b € H; tales que ¢(a) =z y ¢(b) = y. Como

zy~' = ¢(a)[¢(b)] 7 = ¢(ab™) € G(Hh),

¢(H1) es un subgrupo de G4 por la Proposiciéon 3.31.

(4) Sea Hy un subgrupo de Go y defina H; como ¢~ (Hs); es decir, H; es
el conjunto de todos los g € G; tales que ¢(g) € Hs. La identidad esta en H;
pues ¢(e) = €. Siay b estdn en Hp, entonces ¢(ab™t) = ¢(a)[p(b)]™! esta
en Hy pues Hs es un subgrupo de Go. Por lo tanto, ab™' € H; y H; es un
subgrupo de G;. Si H, es normal en Gy, debemos probar que g~ 'hg € H;
para h € Hy y g € G;. Pero

o(g~ " hg) = [6(9)] ¢ (h)¢(g) € Ha,

pues Hs es un subgrupo normal de G5. Por lo tanto, g~ thg € Hj. O
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Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos y supongamos que e es la
identidad de H. Por la Proposicion 11.4, ¢=*({e}) es un subgrupo de G.
Este subgrupo se llama nicleo de ¢ y se denotara por ker ¢. De hecho, este
subgrupo es un subgrupo normal de G pues el subgrupo trivial es normal
en H. Enunciamos este resultado en el siguiente teorema, que dice que a
cada homomorfismo de grupos podemos asociar de forma natural un subgrupo
normal.

Teorema 11.5. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Entonces el
nicleo de ¢ es un subgrupo normal de G.

Ejemplo 11.6. Examinemos el homorfismo ¢ : GLy(R) — R* definido por
A — det(A). Como 1 es la identidad de R*, el nicleo de este homomorfismo

consiste de toda las matrices de 2 X 2 que tienen determinante uno. Es decir,
ker ¢ = SL2(R).

Ejemplo 11.7. El nucleo del homomorfismo de grupos ¢ : R — C* definido
por ¢(f) = cos@ +isinf es {2n : n € Z}. Note que ker ¢ = Z.

Ejemplo 11.8. Supongamos que queremos determiar todos los posibles ho-
momorfismos ¢ de Z7 a Zi12. Como el nucleo de ¢ debe ser un subgrupo de
Z7, solo hay dos nucleos posibles, {0} y todo Z;. La imagen de un subgrupo
de Z7 debe ser un subgrupo de Zi5. Luego, no hay homomorfismos inyectivos;
de lo contrario, Zqs tendria un subgrupo de orden 7, lo que es imposible. POr
lo tanto, el inico homomorfismo posible de Z7 a Z15 es el que envia todos los
elementos cero.

Ejemplo 11.9. Sea G un grupo. Supongamos que g € G y ¢ es el homomor-
fismo de Z a G dado por ¢(n) = g"™. Si el orden de g es infinito, entonces el
nicleo de este homomorfismo es {0} como ¢ envia Z sobre el subgrupo ciclico
de G generado por g. Si en cambio, el orden de g es finito, digamos n, entonces
el nicleo de ¢ es nZ.

11.2 Los Teoremas de Isomorfia

Si bien no es evidente al comienzo, los grupos cociente corresponden exacta-
mente con las imagenes homomorfas, y podemos usar grupos cociente para
estudiar homomorfismos. Ya sabemos que con cada homomorfismo de grupos
¢ : G — H podemos asociar un subgrupo normal de G, ker ¢. El reciproco
también es cierto; es decir, todo subgrupo normal de un grupo G da lugar a
un homomorfismo de grupos.

Sea H un subgrupo normal de G. Defina el homorfismo natural o ho-
momorfismo canonico

¢:G— G/H

por
#(g) = gH.

Este de hecho es un homomorfismo, pues

#(9192) = g192H = g1 Hgo H = ¢(g1)9(g2).

El nucleo de este homomorfismo es H. Los siguientes teoremas describen la
relacién enter homomorfismos de grupos, subgrupos normales, y grupos co-
ciente.
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Teorema 11.10 (Primer Teorema de Isomorfia). Si ¢ : G — H es un ho-
momorfismo de grupos con K = kerv, entonces K es normal en G. Sea
¢ : G — G/K el homomorfismo candnico. Entonce eciste un tnico isomor-

fismon: G/K — ¥(QG) tal que ¥ = no.

DEMOSTRACION. Ya vimos que K es normal en G. Defina n : G/K — ¢(G)
por n(gK) = ¢(g). Primero demostraremos que 7 es una funcién bien definida.
Si g1 K = g2 K, entonces existe k € K, tal que g1k = go; por lo tanto,

(1K) = ¥(g1) = ¥(g1)¥ (k) = ¥(g1k) = ¥(g2) = n(g2K).

Luego, n no depende de la eleccién de representante de la clase lateral y la
funciéon n : G/K — 9(G) esta tnicamente definida pues ¥ = n¢. Debemos
mostrar ademéas que 77 es un homomorfismo, pero

(g1 Kg2K) = n(g192K)
= 1(g192)
= Y(g1)¢¥(g2)
= (g1 K)n(g2K).

Claramente, 1 es sobre ¢(G). Para mostrar que 7 es 1-1, supongamos que

(g1 K) = n(g2K). Entonces ¥(g1) = ¥(g2). Esto implica que w(gl_lgg) =e, 0
gflgg esta en el nicleo de 1; luego, gflggK = K es decir, 1 K = g2 K. O

Los matemaéticos a menudo usan diagramas llamados diagramas conmu-
tativos par describir teoremas como este. El siguiente diagrama “conmuta’

pues ¢ = 1¢.

G v H

G/K

Ejemplo 11.11. Sea G un grupo ciclico con generador g. Defina una funciéon
¢ :Z — G por n— g". Esta funcién es un homomorfismo epiyectivo pues

p(m+n)=g"t" =g"g" = p(m)g(n).

Claramente ¢ es sobre. Si |g| = m, entonces g™ = e. Luego, ker¢ = mZ y
Z)ker ¢ = Z/mZ = G. Por otra parte, si el orden de g es infinito, entonces
ker¢p = 0 y ¢ es un isomorfismo de G y Z. Luego, dos grupos ciclicos son
isomorfos exactamente cunado tienen el mismo orden. Salvo isomorfismo, los
unicos grupos ciclicos son Z y Z,.

Teorema 11.12 (Segundo Teorema de Isomorfia). Sea H un subgrupo G (no
necesarimente normal en G) y N un subgrupo normal de G. Entonces HN es
un subgrupo de G, H N N es un subgrupo normal de H, y

H/HNN = HN/N.

DEMOSTRACION. Demostraremos primero que HN = {hn: h € H,n € N} es
un subgrupo de G. Supongamos que hini,hony € HN. Como N is normal,

(hg)ilnlhg € N. Asi
(hin1)(hong) = hlhz((hz)flnlhz)ﬂz
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estd en HN. El inverso de hn € HN esta en HN pues
()"t =n"th™t = B (hntRTY).

A continuacion, demostraremos que H NN es normal en H. Sea h € H y
n € HN N. Entonces h~'nh € H pues cada elemento estd en H. Ademaés,
h™Inh € N pues N es normal en G; por lo tanto, h~'nh € H N N.

Ahora defina una funcién ¢ de H a HN/N por h — hN. La funcion ¢ es
sobre, pues cualquier clase lateral hnIN = hN es la imagen de h en H. También
sabemos que ¢ es un homomorfismo pues

d(hW') = hi/'N = hNI'N = ¢(h)p(1).

Por el Primer Teorema de Isomorfia, la imagen de ¢ es isomorfa a H/ ker ¢; es
decir,
HN/N = ¢(H) = H/ ker ¢.

Como
kerop={he H:he N} =HNN,

HN/N = ¢(H) = H/HNN. O

Teorema 11.13 (Teorema de Correspondencia). Sea N un subgrupo normal
de un grupo G. Entonces H — H/N es una correspondencia 1-1 entre el
conjunto de subgrupos H que contienen a N y el conjunto de subgrupos de
G/N. Mds ain, los subgrupos normales de G que contienen a N corresponden
a los subgrupos normales de G/N.

DEMOSTRACION. Sea H un subgrupo de G que contiene a N. Como N es
normal en H, H/N tiene sentido. Sean aN y bN elementos de H/N. Entonces
(aN)(b~*N) =ab~'N € H/N; luego, H/N es un subgrupo de G/N.

Sea S un subgrupo debe G/N. Este subgrupo es un conjunto de clases
laterales de N. Si H = {g € G : gN € S}, entonces para hy,hy € H,
tenemos que (hyN)(haN) = hihaN € Sy hi'N € S. Por lo tanto, H debe
ser un subgrupo de G. Claramente, H contiene a N. Por lo tanto, S = H/N.
Concluimos que, la funcién H — H/N es sobreyectiva.

Supongamos que H; y Hs son subgrupos de G que contienen a N tales que
Hl/N = HQ/N. Sihy € H1, entonces hi1N € H1/N. Luego, hiN = ha N C Ho
para algtin hy en Hy. Pero, como N esta contenido en Ho, sabemos que hy € Hy
o Hy C Hy. Similarmente, Ho C Hy. Como H; = Hs, la funcion H — H/N
es 1-1.

Supongamos que H es normal en G y que N es un subgrupo de H. Entonces
es facil verificar que la funcion G/N — G/H definida por gN +— ¢gH es un
homomorfismo. El ntancleo de este homomorfismo es H/N, lo que demuestra
que H/N es normal en G/N.

Reciprocamente, supongamos que H/N es normal en G/N. El homomor-
fismo dado por

G/N

tiene nucleo H. Luego, H es normal en G. O

Note que en la demostracion del Teorema 11.13, también hemos demostrado
el siguiente teorema.

Teorema 11.14 (Tercer Teorema de Isomorfia). Sea G un grupo y sean N y
H subgrupos normales de G con N C H. Entonces

6N

G/HzH/N.
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Ejemplo 11.15. Por el Tercer Teorema de Isomorfia,

Z/mZ = (Z/mnZ)/(mZ]mnZ).
Como |Z/mnZ| = mn y |Z/mZ| = m, tenemos |mZ/mnZ| = n.
Sage Sage puede crear homomorfismos entre grupos, los que pueden ser usa-
dos directamente como funciones, y cuya imagen y nicleo pueden ser consulta-
dos. Hay asi gran potencial para explorar las muchas relaciones fundamentales

entre grupos, subgrupos normales, grupos cociente y propiedades de homomor-
fismos.

11.3 Ejercicios

1. Demuestre que det(AB) = det(A) det(B) para A, B € GL3(R). Esto mues-
tra que el determinante es un homomorfismo de GLy(R) a R*.

2. ;Cual de las siguientes funciones son homomorfismos? Si la funcién es un
homomorfismo, cual es el ntcleo?

(a) ¢ :R* — GL3(R) definida como

(¢) ¢:GL2(R) — R definida como

o2 5)=ee

(d) ¢:GL2(R) — R* definida como

(e )

(e) ¢:M3(R) — R definida como

(2 a))=r

donde M>(RR) es el grupo aditivo de las matrices de 2 x 2 con coeficientes
en R.

3. Sea A una matriz de m x n. Muestre que la multiplicacion de matrices,
x — Az, define un homomorfismo ¢ : R" — R™.

4. Sea ¢ : Z — Z dada por ¢(n) = Tn. Demuestre que ¢ es un homomorfismo
de grupos. Encuentre el ntcleo y la imagen de ¢.

5. Describa todos los homomorfismos de Zo4 a Zqg.

6. Describa todos los homomorfismos de Z a Zq».
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7. En el grupo Zoy, sean H = (4) y N = (6).

(a) Liste los elementos en HN (usualmente escribimos H + N para estos
grupos aditivos) y H N N.

(b) Liste las clases laterales en HN/N, mostrando los elementos en cada una
de ellas.

(c) Liste las clases laterales en H/(H N N), mostrando los elementos en cada
una de ellas.

(d) Indique la correspondecia entre HN/N y H/(H N N) descrita en la de-
mostracion del Segundo Teorema de Isomorfia.

8. Si G es un grupo abeliano y n € N, demuestre que ¢ : G — G definida
como g — g" es un homomorfismo de grupos.

9. Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos y G es abeliano, demuestre
que ¢(G) también es abeliano.

10. Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos y G es ciclico, demuestre
que ¢(G) también es ciclico.

11. Muestre que un homomorfismo definido en un grupo ciclico esta comple-
tamente determinado por su acciéon en el generador del grupo.

12. Si un grupo G tiene exactamente un subgrupo H de orden k, demuestre
que H es normal en G.

13. Demuestre o refute: Q/Z = Q.

14. Sea G un grupo finito y sea N un subgrupo normal de G. Si H es un
subgrupo de G/N, demuestre que ¢~ !(H) es un subgrupo en G de orden
|H|-|N|, donde ¢ : G — G/N es el homomorfismo candnico.

15. Sean G; y G2 grupos, y sean H; y Hs subgrupos normales de G y Go
respectivamente. Sea ¢ : G; — G2 un homomorfismo. Muestre que ¢ induce
un homomorfismo natural ¢ : (Gy/Hy) — (G2/Hs) si ¢(Hy) C Ho.

16. Si H y K son subgrupos normales de Gy H N K = {e}, demuestre que G
es isomorfo a un subgrupo de G/H x G/K.

17. Sea ¢ : G — G5 un epimorfismo de grupos. Sea H; un subgrupo normal

de G y supongamos que ¢(Hi) = Hy. Demuestre o refute que G;/H; =
Go/Hs.

18. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Muestre que ¢ es 1-1 si y

solo si ¢~ 1(e) = {e}.

19. Dado un homomorfismo ¢ : G — H defina una relacién ~ en G como a ~ b
si ¢(a) = ¢(b) para a,b € G. Muestre que esta relacion es de equivalencia y
describa las clases de equivalencia.

11.4 Ejercicios adicionales: Automorfismos

1. Sea Aut(G) el conjunto de todos los automorfismos de G es decir, isomor-
fismos de G en si mismo. Demuestre que este conjunto forma un grupo y que
es un subgrupo del grupo de permutaciones de G; es decir, Aut(G) < Sg.
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2. Un automorfismo interno de G,
ig: G — G,
esté definido por la funcion

ig(z) = gxg™",

para g € G. Demuestre que iy € Aut(G).

3. El conjunto de todos los automorfismos internos se denota por Inn(G).
Muestre que Inn(G) es un subgrupo de Aut(G).

4. Enecuentre un automorfismo de un grupo G que no sea un automorfismo
interno.

5. Sea G un grupo y sea i, un automorfismo interno de G. Defina la funcién
G — Aut(G)

por
g ig.

Demuestre que esta funciéon es un homomorfismo con imagen Inn(G) y nicleo
Z(@G). Use este resultado para concluir que

G/Z(G) =2 Inn(G).

. Calcule Aut(S3) y Inn(S3). Haga lo mismo para Dy.

6

7. Encuentre todos los homomorfismos ¢ : Z — Z. ;[Qué es Aut(Z)?

8. Encuentre todos los automorfismos de Zg. Demuestre que Aut(Zg) = U(8).
9

. Para k € Z,,, defina una funcion ¢y : Z, — Z,, por a — ka. Demuestre que
¢y, es un homomorfismo.

10. Demuestre que ¢, es un isomorfismo si y solo si k es un generador de Z,,.

11. Muestre que todo automorfismo de Z,, es de la forma ¢, con k un gener-
ador de Z,,.

12. Demuestre que ¢ : U(n) — Aut(Z,) es un isomorfismo, donde ¢ : k — ¢y.

11.5 Sage

Sage es capaz de crear homomorfismos (y por ende, isomorfismos y automorfis-
mos) entre grupos finitos de permutaciones. Hay pocos comandos disponibles
para manipular estas funciones, pero atn asi podremos ilustrar muchas de las
ideas de este capitulo.

Homomorfismos

La principal forma de crear un homomorfismo es especificando las imagenes
para el conjunto de generadores del dominio. Considere grupos ciclicos de
ordenes 12 y 20:

G ={d'|a'? =¢} H = {z"2? = ¢}
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y defina un homomorfismo simplemente especificando la imagen para un gen-
erador de GG, y extendiendo la funcién al resto del grupo via la propiedad de
preservacion de la operaciéon de un homomorfismo.

¢:G— H, ¢(a)=2"
= ¢(a) = ¢la) = (%)) = 2®
El constructor PermutationGroupMorphism requiere los dos grupos, luego una lista
de imagenes para cada generador (jen orden!), y entonces creara el homomor-
fismo. Note que podemos usar el resultado como una funciéon. En el ejem-
plo abajo, primero verificamos que C12 tiene un tnico generador (ninguna
novedad), el cual enviamos a un elemento particular de orden 4 en el codo-

minio. Sage entonces construye el inico homomorfismo consistente con este
requisito.

C12 CyclicPermutationGroup (12)
C20 = CyclicPermutationGroup (20)
domain_gens = C12.gens ()

[g.order () for g in domain_gens]

[12]

X C20.gen(0)
y = x*5
y.order ()

phi = PermutationGroupMorphism(C12, C20, [yl)
phi

Permutation group morphism:
From: Cyclic group of order 12 as a permutation group
To: Cyclic group of order 20 as a permutation group
Defn: [(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)] ->
[(1,6,11,16)(2,7,12,17)(3,8,13,18)(4,9,14,19)(5,10,15,20)1]

a = C12("(1,6,11,4,9,2,7,12,5,10,3,8)")
phi(a)

(1,6,11,16)(2,7,12,17)(3,8,13,18)(4,9,14,19)(5,10,15,20)

b = c12("(1,3,5,7,9,11)(2,4,6,8,10,12)")
phi(b)

(1,11)(2,12)(3,13)(4,14)(5,15)(6,16)(7,17)(8,18)(9,19) (10,20)

c = C12("(1,9,5)(2,10,6)(3,11,7)(4,12,8)")
phi(c)

O

Note que el elemento ¢ debe por lo tanto estar en el nucleo de phi.

Podemos calcular el subgrupo del dominio que es el niicleo, y en este caso
un grupo ciclico de orden 3 al interior del grupo ciclico de orden 12. Podemos
calcular la imagen de cualquier subgroup, pero aci construiremos la imagen
homomorfa completa entregandole el dominio completo al método .image().
Acé la imagen es un subgrupo ciclico de orden 4 dentro del grupo ciclico de
orden 20. Después podemos verificar el Primer Teorema de Isomorfia.
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K = phi.kernel(); K

Subgroup of (Cyclic group of order 12 as a permutation group)
generated by [(1,5,9)(2,6,10)(3,7,11)(4,8,12)]

Im = phi.image(C12); Im

Subgroup of (Cyclic group of order 20 as a permutation group)
generated by
[(1,6,11,16)(2,7,12,17)(3,8,13,18)(4,9,14,19)(5,10,15,20)]

Im.is_isomorphic(C12.quotient(K))

True

Ahora un ejemplo ligeramente mas complicado. El grupo dihedral Doy es el
grupo de simetrias de un poligono regular de 20 lados. Dentro de este grupo
hay un subgrupo que es isomorfo al grupo de simetrias de un pentagono regular.
.Es una sorpresa o es obvio? Acé hay una forma de precisar la afirmacion de
que “Dsg contiene una copia de Ds.”

Construimos el dominio y encontramos sus generadores, asi sabemos cuan-
tas imagenes proveer en la definicién del homomorfismo. Despunes construimos
el codominio, del que construiremos imagenes. Nuestra elecciéon aca es enviar
una reflexion en una reflexion, y una rotacién en una rotacion. Pero las rota-
ciones deben ambas tener orden 5, y ambas ser rotaciones en 72 grados.

G = DihedralGroup (5)
H = DihedralGroup (20)
G.gens ()

[(1,2,3,4,5), (1,5)(2,4)]

H.gens ()

[¢1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20),
(1,20)(2,19)(3,18)(4,17)(5,16)(6,15)(7,14)(8,13)(9,12)(10,11)]

x = H.gen(0) "4
y = H.gen(1)
rho = PermutationGroupMorphism(G, H, [x, yl)

rho.kernel ()

Subgroup of (Dihedral group of order 10 as a permutation

group)
generated by [()]

Como el nticleo en trivial, rho es una funcion 1-1 (ver el Ejercicio 11.3.18). Pero
maés importante, por el Primer Teorema de Isomorfia, G es isomorfo a la imagen
del homomorfismo. Calcularemos la imagen para verificar la afirmacion.

Im = rho.image(G); Im

Subgroup of (Dihedral group of order 40 as a permutation
group)

generated by

[(1,5,9,13,17)(2,6,10,14,18)(3,7,11,15,19)(4,8,12,16,20),

(1,20)(2,19)(3,18)(4,17)(5,16)(6,15)(7,14)(8,13)(9,12)(10,11)1]
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Im.is_subgroup (H)

True

Im.is_isomorphic(G)

True

Simplemente dando una lista de imagenes para los generadores del dominio no
es una garantia de que la funciéon pueda extenderse a un homomorfismo. Para
empezar, el orden de cada imagen debe dividir al orden de la preimagen core-
spondiente. (;Puede demostrar esto?) Similarmente, si el dominio es abeliano,
entonces la imagen debe también ser abeliana, as{ en este caso las imagenes
no debiesen generar un subgrupo no abeliano. Aca hay un ejemplo. No hay
homomorfismos de un grupo ciclico de orden 7 a un grupo ciclico de orden 4
(salvo la funcion trivial que lleva a todos los elementos a la identidad). Para
ver esto, considere los posibles 6rdenes del ntcleo, y de las dos posibilidades,
vea que una es imposible y que la otra se realiza con el homomorfismo trivial.
Desafortunadamente, Sage acttia como si no hubiera nada malo en crear un
homomorfismo entre estos dos grupos, pero lo que Sage crea es initil y produce
errores si trata de usarlo.

G CyclicPermutationGroup(7)

H = CyclicPermutationGroup (4)

tau = PermutationGroupMorphism_im_gens (G, H, H.gens())
tau

Permutation group morphism:
From: Cyclic group of order 7 as a permutation group
To: Cyclic group of order 4 as a permutation group
Defn: [(1,2,3,4,5,6,7)]1 -> [(1,2,3,4)]

tau.kernel ()

Traceback (most recent call last):

RuntimeError: Gap produced error output

En lugar de crear homomorfismos por nosotros mismos, en ciertas situaciones
Sage sabe de la existencia de homomorfismos naturales y los creara para
nosotros. Un caso de estos es la construcciéon del producto directo. Dado
un grupo G, el método .direct_product(H) creara el producto directo G x H.
(Este no es el mismo comando que la funciéon direct_product_permgroups() from
before.) Este comando no solo crea el producto directo, sino que ademas con-
struye cuatro homomorfismos, uno con dominio GG, uno con dominio H y dos
con dominio G X H. Asi la salida consiste de cinco objetos, el primero de los
cuales es el grupo en si, y los restantes son homomorfismos. Mostraremos un
ejemplo acna y dejaremos una investigacion méas exhaustiva para los ejercicios.

G = CyclicPermutationGroup(3)
H = DihedralGroup (4)

results = G.direct_product (H)
results[0]

Permutation Group with generators [(4,5,6,7), (4,7)(5,6),
(1,2,3)1
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results[1]

Permutation group morphism:
From: Cyclic group of order 3 as a permutation group
To: Permutation Group with generators
[(4,5,6,7), (4,7)(5,6), (1,2,3)]
Defn: Embedding( Group( [ (1,2,3), (4,5,6,7), (4,7)(5,6) 1]
), 1)

results[2]

Permutation group morphism:
From: Dihedral group of order 8 as a permutation group
To: Permutation Group with generators
[(4,5,6,7), (4,7)(5,6), (1,2,3)]
Defn: Embedding( Group( [ (1,2,3), (4,5,6,7), (4,7)(5,6) 1
), 2

results[3]

Permutation group morphism:
From: Permutation Group with generators
[(4,5,6,7), (4,7)(5,6), (1,2,3)]

To: Cyclic group of order 3 as a permutation group
Defn: Projection( Group( [ (1,2,3), (4,5,6,7), (4,7)(5,6) 1]
)Y 1 )

results[4]

Permutation group morphism:
From: Permutation Group with generators
[(4,5,6,7), (4,7)(5,6), (1,2,3)]

To: Dihedral group of order 8 as a permutation group
Defn: Projection( Group( [ (1,2,3), (4,5,6,7), (4,7)(5,6) 1]
), 2)

11.6 Ejercicios Sage

1. Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en si mismo. La fun-
cion identidad (x — ) siempre es un isomorfismo, que consideramos trivial.
Use Sage para construir un automrfismo no trivial del grupo ciclico de orden
12. Verfique que la funciéon es biyectiva calculando su imagen y su ntcleo y
realizando pruebas en estos subgrupos. Ahora construya todos los posibles
automorfismos del grupos ciclico de orden 12 sin repeticiones.

2. Los cuatro homomorfismos creados por la construccion del producto directo
son cada uno un ejemplo de una construccié mas general de homomorfismos que
involucran los grupos G, H y G x H. Usando los mismos grupos del ejemplo en
la subseccion anterior, vea si puede descubrir y describir estas construcciones
con definiciones exactas de los cuatro homomorfismos en general.

Las herramientas para investigar homomorfismos de grupos en Sage group
son limitadas, se puede tomar cada generador del dominio y ver cudl es su
imagen. A continuacién un ejemplo de este tipo de calculo que puede realizar
repetidamente. Investigaremos el segundo homomorfismo. FEl dominio es el
grupo dihedral, y calcularemos la imagen del primer generador.
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G CyclicPermutationGroup (3)
H DihedralGroup (4)

results = G.direct_product (H)
phi = results[2]

H.gens ()

[(1,2,3,4), (1,4)(2,3)]

a = H.gen(0); a

(1,2,3,4)

phi(a)

(4,5,6,7)

3. Considere dos grupos de permutaciones. El primero es el subgrupo de S7
generado por (1,2,3) y (4,5,6,7). El segundo es el subgrupo de S5 generado
por (1,2,3)(4,5,6)(7,8,9)(10,11,12) y (1,10,7,4)(2,11,8,5)(3,12,9,6). Con-
struya estos dos grupos y use el comando Sage apropiado para ver que son
isomorfos. Después construya un homomorfismo entre estos dos grupos que
sea un isomorfismo e incluya suficientes detalles para verificar que la funcion
es realmente un isomorfismo.

4. El segundo péarrafo de este capitulo describe informalmente un homomor-
fismo de S,, a Zs, donde las permutaciones pares se envian todas en uno de los
elementos y las impares en el otro elemento. Reemplace .S,, por Sg y reemplace
Zo por la version permutacional del grupo ciclico de orden 2, y construya un
homomorfismo no trivial entre estos dos grupos. Evaltie su homomorfismo en
suficientes permutaciones pares e impares para convencerse de que esté cor-
recto. Después construya el niicleo y verifique que es el grupo que espera que
sea.

Hints: Primero, decida que elementos del grupo de orden 2 estara asociado con
las permutaciones pares y cuél con las impares. Examine los generadores de
S¢ para ayudarle a decidir como definir el homomorfismo.

5. El grupo dihedral Dy tiene varios subgrupos normales, como se ve mas
abajo. Cada uno de estos es el nicleo de un homomorfismo cuyo dominio es
Dyp. Para cada subgrupo normal de Dy construya un homomorfismo de Doy
a Doy que tenga el subgrupo normal como su nicleo. Incluya verificaciones
en su trabajo de que esta obteniendo los nucleos deseados. Hay un patréon en
muchos de estos, pero los tres de orden 20 seran un desafio.

G = DihedralGroup (20)
[H.order () for H in G.normal_subgroups ()]

[1, 2, 4, 5, 10, 20, 20, 20, 40]
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Grupos de Matrices y
Simetria

Cuando Felix Klein (1849-1925) acept6 una catedra en la Universidad de Er-
langen, en su discurso inaugural, describié un programa para clasificar difer-
entes geometrias. Central al programa de Klein era la teoria de grupos: él
consideraba que la geometria consiste en estudiar las propiedades que quedan
invariantes bajo grupos de transformaciones. Los grupos, especialmente los
grupos de matrices, ha ganado mucha importancia en el estudio de simetrias
y tienen aplicaciones en otras disciplinas tales como quimica y fisica. En la
primera parte de este capitulo, examinaremos algunos de los grupos de ma-
trices clasicos, tales como el grupo lineal general, el grupo lineal especial, y
el grupo ortogonal. Usaremos luego estos grupos para estudiar algunas de las
ideas detras de la simetria geométrica.

12.1 Grupos de Matrices
Algunos Resultados de Algebra Lineal

Antes de estudiar grupos de matrices, debemos ercordar algunos resultados
basicos de algebra lineal. Una de las ideas fundamentales de &lgebra lineal
es la de una transformacién lineal. Una transformacion lineal o funcion
lineal T : R® — R™ es una funciéon que respeta (o preserva) la suma de
vectores y la multiplicaciéon por escalares; es decir, para vectores x e y en R™
y un escalar a € R,

Tx+y)=T(x)+T(y)
T(ay) = oT(y).
Una matriz de m x n con coeficientes en R representa una transformacion lineal

de R™ a R™. Si escribimos vectores x = (z1,...,2Z,)" ey = (y1,...,9yn)" en
R™ como matrices de una columna, entonces una matriz de m x n

a1 ai2 0 Qln

a1 a2 e A2n
A=

am1  Am2 o Qmn

envia a los vectores en R™ linealmente por multiplicaciéon matricial. Observe
que si « es un namero real,

Alx+y)=Ax+ Ay and aAx = A(ax),

203
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donde
Z1
X2

Tn

Con frecuencia abreviaremos la matriz A escribiendo (a;;).
Reciprocamente, si T' : R® — R™ es una funcién lineal, podemos asociar
una matriz A con T considerando lo que T le hace a los vectores

t
e, = (0,0,...,1)".
Podemos escribir cualquier vector x = (1, ..., Z,)" como

ri€e1 + xo€o + -+ 1€,

Asi, si
T(e1) = (a11, a1, .., am1)",
T(e2) = (alg, a2, ... ,a,mg)t,
T(en) - (a1n7 A2ny -« - 7amn)ta
entonces

T(x) =T(x1€1 + 2262+ -+ + Tpey)
=x1T(e1) + z2T(e2) + -+ x,T(ey,)

n n t
_ (zzm)
k=1 k=1
= Ax.
Ejemplo 12.1. Si T : R? — R? es la funcién dada por
T(x1,22) = (2z1 + 5xo, —4a1 + 322),

los axiomas que T debe satisfacer para ser una transformacion lineal se verifican
facilmente. Los vectores columna Te; = (2, —4)" y Tes = (5,3)" nos dicen que

T esta dada por la matriz
2 5
A= .

Como estamos interesados en grupos de matrices, necesitamos saber qué
matrices tienen inverso multiplicativo. Recuerde que una matriz A de n x n
es invertible si y solo si existe otra matriz A~! tal que AA™' = A7'A =1,
donde

10 --- 0
o1 --- 0
I =
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es la matriz identidad de n x n. De algebra lineal sabemos que A es invertible
si y solo si el determinante de A es distinto de cero. También se dice que una
matriz invertible es no singular.

Ejemplo 12.2. Si A es la matriz

G )

entonces la inversa de A es

Sabemos que A~! existe, pues det(4) =2-3 —5-1=1 no es cero.

Algunos otros hechos sobre determinantes resultaran ttiles en el transcurso
de este capitulo. Sean A y B matrices de n X n. De algebra lineal tenemos las
siguientes propiedades de los determinantes.

e El determinante es un homomorfismo al grupo multiplicativo de los niimeros
reales; es decir, det(AB) = (det A)(det B).

e Si A es una matriz invertible, entonces det(A~1) = 1/ det A.

e Si definimos la transpuesta de una matriz A = (a;;) como A' = (aj;),
entonces det(A") = det A.

e Sea T la transformacion lineal asociada con una matriz A de n X n.
Entonces T' multiplica voltmenes por un facor de |det A|. En el caso de
R?, esto quiere decir que 7' multiplica 4reas por | det A|.

Funciones lineales, matrices, y determinantes se pasan en un curso elemen-
tal de algebra lineal; pero, si no ha tenido un curso asi, es un proceso simple
verificar estas propiedades directamente para matrices de 2 x 2, que es el caso
que mas nos interesara.

El Grupo Lineal General y el Grupo Lineal Especial

El conjunto de todas las matrices invertibles de n x n forma un grupo llamado
grupo lineal general. Denotaremos este grupo porGL,(R). El grupo lineal
general tiene varios subgrupos importantes. La propiedad multiplicativa del
determinante implica que el conjunto de las matrices cuyo determinante es uno
es un subgrupo del grupo lineal general. Dicho de otra forma, supongamos que
det(A) = 1 y que det(B) = 1. Entonces det(AB) = det(A)det(B) = 1y
det(A~!) = 1/det A = 1. Este subgrupo se llama grupo lineal especial y se
denota por SL,(R).

Ejemplo 12.3. Dada una matriz de 2 x 2

a b
A =
(- 2)
el determinante de A es ad—be. El grupo GL2(R) consiste de aquellas matrices
para las que ad — bc # 0. La inversa de A es

1 d —b
ATl = .
ad — bc (c a >
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Si A esta en SL2(R), entonces

Al d —b
- a)’
Geométricamente, SLo(R) es el grupo que preserva las areas de los paralelo-

gramos. Sea
1 1
=0 1)

en SLy(R). En la Figura 12.4, el cuadrado unitario correspondiente a los
vectores x = (1,0)* y y = (0,1)" es enviado por A al paralelégramo con lados
(1,0)* y (1,1)% es decir, Ax = (1,0)" y Ay = (1,1)'*. Note que estos dos
paralelégramos tienen la misma area.

(1,0) o (1,0) x

Figura 12.4: SL2(R) actuando en el cuadrado unitario

El Grupo Ortogonal O(n)

Otro subgrupo de GL,(R) es el grupo ortogonal. Una matriz A es ortogonal
si A=1 = At. El grupo ortogonal consiste en el conjunto de todas las matrices
ortogonales. Escribimos O(n) para el grupo ortogonal de n x n. Dejamos como
ejercicio demostrar que O(n) es un subgrupo de GL,,(R).

Ejemplo 12.5. Las siguiente matrices son ortogonales:

—1/V/2 0 1/v2
(2 ) (e, ). [ wve —2ive v
/5 3/5 V3/2  1/2 VG 1V 1V3

Hay una forma mas geométrica de ver el grupo O(n). Las matrices ortog-
onales son exactamente aquellas que preservan lad longitudes de los vectores.
Podemos definir la longitud de un vector usando el producto interno Fu-
clideano, o producto punto, de dos vectores. El producto interno Euclideano

de dos vectores x = (z1,...,2Zn) ' Y Y = (Y1, -, yn)t €8
Y1
t Y2
(x,y)=x'y=(21,22,...,2,) | . | =211+ + Z0yn.
Yn
Definimos la longitud de un vector x = (x1,...,z,)* como

Il = o = e+ 4 22,
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Asociada a la nocion de longitud de un vector esté la idea de distancia entre dos
vectores. Definimos la distancia entre dos vectores x e y como ||x — y||. De-
jamos como ejercicio demostrar la siguiente proposiciéon sobre las propiedades
de los productos internos Euclideanos.

Proposiciéon 12.6. Sean x, y, y w vectores en R" y « € R. Entonces
(xy) = (v, x).

(x,y +w) =(xy)+ (x,w).

(ox,y) = (x,ay) = a(x,y).

(x,x) > 0 con igualdad exactamente cuando x = 0.

Si (x,y) = 0 para todo x en R™, entonces 'y = 0.

Ejemplo 12.7. El vector x = (3,4)" tiene longitud v/32 + 42 = 5. Podemos
también ver que la matriz ortogonal

= (s )

preserva la longitud de este vector. El vector Ax = (—7/5,24/5)" también
tiene longitud 5.

Como det(AA%) = det(I) = 1 y det(A) = det(A'), el determinante de
cualquier matriz ortogonal es 1 o —1. Considere los vectores columna

Qn j

de la matriz ortogonal A = (a;;). Since AA* =1, (a,,a,) = d,,, donde

1 r=s
Ors = { 0 r#s
es la delta de Kronecker . Asi, los vectores columna de una matriz ortogonal
todos tienen longitud 1; y el producto interno Euclideano de vectores columna
distintos es cero. Cualquier conjunto de vectores que satisface esta propiedad
se llama conjunto ortonormal. Reciprocamente, dada una matriz A de nxn
cuyas columnas forman un conjunto ortonormal, se tiene que A=t = A*.
Decimos que una matriz A preserva distancias, o preserva el producto
interno cuando |[Tx — Ty|| = )x — yll, |[Tx| = x|, o (Tx,Ty) = (x,y),
respectivamente. El siguiente teorema, que caracteriza el grupo ortogonal,
establece que estos conceptos son iguales.

Teorema 12.8. Sea A una matriz de n X n. Los siguientes enunciados son
equivalentes.

1. Las columnas de la matriz A forman un conjunto ortonormal.
2. A7l = A%
3. Para vectores cualquiera x ey, (Ax, Ay) = (x,y).

4. Para vectores cualquiera x ey, ||Ax — Ay|| = ||lx -y
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5. Para cualquier vector x, || Ax| = ||x||.

DEMOSTRACION. Ya hemos mostrado la equivalencia de (1) y (2).
(2) = (3)

(Ax, Ay) = (Ax)' Ay
=x'A' Ay
(x,y).

(3) = (2). Como

(x,x) = (Ax, Ax)
=x"A"Ax
= (x, A" Ax),

sabemos que (x, (A*A — I)x) = 0 para todo x. Por lo tanto, A*A—T =100
A~ = At

(3) = (4). Si A preserva el producto interno, entonces A preserva distan-
cias, pues

[Ax — Ay|[]* = [[A(x —y)|?
= (A(x—y), A(x~y))
=x-y,x-y)
=[x -yl

(4) = (5). Si A preserva distancias, entonces A preserva longitudes.
Tomando y = 0, tenemos

[Ax[| = [[Ax — Ay || = []x = y || = [Ix]|-

(5) = (3). Usamos la siguiente identidad para mostrar que la preservacion
de longitudes implica la preservacion del producto interno:

1
(e y) = 5 [+ vl = lIx]” = llyl*] -
Observe que
1
(Ax, Ay) = 3 [[[Ax + Ay|* — [[Ax]* - [|Ay]?]
1
= 5 [1AG+ ) = [14x]* - [ Ay|]
1
=3 [l +yII” = 1% = [ly[I”]

I
£l
=

O
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(sin 6, — cos 6)

(a,b) (cos @, sin @)

(a7 _b)

Figura 12.9: O(2) actuando en R?

Ejemplo 12.10. Examinemos el grupo ortogonal enR? en mayor detalle. Un
elemento 7' € O(2) esta determinado por su accion en e; = (1,0)" y ey =
(0,1)*. Si T'(e1) = (a,b)", entonces a® + b* =1y T(ez) = (—b,a)t. Luego, T
puede ser representada por

A_ (@ —b\ _ [cosf —sinf
“\b a /) \sin@® cosb )’

donde 0 < @ < 27r. Una matriz T en O(2) ya sea refleja o rota un vector en R?
(Figura 12.9). Una reflexion respecto al eje horizontal esta dada por la matriz

1 0
0 —-1)°
mientras una rotacién en un angulo 6 en sentido antihorario debe venir de una

matriz de la forma
cosf siné
sinf —cosf/’

Una reflexion respecto a una recta £ es simplemente una relfexion respecto al
eje horizontal seguida de una rotacion. Si det A = —1, entonces A corresponde
a una reflexion.

Dos de los otros grupos de matrices o relacionados a matrices que consider-
aremos son el grupo ortogonal especial y el grupo de movimientos Euclideanos.
El grupo ortogonal especial, SO(n), e simplemente la interseccion de O(n) y
SL,(R); es decir, aquellos elementos en O(n) con determinante uno. El grupo
FEuclideano, E(n), puede ser escrito como pares ordenados (A,x), donde A
estd en O(n) y x esta en R”. Definimos la multiplicacion como

(A,x)(B,y) = (AB, Ay + x).

La identidad del grupo es (I,0); el inverso de (A4,x) es (A7!,—A7'x). En
el Ejercicio 12.3.6, debe verificar que F(n) es realmente un grupo con esta
operacion.
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/x+y

Figura 12.11: Traslaciones en R?

12.2 Simetria

Una isometria o movimiento rigido en R" es una funcion f de R™ en R™
que preserva distancias. Esto quiere decir que f debe satisfacer

1F) = F =[x =yl

para todo x,y € R™. No es dificil mostrar que f debe ser inyectiva. Por el
Teorema 12.8, cualquier elemento en O(n) es una isometria en R"™; pero, O(n)
no incluye todas las posibles isometrias en R™. La traslaciéon por un vector x,
Ty(x) = x+y también es una isometria (Figura 12.11); Pero, T no puede estar
en O(n) pues no es una funcion lineal.

Estamos fundamentalmente interesados en las isometrias en R?. De he-
cho, las tinicas isometrias en R? son rotaciones en torno al origen, reflexiones
respecto a rectas, traslaciones y combinaciones de estas. Por ejemplo, una re-
flexion deslizante es una traslacion seguida de una reflexion (Figura 12.12).
En R” todas las isometrias estan dadas de la misma forma. La demostrcion se
generaliza facilmente.

Y )

Figura 12.12: Reflexion deslizante
Lema 12.13. Una isometriaf que fija el origen en R? es una transformacion
lineal. En particular, [ estd dada por un elemento en O(2).

DEMOSTRACION. Sea f una isometria en R? que fija el origen. Mostraremos
primero que f preserva el producto interno. Como f(0) = 0, ||f(x)|| = ||x||;
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por lo tanto,

%1 = 20£ (), f &) + Iy lI* = IF GO = 2(f (%), f(3)) + I F (I
= {fx) = f(y), f(x) = F(¥))

= /() = F&)IP
=[x -yl
= <X7YaX7Y>

= [xI* - 2(x,y) + llyll*.

Asi,
(f(x), f(y)) = (x,¥)

Sean e; y e> (1,0)* y (0,1)®, respectivamente. Si
x = (r1,72) = 2101 + T2€0,

entonces

f) = (f(x), f(er)) fler) + {f(x), f(e2)) f(e2) = x1f(e1) + w2 f(e2).

La linealidad de f se deduce facilmente. O

Para una isometria arbitraria, f, Ty f fijara el origen para algin vector x
en R?; luego, Ty f(y) = Ay para alguna matriz A € O(2). Asi, f(y) = Ay +x.
Dadas las isometrias

fly) = Ay +x;
9(y) = By + xa,

s composicién es

f(9(y)) = f(By +%2) = ABy + Axs +x;.

Este tltimo calculo nos permite identificar el grupo de isometrias en R? con
E(2).

Teorema 12.14. El grupo de isometrias en R? es el grupo Euclideano, E(2).

Un grupo de sitmetria en R™ es un subgrupo del grupo de isometrias en
R™ que fija un conjunto de puntos X C R™. Es importante darse cuenta que
el grupo de simetria de X depende tanto de R™ como de X. Por ejemplo, el

grupo de simetria del origen en R! es Zs, pero el grupo de simetria del origen
en R? es O(2).

Teorema 12.15. Los tinicos grupos de simetria finitos en R? son Z,, y D,,.

DEMOSTRACION. Sea G = {f1, fa,..., fn} un grupo de simetria finito que fija
un conjunto de puntos X C R?. Escoja un punto x € X. Este punto puede no
ser un punto fijo—puede ser llevado por GG a otro punto en X. Definamos un
conjunto S = {y1,y2,...¥n}, donde y;, = f;(x). Ahora, sea

n
1
zZ = — E X;.
n
i=1
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Si bien el punto z no necesariamente esta en el conjunto X, queda fijo por
todos los elementos del grupo de simetria. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que z es el origen.

Un grupo de simetria finito G en R? que fija el origen debe ser un subgrupo
finito de O(2), pues las traslaciones y tralaciones deslizantes tienen orden in-
finito. NO ENTIENDO Por el Ejemplo 12.10, los elementos en O(2) son ya
sea rotaciones de la forma

cosf) —sin6
Ro = (sin9 cos 6 )
o reflexiones de la forma

T, — cosp —sing) (1 0\ [cos¢ sing
¢~ \sing cose 0 —1) \sing —cos¢p/’

Notemos que det(Rg) = 1, det(Ty) = —1, y T; = I. Podemos dividir la
demostraciéon en dos casos. En el primer caso, todos los elementos en G tienen
determinante uno. En el segundo caso, existe al menos un elemento en G con
determinante —1.

Caso 1. El determinante de cada elemento en G es uno. En este caso
todo elemento en G debe ser una rotacion. Como G es finito, existe un angulo
positivo minimo, digamos 6y, tal que el correspondiente elemento Ry, es la
menor rotacién en la direccién positiva. Afirmamos que Ry, genera a G. Si
no, para algin entero positivo n hay un angulo 6, entre ny y (n + 1)8y. Si
es asi, entonces (n 4+ 1)fy — 61 corresponde a una rotaciéon menor a 6y, lo que
contradice la minimalidad de 6.

Caso 2. El grupo G contiene una reflexion T'. El niucleo del homomorfismo
¢ : G — {—1,1} dado por A — det(A) consiste de los elmentos cuyo determi-
nante es 1. Por lo tanto, |G/ ker ¢| = 2. Sabemos que el nicleo es ciclico por
el caso 1 y es un subgrupo de G de, digamos, orden n. Luego, |G| = 2n. Los
elementos de G son

Ry,...,Ry " TRy,..., TR,
Estos elementos satisfacen la relaciéon
TRyT = R,".

De manera que, G es isomorfo a D,, en este caso. U

Los Grupos Cristalograficos del Plano

Supongamos que queremos deseamos estudiar los patrones de empapelamiento
del plano o los cristales en tres dimensiones. Los patrones de empapelamiento
son simplemente patrones que se repiten en el plano (Figura 12.16). Los anélo-
gos de estos patrones en R? son cristales, que podemos entender como patrones
repetidos de moléculas en tres dimensiones (Figura 12.17). El equivalente
matematico de un empapelamiento o patrén cristalografico se llama reticu-
lado.
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Figura 12.16: Un patrén de empapelamiento en R?

Figura 12.17: Una estructura cristalina en R3

Examinemos los patrones en el plano con un poco més de detalle. Supong-
amos que X e y son vectores linealmente independientes en R?; es decir, uno
de ellos no puede ser un multiplo escalar del otro. El reticulado de x e y
es el conjunto de todas las combinaciones lineales mx 4+ ny, donde m y n son
enteros. Los vectores x e y se dice que son una base para el reticulado.

Note que un reticulado puede tener diferentes bases. Por ejemplo, los vec-
tores (1,1)" y (2,0)* forman el mismo reticulado que los vectores (—1,1)" y
(—1,-1)" (Figura 12.18). Pero, cualquier reticulado est4 completamente de-
terminado por una base. Dadas dos bases para el mismo reticulado, digamos
{x1,%x2} y {y1,¥2}, podemos escribir

Y1 = a1X1 + qeXa

Y2 = B1x1 + foxa,

donde a1, g, 81, ¥y P2 son enteros. La matriz correspondiente a esta transfor-

macién es
a1 Q9
U= .
(51 52)

Si queremos expresar x; y Xz en términs de y; e ys, solo debemos calcular

U~ es decir,
)
y2 X2

Como U tiene coeficientes enteros, U ~! también debe tener coeficientes enteros;
luego los determinantes de U y U~! deben ser enteros. Como UU ! = I,

det(UU 1) = det(U) det(U 1) = 1;
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de manera que, det(U) = 1. Una matriz con determinante +1 y coeficientes
enteros se llama unimodular. Por ejemplo, la matriz

3 1

5 2
es unimodular. Deberia ser claro que hay una longitud minima para los vectores
en un reticulado.

Figura 12.18: Un reticulado en R?

Podemos clasificar los reticulados estudiando sus grupos de simetria. El
grupo de simetria de un reticulado es el subgrupo de E(2) que envia el retic-
ulado en si mismo. Consideramos que dos reticulados en R? son equivalentes
si tienen el mismo grupo de simetria. De forma similar, la clasificacion de
cristales en R? se obtiene asociando un grupo de simetria, llamado grupo es-
pactal, con cada tipo de cristal. Dos reticulados se consideran diferentes si
sus grupos espaciales no son iguales. La pregunta natural que surge ahora es
cuantos grupos espaciales existen.

Un grupo espacial esta compuesto de dos partes: un subgrupo de traslacion
y uno puntual. Un subgrupo de traslacion es un subgrupo abeliano infinito
del grupo espacial formado por las simetrias traslacionales del cristal; el grupo
puntual es un grupo finito que consiste de rotaciones y reflexiones del cristal
en torno a un punto. Mas especificamente, un grupo espacial es un subgrupo
G C E(2) cuyas traslaciones son un conjunto de la forma {(I,¢) : t € L},
donde L es un reticulado. Los grupos espaciales son, por supuesto, infinitos.
Usando argumentos geométricos, podemos demostrar el siguiente teorema (ver

[5] o [6]).
Teorema 12.19. Todo grupo d etraslacion en R? es isomorfo a Z x 7Z.

El grupo puntual de G es Gy = {A: (A,b) € G for some b}. En particular,
Go es un subgrupo de O(2). Supongamos que X es un vector en un reticulado
L con grupo espacial GG, grupo de traslacion H, y grupo puntual Gy. Para
cualquier elemento (A,y) en G,

(A y)I,x)(Ay) " = (A Ax+y)(A~',-A"y)
= (AA™Y, —AA 'y + Ax +y)
= (I, Ax);

luego, (I, Ax) esta en el grupo de traslacion de G. Mas especificamente, Ax
deve estar en el reticulado L. TEs importante notar que Gy no es usualmente
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un subgrupo del grupo espacial G; pero, si T es el grupo de traslacion de G,
entonces G/T = G. La demostracion del siguiente teorema se puede encontrar

en [2], [5], o [6].

Teorema 12.20. El grupo puntual en un grupo cristalogrdfico plano es iso-
morfo a Z, o a Dy, donden =1,2,3,4,6.

Para contestar la pregunta de cémo los grupos puntuales y los grupos de
trslacion pueden ser combinados, debemos mirar los distintos tipos de reticu-
lados. Los reticulados pueden ser clasificados por la estructura de una celda
del reticulado. Las posibles formas de celda son paralelégramo, rectangular,
cuadrada, rémbica y hexagonal (Figura 12.21). Los grupos cristalograficos
planos pueden ahora ser clasificados de acuerdo a los tipos de reflexiones que
ocurren en cada grupo: estas son reflexiones ordinarias, reflexiones deslizantes,
ambas o ninguna.

Rectangular
Cuadrada Roémbica
Paralelogramo
Hexagonal

VAVAVAN

Figura 12.21: Types of lattices in R?
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Notacion y Reflexiones o
Grupos Espaciales Grupo Puntual Tipo de Reticulado Reflexiones Deslizantes?
pl 7 paralelogramo ninguna
p2 Lo paralelogramo ninguna
p3 Zs hexagonal ninguna
p4 Zy cuadrada ninguna
pb6 Zg hexagonal ninguna
pm D, rectangular reflexiones
pg D, rectangular reflexiones deslizantes
cm Dy rombica ambas
pmm Dy rectangular reflexiones
pmg Do rectangular reflexiones deslizantes
pgg D- rectangular ambas
c2mm Ds rémbica ambas
p3ml, p3lm Dg hexagonal ambas
pdm, pdg D, cuadrada ambas
pbm Dg hexagonal ambas

Cuadro 12.22: The 17 wallpaper groups

Teorema 12.23. Hay exactamente 17 grupos critalogrdficos planos.

E;

T+
5

—ﬂ»

pdm p4g

i
o
]

Figura 12.24: Los grupos cristalograficos p4m y p4g

Los 17 grupos critalograficos planos estan listados en la Tabla 12.22. Los
grupos p3ml y p31lm pueden ser distinguidos segin si todos sus centros triples
estan en los ejes de reflexion: los de p3ml deben estar, mientras los de p31lm
puede que no. Similarmente, los centros cuuddruples de p4dm deben estar en
los ejes de reflexion mientras los de p4g no necesariamente (Figura 12.24).
La demostracién completa de este teorema se puede encontar en varias de las
referencias la final de este capitulo, incluyendo [5], [6], [10], y [11].

Sage Atun no hemos incluido material Sage para este capitulo.

Nota Historica

Los grupos de simetria han intrigado a mateméticos por mucho tiempo. Leonardo
da Vinci fue probablemente la primera persona en conocer todos los gru-
pos puntuales. En el Congreso Internacional de Matematicos en 1900, David
Hilbert dio una ahora famosa charla indicando los 23 problemas apra guiar las
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matematicas en el siglo XX. El problema 18 de Hilbertpreguntaba si los grupos
critalograficos en dimensiéon n serian siempre un nimero finito. En 1910, L.
Bieberbach demostré que los grupos cristalograficos son un ntmero finito en
cada dimensién. Descubrir cunantos de estos grupos existen en cada dimen-
si6n es harina de otro costal. En R? hay 230 grupos espaciales diferentes; en
R* hay 4783. Nadie ha sido capaz de calcular el nimero de grupos espaciales
para R® y mas alla. Es interesante notar que los grupos cristalograficos fueron
encontrados mateméaticamente para R3 antes de que los 230 diferentes tipos de
cristales hubieran sido descubiertos en la naturaleza.

12.3 Ejercicios

1. Demuestre la identidad

(x,y) =5 [lIx+yl* = lIx* = llyl*] -

N —

2. Muestre que O(n) es un grupo.

3. Demuestre que las siguientes matrices son ortogonales. ;Estd alguna de
estas matrices en SO(n)?

(a) (©)
(Uﬁ —1/\@) Vs 0 35

1/V2  1/v2 -3/V5 0 4/V5
0 -1 0

/3 2/3 —2/3
1/vV5  2/V/5 -2/3 2/3 1/3
(—2/\/5 1/\/5> -2/3 1/3 2/3

4. Determine el grupo de simetria de cada una de las figuras en la Figura 12.25.

(b)
Figura 12.25

5. Sean x,y,y w vectores en R” y a € R. Demuestre las siguientes propiedades
de los productos internos.

(a) (x,y) = (y,%).
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(b) (x,y + W) = (x,y) + (x,W).
(c
(

d

{

(ox,y) = (x,ay) = alx,y).

(x,x) > 0 con igualdad exactamente cuando x = 0.
I

)
)
)
()

f (x,y) = 0 para todo x en R”, then y = 0.

6. Compruebe que
E(n)={(A,x): A€ O(n) y x e R"}

es un grupo.

7. Demuestre que {(2,1),(1,1)} v {(12,5),(7,3)} son bases para el mismo
reticulado.

8. Sea G un subgrupo de E(2) y supongamos que T es el subgrupo de trasla-
ciones de G. Demuestre que el grupo puntual de G es isomorfo a G/T.

9. Sea A € SLy(R) y supongamos que los vectores x y y forman dos lados de
un paralelogramo en R%. Demuestre que el area de este paralelogramo es la
misma la del paralelogramo de lados Ax y Ay.

10. Demuestre que SO(n) es un subgrupo normal de O(n).
11. Muestre que cualquier isometria f en R™ es una funcion inyectiva

12. Demuestre o refute: Un elemento en E(2) de la forma (A, x), donde x # 0,
tiene orden infinito.

13. Demuestre o refute: Existe un subgrupo abeliano infinito de O(n).

14. Sea x = (1, x2) un punto del circulo unitario en R?; es decir, 22 + 22 = 1.
Si A € O(2), muestre que Ax también pertenece al circulo unitario.

15. Sea G un grupo con un subgrupo H (no necesariamente normal) y un
subgrupo normal N. Entonces G es un producto semidirecto de N por H
si

e HNN = {id};
e HN =G.
Muestre que se cumple lo siguiente.
(a) S es el producto semidirecto de A3 por H = {(1),(12)}.

(b) El grupo de cuaterniones, Qg, no puede ser escrito como un producto
semidirecto (no trivial).

(¢) E(2) es el producto semidirecto de O(2) por H, donde H consiste de todas
las traslaciones en R2.

16. Determine cual de los 17 grupos cristalograficos del plano preserva la
simetria del patron en la Figura 12.16.

17. Determine cuél de los 17 grupos cristalograficos del plano preserva la
simetria del patrén en la Figura 12.26.
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Q
Q
Q

Figura 12.26

18. Encuentre el grupo de rotaciones de un dodecahedro.

19. Para cada uno de los 17 grupos cristalograficos del plano, dibuje un patrén
mural que tenga ese grupo como grupo de simetria.
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12.5 Sage

No hay material Sage para este capitulo.
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12.6 Ejercicios en Sage

No hay ejercicios en Sage para este capitulo.
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La Estructura de Grupos

El objetivo maximo de la teoria de grupos es el de clasificar todos los grupos
modulo ismorfismo; es decir, dado un grupo particular, queremos ser capaces de
identificarlo con un grupo conocido por medio de un isomorfismo. Por ejemplo,
ya demostramos que cualquier grupo ciclico finito de orden n es isomorfo a
Zy; luego, “conocemos” todos los grupos ciclicos finitos. Probablemente no es
razonable suponer que jamas vayamos a conocer todos los gruos; sin embargo,
podemos clasificar ciertos tipos de grupos o distinguir entre grupos en casos
especiales.

En este capitulo caracterizaremos todos los grupos abelianos finitos. Tam-
bién investigaremos grupos con sucesiones de subgrupos. Si un grupo contiene
una sucesion de subgrupos, digamos

G=H,D>H, 1D DH DHy={e},

donde cada H; es normal en H;11 y cada uno de los grupos cociente H;11/H;
es abelian, entonces G es un grupo soluble. Ademas de permitirnos distinguir
entre ciertas clases de grupos, los grupos solubles resultan tener papel central
en el estudio de las soluciones de ecuaciones polinomiales.

13.1 Grupos Abelianos Finitos

Estudiando los grupos ciclicos descubrimos que todo grupo de orden primo
es isomorfo a Z,, done p es un nimero primo. También establecimos que
Lonn =2 Ly X Ly, cuando med(m,n) = 1. De hecho, hay mucho mas. Todo
grupo abeliano finito es isomorfo a un producto directo de grupos ciclicos cuyos
ordenes son potencias de primos; es decir, todo grupo abeliano finito es isomorfo
a un grupo del tipo

Zp(ln X X szn,

donde cada py, es primo (no necesariamente distintos).

Primero examinemos una leve generalizaciéon de los grupos abelianos finitos.
Supongamos que G es un grupo y sea {g;} un conjunto de elementos en G, con
i en algin conjunto de indices I (no necesariamente finito). El menor subgrupo
de G que contenga todos los g; es el subgrupo de G generado por los g;. Si este
subgrupo de G es todo G, entonces G es generado por el conjunto {g; : i € I'}.
En este caso diremos que los g; son generadores de G. Si existe un conjunto
finito {g; : ¢ € I'} que genere a G, entonces G es finitamente generado.

Ejemplo 13.1. Obviamente, todos los grupos finitos son finitamente gener-
ados. Por ejemplo, el grupo S3 es generado por las permutaciones (12) y
(123). El grupo Z X Z,, es un grupo infinito pero es finitamente generado por

{(1,0),(0,1)}.

221
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Ejemplo 13.2. No todos los grupos son finitamente generados. Consideremos
los ntimeros racionales Q con la suma. Supongamos que Q es finitamente
generado con generadores p1/q1, ..., Pn/qn, donde cada p;/g; es una fraccion
reducida. Sea p un primo que no divide a ninguno de los denominadores
q1,-.-,qn. Afirmamos que 1/p no puede estar en el subgrupo de Q generado
pOr p1/q1,- -, DPn/Gn, pues p no divide al denominador de ningtan elemento de
este subgrupo. Esto es facil de ver pues la suma de dos generadores cualquiera
es
Pi/q +pj/q = (pigqj + p;ai)/(qiq;)-

Proposicion 13.3. Sea H el subgrupo de un grupo G generado por {g; € G :
i € I'}. Entonces h € H si y solo si es un producto de la forma

— %1 4On
h = 9, 9, s
donde los g;, no son necesariamente diferentes.

DEMOSTRACION. Sea K el conjunto de todos los productos de la forma gi** - - - gi'",

donde los g;, no son necesariamente diferentes. Ciertamente K es un subcon-

junto de H. Solo debemos mostrar que K es un subgrupo de G. Si es asi,

entonces K = H, pues H es el menor subgrupo que contiene todos los g;s.
Claramente, K es cerrado bajo la operacion del grupo. Como ¢¥ = 1, la

identidad estd en K. Falta mostrar que el inverso de un elemento g = gfll o gf

en K también estd en K. Pero,

— k kn\— —kn, —k
g 1:(91,11...91,”’) lz(gin 911 1), O

El motivo por el que potencias de un cierto g; podrian ocurrir varias veces
en el producto es que el grupo podria no ser abeliano. Pero, si el grupo es
abeliano, entonces los g; solo necesitan aparecer una vez. Por ejemplo, un
producto como a~3b%a” en un grupo abeliano siempre se puede simplificar (en
este caso, como a*b®).

Nos concentraremos ahora en los grupos abelianos finitos. Podemos expre-
sar cualquier grupo abeliao finito como un producto directo finito de grupos
ciclicos. Mas especificamente, si p es un nimero primo, diremos que un grupo
G es un p-grupo si todo elemento en G tiene como su orden una potencia de p.
Por ejemplo, tanto Zy X Zo como Z4 son 2-grupos, mientras Zs7 es un 3-group.
Demostraremos el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos que
nos dice que todo grupo abeliano finito es isomorfo a un producto directo de
p-groups. ciclicos

Teorema 13.4 (Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos). Todo
grupo abeliano finito G es isomorfo a un producto directo de grupos ciclicos de
la forma

Zp;)q X Zpgtz X+ X Zp%n

acd los p; son primos (no necesariamente diferentes).

Ejemplo 13.5. Supongamos que queremos clasificar todos los grupos abelianos
de orden 540 = 22 - 32 . 5. El Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos
Finitos nos dice que tenemos las siguientes seis posibilidades.

o 7o X Ly X Ty X Lz X Lz X Ls;
o Zo X Ty X Tz x Lg x Zs;

o Zo X Lo X Loy X Zs;

o 7y X L3 X Ly X Lz X Ls;
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OZ4X23XZQXZ5;
OZ4XZ27XZ5.

La demostracion del Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos
depende de varios lemas.

Lema 13.6. Sea G un grupo abeliano finito de orden n. Sip es un primo que
divide a n, entonces G contiene un elemento de orden p.

DEMOSTRACION. Demostraremos este lema por inducciéon. Si n = 1, entonces
no hay nada que demostrar. Ahora supongamos que el orden de G es n y que
el lema es verdadero para todos los grupos de orden k, donde k < n. Mas aiin,
sea p un primo que divide a n.

Si G no tiene subgrupos propios no triviales, entonces G = (a), donde a es
cualquier elemento distinto de la identidad. Por el Ejercicio 4.4.39, el orden
de G es primo. Como p divide a n, sabemos que p = n, y G contiene p — 1
elementos de orden p.

Ahora supongamos que G contiene un subgrupo no trivial propio H. En-
tonces 1 < |H| < n. Sip| |H|, entonces H contiene un elemento de orden p por
la hipotesis de induccion y el lema se cumple para G. Supongamos que p no
divide el orden de H. Como G es abeliano, H es un subgrupo normal de G, y
|G| = |H| - |G/H]|. De manera que p divide a |G/H|. Como |G/H| < |G| = n,
sabemos que G/H contiene un elemento aH de orden p por la hipotesis de
induccién. Luego,

H = (aH)? = d’H,

y aP € H pero a ¢ H. Si |H| = r, entonces p y r son relativamente primos, y
existen enteros s y t tales que sp + tr = 1. Ademas, el orden de aP divide a r,
v (@) = (a7} = 1.

Afirmamos que a” tiene orden p. Debemos mostrar que a” # 1. Supong-
amos que a” = 1. Entonces

Como aP € H, tenemos a = (aP)® € H, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, a” # 1 es un elemento de orden p in G. O

El Lema 13.6 es un caso particular del Teorema de Cauchy (Teorema 15.1,
que dice que si G es un grupo finito y p es un primoque divide el orden de G,
entonces G contiene un subgrupo de orden p. Demostraremos el Teorema de
Cauchy en el Capitulo 15.

Lema 13.7. Un grupo abeliano finito es un p-grupo si y solo si su orden es
una potencia de p.

DEMOSTRACION. Si |G| = p™ entonces, por el teorema de Lagrange, el orden
de cualquier g € G divide a p™, y por lo tantoes una potencia de p. Reciproca-
mente, si |G| no es una potencia de p, entonces tiene algin otro divisor primo
q, y por el Lema 13.6, G tiene un elemento de orden g por lo que no es un
Pp-grupo. O
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Lema 13.8. Sea G un grupo abeliano finito de orden n = pi*---pp*, con
P1,-- -, Pk Primos distintos y o, s, . . ., ap enteros positivos. Entonces G es el
producto drecto interno de subgrupos G1,Gas,...,Gi, donde G; es el subgrupo
de G que consiste de todos los elementos de orden p¥ para algin entero k.

DEMOSTRACION. Como G es un grupo abeliano, tenemos que G; es un sub-
grupo de G para i = 1,...,n. Como la identidad tiene orden p? = 1, sabemos
que 1 € G;. Si g € G, tiene orden p!', entonces g~! también debe tener orden
p;. Finalmente, si h € G; tiene orden pj, entonces

(gh)P = g"hPi =1-1=1,

donde ¢ es el mayor entre r y s.

Debemos mostrar que
G=G1Gy -Gy
y GiNG; = {1} para ¢ # j. Supongamos que g1 € G esta en el subgrupo gener-

ado por Ga,Gs, . ..,Gk. Entonces g1 = gags - - - gk para g; € G;. Como g; tiene
@2 Xk
P

orden p%i, sabemos que gfﬂi =1lparai=23,...,k y g? " =1. Como
el orden de g; es una potencia de p; y med(p1,p5? ---pp*) = 1, tenemos que
g1 = 1 y la interseccién de GG; con cualquiera de los subgrupos Go,Gs, ..., G

ies la identidad. Un argumento similar muestra que G; NG, = {1} para i # j.
Luego, G1Gs - - - G, es un producto directo interno de subgrupos. Como

|G1G2 - Gk| — p‘lll .. .pzk — |G|7
tenemos que G = G1Gs - - G. O

Nos falta determinar la posible estructura de cada uno de los p;-grupos G;
en el Lema 13.8.

Lema 13.9. Sea G un p-grupo abeliano finito y supongamos que g € G tiene
orden mazimal. Entonces G es isomorfo a (g} x H para algin subgrupo H de

G.

DEMOSTRACION. Por el Lema 13.7, podemos suponer que el orden de GG es p™.
Procederemos por induccién en n. Si n = 1, entonces G es ciclico de orden p
y debe estar generado por g. Supongamos ahora que el lema se cumple para
todos los enteros k con 1 < k < n y sea g de orden maximal en G, digamos
lg| = p™. Entonces a?” = e para todo a € G. Ahora elijamos h en G tal que
h ¢ (g), donde h tiene el menor orden posible. Ciertamente podemos suponer
que tal h existe; de otra manera, G = (g) y estamos listos. Sea H = (h).
Afirmamos que (¢) N H = {e}. Es suficiente con mostrar que |H| = p.
Como |hP| = |h|/p, el orden de h” es menor que el orden de h y debe estar en
(g) por la minimalidad del orden de h; es decir, h? = ¢g" para algtn r. Luego,

(g )" =y =" =,

y el orden de ¢g" es menor o igual a p™~!. Por lo tanto, ¢" no puede generar
(g). Notemos que p debe ser un divisor de r, digamos r = ps, y h? = g" = gP*.
Definamos a como g~ *h. Entonces a no puede estar en (g); de otra manera, h
también estaria en (g). Ademaés,

a? = g PhP = g "hP = h™PhP =e.

Hemos formado un elemento a de orden p tal que a ¢ {g). Como h fue elegido
de orden minimal entre todos los elementos fuera de (g), |[H| = p.

Ahora mostraremos que el orden de gH en el grupo cociente G/H debe ser
el mismo que el orden de g en G. Si |gH| < |g| = p™, entonces

m—1 m—1

H=(gH) =g H;
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luego, gP" ' estd en (9) N H = {e}, lo que contradice el hecho de que el orden
de g es p™. Por lo tanto, gH tiene orden maximal en G/H. Por el Teorema
de Correspondencia y la hipotesis de induccion ,

G/H = (gH) x K/H

para algin subgrupo K de G que contiene a H. Afirmamos que (g) N K = {e}.
Sib e (g)N K, entonces bH € (¢gH)NK/H ={H} yb e (99N H = {e}.
Concluimos que G = {g)K implica que G = (g) x K. O

La demostracion del Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos
sigue rapidamente del Lema 13.9. Procediendo por inducciéon en el orden del
grupo, supongamos que G es un grupo abeliano finito y sea g un elemento de
orden maximal en G. Si (g) = G, estamos listos; de lo contrario, G = Z4 x H
para algtn subgrupo H contenido en G por el lema. Como |H| < |G|, podemos
usar la hipotesis de induccion.

Ahora enunciamos el teorema mas general que vale para todos los grupos
abelianos finitamente generados. La demostracién de este teorema se puede
encontrar en cualquiera de las referencias al final del capitulo.

Teorema 13.10 (Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitamente
Generados). Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo a un
producto directo de grupos ciclicos de la forma

Zpin ><Zp32><~-><Zp3n><Z><-~xZ,

donde los p; son primos (no necesariamente distintos).

13.2 Grupos Solubles

Una serie subnormal de un grupo G es una sucesion finita de subgrupos
G=H,D>DH, 1D ---DH; DHoz{e},

donde H; es un subgrupo normal de H;;;. Si cada subgrupo H; es normal en
G, entonces la serie se llama serie normal. El largo de una serie subnormal
o normal es el namero de inclusiones propias.

Ejemplo 13.11. Toda serie de subgrupos de un grupo abeliano es una serie
normal. Considere las siguientes series de grupos:

7 > 9Z > 457 > 180Z > {0},
Zs24 O (2) D (6) D (12) D {0}.

Ejemplo 13.12. Una serie subnormal no es necesariamente una serie normal.
Considere la sguiente serie subnormal del grupo Dy:

Dy 2 {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} > {(1), (12)(34)} D {(1)}-

El subgrupo {(1),(12)(34)} no es normal en Dy; en consecuencia, esta no es
una serie normal.

Una serie subnormal (normal) {K} es un refinamiento de una serie
subnormal (normal) {H;} si {H;} C {K;}. Es decir, cada H; es uno de los
K;.
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Ejemplo 13.13. Las serie
Z > 3Z > 9Z > 45Z D 90Z D 180Z > {0}
es un refinamiento de la serie

Z > 9Z D 45Z > 180Z > {0}.

La mejor forma de estudiar una serie subnormal o normal de subgrupos,
{H;} de G, es realmente estudiar los grupos cociente H;1/H;. Se dice que
dos series subnormales (normales) {H;} y {K;} de un grupo G son isomor-
fas si existe una correspondencia 1-1 entre las colecciones de grupos cociente

{Hi1/Hi} y {Kj1/K;}
Ejemplo 13.14. Las dos series normales
Zeo D <3> D <15> B {O}
Zeo D (4) D (20) D {0}
del grupo Zgo son isomorfas pues
Zeo/(3) = (20)/{0} = Zs
(3)/(15) = (4)/(20) = Zs
(15)/{0} = Zeo/(4) = Z4.

Una serie subnormal {H;} de un grupo G es una serie de composicion
si todos los grupos cociente son simples; es decir, ninguno de ellos contiene
un subgrupo normal. Una serie normal {H;} de G es una serie principal si
todos los cocientes son simples.

Ejemplo 13.15. El grupo Zgg tiene una serie de composicion
Zeo O (3) D (15) D (30) > {0}
con grupos cociente
Zeo/(3) = Zs
(3)/(15) = Zs
(15)/(30) = Zs
(30)/{0} = Z,.

Como Zgy es un grupo abeliano, esta serie es automéaticamente una serie prin-
cipal. Notemos que una serie de composiciéon no es necesariamente tnica. La
serie

Zeo D (2) D (4) D (20) D {0}
también es una serie de composicion.
Ejemplo 13.16. Para n > 5, la serie
Sn DA, D{(1)}
es una serie de composicion para S, pues S, /A, = Zs y A, es simple.

Ejemplo 13.17. No todo grupo tiene una serie de composiciéon o una serie
principal. Supongamos que

{O}ZH()CHlC"‘CHn,lCHn:Z

es ua serie subnormal de los enteros bajo la suma. Entonces H; debe ser de
la forma kZ para algin k € N. En ese caso Hy/Hy = k7 es un grupo ciclico
infinito con muchos subgrupos normales propios no triviales.
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Si bien una serie de composicion no es necesariamente tnica como en el caso
de Zgg, resulta que dos series de composicion cualquiera estan relacionadas. Los
cocientes de las dos series de composicion para Zgg son Zso, Zs, Zs, v Zs; €s
decir, las dos series de composicién son isomorfasEl Teorema de Jordan-Hélder
dice que esto siempre se cumple.

Teorema 13.18 (Jordan-Holder). Any two composition series of G are iso-
morphic.

DEMOSTRACION. We shall employ mathematical induction on the length of
the composition series. If the length of a composition series is 1, then G must
be a simple group. In this case any two composition series are isomorphic.

Suppose now that the theorem is true for all groups having a composition
series of length k, where 1 < k < n. Let

G=H,D>DH,.1D>---DH; DH():{e}
G:Km:)Kmle"'DKlDKOZ{e}
be two composition series for G. We can form two new subnormal series for
G since H; N K,,—1 is normal in H;11 N K,,—1 and K; N H,,_; is normal in
Kj+1 NH,_1:
G=H,>DH, 1DH, 1NK,_1D>--DHyNK,_1 = {6}
G=K,>K, 1DODK,_.1NH,_ 1D>---DKyNH,_1= {6}
Since H; N K,;,—1 is normal in H;;1 N K,,_1, the Second Isomorphism Theorem
(Theorem 11.12) implies that
(Hiyi N Kypa)/(HiN K1) = (Hig1 N K1) /(Hi 0 (Hip1 N K1)
= Hi(Hip1 N K1)/ Hi,
where H; is normal in H;(H;41 N Kp,—1). Since {H;} is a composition series,
H;;1/H; must be simple; consequently, H;(H;+1NK,—1)/H; is either H; 1/ H;

or H;/H;. That is, H;(H;y1 N K,,_1) must be either H; or H;;1. Removing
any nonproper inclusions from the series

H, .DH, 1 NK, 1D---DHyNKp,_1= {e},

we have a composition series for H,,_;. Our induction hypothesis says that
this series must be equivalent to the composition series

H, 1D>--D>H DH():{C}.
Hence, the composition series
G=H,D>DH,.1D>---DH; DHOZ{S}

and
G=H,>DH, 1DH, 1NK,,_1D>--DHyNK,,_1 = {e}

are equivalent. If H, 1 = K,,_1, then the composition series {H;} and {K,}
are equivalent and we are done; otherwise, H,,_1K,,_1 is a normal subgroup of
G properly containing H,,_1. In this case H,_1K,,_1 = G and we can apply
the Second Isomorphism Theorem once again; that is,

Km—l/(Km—l N Hn—l) = (Hn—le—l)/Hn—l = G/Hn—1~
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Therefore,
G=H,D>DH,  1DH,  NK,,_1D>---DHyNK,,_1 = {6}

and
G:Km > K, 1>OK,.1NH,_1D>---DKyNH,_1= {6}

are equivalent and the proof of the theorem is complete. O

A group G is solvable if it has a subnormal series { H; } such that all of the
factor groups H;i1/H; are abelian. Solvable groups will play a fundamental
role when we study Galois theory and the solution of polynomial equations.

Ejemplo 13.19. The group S; is solvable since
512 Ay 5 {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)} > {(1)}
has abelian factor groups; however, for n > 5 the series
S, DA, D{(1)}

is a composition series for S,, with a nonabelian factor group. Therefore, S, is
not a solvable group for n > 5.

Sage Sage is able to create direct products of cyclic groups, though they
are realized as permutation groups. This is a situation that should improve.
However, with a classification of finite abelian groups, we can describe how to
construct in Sage every group of order less than 16.

13.3 Ejercicios

1. Encuentre todos los grupos abelianos de orden menor o igual a 40.
2. Encuentre todos los grupos abelianos de orden 200.
3. Encuentre todos los grupos abelianos de orden 720.

4. Encuentre todas las series de composicién para cada uno de los siguientes
grupos.

(a) Zi2 (e) S3 X Zy
(b) Zas (f) Sa

(¢) Los cuaterniones, Qg (g) Sp,n>5
(d) D4 (h) Q

5. Demuestre que el producto directo infinito G = Zs X Zy X - - no es finita-
mente generado.

6. Sea G un grupo abeliano de orden m. Si n divide a m, demuestre que G
tiene un subgrupo de orden n.

7. Un grupo G es un grupo de torsion si todo elemento de G tiene orden
finito. Demuestre que un grupo de torsién abeliano finitamente generado tiene
que ser finito.
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8. Sean GG, H, y K grupos abelianos finitamente generados. Muestre que si
G x H=G x K, entonces H = K. Encuentre un contraejemplo para mostrar
que esto no es verdadero en general.

9. Sean Gy H grupos solubles. Muestre que G x H también es soluble.

10. Si G tiene una serie de composicion (principal) y si N es un subgrupo
normal propio de G, muestre que existe una serie de composicion (principal)
que contiene a N.

11. Demuestre o refute: Sea N un subgrupo normal de G. Si N y G/N tienen
series de composiciéon, entonces G también tiene serie de composicion.

12. Sea N un subgrupo normal de G. Si N y G/N son grupos solubles, muestre
que G también es un grupo soluble.

13. Demuestre que G es un grupo soluble si y solo si G tiene una serie de
subgrupos
G:PnDPnle--'DplDPOZ{e}

donde P; es normal en P;y; y el orden de P;1/P; es primo.

14. Sea G un grupo soluble. Demuestre que cualquier subgrupo de G también
es soluble.

15. Sea G un grupo soluble y N un subgrupo normal de G. Demuestre que
G/N es soluble.

16. Demuestre que D,, es soluble para todo entero n.

17. Supongamos que G tiene una serie de composicién. Si N es un subgrupo
normal de G, muestre que N y G/N también tienen series de composicion.

18. Sea G un p-grupo ciclico con subgrupos H y K. Demuestre que ya sea H
esta contenido en K o K esté contenido en H.

19. Supuongamos que G es un grupo soluble de orden n > 2. Muestre que G
contiene un subgrupo normal abeliano no trivial.

20. Recuerde que el subgrupo conmutador G’ de un grupo G esta definido
como el subgrupo de G generado por los elementos de la forma a~'b~'ab para
a,b € G. Podemos definir una serie de subgrupos de G como G = G,
G = Gy GG+ — (G(i))l.

(a) Demuestre que GUFY es normal en (G®))'. La serie de subgrupos
GO =—g->g®>5ag? ...

se llama serie derivada de G.

(b) Muestre que G es soluble si y solo si G(™ = {e} para algtin entero n.

21. Supongamos que G es un grupo soluble de orden n > 2. Muestre que G
tiene un grupo cociente abeliano no trivial.

22. (Lema de Zassenhaus) Sean H y K subgrupos de un grupo G. Supong-
amos admas que H* y K* son subgrupos normales de H y K respectivamente.
Entonces

(a) H*(H N K*) es un subgrupo normal de H*(H N K).
(b) K*(H* N K) es un subgrupo normal de K*(H N K).
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(¢) H*(HNK)/H*(HNK*) 2 K*(HNK)/K*(H* N K) = (HN K)/(H* N
K)(HNK*).

23. (Teorema de Schreier) Use el Lema de Zassenhaus para demostrar que dos
series subnormales (normales) de un grupo G tienen refinamientos isomorfos.

24. Use el Teorema de Schreier para demostrar el Teorema de Jordan-Hoélder.

13.4 Programming Exercises

1. Write a program that will compute all possible abelian groups of order n.
What is the largest n for which your program will work?

13.5 Referencias y Lecturas Recomendadas

[1] Hungerford, T. W. Algebra. Springer, New York, 1974.
[2] Lang, S. Algebra. 3rd ed. Springer, New York, 2002.

[3] Rotman, J.J. An Introduction to the Theory of Groups. 4th ed. Springer,
New York, 1995.

13.6 Sage

Los grupos ciclicos, y los productos directos de grupos ciclicos, estan implemen-
tados en Sage como grupos de permutaciones. Pero, estos grupos rapidamente
se conviertenen representaciones muy incémodas y debiese haber una mejor
forma de trabajar con grupos abelianos finitos en Sage. Postergaremos la dis-
cusion de detalles para este capitulo hasta cuando eso ocurra. Sin embargo,
ahora que entendemos la nocién de grupos isomorfos y la estructura de los
grupos abelianos finitos, podemos volver a nuestra mision de clasificar todos
los grupos de orden menor a 16.

Clasificacién de Grupos Finitos

No se requieren herramientas sofisticadas para entender los grupos de orden
2p, donde p es un primo impar. Hay dos posibilidades — un grupo ciclico
de orden 2p y el grupo dihedral de orden 2p que es el conjunto de simetrias
del poligono regular de p lados. La demostracién requiere un razonamiento
detallado y cuidadoso, pero los teoremas requeridos se refieren principalmente
a los ordenes de los elementos, al Teoremas de Lagrange y a clases laterales.
Vea el Ejercicio 9.3.55. Esto resuelve los 6rdenes n = 6, 10, 14.

Para n =9, el Corolario 14.16 que viene, nos dird que todo grupo de orden
p? (donde p es un primo) es abeliano. Asi, por lo que sabemos de esta seccion,
las tnicas dos posibilidades son Zg y Z3 X Zs3. Similarmente, el Teorema 15.10
que viene, nos diré que todo grupo de orden n = 15 es abeliano. Eso solo deja
una posibilidad para este orden: Zgz X Zs = Zys.

Solo nos quedan dos dérdenes para analizar: n = 8 y n = 12. Las posibili-
dades son grupos que ya conocemos, con una excepcion. Pero el analisis de que
estas son las unicas posibilidades es més complicado, y no lo completaremos
ahora, ni en los proximos capitulos. Notemos que n = 16 es atn méas com-
plicado, con 14 posibilidades diferentes (lo que explica por qué nos detuvimos
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acé).

Para n = 8 existen 3 grupos abelianos, y los dos grupos no-abelianos son
el grupo dihedral (simetrias de un cuadrado) y el grupo de los cuaterniones.

Para n = 12 existen 2 grupos abelianos, y 3 no-abelianos. Conocemos
dos de los grupos no-abelianos, el grupo dihedral y en grupo alternante en 4
simbolos (que también es el grupo de simetrias de un tetrahedro). El tercer
grupo no-abeliano es un ejemplo de un grupo “diciclico”, que es una familia
infinita de grupos, cada uno de orden divisible por 4. El grupo diciclico de
orden 12 también puede ser construido como un “producto semidirecto” de dos
grupos ciclicos — esta es una construcciéon que vale la pena conocer a medida
que prosiga sus estudios de teoria de grupos. El grupo diciclico de orden 8 es
el grupo de los cuaterniones y mas en general, los grupos diciclicos de orden
2%k > 2 se conocen como “grupos de cuaterniones generalizados.”

Los siguientes ejemplos le mostrardn como construir algunos de estos gru-
pos, mientras ejercita algunos de los comandos y nos permite a la vez estar
maés seguros que la siguiente tabla es correcta.

= SymmetricGroup(3)
DihedralGroup (3)
.is_isomorphic (D)

S
D
S

True

C3 = CyclicPermutationGroup(3)

C5 = CyclicPermutationGroup (5)

DP = direct_product_permgroups([C3, C5])
C = CyclicPermutationGroup (15)
DP.is_isomorphic(C)

True

Q QuaternionGroup ()
DI = DiCyclicGroup(2)
Q.is_isomorphic(DI)

True

Grupos de Orden Pequeno como grupos de Permutaciones

Aca listamos construcciones, como grupos de permutaciones en Sage, para
todos los grupos de orden menor a 16.
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Orden Construccion Notas, Alternativas
1 CyclicPermutationGroup(1) Trivial
2 CyclicPermutationGroup(2) SymmetricGroup(2)

3 CyclicPermutationGroup(3) Orden primo
4 CyclicPermutationGroup(4) Ciclico
4 KleinFourGroup() Abeliano, no-ciclico
5 CyclicPermutationGroup(5) Orden primo
6 CyclicPermutationGroup(6) Ciclico
6 SymmetricGroup(3) No-abeliano
DihedralGroup(3)
7 CyclicPermutationGroup(7) Orden primo
8 CyclicPermutationGroup(8) Ciclico
8 C2=CyclicPermutationGroup(2)
C4=CyclicPermutationGroup(4)
G=direct_product_permgroups([C2,C4]) Abeliano, no-ciclico
8 C2=CyclicPermutationGroup(2)
G=direct_product_permgroups([C2,C2,C2]) Abeliano, no-ciclico
8 DihedralGroup(4) No-abeliano
8 QuaternionGroup() Cuaterniones
DiCyclicGroup(2)
9 CyclicPermutationGroup(9) Ciclico
9 C3=CyclicPermutationGroup(3)
G=direct_product_permgroups([C3,C3]) Abeliano, no-ciclico
10 CyclicPermutationGroup(10) Ciclico
10 DihedralGroup(5) No-abeliano
11 CyclicPermutationGroup(11) Orden primo
12 CyclicPermutationGroup(12) Ciclico
12 C2=CyclicPermutationGroup(2)
C6=CyclicPermutationGroup(6)
G=direct_product_permgroups([C2,C6]) Abeliano, no-ciclico
12 DihedralGroup(6) No-abeliano
12 AlternatingGroup(4) No-abeliano
Simetrias del tetrahedro
12 DiCyclicGroup(3) No-abeliano
Producto semidirecto Z3 x Z4
13 CyclicPermutationGroup(13) Orden primo
14 CyclicPermutationGroup(14) Ciclico
14 DihedralGroup(7) No-abeliano
15 CyclicPermutationGroup(15) Cyclic

13.7

Cuadro 13.20: Los Grupos de Orden 15 o Menos en Sage

Ejercicios en Sage

No hay ejercicios en Sage para este capitulo.
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Acciones de Grupo

Las acciones de grupo generalizan la multiplicacion en el grupo. Si G es un
grupo y X es un conjunto arbitrario, entonces una accién de grupo de un
elemento g € G en un elemento x € X es un producto, gz, que estd en X.
Muchos problemas en algebra se pueden enfrentar mejor con acciones de grupo.
Por ejemplo, las demostraciones de los teoremas de Sylow y del Teorema de
Conteo de Burnside se entiende de mejor forma si son formuladas en términos
de acciones de grupo.

14.1 Grupos Actuando sobre Conjuntos

Sea X un conjunto y sea G un grupo. Una accion (izquierda) de G sobre
X es una funcion G x X — X dade por (g,z) — gz, donde

1. ex = x para todo x € X;
2. (g192)x = g1(gex) para todo z € X y todo ¢1,¢2 € G.

Con estas condiciones X se denomina G-conjunto. Notemos que no pedimos
que X esté relacionado con G de ninguna forma. Es verdad que cualquier grupo
G actia sobre cualquier X con la accion trivial (g, ) — x; pero, las acciones
de grupo resultan mas interesantes si el conjunto X tiene alguna relacion con

G.

Ejemplo 14.1. Sean G = GLy(R) y X = R?. Entonces G actiia sobre X por
multiplicacién a la izquierda. Si v € R? e I es la matriz identidad, entonces
Iv =wv. Si Ay B son matrices invertibles de 2 x 2, entonces (AB)v = A(Bv)
pues la multiplicaciéon de matrices es asociativa.

Ejemplo 14.2. Sea G = Dy el grupo de simentria de un cuadrado. Si X =
{1,2,3,4} es el conjunto de vértices del cuadrado, entonces podemos considerar
D, como el conjunto de las siguientes permutaciones:

{(1),(13),(24), (1432),(1234), (12)(34), (14)(23), (13)(24) }.

Los elementos de Dy actiian sobre X como funciones. La permutacion (13)(24)
acttia en el vértice 1 enviandolo al vértice 3, en el vértice 2 envidndolo al vértice
4, v asi sucesivamente. Es facil ver que se satisfacen los axiomas de accién de
grupo.

En general, si X es cualquier conjunto y G es un subgrupo de Sy, el grupo
de todas las permutaciones actuando en X, entonces X es un G-conjunto con
la acciéon de grupo

(0,2) = o(x)

paraceGyz e X.

233
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Ejemplo 14.3. Si tomamos X = G, entonces cualquier grupo G actia sobre
si mismo por medio de su representacion regular izquierda; es decir, (g,z) —
Ag(x) = gz, donde A\, es multiplicacion a la izquierda:
e T =N =e€r =2
(gh) - & = Agrx = AgApe = Ag(ha) =g - (h - x).

Si H es un subgrupo de G, entonces G es un H-conjunto bajo multiplicacion
izquierda por elementos de H.

Ejemplo 14.4. Sea GG un grupo y supongamos que X = G. Si H es un
subgrupo de G, entonces G es un H-conjunto bajo conjugacion; es decir,
podemos definir una accién de H sobre G,

HxG— G,
via
(h,g) — hgh™!

para h € H y g € G. Claramente, se satisface el primer axioma para una
accion de grupo. Observando que

(h1h2, g) = hihag(hiho) ™"
= hi(haghy ")hi!
= (hla (hQ,g))»

vemos que la segunda condicién también se satisface.

Ejemplo 14.5. Sea H un subgrupo de G y Lg el conjunto de clases laterales
izquierdas de H. El conjunto L es un G-conjunto bajo la accién

(9,xH) — gxH.

Nuevamente, es facil ver que se satisface el primer axioma. Como (gg')xH =
g(¢’xH), el segundo axioma también es valido.

Si G acttia en un conjunto X y z,y € X, entonces z se dice G-equivalente
a y si existe g € G tal que gr = y. Escribimos z ~g y 0 « ~ y si dos elementos
son G-equivalentes.

Proposicion 14.6. Sea X un G-conjunto. Entonces la G-equivalencia es una
relacion de equivalencia en X.

DEMOSTRACION. La relacién ~ es refleja pues ex = x. Supongamos que x ~ y
para z,y € X. Entonces existe g tal que gz = y. En ese caso ¢~ 'y = z; por lo
que y ~ x. PAra mostrar que la relacion es transitiva, supongamos que = ~ y
e y ~ z. Entonces existen elementos g y h del grupo tale que gr =y y hy = 2.
Asi z = hy = (hg)z, y x es equivalente a z. O

Si X es un G-conjunto, entonces cualquier parte de la particion de X aso-
ciada a la G-equivalencia se denomina orbita de X bajo G. A la érbita que
contiene un elemento x de X la denotaremos como O,.

Ejemplo 14.7. Sea G el grupo de permutaciones definido por
G ={(1),(123), (132), (45), (123)(45), (132)(45)}

y X = {1,2,3,4,5}. Entonces X es un G-conjunto. Las orbitas son O; =
02 = 03 = {1,2,3} y (94 = 05 = {4,5}
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Ahora supongamos que G es un grupo actuando en un conjunto X y sea
g un elemento de G. El conjunto de puntos fijos de g en X, denotado po
Xg, es el conjunto de todos los z € X tales que gz = x. Podemos también
estudiar los elementos g del grupo que fijan un = € Xdado. Este conjunto
es méas que un subconjunto de G, es un subgrupo. Este subgrupo se llama
el subgrupo estabilizador o subgrupo de isotropia de x. Denotaremos el
subgrupo estabilizador de = por G,.

Nota 14.8. Es importante recordar que X, C X y G, C G.

Ejemplo 14.9. Sea X = {1,2,3,4,5,6} y supongamos que G es el grupo de
permutaciones dado por las permutaciones

{(1), (12)(3456), (35)(46), (12)(3654)}.
Entonces los conjuntos de puntos fijos de X bajo la accion de G son
Xy =X,
Xs5y46) = 11,2},
X2)(3456) = X(12)(3654) = 0,
v los subgrupos estabilizadores son

G1 =Gz ={(1),(35)(46)},
G3 =G4 =G5 =G ={(1)}.

Es fécil ver que G es un subgrupo de G para cada x € X.

Proposiciéon 14.10. Sea G un grupo actuando en un conjunto X y sea x € X.
El estabilizador de x, G, es un subgrupo de G.

DEMOSTRACION. Claramente, e € GG, pues la identidad deja fijo cada elemento
en el conjunto X. Sean g,h € G,. Entonces gr = x y hr = z. Entonces
(gh)x = g(hz) = gz = x; luego, el producto de dos elementos en G, también
estd en G,. Finalmente, si g € G, entonces r = ex = (¢ 'g)z = (g7 )gr =
g 'z, Asi g7 ! estd en G,. O

El niimero de elementos en el conjunto de puntos fijos de un elemento g € G
lo denotaremos por |X,| y el namero de elementos en la érbita de x € X lo
denotaremos por |O,|. Los siguientes teoremas establecen la relacion entre las
orbitas de un elemento x € X y las clases laterales izquierdas de G, en G.

Teorema 14.11. Sea G un grupo finito y sea X un G-conjunto finito. Si
x € X, entonces |Oz| =[G : Gy].

DEMOSTRACION. Sabemos que |G|/|G| es el nimero de clases laterales izquier-
das de G, en G por el Teorema de Lagrange (Teorema 6.10). Definiremos una
funcion biyetiva ¢ de la orbita O, de = al conjunto de clases laterales izquierdas
Lg, de G, en G. Sea y € O,. Entonces existe g en G tal que gxr = y. Defi-
namos ¢ de forma que ¢(y) = gG,. Para mostrar que ¢ es 1-1, supongamos
que ¢(y1) = ¢(y2). Entonces

¢(y1) = g1Gy = 92Gr = ¢(y2)7

donde g12 = y1 y gox = y2. Como g1G, = g2G,, existe g € G, tal que
92 = q19,

Y2 = g2 = g19T = 91T = Y1;
por lo tanto, la funcién ¢ es 1-1. Finalmente, debemos mostrar que ¢ es

sobreyectiva. Sea gG, una clase lateral izquierda. Si gx = y, entonces ¢(y) =
9G . O
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14.2 La Ecuacion de Clase

Sea X un G-conjunto finito y X el conjunto de puntos fijos en X; es decir,
Xg ={x € X : gz = z para todo g € G}.

Como las éribitas de la accién particionan a X,
n
1X| = 1Xcl+ Y 10x,
i=k

donde xg, ..., x, son representantes de las distintas 6rbitas no triviales de X.
Ahora consideremos el caso especial en el que G acttia sobre si mismo por
conjugacion, (g, z) + grg~!. El centro de G,

Z(G) ={x : xg = gx para todo g € G},

es el conjunto de puntos que quedan fijos por conjugacion. La orbitas de la
accion se llaman clases de conjugacion de G. Si x1,...,x) son represen-
tantes de cada una de las clases de conjugacion no-triviales de G y |0, | =
ni,...,|Oz,| = ng, entonces

1= 1Z(@)] +m+ -+

Cada uno de los subgrupos estabilizadores de uno de los z;, C(z;) = {g € G :
gx; = x;g}, se llama subgrupo centralizador de x;. Por el Teorema 14.11,
obtenemos la ecuacion de clase:

|G| = |Z(G)|+[G: C(x1)] + -+ [G : C(x1)].

Una de las consecuencias de la ecuacion de clase es que el orden de cada clase
de conjugacion divide el orden de G.

Ejemplo 14.12. Es facil verificar que las clases de conjugaciéon en Sz son las

siguientes:
{(D}, {(123),(132)},  {(12),(13),(23)}.

La ecuacion de clase es 6 = 1 + 2 + 3.

Ejemplo 14.13. El centro de Dy es {(1), (13)(24)}, y las clases de conjugacion
{(13),(24)},  {(1432),(1234)}, {(12)(34), (14)(23)}.

Por lo tanto, la ecuacién de clase para Dy es 8 =2+ 2+ 2 + 2.

Ejemplo 14.14. Para S,, toma algo de esfuerzo encontrar las clases de con-
jugacion. Empezamos con los ciclos. Supongamos que o = (aq,...,ax) es un
ciclo y sea 7 € S,,. Por el Teorema 6.16,

ror !l = (t(a1),...,7(ak)).

En consecuencia, cualquiera dos ciclos del mismo largo son conjugados. Ahora,
sea 0 = 0109 - - - 0 una descomposiciéon en ciclos, donde el largo de cada ciclo
o; es r;. Entonces o es conjugado a cualquier otro 7 € S, cuya descomposicion
en ciclos tiene los mismos largos.

El ntimero de clases de conjugacion en S,, es igual al namero de formas en
que n puede ser particionado como suma de enteros positivos. En el caso de
S3 por ejemplo, podemos particionar el entero 3 en las siguientes tres sumas:

3=1+1+1



14.3. TEOREMA DE CONTEO DE BURNSIDE 237

3=1+4+2
3=23;

Por lo tanto, existen tres clases de conjugacion. El problema de determinar el
nimero de tales particiones para un entero dado n es lo que se conoce como
NP-completo. Esto en la practica quiere decir que el problema no se puede
resolver para valores grandes de n pues los calculos tomarfan demasiado tiempo
incluso para un computador enorme.

Teorema 14.15. Sea G un grupo de orden p™ donde p es primo. Entonces G
tiene centro no-trivial.

DEMOSTRACION. Aplicamos la ecuacion de clase
|G = 1Z(G)] +n1+ -+ + na.

Como cada n; > 1y n; | |G|, concluimos que p divide a cada n;. Ademaés,
p | |G[; luego, p divide a |Z(G)|. Como la identidad siempre esta en el centro
de G, |Z(G)| > 1. Por lo tanto, |Z(G)| > p, y existe algin g € Z(G) tal que
g# 1L .

Corolario 14.16. Sea G un grupo de orden p?> donde p es primo. Entonces
G es abeliano.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 14.15, |Z(G)| = p o p. Si |Z(G)| = p?,
estamos listos. Supongamos que |Z(G)| = p. Entonces Z(G) y G/Z(G) ambos
tienen orden p y por ende son ambos ciclicos. Eligiendo un generador aZ(G)
para G/Z(G), podemos escribir cualquier elemento gZ(G) en el cociente como
a™Z(@G) para algin entero m; luego, g = a™x para algtn x en el centro de G.
Similarmente, si hZ(G) € G/Z(G), entonces existe y en Z(G) tal que h = a"y
para algtin entero n. Como z e y estan en el centro de GG, conmutan con todos
los elementos de G; por lo tanto,

gh — amxany — CL"H—nJ}y — anyamx — hg,

y G es abeliano. O

14.3 Teorema de Conteo de Burnside

Supongamos que deseamos pintar los vértices de un cuadrado con dos colores
diferentes, digamos blanco y negro. Podriamos sospechar que habria 2* = 16
coloreados diferentes. Pero, algunos de estos son equivalentes. Si pintamos el
primer vértices negro y los deméas vértices blancos, es lo mismo que pintar el
segundo vértices negro y los demas blancos pues podemos obtener el segundo
coloreado simplemente rotando el cuadrado 90° (Figura 14.17).
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B w W B
w w W w
W w W W
B w W B

Figura 14.17: Coloramientos equivalentes del cuadrado

El Teorema de Conteo de Burnside ofrece un método de calcular el nimero
de maneras distinguibles en que algo puede ser realizado. Ademés de sus
aplicaciones geométricas, el teorema tiene interesantes aplicaciones en teoria
de conmutacion (switching theory) y en quimica. La demostracion del Teorema
de Conteo de Burnside depende del siguiente lema.

Lema 14.18. Sea X un G-conjunto y supongamos que x ~ y. Entonces G,
es isomorfo a Gy. En particular, |G| = |Gy).

DEMOSTRACION. Supongamos que la accion de G en X esta dada por (g, x) —
g-x. Como x ~ y, existe g € G tal que g-x =y. Sea a € G,. Como

gag'y=ga-gly=ga-x=g-z=y,

podemos definir una funcién ¢ : G, — Gy, por ¢(a) = gag~!. La funciéon ¢ es
un homomorfismo pues

¢(ab) = gabg™! = gag~'gbg~" = ¢(a)(b).
Supongamos que ¢(a) = ¢(b). Entonces gag—! = gbg™! y a = b; es decir, la
funcioén es inyectiva. Para mostrar que ¢ es sobreyectiva, sea b en G; entonces
g 1bg esta en G, pues

g g x=gtbgr=g"by=9" y=u

y ¢(g~'bg) =b. O

Teorema 14.19 (Burnside). Sea G un grupo finito que actuando en un con-
junto X y sea k el numero de orbitas de X. Entonces

1
E=— S |X,l
|G|Z 9

geG

DEMOSTRACION. Consideramos todos los puntos fijos de = para cada elemento
g € G; es decir, consideramos todos los g y todos los x tales que gr = z. En
términos de conjuntos de puntos fijos, el nimero de todos los g que fijan a x es

> 1l

geG
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Pero, en términos de subgrupos estabilizadores, este nimero es

Z |GI|;

zeX

luego, >_ e |Xgl = >, cx |G| Por el Lema 14.18,

Y 1Gy = 104] - |G-

y€O0,

Por el Teorema 14.11 y el Teorema de Lagrange, esta expresion es igual a |G|.
Sumando sobre las k 6rbitas distintas, concluimos que

> 1Xgl = IGa = k-Gl O

geG zeX

Ejemplo 14.20. Sea X = {1,2,3,4,5} y supongamos que G es el grupo de
permutaciones G = {(1), (13), (13)(25), (25)}. Las orbitas en X son {1,3},
{2,5}, v {4}. Los conjuntos de puntos fijos son

X(l) = X
X(lS) = {27435}

Xa3y2s) = {4}
X(25) = {173a4}

El Teorema de Burnside dice que

1 1
k=— Xgl=-0B6+3+14+3)=3.
‘G|g§\ ol =76+3+1+3)

Un Ejemplo Geométrico

Antes de aplicar el Teorema de Burnside a problemas de teoria de conmutacion,
examinemos el nimero de maneras en que se pueden colorear los vértices de
un cuadrado utilizando dos colores, blanco y negro. Notemos que a veces
obtendremos coloreados equivalentes simplemente aplicando un movimiento
rigido al cuadrado. Por ejemplo, como mencionamos antes, si pintamos un
vértice negro y los restantes blancos, no importa cuél es el vértices negro pues
una rotacion nos daré una forma equivalente de pintarlos.

El grupo de simetria de un cuadrado, D4, estda dado por las siguientes
permutaciones:

(1) (13) (24) (1432)
(1234) (12)(34) (14)(23) (13)(24)

El grupo G acttia en el conjunto de vértices {1,2, 3,4} en la forma usual. Pode-
mos describir los diferentes coloreados como funciones de X en Y = {N, B}
donde N y B representan los colores negro y blango, respectivamente. Cada
funcién f : X — Y describe una forma de colorear las esquinas del cuadrado.
Cada o € D, induce una permutacion o de los posibles coloreados dada por
a(f)=foofor f: X =Y. Por ejemplo, supongamos que f esta definida por
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f4)=B

y 0 = (12)(34). Entonces o(f) = f o o envia el vértice 2 en N y los restantes
vértices en B. El conjunto de tales o es un grupo de permutaciones G en el con-
junto de los posibles coloreados. Digamos que X denota el conjunto de todos
los posibles coloreados; es decir, X es el conjunto de todas las posibles fun-
ciones de X en Y. Ahora debemos calcular el niimero de clases de equivalencia
respecto a G.

1. X1y = X pues la identidad fija todos los posibles coloreados. |)?| =
21 = 16.

2. X(1234) consiste de todas las f € X tales que f no cambia al aplicarle la
permutacion (1234). En este caso f(1) = f(2) = f(3) = f(4), de manera
que todos los valores de f deben ser iguales; es decir, ya sea f(z) = N o
f(x) = B para todos los vértices = del cuadrado. Asi |)?(1234)| =2.

3. | X(1432)| = 2.

4. For X(IS)(24)5 f(1) = f(3) and f(2) = f(4). Luego, |X(13)(24)| =22 =4
5. | X(12)(30)] = 4.

6. | X (14y(23)| = 4.

7. Para X(lg), f(1) = f(3) y las demés esquinas pueden ser de cualquier
color; luego, |)?(13)| =23 =8

8. |X(an)| = 8.

Por el Teorema de Burnside, podemos conluir que hay exactamente
1 . )
§(24+21+22+21+22+22+23+23) =6

maneras de colorear los vértices del cuadrado.

Proposicion 14.21. Sea G un grupo de permutaciones de X y X el conjunto
de funciones de X en Y. Entonces existe un grupo de permutaciones G ac-
tuando en X, donde o € G estd definido por o(f) = foo paraoc € G y
fe X. Mds atin, sin es el nimero de ciclos en la descomposicion ciclica de
o, entonces | X,| = |Y|™.

DEMOSTRACION. Seac € Gy f € X. Claramente, f o o también esta en X.
Supongamos que ¢ es otra funciéon de X en Y tal que o(f) = o(g). Entonces
para cada = € X,

Como o es una permutacion de X, todo elemento z’ en X es la imagen de algin
x en X por o; luego, f y g coinciden en los elementos de X. Por lo tanto,
f =g vy o esinyectiva. La funciéon o — & es sobre, pues los dos conjuntos son
del mismo tamafo (finito).

Supongamos que o es una permutaciéon de X con descomposicién ciclica
0 = 0102+ 0p. Cualquier f en X, debe tener el mismo valor en cada ciclo de
o. Como hay n ciclos e |Y| valores posibles para cada ciclo, |X,| = |Y|*. O
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Ejemplo 14.22. Sea X = {1,2,...,7} y supongamos que Y = {A, B,C}.
Si g es la permutacion de X dada por (13)(245) = (13)(245)(6)(7), entonces
n = 4. Cualquier f € )?g debe tener el mismo valor para cada ciclo en g.
Existen |Y'| = 3 elecciones para cada valor, asi \X'g| =3*=38l.

Ejemplo 14.23. Supongamos que queremos colorear los vértices de un cuadrado
usando cuatro colores diferentes. Por la Proposicién 14.21, podemos decidir
inmediatamente que existen

1
U+l 47 44T 42 47+ 47 4 4%) = 55

maneras posibles.

Funciones de Conmutacién

En la teoria de conmutacion, estamos interesados en el disenio de circuitos elec-
tronicos con entradas y salidas binarias. El mas simple de tales circuitos es una
funcién de conmutacion que tiene n entradas y una sola salida (Figura 14.24).
Circuitos electronicos grandes con frecuencia se pueden construir combinando
modulos mas pequenios de este tipo. El problema inherente aca es que incluso
para un circuito simple existe un gran ntimero de funciones de conmutacion.
Con solo cuatro entradas y una salida, podemos construir 65,536 funciones de
conmutaciéon diferentes. Pero, muchas veces podemos transformar una fun-
ci6n de conmutacion en otra simplemente permutando las entradas del circuito
(Figura 14.25).

Xr1 —

Tog —
f —>f(I17Z'2,...,JZn)

Tn

Figura 14.24: Una funcién de conmutaciéon de n variables

Definimos una funcion de conmutacion o funcion Booleana de n vari-
ables como una funcién de Z§ en Zy. Como cualquier funcién de conmutacion
puede tomar dos valores para cada n-tupla binaria y hay 2" n-tuplas binarias,
existen 22" funciones de conmutacion para n variables. En general, permitir las
permutaciones de las entradas, reduce dramaticamente el nimero de moédulos
de diferente tipo requeridos para construir un circuito grande.

f —’f(aub) f —’f(bva) :g(aab)
b — b><

Figura 14.25: Una funcién de conmutaciéon de dos variables

Las posibles funciones de conmutaciéon con dos variables de entrada a y b se
listan en la Tabla 14.26. Dos funciones de conmutacion f y g son equivalentes
si g puede ser obtenida a partir de f por una permutacién de las variables
de entrada. Por ejemplo, g(a,b,¢) = f(b,c,a). En este caso g ~ f via la
permutaciéon (ach). En el caso de funciones de permutacion de dos variables,
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la permutacion (ab) reduce las 16 posibles funciones de permutacion a 12 fun-
ciones no-equivalentes pues

for~ fa
fa~fs
fio ~ fi2
fi1 ~ fis.
Entradas Salidas
fo fi o fs fa fs  fe [z
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1
Entradas Salidas
fs fo fio fuu fiz fis fuu fis
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Cuadro 14.26: Funciones de conmutacion en dos variables

Para tres variables de entrada hay 22" = 256 funciones de conmutacién
posibles; en el caso de cuatro variables hay 22" = 65,536. El nimero de clases
de equivalencia es demasiado grande para que sea razonable calcularlo direc-
tamente. Es necesario emplear el Teorema de Burnside.

Considere la funcién de conmutacién con tres entradas posibles, a, b, y c.
Como mencionamos, dos funciones de conmutaciéon f y g son equivalentes si
una permutacion de las variables de entrada de f da g. Es importante notar
que una permutacion de las funciones de conmutacién no es simplemente una
permutacion de los valores de entrada {a,b,c}. Una funcién de conmutacion
es un conjunto de valores de salida para las entradas a, b, y ¢, asi, cuando
consideramos funciones de conmutacién equivalentes, estamos permutando 23
salidas posibles, no solo tres valores de entrada. Por ejemplo, cada tripleta
binaria (a,b,c) tiene asociada una salida especifica. La permutacion (acb)
cambia la salida como sigue:

(0,0,0) — (0,0,0)

(0,0,1) — (0,1,0)
(0,1,0) — (1,0,0)

(1, 1,0)F> (1,0,1)
(1,1,1) — (1,1,1).

Sea X el conjunto de valores de salida para una funcién de conmutaciéon en
n variables. Entonces |X| = 2". Podemos enumerar estos valores como sigue:
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0,...,1,1) 2

(1,...,1,1) = 2" — 1.

Ahora consideremos un circuito con cuatro variables de entrada y una sola
salida. Supongamos que podemos permutar los cables de cualquier circuito de
acuerdo al siguiente grupo de permutaciones:

(a) (ac) (bd) (adcd)
(abed)  (ab)(cd) (ad)(be) (ac)(bd).

Las permutaciones de las cuatro variables de entrada posible inducen las per-
mutaciones de los valores de salida en la Tabla 14.27.
Lugo, existen

1

g(216+2-212+2.26+3-210) = 9616
funciones de conmutacion posibles de cuatro variables bajo este grupo de per-
mutaciones. Este nimero sera incluso menor si consideramos el grupo completo
de simetrias en cuatro simbolos.

Permutacion Numero
en el grupo Permutacion de funcion de conmutacion — de Ciclos

(a) (0) 16
(ac) (2,8)(3,9)(6,12)(7,13) 12
(bd) (1,4)(3,6)(9, 12)(11,14) 12
(adcb) (1,2,4,8)(3,6.12,9)(5,10)(7,14,13,11) 6
(abed) (1,8,4,2)(3,9,12,6)(5,10)(7,11,13,14) 6
(ab)(cd) (1,2)(4, 8)(5, 10)( 9)(7,11)(13,14) 10
(ad)(bc) (1,8)(2,4)(3,12)(5,10)(7,14)(11,13) 10
(ac)(bd) (1,4)(2,8)(3,12)(6,9)(7, 13)(11, 14) 10

Cuadro 14.27: Permutaciones de funciones de conmutacion en cuatro vari-
ables

Sage Sage has many commands related to conjugacy, which is a group action.
It also has commands for orbits and stabilizers of permutation groups. In the
supplement, we illustrate the automorphism group of a (combinatorial) graph
as another example of a group action on the vertex set of the graph.

Nota Historica

William Burnside nacié en Londres en 1852. Estudi6é en la Universidad de
Cambridge desde 1871 hasta 1875 y gané el Smith’s Prize en su dltimo ano.
Después de graduarse dio clases en Cambridge. Se convirti6 en miebro de
la Royal Society en 1893. Burnside escribié aproximadamente 150 articulos
en matematicas aplicadas, geometria diferencial y probabilidades, pero sus
contribuciones mas famosas fueron en teoria de grupos. Varias de las conjeturas
de Burnside han estimulado la investigacion hasta hoy. Una conjetura fue que
todo grupo de orden impar es soluble; es decir, para un grupo G de orden
impar, existe una sucesién de subgrupos

G=H,>H, 1>---D>H, D> Hy={e}
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tales que H; es normal en H; 1 y H;y1/H; es abeliano. TEsta conjetura fue
finalmente demostrada por W. Feit y J. Thompson en 1963. El libro The
Theory of Groups of Finite Order de Burnside, publicado en 1897, fue uno de
los primeros libros en dar un tratamiento moderno a los grupos en lugar de
verlos solo como grupos de permutaciones. La segunda edicién, publicada en
1911, es todavia un clasico.

14.4 Exercises

1. Examples 14.1-14.5 in the first section each describe an action of a group
G on a set X, which will give rise to the equivalence relation defined by G-
equivalence. For each example, compute the equivalence classes of the equiva-
lence relation, the G-equivalence classes.

2. Compute all X, and all G, for each of the following permutation groups.
(b) X = {1,2,3,4,5,6}, G = {(1), (12), (345), (354), (12)(345), (12)(354)}

3. Compute the G-equivalence classes of X for each of the G-sets in Exer-
cise 14.4.2. For each xz € X verify that |G| = |Oy| - |G4|.

4. Let G be the additive group of real numbers. Let the action of § € G on
the real plane R? be given by rotating the plane counterclockwise about the
origin through 6 radians. Let P be a point on the plane other than the origin.

(a) Show that R? is a G-set.
(b) Describe geometrically the orbit containing P.
(¢) Find the group Gp.

5. Let G = A4 and suppose that G acts on itself by conjugation; that is,

(9,h) — ghg™'.

(a) Determine the conjugacy classes (orbits) of each element of G.

(b) Determine all of the isotropy subgroups for each element of G.

6. Find the conjugacy classes and the class equation for each of the following
groups.

(a) Sa (b) Ds (c) Zo (d) Qs

7. Write the class equation for S5 and for As.

8. If a square remains fixed in the plane, how many different ways can the
corners of the square be colored if three colors are used?

9. How many ways can the vertices of an equilateral triangle be colored using
three different colors?

10. Find the number of ways a six-sided die can be constructed if each side is
marked differently with 1,...,6 dots.

11. Up to a rotation, how many ways can the faces of a cube be colored with
three different colors?
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12. Consider 12 straight wires of equal lengths with their ends soldered to-
gether to form the edges of a cube. Either silver or copper wire can be used
for each edge. How many different ways can the cube be constructed?

13. Suppose that we color each of the eight corners of a cube. Using three
different colors, how many ways can the corners be colored up to a rotation of
the cube?

14. Each of the faces of a regular tetrahedron can be painted either red or
white. Up to a rotation, how many different ways can the tetrahedron be
painted?

15. Suppose that the vertices of a regular hexagon are to be colored either red
or white. How many ways can this be done up to a symmetry of the hexagon?

16. A molecule of benzene is made up of six carbon atoms and six hydrogen
atoms, linked together in a hexagonal shape as in Figure 14.28.

(a) How many different compounds can be formed by replacing one or more
of the hydrogen atoms with a chlorine atom?

(b) Find the number of different chemical compounds that can be formed by
replacing three of the six hydrogen atoms in a benzene ring with a CHg
radical.

H

Figura 14.28: A benzene ring

17. How many equivalence classes of switching functions are there if the input
variables 1, 2, and x3 can be permuted by any permutation in S3?7 What if
the input variables x1, x3, x3, and x4 can be permuted by any permutation in
Sy?

18. How many equivalence classes of switching functions are there if the in-
put variables x1, x2, x3, and x4 can be permuted by any permutation in the
subgroup of Sy generated by the permutation (x1z2z324)?

19. A striped necktie has 12 bands of color. Each band can be colored by one
of four possible colors. How many possible different-colored neckties are there?

20. A group acts faithfully on a G-set X if the identity is the only element
of G that leaves every element of X fixed. Show that G acts faithfully on X if
and only if no two distinct elements of G have the same action on each element
of X.
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21. Let p be prime. Show that the number of different abelian groups of order
p™ (up to isomorphism) is the same as the number of conjugacy classes in S,,.

22. Let a € G. Show that for any g € G, gC(a)g~* = C(gag™1).
23. Let |G| = p" be anonabelian group for p prime. Prove that |Z(G)| < p"~!.

24. Let G be a group with order p™ where p is prime and X a finite G-set. If
Xo ={xz € X :gx =z for all g € G} is the set of elements in X fixed by the
group action, then prove that |X| = |X¢| (mod p).

25. If G is a group of order p"™, where p is prime and n > 2, show that G
must have a proper subgroup of order p. If n > 3, is it true that G will have a
proper subgroup of order p??

14.5 Ejercicio de Programaciéon

1. Escriba un programa para calcular el nimero de clases de conjugacion en
Spn- ¢ Cuél es el mayor valor de n para el que funciona su programa?
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14.7 Sage

Los grupos se pueden presentar de diversas formas, tales como conjuntos de
permutaciones, como conjuntos de matrics o como conjuntos de simbolos ab-
stractos relacionados por ciertas reglas (“presentaciones”) y en muchas otras
formas mas. Nos hemos concentrado en grupos de permutaciones por su tan-
gibilidad, con elementos escritos como funciones, y por lo bien implementados
que estan en Sage. Las acciones de grupo son de gran interés cuando el con-
junto en el que se actua es el grupo mismo, y la accién de grupos figura de
forma prominente en las demostraciones de los principales teoremas del prox-
imo capitulo. Pero, cada vez que tenemos una accién de un grupo en un
conjunto, podemos pensar el grupo como un grupo de permutaciones en los
elementos del conjunto. Por esto los grupos de permutaciones forman un area
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de teoria de grupos de interés independiente, con sus propias definiciones y
teoremas.

Describiremos los comandos de Sage’s aplicables cuando un accién de grupo
aparece naturalmente via conjugaciéon, y luego pasaremos a la situaciéon mas
general.

Conjugacion como Acciéon de Grupo

Podemos creer que debemos ser cuidadosos con la forma en que Sage define la
conjugacion (grg~! versus g~ 'zg) y la diferencia entre Sage y el texto sobre
el orden de los productos. Pero, si nos fijamos en la definiciéon de centro y
de subgrupo centralizador podemos notar que cualquier diferencia de orden
es irrelevante. (Por algo no tenemos conjugacion izquierda y derecha como
conceptos) A continuacion los comandos de acciéon de grupos para la accion
particular de conjugar elementos del grupo.

Sage tiene un método .center() que entrega el subgrupo de los puntos fi-
jos. El método .centralizer(g), entrega un subgrupo que es el estabilizador
del elemento g. Finalmente, las 6rbitas estan dadas por clases de conju-
gacién, pero Sage no nos inundard con las clases de conjugaciéon comple-
tas y en su lugar nos entrega una lista que contiene un elemento por clase
de conjugacién, es decir una lista de representantes, por medio del método
.conjugacy_classes_representatives(). Podemos reconstruir manualmente una
clase de conjugacion a partir de un elemento, como haremos en el ejemplo de
abajo.

Acéa los comandos de arriba en accién. Notemos que un grupo abeliano
seria una mala eleccion para este ejemplo.

D
C

DihedralGroup (8)
D.center(); C

Subgroup of (Dihedral group of order 16 as a permutation

group)
generated by [(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)]

C.list()

LO, (1,5)(2,6)(3,7)(4,8)]

a =D("(1,2)(3,8)(4,7)(5,6)")
Cl = D.centralizer(a); C1.1list()

LO, (1,2)(3,8)(4,7)(5,6), (1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,6>(2,5)(3,4)(7,8)]

b =D("(1,2,3,4,5,6,7,8)")
C2 = D.centralizer(b); C2.order ()

CCR = D.conjugacy_classes_representatives(); CCR

LO, (2,8)(3,7)(4,6), (1,2)(3,8)(4,7)(5,6), (1,2,3,4,5,6,7,8),
(1,3,5,7)(2,4,6,8), (1,4,7,2,5,8,3,6), (1,5)(2,6)(3,7)(4,8)]

r = CCR[2]1; r




248 CAPITULO 14. ACCIONES DE GRUPO

(1,2)(3,8)(4,7)(5,6)

conj = []

x = [conj.append(g”*-1*rxg) for g in D if not g*-1*r*g in
conjl]

conj

[(1,2)(3,8)(4,7)(5,6), (1,4)(2,3)(5,8)(6,7),
(1,6)(2,5)(3,4)(7,8), (1,8)(2,7)(3,6)(4,5)]

Note que en la clase de conjugacion construida todos los elementos tienen la
misma estructura de ciclos, lo que no es accidental. Note ademas que rep y a
son el mismo elemento, y que el producto del orden del centralizador (4) por el
tamafo de la clase (4) es igual al orden del grupo (16), lo que es una variante
de la conclusion del Teorema 14.11.

Compruebe que la siguiente es una ejemplificaciéon de la ecuaciéon de clase
en el caso especial de accién por conjugacion, pero seria vélida para cualquier
grupo, en lugar de D.

sizes = [D.order()/D.centralizer(g).order ()
for g in D.conjugacy_classes_representatives ()]
sizes

D.order () == sum(sizes)

True

Autmorfismos de un Grafo

Como ya mencionamos, la accién de grupo puede ser atun mas interesante
cuando el conjunto en el que se actua es diferente al grupo mismo. Una clase
de ejemplos es el grupo de simetrias de un s6lido geométrico, donde los objetos
en el conjunto son los vértices del solido, o quizas otro aspecto de éste como
aristas, caras o diagonales. En este caso, el grupo esté formado por el conjunto
de augellas permutaciones que mueven el sélido pero lo dejan ocupando el
mismo espacio que antes del movimiento (“movimientos rigidos”).

En esta seccién examinaremos algo muy similar. Un grafo es un objeto
matematico, que consiste de vértices y aristas, pero la tinica estructura es si
un par de vértices dado estd o no conectado por una arista. El grupo consiste
de aquellas permutaciones de los vértices que preservan la estructura, es decir,
permutaciones de vértices que lleva aristas en aristas y no-aristas en no-aristas.
Es muy similar a un grupo de simetria, pero no hay nocién alguna de relacion
geométrica que se preserve.

Aca hay un ejemplo. Debera ejecutar la primera celda para definir el grafo
y obetner una representacion grafica.

Q = graphs.CubeGraph (3)
Q.plot(layout="spring')

A = Q.automorphism_group ()
A.order ()

48



14.7. SAGE 249

Se debiera ver como los vértices y aristas de un cubo, pero puede que no se vea
del todo regular, lo que esté bien, pues la geometria no es relevante. Los vértices
estan etiquetados con cadenas de tres digitos binarios, 0 o 1, y dos vétrices
estan conectados por una arista si sus etiquetas diferen en exactamente una
posicién. Podriamos esperar que el grupo de simetria tuviera orden 24, en lugar
de orden 48, dado su parecido a un cubo (tanto en apariencia como en nombre).
Sin embargo, al no estar restringidos a movimientos rigidos, tenemos nuevas
permutaciones que preservan las aristas. Una en particular es el intercambio
de dos “caras opuestas.” Localice los dos 4-ciclos opuestos entre si, listados en
el mismo orden: 000,010,110,100 y 001,011,111,101. Notemos que cada ciclo
se ve muy similar, pero los vértices de uno terminan en 0 y los del otro en 1.

Podemos crear explicitamente la permutaciéon que intercambia estas dos
caras opuestas, usando una version textual de la permutacién en notacion de
ciclos.

a = A("('000"','001')('010"','@11')('110",'111')('100"',"'101')")
a in A

True

Podemos usar este grupo para ilustrar los comandos de Sage relevantes para
la accién de grupos.

A.orbits ()

[['000', '001', '@10', '100', '011', '101', '110', '111'1]

Esta accion tiene solo una (gran) orbita. Esto quiere decir que cualquier vér-
tices es “como” cualquier otro. Cuando un grupo de permutaciones se comporta
de esta manera, decimos que el grupo es transitivo.

A.is_transitive ()

True

Si cada vértice es “igual” podemos calcular el estabilizador de cualquier vértice,
pues todos seran isomorfos. Como el vértice 000 es el mas simple en algin
sentido, calcularemos su estabilizador.

S = A.stabilizer ('000"')
S.list()

Lo,

('001',"'100"','010"')('0Q11"',"101"',"'110"),

('e1e',"100"')('011"',"101 "),

('e01','010','100')('011"','110",'101"),

('001',"'100"')('011"','"110"),

('e@1','010"')("101"',"'110"')]1]
Que S tenga 6 elementos no es una sorpresa, pues el grupo tiene orden 48 y
el tamano de la tnica érbita es 8. Pero podemos dar un paso méas. Los tres
vértices del grafo adyacentes directamente con 000 son 100, 010, 001. Cualquier
automorfismo del grafo que fije 000 debe entonces permutar los tres vértices
adyacentes. Hay 3! = 6 posibles maneras de hacer esto, y podemos verificar que
cada una aparece en una de los seis elementos del estabilizador. Asi podemos
entender un grupo transitivo considerando el estabilizador que es mas pequeno,
y en este caso vemos que cada elemento del estabilizador esté determinado por
como permuta a los vecinos del vértice estabilizado.

Los grupos transitivos son tan inusuales como importantes. En contraste,

acad hay un grupo de automorfismos de un grafo que esté lejos de ser transitivo
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(sin ser trivial). Un camino es un grafo que tiene todos sus vértices en una
linea. Ejecute la primera celda para ver un camino en 11 vértices.

P = graphs.PathGraph(11)
P.plot ()

A = P.automorphism_group ()
A.list ()

LO, (0,10)(1,9)(2,8)(3,7)(4,6)]

El grupo de automorfismos es la identidad (siempre) y una permutacion de
orden 2 que “da vuelta” el camino de un lado para el otro. El grupo esté lejos
de ser transitivo y hay muchas érbitas.

A.is_transitive ()

False

A.orbits ()

[le, 1el, [1, 91, [2, 81, [3, 71, [4, 61, [5]1]

La mayoria de los estabilizadores es trivial, con una excepcion. Como subgru-
pos de un grupo de orden 2, realmente no hay muchas opciones.

A.stabilizer (2).1list()

[O1

A.stabilizer (5).1list ()

LO, (0,10)(1,9)(2,8)(3,7)(4,6)]

;Como habria sido diferente este ejemplo final de haber usado un camino en
10 vértices?

14.8 Ejercicios en Sage

1. Construya el grafo de Higman-Sims con el comando graphs.HigmanSimsGraph().
Luego construya el grupo de automorfismosy determine el orden del subgrupo
normal interesante de este grupo. Puede intentar mostrar el grafo, pero el
dibujo probablemente no resulte muy informativo.

2. Este ejercicio le pide verificar la ecuaciéon de clase en una situacion donde
la accién del grupo no es por conjugaciéon. Considere el ejemplo del grupo de
automorfismos del camino de 11 vértices. Primero construya la lista de érbitas.
De cada orbita, seleccione el primer elemento como su representante. Calcule
el tamano de la orbita como el indice del estabilizador del representante en
el grupo por medio del Teorema 14.11. (Si, podria simplemente calcular el
tamano de la 6rbita completa, pero la idea del ejercicio es usar resultados de
naturaleza grupistica.) Luego sume estos tamafios de orbitas, lo que debiese
resultar en el tamano del conjunto de vértices pues las orbitas forman una
particion.
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3. Construya un grafo simple (sin bucles ni aristas multiples), con al menos
dos vértices y al menos una arista, cuyo grupo de automorfismos sea trivial.
Puede comenzar a experimentar con dibujos en un papel antes de construir el
grafo. Un comando similar al siguiente le permitira construir un grafo a partir
de sus aristas. El grafo de abajo es un triangulo o 3-ciclo.

G = Graph([(1,2), (2,3), (3,1)D
G.plot ()

4. Para los siguientes dos pares de grupos, obtenga la lista de representantes
de clases de conjugacion para cada grupo en el par. Para cada parte, compare
y contraste los resultados para los dos grupos enel par, con comentarios bien
pensados e interesantes.

(a) El grupo simetrico en 5 simbolos, Ss, y el grupo alternante en 5 simbolos,
As.

(b) Los grupos dihedrales, D; y Ds.

5. Use el comando graphs.CubeGraph(4) para construir el grafo cibico de di-
mension cuatro, Q4. Usando el comando .plot() debiera obtener un bonito
grafico. Construya el grupo de automorfismos del grafo, lo que daré una ac-
cion de grupo en el conjunto de vértices.

(a) Construya las oérbitas de esta accion, y comente.

(b) Construya un estabilizador de un vértices (que es un subgrupo del grupo
completo de automorfismos) y ocnsidere la accion de este grupo en el con-
junto de vértices. Construya las o6rbitas de esta nueva accion, y comente
cuidadosamente sobre sus observaciones, especialmente en términos de los
vértices del grafo.

6. Construya el grafo dado por el comando de abajo. El resultado debiera ser
un grafo de apariencia simétrica con un grupo de automorfismos de orden 16.

G = graphs.CycleGraph(8)
G.add_edges ([(0,2),(1,3),(4,6),(5,7)1)
G.plot ()

Repita las dos partes del ejercicio anterior, pero note que en la segunda parte
ahora hay dos estabilizadores diferentes que crear. construya ambos y compare
la diferencias entre los estabilizadores y sus 6rbitas. Crear un segundo grafico
con G.plot(layout="'planar') puede proporcionar una mejor vision.
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The Sylow Theorems

We already know that the converse of Lagrange’s Theorem is false. If G is
a group of order m and n divides m, then G does not necessarily possess a
subgroup of order n. For example, A4 has order 12 but does not possess a sub-
group of order 6. However, the Sylow Theorems do provide a partial converse
for Lagrange’s Theorem—in certain cases they guarantee us subgroups of spe-
cific orders. These theorems yield a powerful set of tools for the classification
of all finite nonabelian groups.

15.1 The Sylow Theorems

We will use what we have learned about group actions to prove the Sylow The-
orems. Recall for a moment what it means for G to act on itself by conjugation
and how conjugacy classes are distributed in the group according to the class
equation, discussed in Chapter 14. A group G acts on itself by conjugation via
the map (g,7) — gzg~'. Let x1,...,2; be representatives from each of the
distinct conjugacy classes of G that consist of more than one element. Then
the class equation can be written as

Gl =12(G)| +[G: Cla)] + -+ [G: Claw)],

where Z(G) = {g € G : gv = zgforallz € G} is the center of G and
C(z;) ={g € G: gx; = x;g} is the centralizer subgroup of z;.

We begin our investigation of the Sylow Theorems by examining subgroups
of order p, where p is prime. A group G is a p-group if every element in G has
as its order a power of p, where p is a prime number. A subgroup of a group
G is a p-subgroup if it is a p-group.

Teorema 15.1 (Cauchy). Let G be a finite group and p a prime such that p
divides the order of G. Then G contains a subgroup of order p.

DEMOSTRACION. We will use induction on the order of G. If |G| = p, then
clearly G itself is the required subgroup. We now assume that every group of
order k, where p < k < n and p divides k, has an element of order p. Assume
that |G| = n and p | n and consider the class equation of G:

|G| = |Z(G)|+[G: C(x1)] + -+ [G : C(x1)].

We have two cases.
Case 1. The order of one of the centralizer subgroups, C(x;), is divisible
by p for some i, 7 =1,...,k. In this case, by our induction hypothesis, we are

252
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done. Since C'(z;) is a proper subgroup of G and p divides |C(z;)|, C(z;) must
contain an element of order p. Hence, G must contain an element of order p.

Case 2. The order of no centralizer subgroup is divisible by p. Then p
divides [G : C(z;)], the order of each conjugacy class in the class equation;
hence, p must divide the center of G, Z(G). Since Z(G) is abelian, it must
have a subgroup of order p by the Fundamental Theorem of Finite Abelian
Groups. Therefore, the center of G contains an element of order p. O

Corolario 15.2. Let G be a finite group. Then G is a p-group if and only if
G| =p".

Ejemplo 15.3. Let us consider the group As. We know that |A5| = 60 =
22.3.5. By Cauchy’s Theorem, we are guaranteed that As has subgroups of
orders 2, 3 and 5. The Sylow Theorems will give us even more information
about the possible subgroups of As.

We are now ready to state and prove the first of the Sylow Theorems. The
proof is very similar to the proof of Cauchy’s Theorem.

Teorema 15.4 (First Sylow Theorem). Let G be a finite group and p a prime
such that p" divides |G|. Then G contains a subgroup of order p".

DEMOSTRACION. We induct on the order of G once again. If |G| = p, then
we are done. Now suppose that the order of G is n with n > p and that the
theorem is true for all groups of order less than n, where p divides n. We shall
apply the class equation once again:

Gl =1Z(G)[+[G: Cla)] + -+ +[G = Cla)].

First suppose that p does not divide [G : C(x;)] for some . Then p" | |C(z;)],
since p" divides |G| = |C(x;)| - [G : C(zx;)]. Now we can apply the induction
hypothesis to C(z;).

Hence, we may assume that p divides [G : C(x;)] for all 4. Since p divides
|G|, the class equation says that p must divide |Z(G)l; hence, by Cauchy’s
Theorem, Z(G) has an element of order p, say g. Let N be the group generated
by g. Clearly, N is a normal subgroup of Z(G) since Z(G) is abelian; therefore,
N is normal in G since every element in Z(G) commutes with every element
in G. Now consider the factor group G/N of order |G|/p. By the induction
hypothesis, G/N contains a subgroup H of order p"~!. The inverse image of
H under the canonical homomorphism ¢ : G — G/N is a subgroup of order p”
in G. O

A Sylow p-subgroup P of a group G is a maximal p-subgroup of G. To
prove the other two Sylow Theorems, we need to consider conjugate subgroups
as opposed to conjugate elements in a group. For a group G, let S be the
collection of all subgroups of G. For any subgroup H, S is a H-set, where H
acts on S by conjugation. That is, we have an action

HxS—S
defined by
h-K i+~ hKh™!
for K in S.
The set

N(H)={geG:gHg ' = H}
is a subgroup of G called the the normalizer of H in G. Notice that H is
a normal subgroup of N(H). In fact, N(H) is the largest subgroup of G in
which H is normal.
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Lema 15.5. Let P be a Sylow p-subgroup of a finite group G and let x have
as its order a power of p. If t='Px = P, then x € P.

DEMOSTRACION. Certainly x € N(P), and the cyclic subgroup, (xP) C N(P)/P,
has as its order a power of p. By the Correspondence Theorem there ex-
ists a subgroup H of N(P) containing P such that H/P = (zP). Since
|H| = |P| - [{xP)]|, the order of H must be a power of p. However, P is a
Sylow p-subgroup contained in H. Since the order of P is the largest power of
p dividing |G|, H = P. Therefore, H/P is the trivial subgroup and P = P,
orx € P. O

Lema 15.6. Let H and K be subgroups of G. The number of distinct H -
conjugates of K is [H : N(K) N H].

DEMOSTRACION. We define a bijection between the conjugacy classes of K and
the right cosets of N(K)NH by h™'Kh — (N(K)NH)h. To show that this map
is a bijection, let hy, he € H and suppose that (N(K)NH)h; = (N(K)NH)hs.
Then hohy* € N(K). Therefore, K = hohy 'Khihy ' or hy'Khy = hy ' Khy,
and the map is an injection. It is easy to see that this map is surjective; hence,
we have a one-to-one and onto map between the H-conjugates of K and the
right cosets of N(K)NH in H. O

Teorema 15.7 (Second Sylow Theorem). Let G be a finite group and p a prime
dividing |G|. Then all Sylow p-subgroups of G are conjugate. That is, if Py
and Py are two Sylow p-subgroups, there exists a g € G such that gP g~ = P;.

DEMOSTRACION. Let P be a Sylow p-subgroup of G and suppose that |G| =
p"m with |P| = p". Let

S={P=P,P,,....P}

consist of the distinct conjugates of P in G. By Lemma 15.6, k = [G : N(P)].
Notice that

Gl = p'm = [N(P)| - [G : N(P)] = [N(P)| - k.

Since p” divides |[N(P)|, p cannot divide k.

Given any other Sylow p-subgroup @, we must show that @ € S. Consider
the @-conjugacy classes of each P;. Clearly, these conjugacy classes partition
S. The size of the partition containing P; is [@Q : N(P;) N Q] by Lemma 15.6,
and Lagrange’s Theorem tells us that |Q| = [Q : N(P;) NQ]|N(P;) N Q|. Thus,
[Q : N(P;)NQ] must be a divisor of |Q| = p". Hence, the number of conjugates
in every equivalence class of the partition is a power of p. However, since p does
not divide k, one of these equivalence classes must contain only a single Sylow
p-subgroup, say P;. In this case, x’lex = P; for all € Q. By Lemma 15.5,
P =Q. O

Teorema 15.8 (Third Sylow Theorem). Let G be a finite group and let p be
a prime dividing the order of G. Then the number of Sylow p-subgroups is
congruent to 1 (mod p) and divides |G)|.

DEMOSTRACION. Let P be a Sylow p-subgroup acting on the set of Sylow
p-subgroups,
S={P=P,P,..., P},

by conjugation. From the proof of the Second Sylow Theorem, the only P-
conjugate of P is itself and the order of the other P-conjugacy classes is a
power of p. Each P-conjugacy class contributes a positive power of p toward
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|S| except the equivalence class {P}. Since |S| is the sum of positive powers
of pand 1, |S| =1 (mod p).

Now suppose that G acts on § by conjugation. Since all Sylow p-subgroups
are conjugate, there can be only one orbit under this action. For P € S,

S| = |orbit of P| =[G : N(P)]

by Lemma 15.6. But [G : N(P)] is a divisor of |G|; consequently, the number
of Sylow p-subgroups of a finite group must divide the order of the group. O

[ ] Historical Note [ ]

Peter Ludvig Mejdell Sylow was born in 1832 in Christiania, Norway (now
Oslo). After attending Christiania University, Sylow taught high school. In
1862 he obtained a temporary appointment at Christiania University. Even
though his appointment was relatively brief, he influenced students such as
Sophus Lie (1842-1899). Sylow had a chance at a permanent chair in 1869,
but failed to obtain the appointment. In 1872, he published a 10-page paper
presenting the theorems that now bear his name. Later Lie and Sylow col-
laborated on a new edition of Abel’s works. In 1898, a chair at Christiania
University was finally created for Sylow through the efforts of his student and
colleague Lie. Sylow died in 1918.

15.2 Examples and Applications

Ejemplo 15.9. Using the Sylow Theorems, we can determine that As has
subgroups of orders 2, 3, 4, and 5. The Sylow p-subgroups of As have orders
3, 4, and 5. The Third Sylow Theorem tells us exactly how many Sylow p-
subgroups As has. Since the number of Sylow 5-subgroups must divide 60 and
also be congruent to 1 (mod 5), there are either one or six Sylow 5-subgroups
in As. All Sylow 5-subgroups are conjugate. If there were only a single Sylow
5-subgroup, it would be conjugate to itself; that is, it would be a normal
subgroup of As. Since A5 has no normal subgroups, this is impossible; hence,
we have determined that there are exactly six distinct Sylow 5-subgroups of
As.

The Sylow Theorems allow us to prove many useful results about finite
groups. By using them, we can often conclude a great deal about groups of a
particular order if certain hypotheses are satisfied.

Teorema 15.10. If p and q are distinct primes with p < q, then every group
G of order pq has a single subgroup of order q and this subgroup is normal
in G. Hence, G cannot be simple. Furthermore, if ¢ Z 1 (mod p), then G is
cyclic.

DEMOSTRACION. We know that G contains a subgroup H of order q. The
number of conjugates of H divides pg and is equal to 1+ kg for £k = 0,1,....
However, 1 + ¢ is already too large to divide the order of the group; hence, H
can only be conjugate to itself. That is, H must be normal in G.

The group G also has a Sylow p-subgroup, say K. The number of conjugates
of K must divide ¢ and be equal to 1+ kp for £k = 0,1,.... Since ¢ is prime,
either 1 +kp=qgor1+kp=1 If 14+ kp=1, then K is normal in G. In this
case, we can easily show that G satisfies the criteria, given in Chapter 9, for
the internal direct product of H and K. Since H is isomorphic to Z, and K
is isomorphic to Z,, G = Zy x Zq = Zp, by Theorem 9.21. O
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Ejemplo 15.11. Every group of order 15 is cyclic. This is true because 15 =
5-3and 5 # 1 (mod 3).

Ejemplo 15.12. Let us classify all of the groups of order 99 = 32 - 11 up to
isomorphism. First we will show that every group G of order 99 is abelian. By
the Third Sylow Theorem, there are 14 3k Sylow 3-subgroups, each of order 9,
for some k =0,1,2,.... Also, 14 3k must divide 11; hence, there can only be
a single normal Sylow 3-subgroup H in G. Similarly, there are 1 + 11k Sylow
11-subgroups and 1+ 11k must divide 9. Consequently, there is only one Sylow
11-subgroup K in G. By Corollary 14.16, any group of order p? is abelian for
p prime; hence, H is isomorphic either to Zs x Zg or to Zg. Since K has order
11, it must be isomorphic to Z;1. Therefore, the only possible groups of order
99 are Zsz X Zgz X Z11 or Zg X Z11 up to isomorphism.

To determine all of the groups of order 5-7-47 = 1645, we need the following
theorem.

Teorema 15.13. Let G’ = (aba='b~! : a,b € G) be the subgroup consisting of
all finite products of elements of the form aba='b=' in a group G. Then G’ is
a normal subgroup of G and G /G’ is abelian.

The subgroup G’ of G is called the commutator subgroup of G. We leave
the proof of this theorem as an exercise (Exercise 10.3.14 in Chapter 10).

Ejemplo 15.14. We will now show that every group of order 5-7-47 = 1645
is abelian, and cyclic by Corollary 9.21. By the Third Sylow Theorem, G has
only one subgroup H; of order 47. So G/H; has order 35 and must be abelian
by Theorem 15.10. Hence, the commutator subgroup of G is contained in H
which tells us that |G| is either 1 or 47. If |G'| = 1, we are done. Suppose that
|G| = 47. The Third Sylow Theorem tells us that G has only one subgroup
of order 5 and one subgroup of order 7. So there exist normal subgroups Hs
and Hs in G, where |Hz| = 5 and |Hs| = 7. In either case the quotient group
is abelian; hence, G’ must be a subgroup of H;, i = 1,2. Therefore, the order
of G’ is 1, 5, or 7. However, we already have determined that |G'| = 1 or 47.
So the commutator subgroup of G is trivial, and consequently G is abelian.

Finite Simple Groups

Given a finite group, one can ask whether or not that group has any normal
subgroups. Recall that a simple group is one with no proper nontrivial normal
subgroups. As in the case of As, proving a group to be simple can be a very
difficult task; however, the Sylow Theorems are useful tools for proving that a
group is not simple. Usually, some sort of counting argument is involved.

Ejemplo 15.15. Let us show that no group G of order 20 can be simple. By
the Third Sylow Theorem, G contains one or more Sylow 5-subgroups. The
number of such subgroups is congruent to 1 (mod 5) and must also divide
20. The only possible such number is 1. Since there is only a single Sylow
5-subgroup and all Sylow 5-subgroups are conjugate, this subgroup must be
normal.

Ejemplo 15.16. Let G be a finite group of order p™, n > 1 and p prime. By
Theorem 14.15, G has a nontrivial center. Since the center of any group G is a
normal subgroup, G cannot be a simple group. Therefore, groups of orders 4,
8,9, 16, 25, 27, 32, 49, 64, and 81 are not simple. In fact, the groups of order
4,9, 25, and 49 are abelian by Corollary 14.16.
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Ejemplo 15.17. No group of order 56 = 23 - 7 is simple. We have seen that if
we can show that there is only one Sylow p-subgroup for some prime p dividing
56, then this must be a normal subgroup and we are done. By the Third Sylow
Theorem, there are either one or eight Sylow 7-subgroups. If there is only a
single Sylow 7-subgroup, then it must be normal.

On the other hand, suppose that there are eight Sylow 7-subgroups. Then
each of these subgroups must be cyclic; hence, the intersection of any two of
these subgroups contains only the identity of the group. This leaves 8 - 6 = 48
distinct elements in the group, each of order 7. Now let us count Sylow 2-
subgroups. There are either one or seven Sylow 2-subgroups. Any element
of a Sylow 2-subgroup other than the identity must have as its order a power
of 2; and therefore cannot be one of the 48 elements of order 7 in the Sylow
7-subgroups. Since a Sylow 2-subgroup has order 8, there is only enough room
for a single Sylow 2-subgroup in a group of order 56. If there is only one Sylow
2-subgroup, it must be normal.

For other groups G, it is more difficult to prove that G is not simple.
Suppose G has order 48. In this case the technique that we employed in the
last example will not work. We need the following lemma to prove that no
group of order 48 is simple.

Lema 15.18. Let H and K be finite subgroups of a group G. Then

|H|-|K]|

HE| =22
K = AR

DEMOSTRACION. Recall that
HK ={hk:he HkeK}.

Certainly, |HK| < |H| - |K| since some element in HK could be written as the
product of different elements in H and K. It is quite possible that h1k; = hoko
for hi,hs € H and kq, ko € K. If this is the case, let

a = (h1)71h2 = kl(kg)il.

Notice that a € H N K, since (h1) 'hy is in H and ko(k1)~! is in K; conse-
quently,

hQ = hla_l
kg = akl.

Conversely, let h = hyb~! and k = bky for b € HN K. Then hk = hiki,
where h € H and k € K. Hence, any element hk € HK can be written in
the form h;k; for h; € H and k; € K, as many times as there are elements in
H N K; that is, |H N K| times. Therefore, |HK| = (|H|- |K|)/|H N K]|. O

Ejemplo 15.19. To demonstrate that a group G of order 48 is not simple,
we will show that G contains either a normal subgroup of order 8 or a normal
subgroup of order 16. By the Third Sylow Theorem, G has either one or three
Sylow 2-subgroups of order 16. If there is only one subgroup, then it must be
a normal subgroup.

Suppose that the other case is true, and two of the three Sylow 2-subgroups
are H and K. We claim that |HNK| = 8. If |[HNK]| < 4, then by Lemma 15.18,

16-16

HEK| =
4

64,
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which is impossible. Notice that H N K has index two in both of H and K,
so is normal in both, and thus H and K are each in the normalizer of H N K.
Because H is a subgroup of N(H N K) and because N(H N K) has strictly
more than 16 elements, |[N(H N K)| must be a multiple of 16 greater than 1,
as well as dividing 48. The only possibility is that |N(H N K)| = 48. Hence,
NHNK)=G.

The following famous conjecture of Burnside was proved in a long and
difficult paper by Feit and Thompson [2].

Teorema 15.20 (Odd Order Theorem). Every finite simple group of nonprime
order must be of even order.

The proof of this theorem laid the groundwork for a program in the 1960s
and 1970s that classified all finite simple groups. The success of this program
is one of the outstanding achievements of modern mathematics.

Sage Sage will compute a single Sylow p-subgroup for each prime divisor p of
the order of the group. Then, with conjugacy, all of the Sylow p-subgroups can
be enumerated. It is also possible to compute the normalizer of a subgroup.

15.3 Exercises

1. What are the orders of all Sylow p-subgroups where G has order 18, 24, 54,
72, and 807

2. Find all the Sylow 3-subgroups of S; and show that they are all conjugate.
3. Show that every group of order 45 has a normal subgroup of order 9.

4. Let H be a Sylow p-subgroup of GG. Prove that H is the only Sylow p-
subgroup of G contained in N(H).

5. Prove that no group of order 96 is simple.
6. Prove that no group of order 160 is simple.

7. If H is a normal subgroup of a finite group G and |H| = p* for some prime
p, show that H is contained in every Sylow p-subgroup of G.

8. Let G be a group of order p?q?, where p and g are distinct primes such that
q1p?—1and pfq®— 1. Prove that G must be abelian. Find a pair of primes
for which this is true.

9. Show that a group of order 33 has only one Sylow 3-subgroup.

10. Let H be a subgroup of a group G. Prove or disprove that the normalizer
of H is normal in G.

11. Let G be a finite group divisible by a prime p. Prove that if there is only
one Sylow p-subgroup in G, it must be a normal subgroup of G.

12. Let G be a group of order p”, p prime. Prove that G contains a normal
subgroup of order p"!.

13. Suppose that G is a finite group of order p"k, where k < p. Show that G
must contain a normal subgroup.

14. Let H be a subgroup of a finite group G. Prove that gN(H)g~! =
N(gHg™ 1) for any g € G.
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15. Prove that a group of order 108 must have a normal subgroup.
16. Classify all the groups of order 175 up to isomorphism.
17. Show that every group of order 255 is cyclic.

18. Let G have order pi* - - pS and suppose that G has n Sylow p-subgroups
Py,..., P, where |Pj| = p;*. Prove that G is isomorphic to P; x --- X P,.

19. Let P be a normal Sylow p-subgroup of GG. Prove that every inner auto-
morphism of G fixes P.

20. What is the smallest possible order of a group G such that G is nonabelian
and |G| is odd? Can you find such a group?

21. (The Frattini Lemma) If H is a normal subgroup of a finite group G and
P is a Sylow p-subgroup of H, for each g € G show that there is an h in H
such that gPg~' = hPh~'. Also, show that if IV is the normalizer of P, then
G=HN.

22. Show that if the order of G is p™q, where p and ¢ are primes and p > q,
then G contains a normal subgroup.

23. Prove that the number of distinct conjugates of a subgroup H of a finite
group G is [G : N(H)].

24. Prove that a Sylow 2-subgroup of Sy is isomorphic to Dy.

25. (Another Proof of the Sylow Theorems)
(a) Suppose p is prime and p does not divide m. Show that

()
vk )
(b) Let S denote the set of all p* element subsets of G. Show that p does not
divide |S|.
(c¢) Define an action of G on § by left multiplication, aT = {at : t € T} for
a € Gand T € §. Prove that this is a group action.
(d) Prove p1|Or| for some T € S.
(e) Let {T1,...,Ty} be an orbit such that ptuand H ={g € G : ¢T1 = T1 }.
Prove that H is a subgroup of G and show that |G| = u|H|.
(f) Show that p* divides |H| and p* < |H]|.
(g) Show that |H| = |Or| < p¥; conclude that therefore p* = |H]|.

26. Let G be a group. Prove that G’ = (aba='b~! : a,b € G) is a normal
subgroup of G and G/G’ is abelian. Find an example to show that {aba =6~ :
a,b € G} is not necessarily a group.

15.4 A Project

The main objective of finite group theory is to classify all possible finite groups
up to isomorphism. This problem is very difficult even if we try to classify the
groups of order less than or equal to 60. However, we can break the problem
down into several intermediate problems. This is a challenging project that
requires a working knowledge of the group theory you have learned up to this
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point. Even if you do not complete it, it will teach you a great deal about
finite groups. You can use Table 15.21 as a guide.

Order Number | Order Number | Order Number | Order Number
1 ? 16 14 31 1 46 2
2 ? 17 1 32 51 47 1
3 ? 18 ? 33 1 48 52
4 ? 19 ? 34 ? 49 ?
5 ? 20 5 35 1 50 5
6 ? 21 ? 36 14 51 ?
7 ? 22 2 37 1 52 ?
8 ? 23 1 38 7 53 ?
9 ? 24 ? 39 2 54 15
10 ? 25 2 40 14 55 2
11 ? 26 2 41 1 56 ?
12 5 27 5 42 ? 57 2
13 ? 28 ? 43 1 58 ?
14 ? 29 1 44 4 59 1
15 1 30 4 45 ? 60 13

Cuadro 15.21: Numbers of distinct groups G, |G| < 60

1. Find all simple groups G ( |G| < 60). Do not use the Odd Order Theorem
unless you are prepared to prove it.

2. Find the number of distinct groups G, where the order of G is n for n =
1,...,60.

3. Find the actual groups (up to isomorphism) for each n.
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15.6 Sage

Subgrupos de Sylow

El método .sylow_subgroup(p), implementaado para grupos de permutaciones,
entregara un p-subgrupo de Sylow. Si el primo no es un divisor propio del orden
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del grupo devuelve un subgrupo de orden p°, en otras palabras, el subgrupo
trivial. A veces, solo necesitaremos un subgrupo de Sylow, pues cualquiera dos
p-subgrupos de Sylow son conjugados, y por ende isomorfos (Teorema 15.7).
Esto también quiere decir que podemos crear otros p-subgrupos de Sylow con-
jugando el que obtuvimos. El método .conjugate(g) conjugara el grupo por
g.

Mediante conjugaciones de un solo p-subgrupo de Sylow p, siempre ob-
tendremos subgrupos repetidos. Necesitamos una construcciéon un poco mas
complicada para formar una lista que contenga cada p-subgrupo de Sylow ex-
actamente una vez. La siguiente rutina que calcula todos los p-subgrupos de
Sylow sera util para lo que queda de esta seccion. Se podria hacer mas eficiente
conjugando solo por un elemento de cada clase lateral del normalizador, pero
es suficiente para nuestros propositos acid. Asegurese de ejecutar la proxima
celda, para poder usar la funciéon mas adelante.

def all_sylow(G, p):

'"''"Form the set of all distinct Sylow p-subgroups of G'"'
scriptP = []
P = G.sylow_subgroup(p)
for x in G:

H = P.conjugate(x)

if not(H in scriptP):

scriptP.append(H)

return scriptP

Investiguemos los subgrupos de Sylow del grupo dihedral D;g. Como grupo
de orden 36 = 22 - 32, sabemos por el Primer Teorema de Sylow que tiene un
2-subgrupo de orden 4 y un 3-subgrupo de Sylow de orden 9. Comenzando con
p = 2, obtenemos un 2-subgrupo de Sylow, formamos todos sus conjugados, y
formamos una lista de los subgrupos sin repeticiones.

G = DihedralGroup (18)
S2 = G.sylow_subgroup(2); S2

Subgroup of (Dihedral group of order 36 as a permutation
group)

generated by

[(2,18)(3,17)(4,16)(5,15)(6,14)(7,13)(8,12)(9,11),

(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18)1]

unigS2 = all_sylow(G, 2)
uniqS2

[Permutation Group with generators
[(2,18)(3,17)(4,16)(5,15)(6,14)(7,13)(8,12)(9,11),
(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18)1,
Permutation Group with generators
[(1,3)(4,18)(5,17)(6,16)(7,15)(8,14)(9,13)(10,12),
(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18)1,
Permutation Group with generators
[(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18),
(1,17)(2,16)(3,15)(4,14)(5,13)(6,12)(7,11)(8,10)1,
Permutation Group with generators
[(1,5)(2,4)(6,18)(7,17)(8,16)(9,15)(10,14)(11,13),
(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18)1,
Permutation Group with generators
[(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18),
(1,15)(2,14)(3,13)(4,12)(5,11)(6,10)(7,9)(16,18)1,
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Permutation Group with generators
[(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18),
(1,13)(2,12)(3,11)(4,10)(5,9)(6,8)(14,18)(15,17)1,
Permutation Group with generators
[(1,7)(2,6)(3,5)(8,18)(9,17)(10,16)(11,15)(12,14),
(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18)1,
Permutation Group with generators
[(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18),
(1,11)(2,10)(3,9)(4,8)(5,7)(12,18)(13,17)(14,16)1,
Permutation Group with generators
[(1,9)(2,8)(3,7)(4,6)(10,18)(11,17)(12,16)(13,15),
(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18) 1]

len(uniqgS2)

9

El Tercer Teorema de Sylow nos dice que para p = 2 podriamos tener 1,3 09 2-

subgrupos de Sylow, de manera que los 9 subgrupos obtenidos son consistentes

con lo que predice la teoria. ;Puede visualizar cada uno de estos subgrupos

como simetrias de un poligono regular de 18 lados? Notemos que también

tenemos muchos subgrupos de orden 2 dentro de estos subgrupos de orden 4.
Ahora para p = 3.

G = DihedralGroup (18)
S3 = G.sylow_subgroup(3); S3

Subgroup of (Dihedral group of order 36 as a permutation
group)

generated by

[(1,7,13)(2,8,14)(3,9,15)(4,10,16)(5,11,17)(6,12,18),

(1,15,11,7,3,17,13,9,5)(2,16,12,8,4,18,14,10,6) 1]

uniqS3 = all_sylow(G, 3)
uniqS3

[Permutation Group with generators
[¢1,7,13)(2,8,14)(3,9,15)(4,10,16)(5,11,17)(6,12,18),
(1,15,11,7,3,17,13,9,5)(2,16,12,8,4,18,14,10,6) 1]

len(uniqgS3)

1

;, Qué es lo que predice el Tercer Teorema de Sylow? Habiendo encontrado solo
un subgrupo de Sylow computacionalmente, sabemos que todos los conjugados
de este tinico 3-subgrupo de Sylow son iguales. En otras palabras el 3-subgrupo
de Sylow es normal en D;g. Comprobémoslo de todas formas.

S3.is_normal (G)

True

Al menos uno de los subgrupos de orden 3 contenidos en este 3-subgrupo
de Sylow debiese ser obvio mirando los 6rdenes de los generadores, y luego
podriamos incluso darnos cuenta que los generadores dados se pueden reducir,
y uno es una potencia del otro.

S3.is_cyclic()
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True

Recuerde que existen muchos otros subgrupos, de otros 6rdenes. Por ejemplo,
ipuede construir un subgrupo de oreden 6 =2 -3 en Dyg7

Normalizadores

Un comando nuevo que resulta relevante para esta secciéon es la construccion
del normalizador. El comando G.normalizer(H) devolvera el subgrupo de G que
contiene todos los elementos que normalizan al subgrupo H. Ilustraremos su
uso con los subgrupos de Sylow de arriba.

G = DihedralGroup(18)

S2 = G.sylow_subgroup (2)
S3 = G.sylow_subgroup(3)
N2 = G.normalizer(S2); N2

Subgroup of (Dihedral group of order 36 as a permutation
group)

generated by

[(2,18)(3,17)(4,16)(5,15)(6,14)(7,13)(8,12)(9,11),

(1,10)(2,11)(3,12)(4,13)(5,14)(6,15)(7,16)(8,17)(9,18)1

True

N3 = G.normalizer (S3); N3

Subgroup of (Dihedral group of order 36 as a permutation
group)

generated by

[(2,18)(3,17)(4,16)(5,15)(6,14)(7,13)(8,12)(9,11),

(1,2)(3,18)(4,17)(5,16)(6,15)(7,14)(8,13)(9,12)(10,11),

(1,7,13)(2,8,14)(3,9,15)(4,10,16)(5,11,17)(6,12,18),

(1,15,11,7,3,17,13,9,5)(2,16,12,8,4,18,14,10,6) 1]

N3 == G

True

El normalizador de n subgrupo siempre contiene al subgrupo, de manera que
el normalizador de S2 este todo lo pequeno que puede ser. Ya sabiamos que
S3 es normal en G, asi es que no es sorprendente que su normalizador sea todo
llo grande que puede ser — todo elemento de G normaliza a S3. Calculemos un
normalizador méas “interesante” en Dg

G = DihedralGroup (18)

a =G("(,7,13)(2,8,14)(3,9,15)(4,10,16)(5,11,17)(6,12,18)")
b = G("(1,5)(2,4)(6,18)(7,17)(8,16)(9,15)(10,14) (11,13)")

H = G.subgroup([a, bl)

H.order ()

6

N = G.normalizer (H)

N




264 CAPITULO 15. THE SYLOW THEOREMS

Subgroup of (Dihedral group of order 36 as a permutation
group)

generated by

[(1,2)(3,18)(4,17)(5,16)(6,15)(7,14)(8,13)(9,12)(10,11),

(1,5)(2,4)(6,18)(7,17)(8,16)(9,15)(10,14)(11,13),

(1,13,7)(2,14,8)(3,15,9)(4,16,10)(5,17,11)(6,18,12)1

N.order ()

12

Para este subgrupo de orden 6, el normalizador es estrictamente mas grande
que el subgrupo, pero estrictamente menor que el grupo completo (y por ende
no es normal en el grupo dihedral). Trivialmente, un subgrupo es normal en
su normalizador:

H.is_normal (G)

False

H.is_normal (N)

True

Grupos Finitos Simples

Ya vimos el método .is_simple(). En el Ejemplo 15.16 que un grupo de or-
den 64 nunca es simple. El grupo diciclico DiCyclicGroup(16) es un grupo
no-abeliano de orden 64, asi es que podemos poner a prueba el método con
este grupo. Resulta que este grupo tiene muchos subgrupos normales — la lista
siempre contendra al grupo trivial y al grupo completo, asi cualquier nimero
mayor a 2 indica un subgrupo normal no-trivial.

DC=DiCyclicGroup (16)
DC.order ()

64

DC.is_simple ()

False

ns = DC.normal_subgroups ()
len(ns)

9

Aca viene un grupo bastante interesante, uno de los 26 grupos simles es-
poréadicos, conocido como el grupo de Higman-Sims, HS. Los generadores
usados abajo vienen de su representaciéon permutacional en 100 puntos en
formato GAP, disponible en web.mat.bham.ac.uk/atlas/v2.0/spor/HS/. Dos
generadores, uno de orden 2 y otro de orden 5 (como se puede ver facilmente),
generando 44 352 000 elementos, pero ningin subgrupo normal. Impresionante.

SymmetricGroup (100)
G(L(1,60), (2,72), (3,81), (4,43), (5,11), (6,87),
(7,34), (9,63), (12,46), (13,28), (14,71), (15,42),

[V
1
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(16,97), (18,57), (19,52), (21,32), (23,47), (24,54),
(25,83), (26,78), (29,89), (30,39), (33,61), (35,56),
(37,67), (44,76), (45,88), (48,59), (49,86), (50,74),
(51,66), (53,99), (55,75), (62,73), (65,79), (68,82),
(77,92), (84,90), (85,98), (94,100)1)

b = G([(1,86,13,10,47), (2,53,30,8,38),

(3,40,48,25,17), (4,29,92,88,43), (5,98,66,54,
65),
(6,27,51,73,24), (7,83,16,20,28),  (9,23,89,95,61),

(11,42,46,91,32), (12,14, 81,55,68),
(15,90,31,56,37),

(18,69,45,84,76), (19,59,79,35,93),
(21,22,64,39,100),

(26,58,96,85,77), (33,52,94,75,44),
(34,62,87,78,50),

(36,82,60,74,72), (41,80,70,49,67),
(57,63,71,99,97)1)

a.order (), b.order ()

(2, 5

HS = G.subgroup([a, bl)
HS.order ()

44352000

HS.is_simple ()

True

Vimos antes este grupo en los Ejercicios del Capitulo 14 sobre acciones de
grupo, donde era el tnico subgrupo normal no trivial del grupo de automorfis-
mos del grafo de Higman-Sims, de ahi su nombre.

Consola e Interfaz GAP

Acé concluimos el estudio exclusivo de teoria de grupos, aunque seguiremos
usando algunos grupos en las secciones que siguientes. Como ya hemos desta-
cado, mucho del lo que hace Sage con grupos es realizado por el programa de
codigo aberto, “Groups, Algorithms, and Programming,” mas conocido como
GAP. Si luego de este curso, sus necesidades superan la capacidad de Sage en
relacién a grupos, entonces aprender GAP seria el proximo paso como tedrico
de grupos. Cada copia de Sage incluye una copia de GAP y se puede saber
facilmente cuél es la version de GAP incluida:

gap.version()

'4.8.6"'

En Sage se puede interactuar con GAP de diferentes formas. La mnas directa
es creando un grupo de permutaciones por medio del comando gap() de Sage.

G = gap('Group(.(1,2,3,4,5,6),.(1,3,5).)")
G

Group( [ (1’2)3)4)5!6)? (173!5) ] )
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Ahora podemos usar casi cualquier comando GAP con G, via la convencion
de que la mayoria de los comandos en GAP esperan recibir un grupo como
su primer argumento, y en su lugar proveemos el grupo usando la sintaxis
orientada al objeto G.. Si consulta un manual de GAP vera que Center es un
comando GAP que toma un grupo como su unico argumento, y Centralizer es
un comando GAP que requiere dos argumentos — un grupo y luego un elemento
del grupo.

G.Center ()

Group( [ (1, 3, 5(C 2, 4, 6) 1)

G.Centralizer('(1,.3,.5)")

Group( [ (1,3,5), (2,4,6), (1,3,5)(2,4,6) 1)

Si usa la interfaz Notebook de Sage puede poner %gap en la primera linea de
una celda y la celda completa se interpretara como si estuviera interactuando
directamente cong GAP. Esto significa que ahora puede (y debe) usar la sintaxis
de GAP, que como puede ver arriba, es ligeramente diferente a la Sintaxis
de Sage. También se puede usar el mend en el comienzo de la pagina para
seleccionar gap en lugar de sage y la hoja de trabajo completa sera interpretada
como GAP. Acé un ejemplo simple, que debiera poder ejecutar en su hoja de
trabajo actual. Este ejemplo particular no correrd bien en una celda Sage en
la versién web de esta seccion.

%gap
G := Group( (1y273741516)) (1:3!5) )!
Centralizer (G, (1,3,5));

Notemos que

e No es necesario encerrar las permutaciones individuales con tantas cremil-
las como hariamos en Sage.

e La asignacion es := not =. Si olvida los dos puntos, obtendra un error del
tipo Variable: 'G' must have a value

e Una linea debe terminar en punto y coma (;). Si olvida el punto y coma
al final la linea, las lineas se fusionaran como si fuera una sola.

Puede obtener ayuda sobr los comandos en GAP como se muestra mas abajo,
pero pronto se dara cuenta que GAP supone que usted sabe mas algebra de lo
que supone Sage.

print(gap.help('SymmetricGroup', pager=False))

En la version de linea de comando de Sage, también es posible usar la “consola”
GAP. Nuevamente, serd necesario usar la sintaxis de GAP, y no tendra muchas
de las comodidades del Notebook Sage. También es bueno saber de antemano
que quit; es la forma de salir de la consola GAP y volver a Sage. Si corre Sage
en la linea de comando, use el comando gap_console() para iniciar GAP.

Es reconfortante saber que con Sage tenemos una copia completa de GAP,
instalada y lista para correr. Pero, este no es un tutorial de GAP, asi es que
si le interesa, puede consultar la pagina oficial de GAP: www.gap-system.org
para aprender més sobre GAP.
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15.7 Ejercicios en Sage

1. Este ejercicio ejemplifica el Teorema 15.13. El subgrupo conmutador se
puede obtener con el método .commutator(). Para el grupo dihedral de orden
40, Dog (DihedralGroup(20) en Sage), calcule el subgrupo conmutador y forme
el cociente del grupo dihedral por este subgrupo. Compruebe que este cocienet
es abeliano. ;Puede identificar a qué grupo conocido es isomorfo este cociente?

2. Para cada primo para el que tenga sentido, encuentre todos los p-subgrupos
de Sylow del grupo alternante A5;. Confirme que sus resultados son consistentes
con el Terecer Teorema de Sylow Theorem para cada primo. Sabemos que As
es un grupo simple. Diga por qué esto podria ayudar a explicar cierto aspecto
de sus respuestas.

Cuente el numero total de elementos distintos contenidos en la union de todos
los subgrupos de Sylow que acaba de encontrar. ;Qué le parece interesante de
esta cuenta?

3. Para el grupo dihedral D3¢ (simetrias de un poligono regular de 36 lados) y
para cada primo, determine los posibles valores para el ntimero de psubgrupos
de Sylow segun lo establecido en el Tercer Teorema de Sylow(15.8). Ahora
calcule el nimero efectivo de psubgrupos de Sylow para cada primo y comente
sobre el resultado.

Es posible demostrar que ningin grupo de orden 72 es un grupo simple, usando
técnicas como las usadas en los tltimos ejemplos de este capitulo. Discuta este
resultado en el contexto de sus célculos con Sage.

4. Este ejercicio ejemplifica el Lema 15.6. Sea G el grupo dihedral de orden 36,
D1g. Sea H uno de los 3-subgrupos de Sylow. Sea K el subgrupo de orden 6
generado por las dos permutaciones a y b dadas abajo. Primero, forme una lista
de los distintos conjugados de K por los elementos de H, y cuente el nimero
de subgrupos en esta lista. Compare esto con el indice dado en el eneunciado
del lema, empleando un solo comando (largo) que haga uso de los métodos
.order(), .normalizer() y .intersection() aplicados a G, H y K, solamente.

G = DihedralGroup (18)
= G("(1,7,13)(2,8,14)(3,9,15)(4,10,16)(5,11,17)(6,12,18)")
G("(1,5)(2,4)(6,18)(7,17)(8,16)(9,15)(10,14) (11,13)")

[o )
nou

5. El Ejemplo 15.19 muestra que todo grupo de orden 48 tiene un subgrupo
normal. Los grupos diciclicos forman una familia infinita de grupos no-abelianos
de orden 4n, que incluye al grupo de los cuaterniones (el caso n = 2). El grupo
DiCyclicGroup(12) tiene orden 48. Use Sage para ilustrar la logica de la de-
mostracion en el Ejemplo 15.19 y obtenga un subgrupo normal. (En otras
palabras, no pida simplemente la lista de subgrupos normales, sino siga las im-
plicaciones del ejemplo para arribar a un subgrupo normal, y luego compruebe
su respuesta.)

6. Las demostraciones del Segundo y Tercer Teorema de Sylow (15.7, 15.8)
emplean una acciéon de grupo en conjuntos de p-subgrupos de Sylow p. Para el
Segundo Teorema, la lista se propone como incompleta y luego se demuestra
que contiene todos los p-subgrupos de Sylow. En este ejercicio veremos como
se comportan estas acciones, y como se diferencian cuando usamos distintos
grupos actuando en el mismo conjunto.

Construya los seis 5-subgrupos de Sylow del grupo alternante As. Este sera
el conjunto de objetos para nuestras dos acciones. La conjugacién de uno de
estos 5-subgrupos de Sylow por un elemento de As producira otro 5-subgrupo
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de Sylow, y puede por lo tanto ser usada para definir una accién de grupo.
Para una tal accion, para cada elemento del grupo, forme una permutacion
en Sage numerando los seis subgrupos y usando esos enteros como etiquetas
para los subgrupos. El método para listas .index() de Python le serd muy util.
Ahora use todas estas permutaciones para generar un grupo de permutaciones
(un subgrupo de Sg). Finalmente, use métodos de grupos de permutaciones
para la obtencion de orbitas y estabilizadores, etc. para explorar las acciones.
Para la primera accion, utilice todo As como su grupo. Muestre que la accion
resultante es transitiva. En otras palabras, existe una sola drbita.

Para la segunda accion, use uno de los 5-subgrupos de Sylow como su grupo.
Escriba la ecuacion de clases para esta acciéon que sugiera la parte “congruencia
a 1 mod p” de las conclusiones del Tercer Teorema.



16
Anillos

Hasta ahora hemos estudiado conjuntos con una sola operacién binaria que sat-
isface ciertos axiomas, pero muchas veces estamos mas interesados en trabajar
con conjuntos que tienen dos operaciones binarias. Por ejemplo, una de las es-
tructuras algebraicas méas naturales de estudiar es la de los enteros con las op-
eraciones de adicién y multiplicacion. Estas operaciones estan relacionadas por
la propiedad distributiva. Al considerar un conjunto con dos operaciones bi-
narias relacionadas asi, que satisfacen ciertos axiomas, tenemos una estructura
algebraica llamada anillo. En un anillo sumamos y multiplicamos elementos
tales como los nimeros reales, los niumeros complejos, matrices y funciones.

16.1 Anillos

Un conjunto no vacio R es un anillo si tiene dos operaciones binarias, adicion
y multiplicacién, que satisfacen las siguientes condiciones.

l.a+b=b+a for a,b € R.
2. (a+b)+c=a+ (b+c) for a,b,c € R.
3. There is an element 0 in R such that a + 0 = a for all ¢ € R.

4. For every element a € R, there exists an element —a in R such that
a+(—a)=0.

5. (ab)e = a(be) for a,b,c € R.
6. For a,b,c € R,

a(b+c) =ab+ac
(a+b)e = ac+ be.

Esta ultima consicién, el axioma de la distributividad, relaciona las operaciones
binarias de adicion y multiplicacién. Note que los primeros cuatro axiomas
simplemente requieren que un anillo sea un grupo abeliano con la operacion
de adicién, de manera que podriamos haber definido un anillo como un grupo
abeliano (R, +) junto con una operacion secundariaque satisface los axiomas
quinto y sexto dados arriba.

Si existe un elemento 1 € R tal que 1 # 0y la = al = a para cada elemento
a € R, decimos que tal anillo R es un anillo con unidad o identidad. Un
anillo R para el cual ab = ba para todo a, b en R se llama anillo conmutativo.
un anillo conmutativo R con identidad se llama dominio integral si, para
a,b € R tales que ab =0, se cumple a =0 0 b = 0. Un anillo de division es

269
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un anillo R, con identidad, en el que todo elemento distinto de cero en R es una
unidad; es decir, para cada a € R con a # 0, existe un tnico elemento !
tal que a 'a = aa~! = 1. Un anillo de divisién conmutativo se llama cuerpo.
La relacién entre anillos, dominios integrales, anillos de divisién y cuerpos se
muestra en la Figura 16.1.

Anillos
Anillos Anillos con
Conmutativos Identidad
Dominios Anillos de
Integrales Division
Cuerpos

Figura 16.1: Tipos de anillos

Ejemplo 16.2. Como mencionamos antes, los enteros forman un anillo. De
hecho, Z es un dominio integral. De hecho si ab = 0 para dos enteros a y b,
yva sea a =0 o b = 0. Sin embargo, Z no e sun cuerpo. No hay un entero que
sea el inverso multiplicativo de 2, pues 1/2 no es un entero. Los tnicos enteros
con inverso multiplicativo son 1 y —1.

Ejemplo 16.3. Bajo las operaciones usuales de adicién y multiplicacion, todos
los sistemas de ntmeros familiares son anillos: los racionales, Q; los ntimeros
reales, R; y los nimeros complejos, C. Cada uno de estos anillos es un cuerpo.

Ejemplo 16.4. Podemos definir el producto de dos elementos a y b en Z,, como
ab (mod n). Por ejemplo, en Z13, 5-7 = 11 (mod 12). Este producto convierte
el grupo abeliano Z,, en un anillo. De hecho 7Z,, es un anillo conmutativo; sin
embargo, puede que no se un dominio integral. Si consideramos 3 -4 = 0
(mod 12) en Zis, es facil ver que el producto de dos elementos distintos de
cero en el anillo puede ser igual a cero.

Un elemento distinto de cero a en un anillo R se dice divisor de cero
si existe un elemento b distinto de cero en R tal que ab = 0. En el ejemplo
anterior, 3 y 4 son divisores de cero en Zis.

Ejemplo 16.5. El conjunto de funciones reales continuos definidas en un in-
tervalo [a,b] forman un anillo conmutativo. La suma y el producto de dos
funciones se definen sumando y multiplicando respectvamente los valores de
las funciones. Si f(x) = 22 y g(x) = cosz, entonces (f +g)(z) = f(z)+g(z) =
2?2 +cosz y (fg)(x) = f(x)g(z) = 2% cos z.

Ejemplo 16.6. Las matrices de 2 x 2 con coeficientes en R forman un anillo
bajo las operaciones usuales de suma y multiplicacon de matrices. Este anillo
es no conmutativo, pues en general AB # BA. Notemos ademas, que podemos
tener AB = 0 sin que A ni B sea cero.

Ejemplo 16.7. Para un ejemplo de un anillo de divisién no conmutativo, sea

=) = (e =00 =),
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2:

con ¢ —1. Estos elementos satisfacen las siguientes relaciones:

P=?=k>=-1

ij=k
jk =i
Ki=j
ji=—k
Kj=—i
ik = —j.

Sea H el conjunto de todos los elementos de la forma a + bi + ¢j + dk, donde
a, b, ¢, d son nimeros reales. Equivalentemente, H se puede considerar como el
conjunto de todas las matrices de 2 x 2 de la forma

(5 2)

donde o = a+di y 8 = b+ ci son nimeros complejos. Podemos definir la suma
y la multiplicaciéon en H en términos de la multiplicaciéon usual de matrices o
en términos de sus generadores 1, i, j, v k:

(a1 -+ bll + Clj + dlk) + (ag + b21 + ng + dgk)
= (a1 + CLQ) + (b1 + bg)i + (Cl + Cg)j + (dl + dg)k

(a1 + b1l + Clj =+ dlk)(ag + boi + CQj + dgk) =+ ﬁi + ’yj + (Sk,
donde

a=aias — biby — c1eo — dids
B = a1by 4 axby + c1dz — dicy
v =aica —bida + cra2 — d1bs
6 = ards + bicg — c1by — dyas.

Aunque la multiplicacion se ve complicada, en realidad es un un célculo directo
si recordamos que sumamos y multiplicamos elementos en H como polinomios
teniendo en consideracion las relaciones entre los generadores i, j, y k. El anillo
H se llama anillo de cuaterniones.

Para mostrar que los cuaterniones forman un anillo de divisiéon, debemos
ser capaces de encontrar un inverso para cada elemento distinto de cero. Note
que

(a4 bi+cj+ dk)(a — bi — ¢j — dk) = a® +b* + ¢* + d°.

Este elemento es cero solo si a, b, ¢, y d son todos cero. Asi si a+bi+cj+dk # 0,

a—0bi—cj—dk _1
A+ +2+d?)

m+m+q+a¢<

Proposiciéon 16.8. Sea R un anillo con a,b € R. Entonces

1. a0 =0a = 0;
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DEMOSTRACION. Para demostra (1), notemos que
a0 = a(0 +0) = a0 + a0;

luego, a0 = 0. Similarmente, Oa = 0. Para (2), tenemos ab+a(—b) = a(b—0b) =
a0 = 0; por lo tanto, —ab = a(—b). Similarmente, —ab = (—a)b. La parte (3)
sigue directamente de (2) pues (—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—ab) = ab. O

Asi como tenemos subgrupos de grupos, tenemos una clase anéloga de
subestructuras para anillos. Un subanillo S de un anillo R es nu subconjunto
S de R tal que S también es un anillo con las operaciones heredadas de R.

Ejemplo 16.9. El anillo nZ es un subanillo de Z. Note que si bien el anillo
original pueda tener una identidad, no pedimos que su subanillo tenga una
identidad. Tenemos la siguiente cadena de subanillos:

ZCQcRcC.

La siguiente proposicién nos entrega criterios sencillos para determinar si un
subconjunto de un anillo es 0 no es un subanillo. (Dejaremos la demostracion
de esta proposicion como ejercicio.)

Proposicion 16.10. Sea R un anillo y S un subconjunto de R. Entonces S
es un subanillo de R st y solo si se cumplen las siguientes condiciones.

1. S #0.
2. rs €S para todo r,s € S.
8. r—s €S para todo r,s € S.

Ejemplo 16.11. Sea R = M»(R) el anillo de las matrices de 2 x 2 con coefi-
cientes en R. Si T es el conjunto de las matrices triangulares superiores en R;

ie.,
T{(a b>:a,b,c€R},
0 c

entonces 1" es un subanillo de R. Si

a b a v
A= d B=
60 = e=(5 )
estan en T', entonces claramente A — B también esta en T. Ademas,

i / /
AB — (aa ab +/bc>
0 cc

estd en T.

16.2 Dominios Integrales y Cuerpos

Recordemos algunas definiciones. Si R es un anillo y 7 es un elemento distinto
de cero en R, entonces r se llama divisor de cero si existe un elemento
distinto de cero s € R tal que rs = 0. Un anillo conmutativo con identidad
se llama dominio integral si no tiene divisores de cero. Si un elemento a
en un anillo R con identidad tiene un inverso multiplicativo, decimos que a es
una unidad. Si todo elemento distinto de cero en un anillo R es una unidad,
entonces R se llama anillo de division. Un anillo de division conmutativo
se llama cuerpo.
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Ejemplo 16.12. Si 2 = —1, entonces el conjunto Z[i| = {m +ni : m,n € Z}
forma un anillo conocido como los enteros Gaussianos. Es facil ver que los
enteros Gaussianos forman un subanillo de los nimeros complejos pues estan
cerrados bajo la suma y la multiplicacion. Sea o« = a + bi una unidad en Z[i].
Entonces @ = a — bi también es una unidad pues si af = 1, entonces af = 1.
Si 8 = ¢+ di, entonces

1 =aBaB = (a* + b%)(c* + d*).

Por lo tanto, a® + b? debe ser 1 o —1; y, equivalentemente, a + bi = +1 o
a + bi = +i. Por lo tanto, las unidades de este anillo son +1 y +i; luego, los
enteros Gaussianos no son un cuerpo. Dejaremos como ejercicio demostrar que
los enteros Gaussianos son un dominio integral.

Ejemplo 16.13. El conjunto de las matrices

e {G GGG O

con coeficiente en Zy forma un cuerpo.

Ejemplo 16.14. El conjunto Q(v/2) = {a 4+ bv/2 : a,b € Q} es un cuerpo. El
inverso de un elemento a + bv/2 en Q(v/2) es

a —b
2.
a? — 2b2 + a? —2b2\[

Tenemos la siguiente caracterizacion alternativa de los dominios integrales.

Proposicion 16.15 (Ley de Cancelacion). Sea D un anillo conmutativo con
identidad. Entonces D es un dominio integral st y solo si para todos los ele-
mentos distintos de cero a € D con ab = ac, tenemos b = c.

DEMOSTRACION. Sea D un dominio integral. Entonces D no tiene divisores
de cero. Sea ab = ac con a # 0. Entonces a(b—c¢) = 0. Luego, b—c =0y
b=-c

Reciprocamente, supongamos que la cancelaciéon es posible en D. Es decir,
supongamos que ab = ac implica b = ¢. Sea ab = 0. Si a # 0, entonces ab = a0
o b= 0. Por lo tanto, a no puede ser un divisor de cero. O

FEl siguiente teorema sorprendente se lo debemos a Wedderburn.
Teorema 16.16. Todo dominio integral finito es un cuerpo.

DEMOSTRACION. Sea D un dominio integral finito y sea D* el onjunto de los
elementos distintos de cero en D. Debemos mostrar que todo elemento en D*
tiene un inverso. Para cada a € D* podemos definir una funciéon A\, : D* — D*
como A,(d) = ad. Esta funcion tiene sentid, pues si a # 0y d # 0, entonces
ad # 0. La funcion A, es 1-1, pues para di,dy € D*,

ad1 = /\a(dl) = )\a(dg) = adg

implica d; = dy por cancelacion a la izquierda. Como D* es un conjunto finito,
la funcion A, también debe ser sobre; luego, para algin d € D*, \,(d) = ad = 1.
Por lo tanto, a tiene inverso a la izquierda. Como D es conmutativo, d también
es inverso a la derecha para a. Concluimos que D es un cuerpo. O
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Para cualquier entero no negativo n y cualquier elemento r en un anillo R
escribimos r + -+ - +r (n times) como nr. Definimos la caracteristica de un
anillo R como el menor entero positivo n tal que nr = 0 para todo r € R. Sino
existe tal entero, entonces la caracteristica de R se define como 0. Denotaremos
la caracteristica de R por char R.

Ejemplo 16.17. Para todo primo p, Z, es un cuerpo de caracteristica p.
Por la Proposiciéon 3.4, todo elemento distinto de cero en Z,, tiene un inverso;
luego, Z, es un cuerpo. Si a es un elemento distinto de cero en el cuerpo,
entonces pa = 0, pues el orden de cualquier elemento distinto de cero en el
grupo abeliano Z, es p.

Lema 16.18. Sea R un anillo con identidad. Si 1 tiene orden n, entonces la
caracteristica de R es n.

DEMOSTRACION. Si 1 tiene orden n, entonces n es el menor entero positivo tal
que nl = 0. Ademas, para todo r € R,

nr=n(lr) = (nl)r =0r =0.

Por otra parte, si ningtn entero positivo n existe tal que nl = 0, entonces la
caracteristica de R es cero. O

Teorema 16.19. La caracteristica de un dominio integral es un nimero primo
o0 cero.

DEMOSTRACION. Sea D un dominio integral y supongamos que la caracteris-
tica de D es n con n # 0. Si n no es primo, entonces n = ab, con 1 < a < n
y 1 < b < n. Prel Lema 16.18, solo necesitamos considerar el caso nl = 0.
Como 0 = nl = (ab)1 = (al)(bl) y no hay divisores de cero en D, ya sea
al = 0 o0 bl = 0. Luego, la caracteristica de D debe ser menor a n, lo que es
una contradiccién. Por lo tanto, n debe ser primo. O

16.3 Homomorfismos de Anillos e Ideales

En el estudio de grupos, un homomorfismoes una funcién que preserva la op-
eracion del grupo. Similarmente, un homomorfismo entre anillos preserva las
operaciones de adicién y multiplicaciéon en el anillo. Mas especificamente, si
R y S son anillos, entonces un homomorfismo de anillos es una funcién
¢ : R — S que satisface

¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
¢(ab) = ¢(a)¢(b)

para todo a,b € R. Si ¢ : R — S es biyectiva, entonces ¢ se llama isomor-
fismo de anillos.

El conjunto de los elementos que un homomorfismo de anillo envia en 0
juega un papel fundamental en la teoria de anillos. Para cualquier homomor-
fismo ¢ : R — 5, definimos el nicleo de un homomorfismo de anillos como el
conjunto

ker¢ ={r e R: ¢(r) =0}.

Ejemplo 16.20. Para cualquier entero n podemos definir un homomorfismode
anillos ¢ : Z — Z,, como a — a (mod n). En efecto es un homomorfismo de
anillos, pues

dla+b)=(a+0b) (modn)
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a (modn)+0b (modn)
¢(a) + ¢(b)

¢(ab) = ab (mod n)
=a (modn)-b (modn)
= ¢(a)¢(b).
El nucleo del homomorfismo ¢ es nZ.

Ejemplo 16.21. Sea Cf[a,b] el anillo de funciones reales continuas definidas
en un intervalo [a, b] como en el Ejemplo 16.5. Para un « € [a, b] fijo, podemos
definir un homomorfismo de anillos ¢, : Ca,b] — R como ¢, (f) = f(«). Este
es un homomorfismode anillos pues

da(f+9) = (f+9)(a) = f(a) + g(a) = da(f) + Palg)
¢a(fg) = (f9)(@) = fla)g(a) = ¢a(f)Pa(g)-

Homomorfismos de anillos del tipo ¢, se llaman isomorfismos de evalu-
acion.
En la siguiente proposicién examinaremos algunas propiedades fundamen-

tales de los homomorfismos de anillos. La demostracién de la proposiciéon la
dejamos como ejercicio.

Proposicion 16.22. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos.

1. Si R es un anillos conmutativo, entonces ¢(R) es un anillo conmutativo.
2. ¢(0) =0.

3. Sean 1 y lg las identidades de R y S, respectivamente. Si ¢ es sobre,
entonces ¢(1g) = 1s.

4. St R es un cuerpo y ¢(R) # {0}, entonces ¢(R) es un cuerpo.

En teoria de grupos vimos que los subgrupos normales tienen un rol especial.
Estos subgrupos tienen buenas caracteristicas que los hacen mas interesantes
de estudiar que los subgrupos arbitrarios. En teoria de anillos los objetos que
corresponden a los subgrupos normales son una clase especial de subanillos
llamados ideales. Un ideal en un anillo R es un subanillo I de R tal que si a
estd en I y r estd en R, entonces tanto ar como ra estan en I; es decir, rI C I
y Ir C I para todo r € R.

Ejemplo 16.23. Todo anillo R tiene al menos dos ideales, {0} y R. Estos
ideales se llaman ideales triviales.

Sea R un anillo con identidad y supongamos que I es un ideal en R tal que
1 estd en I. Como para cualquier r € R, 71 = r € I por la definicion de ideal,
I=R.

Ejemplo 16.24. Si a es cualquier elemento en un anillo conmutativo R con
identidad, entonces el conjunto

(a) ={ar:r € R}

es un ideal en R. De hecho, (a) es no vacio pues tanto 0 = a0 como a = al
estan en (a). La suma de dos elementos en {a) est4 nuevamoente en (a) pues
ar+ar’ = a(r+r"). Elinverso aditivo de ar es —ar = a(—r) € (a). Finalmente,
si multiplicamos un elemento ar € (a) por un elemento arbitrario s € R,
tenemos s(ar) = a(sr). Por lo tanto, (a) satisface la definiciéon de un ideal.
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Si R s un anillo conmutativo con identidad, entonces un ideal de la forma
(a) = {ar : r € R} se llama ideal principal.

Teorema 16.25. Todo ideal en el anillo de los enteros 7 es un ideal principal.

DEMOSTRACION. El ideal cero {0} es un ideal principal pues (0) = {0}. Si
I es un ideal distinto de cero en Z, entonces I debe contener algin entero
positivo m. Existe entonces un menor entero positivo n en I por el Principio
del Buen Orden. Sea ahora a un elemento en I. Usando el algoritmo de
divisién, sabemos que existee enteros q y r tales que

a=nqg+r

donde 0 < r < n. Esta ecuacion nos dice que r = a — ng € I, pero r debe ser
0 pues n es el menor entero positivo en I. Por lo tanto, a =nge I = (n). O

Ejemplo 16.26. El conjunto nZ es un ideal en el anillo de los enteros. Si na
estd en nZ y b esta en Z, entonces nab esta en nZ como se pedia. De hecho,
por el Teorema 16.25, estos son los tinicos ideales de Z.

Proposicion 16.27. El nicleo de cualquier homomorfismo de anillos ¢ : R —
S es un ideal en R.

DEMOSTRACION. Sabemos de teoria de grupos que ker ¢ es un subgrupo adi-
tivo de R. Supongamos que r € R y a € ker ¢. Entonces debemos demostrar
que ar y ra estan en ker ¢. Pero,

¢(ar) = ¢(a)p(r) = 0¢(r) = 0

¢(ra) = ¢(r)¢(a) = ¢(r)0 = 0. O

Nota 16.28. En nuestra definicién de ideal hemos pedido que v C Iy Ir C I
para todo r € R. Tales ideales a veces son denominados tdeales bildteros.
Podemos también considerar ideales por un lado; es decir, debemos pedir
que se cumpla rI C I o Ir C I para todo r € R pero no ambos. Tales
ideales se llaman tdeales izquierdos e ideales derechos, respectivamente.
Por supuesto que en un anillos conmutativo todo ideal es bilatero. En este
texto nos concentraremos en los ideales bilateros.

Teorema 16.29. Sea I un ideal de R. El grupo cociente R/I es un anillo con
la multiplicacion definida como

(r+D(s+1)=rs+1.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que R/I es un grupo abeliano con la adicién.
Sean r+ 1y s+ 1 en R/I. Debemos mostrar que el producto (r+1)(s+1) =
rs + I es independiente de la eleccion de representantes de las clases laterales;
es decir, sir’ € r+ 1y s’ € s+ I, entonces r's’ debe estar en rs + I. Como
r" € r + I, debe existir un elemento a en I tal que ' = r + a. Similarmente,
existe b € I tal que s’ = s+ b. Note que

r's' = (r+a)(s+b) =rs+as+rb+ab

y as +rb+ ab € I pues I es un ideal; por lo tanto, r's’ € rs + I. Dejaremos
como ejercicio la verificaciéon de la asociatividad del producto y de las reglas
de distributividad. O
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El anillo R/I en el Teorema 16.29 se llama anillo cociente. Asi como con
los homomorfismos de grupos y los subgrupos normales, hay una relacion entre
los homomorfismos de anillos y los ideales.

Teorema 16.30. Sea I un ideal de R. La funcidn ¢ : R — R/I definida po
o(r) =7+ I es un homomorfismo de anillos de R sobre R/I con nicleo I.

DEMOSTRACION. En efecto, ¢ : R — R/I es un homomorfismo epiyectivo
de grupo abelianos. Falta demostrar que ¢ funciona correctamente con la
multiplicacion en el anillo. Sean r y s en R. Entonces

P(r)p(s) = (r+1)(s+1) =rs+1=¢(rs),
lo que completa la demostracion del teorema. O

La funcion ¢ : R — R/I se llama homomorfismo natural o candnico.
En teoria de anillo tenemos teoremas de isomorfia relacionando los ideales y
los homomorfismos de anillos similares a los teoremas de isomorfia de grupos
que relacionan subgrupos normales y homomorfismos en el Capitulo 11. De-
mostraremos solo el Primer Teorema de Isomorfia para anillos en este capitulo
y dejaremos las demostraciones de los otros dos como ejericios. Todas las de-
mostraciones son similares a las demostraciones de los teoremas de isomorfia
para grupos.

Teorema 16.31 (Primer Teorema de Isomorfia). Sea v : R — S un homo-
morfismode anillos. Entonces ker 1 es un ideal de R. Si ¢ : R — R/ker v es el
homomorfismo candnico, entonces existe un unico isomorfismo n: R/ kerv —

Y(R) tal que Y = no.

DEMOSTRACION. Sea K = kert. Por el Primer Teorema de Isomorfia para
grupos, existe un homomorfismo de grupos bien definido n : R/K — (R)
definido por n(r + K) = (r) para los grupos abelianos aditivos Ry R/K.
Para mostrar que este es un homomorfismo de anillos, solo debemos mostrar
que 7((r + K)(s + K)) = n(r + K)n(s + K); pero

n((r + K)(s + K))

n(rs + K)
rs)

U(
Y(r)p(s)
n(r+ K)n(s+ K). O

Teorema 16.32 (Segundo Teorema de Isomorfia). Sea I un subanillo de un
anillo R y J un ideal de R. Entonces I NJ es un ideal de I y

IjInJ=I+J)/J

Teorema 16.33 (Tercer Teorema de Isomorfia). Sea R un anillo y sean I y
J ideales de R con J C I. Entonces

R/J
R/IT = —.

/ 1/J
Teorema 16.34 (Teorema de Correspondencia). Sea I un idela de un anillo
R. Entonces S — S/I es una correspondencia biunivoca entre el conjunto de
subanillos de S que contienen a I y el conjunto de subanillos de R/I. Mads
atn, los ideales de R que contienen a I corresponden a ideales de R/I.



278 CAPITULO 16. ANILLOS

16.4 1Ideales Maximales e Ideales Primos

En esta seccién particular estamos especialmente interesados en ciertos ideales
de anillos conmutativos. Estos ideales nos entregan anillos cociente especiales.
Mas especificamente, queremos caracterizar aquellos ideales I de un anillo con-
mutativo R tales que R/I es un dominio integral o un cuerpo.

Un ideal propio M de un anillo R es un tdeal maximal de R se el ideal M
no es subconjunto propio de ningtn ideal de R excepto R msimo. Es decir, M
es un ideal maximal si para cualquier ideal I que contenga propiamente a M,
I = R. El siguiente teorema completamente caracteriza los ideales maximales
para anillos conmutativos con identidad en términos de los anillos cociente
respectivos.

Teorema 16.35. Sea R un anillo conmutativo con identidad y sea M un ideal
en R. Entonces M es un idela mazimal de R si y solo si R/M es un cuerpo.

DEMOSTRACION. Sea M un ideal maximal en R. Como R es un anillo conmu-
tativo, R/M también es un anillo conmutativo. Claramente, 1+ M acttia como
identidad para R/M. Debemos mostrar también que cada elemento distinto de
cero en R/M tiene un inverso. Sia+ M es un elemento distinto de cero en R/M,
entonces a ¢ M. Definamos I como el conjunto {ra+m :r € R and m € M}.
Mostraremos que I es un ideal en R. El conjunto I es no vacio pues 0a+0 =0
estd en I. Siria+my y roa + mo son dos eleemntos en I, entonces

(ria+mq) — (rea +ma) = (r1 — ra)a + (M1 — ma2)

estd en I. Ademas, para cualquier r € R se cumple que rI C I; luego, I es
cerrado bajo multiplicaciéon por elementos del anillo y cumple las condiciones
necesarias para ser un ideal. Por lo tanto, por la Proposiciéon 16.10 y la defini-
cion de ideal, I es un ideal que contiene propiamente a M. Como M es un
ideal maximal, I = R; concluimos que, por la definicién de I deben existir m
en M y ben R tales que 1 = ab+ m. Por lo tanto,

1+ M=ab+M=ba+ M = (a+ M)(b+ M).

Reciprocamente, supongamos que M es un ideal y que R/M es un cuerpo.
Como R/M es un cuerpo, debe contener al menos dos elementos: 0+ M = M
y 1+ M. Luego, M es un ideal propio de R. Sea I cualquier ideal que contenga
propiamente a M. Debemos mostrar que I = R. Sea a en I pero no en M.
Como a + M es un elemento distinto de cero en un cuerpo, existe b + M en
R/M tal que (a+ M)(b+ M) =ab+ M =1+ M. Concluimos que existe un
elemento m € M tal que ab+m =1y 1 estd en I. Por lo tanto, r1 =r € I
para todo r € R. Concluimos que I = R. O

Ejemplo 16.36. Sea pZ un ideal en Z, con p un ntmero primo. Entonces pZ
es un ideal maximal pues Z/pZ = Z,, es un cuerpo.

Un ideal propio P en un anillo conmutativo R se llama ideal primo si
cada vez que ab € P, tenemos que a € P o b€ P.!

Ejemplo 16.37. Es facil verificar que el conjunto P = {0,2,4,6,8,10} es un
ideal en Zi5. Este ideal es primo. De hecho es un ideal maximal.

Proposicion 16.38. Sea R un anillo conmutativo con identidad 1, donde
1 # 0. Entonces P es un ideal primo en R si y solo si R/P es un dominio
integral.

1Es posible definir ideales primos en anillos no conmutativos. Vea [1] o [3].
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DEMOSTRACION. Primero supongamos que P es un ideal en R y que R/P es
un dominio integral. Supongamos que ab € P. Sia+ P y b+ P son dos
elementos de R/ P tales que (a + P)(b+ P) =0+ P = P, entonces a+ P = P
o b+ P = P. Esto quiere decir que a estd en P o b estd en P, lo que muestra
que P debe ser primo.

Reciprocamente, supongamos que P es primo y

(a+P)(b+P)=ab+P=0+P=P.

Entonces ab € P. Si a ¢ P, entonces b debe estar en P por la definicién de
ideal primo; luego, b+ P =0+ Py R/P es un dominio integral. O

Ejemplo 16.39. Todo ideal en Z es de la forma nZ. El anillo cociente Z/nZ =
Z,, es un dominio integral si y solo si n es primo. Es en realidad un cuerpo
en tal caso. Luego, los ideales primos distintos de cero en Z son los ideal pZ,
donde p es primo. Este ejemplo realmente justifica el uso de la palabra “primo”
en nuestra definicién de ideales primos.

Como todo cuerpo es un dominio integral, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 16.40. Todo ideal maximal en un anillo conmutativo con identidad
es también un ideal primo.

Nota Historica

Amalie Emmy Noether, uno de los matematicos destacados del siglo XX, nacion
en Erlangen, Alemania en 1882. Era la hija de Max Noether (1844-1921), un
distinguido matematico en la Universidad de Erlangen. Junto a Paul Gordon
(1837-1912), el padre de Emmy Noether influy6 fuertemente en su educacion
temprana. Entr6 a la Universidad de Erlangen a los 18 anos de edad. Si bien
mujeres ya habian sido admitidas a las universidades en Inglaterra, Francia e
Italia por décadas, habia gran resistencia a su presencia en la universidades
alemanas. Noether era una de las dos tnicas mujeres entre los 986 estudiantes
de la universidad. Después de obtener su doctorado bajo la direccion de Gor-
don en 1907, continu6 haciendo investigaciéon en Erlangen, dictando catedras
ocasionales cuando su padre estaba enfermo.

Noether fue a estudiar a Gottingen en 1916. David Hilbert y Felix Klein in-
tentaro sin éxito conseguirle un puesto en Gottingen. Algunos de los profesores
objetaban la presencia de catedraticas profesoras, diciendo, “;qué pensaran
nuestros soldados cuando vuelvan a la universidad y tengan que aprender bajo
una mujer?” Hilbert, exasperado po la pregunta, respondio, “Meine Herren,
no veo que el sexo de un candidato sea un argumento contra su contratacion
como Privatdozent. Después de todo, el senado no es una casa de banos.” Al
final de la Primera Guerra Mundial, las actitudes cambiaron y las condiciones
para las mujeres mejoraron significativamente. Después que pasd su examen
de habilitacion en 1919, le fue otorgado un titulo y le comenzaron a pagar una
pequena cantidad por sus clases.

En 1922, Noether fue contratada como Privatdozent en Géttingen. Durante
los siguientes 11 anos us6 métodos axiomaticos para desarrollar una teoria
abstracta de anillos e ideales. Si bien no era buena dando catedra, Noether
era una profesora inspiradora. Uno de sus muchos alumnos fue B. L. van der
Waerden, autor del primer texto que traté de algebra abstracta desde un punto
de vista moderno. Algunos de los otros matematicos influenciados por Noether
o que trabajaron con ella fueron Alexandroff, Artin, Brauer, Courant, Hasse,
Hopf, Pontryagin, von Neumann, y Weyl. Uno de los momentos ctilmines de
su carrera fue una invitaciéon a dar una conferencia en el Congrso Internacional
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de Matematicos en Zurich en 1932. A pesar de todo el reconocimiento que
recibi6o de sus colegas, las habilidades de Noether nunca fueron debidamente
reconocidas durante su vida. Nunca fue promovida a profesora titular por la
burocracia académica Prusiana.

En 1933, a Noether, que era judia, le fue prohibida la participacion de todas
las actividades académicas en Alemania. Emigro a los Esstados Unidos, tomd
una posicion en el Bryn Mawr College, y se hizo miembro del Institute for
Advanced Study en Princeton. Noether muri6 repentinamente el 14 de Abril
de 1935. Después de su muerte fue eulogiada cientificos tan notables como
Albert Einstein.

16.5 Una Aplicaciéon al Diseno de Software

El Teorema Chino de los Restos es un resultado de teoria elemental de nimeros
sobre las soluciones simultédneas de sistemas de congruencias. El matematico
chino Sun-tsi escribid sobre este teorema en el sigo primero D.C. Este teo-
rema tiene interesantes consecuencias en el disefio de software para el uso de
procesadores en paralelo.

Lema 16.41. Sean m y n enteros positivos tales que med(m,n) = 1. Entonces
para a,b € 7. el sistema

z=a (modm)
x=0b (modn)
tiene solucion. Si x1 y xo son dos soluciones del sistema, entonces r1 = xo

(mod mn).

DEMOSTRACION. La ecuacion x = a (mod m) tiene solucion pues a + km
satisface la ecuacion para todo k € Z. Debemos mostrar que existe un entero
kq tal que

a+km=b (modn).

Esto es equivalente a mostrar que
kym = (b—a) (mod n)

tiene solucion para ki. Como m y n son relativamente primos, existen enteros
s y t tales que ms + nt = 1. Concluimos que,

(b—a)ms=(b—a)— (b—a)nt,

[(b—a)sim=(b—a) (mod n).
Ahora sea k1 = (b — a)s.

Para mostrar que dos soluciones cualquiera son congruentes moédulo mn,
sean c¢1 y co dos soluciones del sistema. Es decir,

¢i=a (mod m)

¢;=b (modn)
para ¢ = 1,2. Entonces

coa=c; (mod m)

ca =c¢; (mod n).

por lo tanto, tanto m como n dividen a ¢; — ¢s. Concluimos que co = ¢
(mod mn). O
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Ejemplo 16.42. Resolvamos el sistema

x=3 (mod 4)
z=4 (mod 5).

Usando el algoritmo de Euclides, podemos encontrar enteros s y t tales que
4s+ 5t = 1. Una posibilidad para tales enteros es s =4 y t = —3. Concluimos
que

x=a+km=3+4k; =3+ 4[(5—4)4] =19.

Teorema 16.43 (Teorema Chino de los Restos). Sean ni,na,...,ng enteros
positivos tales que med(n;,n;) = 1 para @ # j. Entonces para enteros cua-
lesquiera aq, ..., ay, el sistema

tiene solucion. Mds atin, dos soluciones cualquiera del sistema son congruentes
modulo ning -+ - ny.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en el niimero de ecuaciones en
el sistema. Si hay k = 2 ecuaciones, entonces el teorema es cierto por el
Lema 16.41. Ahora supongamos que el resultado es verdadero para un sistema
de k o menos ecuaciones y que deseamos encontrar una solucion de

x=a; (mod ng)

=ay (mod ng)

x =aky1 (mod ngiq).

Considerando las primeras k ecuaciones, existe una solucién que es tinica moé-
dulo ng - - - ng, digamos a. Como ny -+ - nyg y ngyq son relativamente primos, el
sistema

x=a (modny---ng)

T =ags1 (mod ngiq)
tiene una solucién que es Gnica modulo n; ...ng41 por el lema. O

Ejemplo 16.44. Resolvamos el sistema

Del Ejemplo 16.42 sabemos que 19 es una solucién de las primeras dos con-
gruencias y cualquier otra solucion del sistema es congruente a 19 (mod 20).
Luego, podemos reducir el sistema a un sistema de tres congruencias:

=19 (mod 20)
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z=1 (mod9)
=5 (mod 7).

Resolviendo las siguientes dos ecuaciones, podemos reducir el sistema a

=19 (mod 180)
x=5 (mod7).

Resolviendo este tltimom sistema, encontramos que 19 es una solucién para el
sistema que es tnica mdédulo 1260.

Una aplicacion interesante del Teorema Chino de los Restos en el diseno de
software computacional es que el teorema nos permite descomponer un calculo
que involucre enteros grandes en varios calculos menos grandes. Un computa-
dor puede trabajar con enteros solamente hasta cierto tamaanos debido al
tamano de su procesador, que usualmente es un procesador de 32 o 64-bit. Por
ejemplo, el mayor entero disponible en un computador con un procesador de
64-bit es

203 _ 1 =9,223,372,036,854,775,807.

Procesadores mayores como 128 o 256-bit han sido propuesto o estan en desar-
rollo. Incluso se habla de un procesador de 512-bit. El mayor entero que un tal
procesador ppodria almacenar seria 2°'1 — 1, que es un ntimero de 154 digitos.
Sin embargo, necesitariamos trabajar con nimeros mucho més grandes para
romper sofisticados métodos de encriptacion.

Se requiere Software especial para calculos con enteros mayores que no
pueden ser sumados directamente por la maquina. Usando el Teorema Chino de
los Restos podemos descomponer sumas y multiplicaciones de enteros grandes
en célculos que el computador pueda hacer de forma directa. Esto es especial-
mente 1til para el procesamiento paralelo.

La mayor parte de los computadores tiene una tnica unidad central de
proceso (CPU) que contiene un chip procesador que puede sumar solo dos
nimeros a la vez. Para sumar una lista de diez nimeros, la CPU debe hacer
nueve sumas sucesivamente. Sin embargo un computador de procesamiento
paralelo tiene mas de una CPU. Un computador con 10 CPUs, por ejemplo,
puede hacer 10 operaciones diferentes al mismo tiempo. Si podemos tomar un
entero grande y descomponerlo en sus partes, enviando cada una de las partes
a una CPU diferente, entonces haciendo sumas y multiplicaciones en paralelo,
podemos trabajar con enteros con los que el computador no podria trabajar
directamente.

Ejemplo 16.45. Supongamos que deseamos multiplicar 2134 por 1531. Us-
aremos los enteros 95, 97, 98, y 99 pues estos son relativamente primos. De-
scompponemos cada uno de los enteros en cuatro partes:

2134 =44 (mod 95)
2134 =0 (mod 97)

2134 =76 (mod 98)
2134 =55 (mod 99)

1531 =11 (mod 95)
1531 =76 (mod 97)
1531 =61 (mod 98)
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1531 =46 (mod 99).
Multiplicando las ecuaciones correspondientes, obtenemos

2134-1531=44-11=9 (mod 95)
2134-1531=0-76=0 (mod 97)
2134-1531 =76-61 =30 (mod 98)
21341531 =55-46 =55 (mod 99).

Cada uno de estos calculos puede ser enviado a un procesador diferente si
nuestro computador tiene varias CPU. Por el célculo anterior, sabemos que
2134 - 1531 es una solucion de este sistema

=9 (mod 95)
x=0 (mod 97)
=30 (mod 98)
x =55 (mod 99).

El Teorema Chino de los Restos que la solucion es tinica modulo 95-97-98-99 =
89,403,930. Resolviendo el sistema para x nos dice que 2134-1531 = 3,267,154.

La conversion del calculo en sus cuatro componentes tomara cierto tiempo
de calculo. Ademas, resolver el sistema de congruencias puede tomar un tiempo
considerable. A pesar de ello, si tenemos muchos céalculos que realizar en un
conjunto particular de ntimeros, tiene sentido transformar el problema como
hicimos arriba y hacer los calculos necesarios de forma simultanea.

Sage Rings are at the heart of Sage’s design, so you will find a wide range
of possibilities for computing with rings and fields. Ideals, quotients, and
homomorphisms are all available.

16.6 Exercises

1. Which of the following sets are rings with respect to the usual operations
of addition and multiplication? If the set is a ring, is it also a field?

(a) TZ

(b) Z1s

() QV2) = {a+bv2: a,b € Q}
(

d) Q(v2,V3) ={a+bvV2+cV3+dV6:a,b,c,d € Q}
Z[V3]={a+bV3:a,bcZ}

f) R={a+bv3:a,bcQ}

g) Z[i]={a+bi:a,beZandi*=—1}

)
) Q
) Q
(e)
(f)
(2)
(b) Q(V3) = {a+bV3+c0:ab,cec Q)
2. Let R be the ring of 2 x 2 matrices of the form
a b
0 0/’
where a,b € R. Show that although R is a ring that has no identity, we can
find a subring S of R with an identity.
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3. List or characterize all of the units in each of the following rings.
(a) Z1o

(b) Z12

(c) Zr

(d) Ms(Z), the 2 x 2 matrices with entries in Z
(e) My(Zs), the 2 x 2 matrices with entries in Z

4. Find all of the ideals in each of the following rings. Which of these ideals
are maximal and which are prime?

5. For each of the following rings R with ideal I, give an addition table and a
multiplication table for R/I.

(a) R=Z and I = 6Z

(b) R=7Z15 and I ={0,3,6,9}
6. Find all homomorphisms ¢ : Z/6Z — Z/157Z.
7. Prove that R is not isomorphic to C.

8. Prove or disprove: The ring Q(v/2) = {a+bv/2 : a,b € Q} is isomorphic to
the ring Q(v3) = {a +bV3 : a,b € Q}.

9. What is the characteristic of the field formed by the set of matrices

{6 )G 069

with entries in Zs?

10. Define a map ¢ : C — M3 (R) by

Sl + bi) = (_“b 2) .

Show that ¢ is an isomorphism of C with its image in My (R).
11. Prove that the Gaussian integers, Z[i], are an integral domain.
12. Prove that Z[v/3i] = {a + b\/3i : a,b € Z} is an integral domain.

13. Solve each of the following systems of congruences.

(a) x=0 (mod 8)
x=2 (mod 5) x=5 (mod 15)
x=6 (mod 11) (c)

(b) z=2 (mod 4)

x=3 (mod?7) x=4 (mod7)
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x=7 (mod?9) z=0 (mod 8)
5 (mod 11) x=1 (mod 11)
(d) x=5 (mod 13)
z=3 (mod5)

14. Use the method of parallel computation outlined in the text to calculate
2234 + 4121 by dividing the calculation into four separate additions modulo
95, 97, 98, and 99.

15. Explain why the method of parallel computation outlined in the text fails
for 2134 - 1531 if we attempt to break the calculation down into two smaller
calculations modulo 98 and 99.

16. If R is a field, show that the only two ideals of R are {0} and R itself.
17. Let a be any element in a ring R with identity. Show that (—1)a = —a.
18. Let ¢ : R — S be a ring homomorphism. Prove each of the following
statements.

(a) If R is a commutative ring, then ¢(R) is a commutative ring.

(b) ¢(0) =0.

(¢) Let 1z and 1g be the identities for R and S, respectively. If ¢ is onto,
then ¢(lR) = 15.

(d) If R is a field and ¢(R) # 0, then ¢(R) is a field.

19. Prove that the associative law for multiplication and the distributive laws
hold in R/I.

20. Prove the Second Isomorphism Theorem for rings: Let I be a subring of
aring R and J an ideal in R. Then I N J is an ideal in I and

IJINT =T+ J/J.

21. Prove the Third Isomorphism Theorem for rings: Let R be a ring and [
and J be ideals of R, where J C I. Then

RJI = Jf//j.

22. Prove the Correspondence Theorem: Let I be an ideal of a ring R. Then
S — S/I is a one-to-one correspondence between the set of subrings S contain-
ing I and the set of subrings of R/I. Furthermore, the ideals of R correspond
to ideals of R/I.

23. Let R be a ring and S a subset of R. Show that S is a subring of R if and
only if each of the following conditions is satisfied.

(a) S #0.

(b) rse Sforallr,s e S.

(¢) r—seSforallr,seS.

24. Let R be a ring with a collection of subrings {R,}. Prove that (R, is a
subring of R. Give an example to show that the union of two subrings is not
necessarily a subring.
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25. Let {Io}aca be a collection of ideals in a ring R. Prove that (), .4 I is
also an ideal in R. Give an example to show that if I; and I5 are ideals in R,
then I; U Ir may not be an ideal.

26. Let R be an integral domain. Show that if the only ideals in R are {0}
and R itself, R must be a field.

27. Let R be a commutative ring. An element a in R is nilpotent if a™ = 0
for some positive integer n. Show that the set of all nilpotent elements forms
an ideal in R.

28. A ring R is a Boolean ring if for every a € R, a? = a. Show that every
Boolean ring is a commutative ring.

29. Let R be a ring, where a® = a for all a € R. Prove that R must be a
commutative ring.

30. Let R be a ring with identity 1z and S a subring of R with identity 1g.
Prove or disprove that 1z = 1g.

31. If we do not require the identity of a ring to be distinct from 0, we will
not have a very interesting mathematical structure. Let R be a ring such that
1 =0. Prove that R = {0}.

32. Let S be a nonempty subset of a ring R. Prove that there is a subring R’
of R that contains S.

33. Let R be a ring. Define the center of R to be
Z(R)={a € R:ar =raforal r e R}.

Prove that Z(R) is a commutative subring of R.

34. Let p be prime. Prove that
Zpy ={a/b:a,b € Z and med(b,p) =1}
is a ring. The ring Z,) is called the ring of integers localized at p.

35. Prove or disprove: Every finite integral domain is isomorphic to Z,,.

36. Let R be a ring with identity.

(a) Let u be a unit in R. Define a map i, : R — R by r — uru~'. Prove
that i, is an automorphism of R. Such an automorphism of R is called

an inner automorphism of R. Denote the set of all inner automorphisms
of R by Inn(R).

(b) Denote the set of all automorphisms of R by Aut(R). Prove that Inn(R)
is a normal subgroup of Aut(R).

(¢) Let U(R) be the group of units in R. Prove that the map
¢ :U(R) — Inn(R)
defined by u — i, is a homomorphism. Determine the kernel of ¢.

(d) Compute Aut(Z), Inn(Z), and U(Z).

37. Let R and S be arbitrary rings. Show that their Cartesian product is a
ring if we define addition and multiplication in R x S by

(a) (r,s)+ (r',s)=(r+71',s+¢)
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(b) (r,s)(r',s") = (r1',ss)

38. An element z in a ring is called an idempotent if 2> = z. Prove that
the only idempotents in an integral domain are 0 and 1. Find a ring with a
idempotent = not equal to 0 or 1.

39. Let med(a,n) = d and med(b,d) # 1. Prove that ax = b (mod n) does
not have a solution.

40. (The Chinese Remainder Theorem for Rings) Let R be a ring and I and
J be ideals in R such that I + J = R.

(a) Show that for any r and s in R, the system of equations

x=r (modI)
x=s (modJ)

has a solution.

(b) In addition, prove that any two solutions of the system are congruent
modulo I N J.

(c¢) Let I and J be ideals in a ring R such that I + J = R. Show that there
exists a ring isomorphism

R/(INJ)=R/I x R/J.

16.7 Ejercicio de programaciéon

1. Escriba un programa de computadora implementando la suma y el producto
usando el Teorema Chino de los Restos y el método delineado en el texto.
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16.9 Sage

Los anillos son muy importantes en el estudio del algebra abstracta, y de igual
forma, son muy importantes en el diseno y el uso de Sage. Este capitulo
contiene mucho material, y hay muchos comandos correspondientes en Sage.

Creando Anillos

Ac4 hay una lista de varios anillos, dominio y cuerpos que se pueden construir
de forma sencilla.

1. Integers(), zz: el dominio integral de los nimeros enteros positivos y
negativos, Z.

2. Integers(n): los enteros mod n, Z,. Un cuerpop cuando n es primo, pero
solo un anillo cuando n es compuesto.

3. QQ: el cuerpo de los niimeros racionales, Q.

4. RR, CC: el cuerpos de los nimeros reales y el cuerpo de los niimeros com-
plejos, R, C. Es imposible crear todo ntimero real en un computador, asi
es que técnicamenteso estos conjuntos no se comportan como cuerpos,
sino solo ofrecen una buena imitacion del objeto real. Decimos que son
anillos inexactos para enfatizar este punto.

5. QuadraticField(n): el cuerpo obtenido de adjuntar una solucion de la
ecuacion 22 —n = 0 a los nimeros racionales. La notacion en el texto es
Q[v/n]. Una forma equivalente funcionalmente de construirlos es con la
sintaxis QQ[sqrt(n)]. Notemos que n puede ser negativo.

6. CyclotomicField(n): el cuerpo formado de adjuntar las soluciones de la
ecuacion polinomial 2" — 1 = 0 a los ntimeros racionales.

7. QQbar: el cuerpo formado de adjuntar soluciones de toda ecuacién poli-
nomial con coeficientes enteros al cuerpo de los nimeros racionales. Este
se conoce como el cuerpo de los nimeros algebraicos, y se denota como

Q.
8. FiniteField(p): para un primo p, es el cuerpo Z,.

Cuando se muestra una descripcion de algunos de los anillos anteriores, se
puede ver la introduccién de nuevos simbolos. Considere el siguiente ejemplo:

F = QuadraticField(7)
F

Number Field in a with defining polynomial x*2 - 7

root = F.gen(0)
root*2

root

(2*root)*3
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56*a

Aca Number Field describe un objecto generalmente formado combinando los
racionales con otro nimero (en este caso V7 ). “a” es un nunevo simbolo que se
comporta como una raiz del polinomio 22 — 7. No especificamos cual raiz, v/7
0 —V/7, y en la medida que comprendamos mejor la teoria, veremos que esta
distinciéon no importa realmente.

Podemos obtener esta raiz como un generador del cuerpo de ntmeros, y
luego manipularla. Elevando root al cuadrado, nos da 7. Notemos que root se
muestra como a. Notemos, ademas, que los calculos que involucran a root se
comportan como si fuera cualquier raiz de 2 — 7, y los resultados se muestran
usando a.

Esto puede ser un poco confuso, ingresar los calculos usando root y obtener
respuestas en términos de a. Afortunadamente, hay una mejor forma. Con-
sidere el siguiente ejemplo:

F.<b> = QuadraticField(7)

Number Field in b with defining polynomial x*2 - 7

b*2

(2xb)*3

56*b

Con la sintaxis F.<b> podemos crear el cuerpo F especificando al mismo tiempo
un generador b con un nombre de nuestra eleccién. Luego los calculos podran
usar b tanto en la entrada como en la salida como una raiz de 2% — 7.

Aca hay tres nuevos anillos que se crean mejor con esta nueva sintaxis.

1. F.<a> = FiniteField(p*n): Mas adelante tendremos un teorema que diga
que los cuerpos finitos existen solo de orden igual a una potencia de un
primo. Si la potencia es mayor a 1, entonces necesitamos un generador,
en este caso dado como a.

2. P.<x>=R[]: el anillo de todos los polinomios en la variable x, con coe-
ficientes en el anillo R. Notemos que R puede ser cualquier anillo, de
manera que esta es una construccion muy general que usa un anillo para
formar otro. Vea el ejemplo abajo.

3. Q.<r,s,t> = QuaternionAlgebra(n, m): los racionales combinados con in-
determinadas r, s y t tales que 72 = n, s> =m y t = rs = —sr. Esta
es na generalizacion de los cuaterniones descritos en este capitulo, pero
sobre lo racionales en lugar de los reales, de manera que es un anillo
exacto. Notemos que este es uno de los pocos anillos no-conmutativos
en Sage. Los cuaterniones “usuales” se construyen como Q.<I,J,K> =
QuaternionAlgebra(-1, -1). (Notemo que usar I en esta construccién no
es la mejor idea, pues estariamos redefiniendo el simbolo I usado para el

ndmero complejo i.)

La sintaxis que especifica los nombres de los generadores puede también ser
usada para muchos de los anillos de més arriba, como se ha demostrado para los
cuerpos cuadraticos y se demuestra mas abajo para los cuerpos ciclotémicos.
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C.random_element ()

C.<t> = CyclotomicField(8)

-2/11xt*2 + t - 1

Propiedades de los Anillos

Los ejemplos abajo muestran como preguntar por ciertas propiedades de los
anillos. Asegurese de ejecutar la primera celda, pues alli se definen los distintos

anillos involucrados en los ejemplos posteriores.

Z7 = Integers(7)

Z9 = Integers(9)

Q = QuadraticField(-11)
F.<a> = FiniteField(3%2)
P.<x> = Z7[]

S.<f,g,h> = QuaternionAlgebra (-7,

3)

Exacto versus inexacto.

QQ.is_exact ()

True

RR.is_exact ()

False

Finito versus infinito.

Z7.is_finite ()

True

27 .is_finite ()

True

;Dominio integral?

Z7.is_integral_domain ()

True

Z9.is_integral_domain ()

False

,Cuerpo?

79.is_field()

False

F.is_field()

True
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Q.is_field()

True

;Conmutativo?

Q.is_commutative ()

True

S.is_commutative ()

False

Caracteristica.

Z7.characteristic ()

Z9.characteristic ()

Q.characteristic ()

F.characteristic()

P.characteristic()

S.characteristic ()

0

Neutros aditivo y multiplicativo se muestran como uno esperaria, pero notemos
que si bien se puedan mostrar idénticos, podrian ser diferentes debido al anillo
en el que estan.

b = Z29.zero(); b

b.parent ()

Ring of integers modulo 9

c = Q.zero(); c

c.parent ()
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Number Field in a with defining polynomial x*2 + 11

False

d = Z9.0ne(); d

d.parent ()

Ring of integers modulo 9

e = Q.one(); e

e.parent ()

Number Field in a with defining polynomial x*2 + 11

False

Existe cierta implementacion de subanillos. Por ejemplo, Q y S son extensiones
de los racionales, mientras F es totalmente distinto de los racionales.

QQ.is_subring(Q)

True

QQ.is_subring(S)

True

QQ.is_subring(F)

False

No todo elemento de un anillo tiene inverso multiplicativo. Puede ser una
buena practica verificar si un elemento es una unidad antes de intentar calcular
su inverso.

three = Z9(3)
three.is_unit ()

False

threexthree

four = Z729(4)
four.is_unit()
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True

g = four*-1; g

fourxg

Estructuras Cociente

Ideales corresponden a los subgrupos normales en el caso de anillos y nos
permiten contruir “cocientes” — béasicamente anillos nuevos definidos sobre
clases de equivalencia de elementos del anillo original. La implementacién de
ideales en Sage es dispar. Cuando pueden ser creados, no siempre es mucho
lo que se puede hacer con ellos. Pero funcionan bien en algunos casos muy
importantes.

El anillo de los enteros, Z, tiene ideales que son simplemente los miltiplos
de un solo entero. Los podemos crear con el método .ideal() o escribiendo un
multiplo escalar de zz. Luego el cociente es isomorfo a un anillo que entendemos
bien. (Note que I es un mal nombre para un ideal si queremos trabajar con
nimeros complejos mas adelante.)

I1 = ZZ.ideal (4)

I2 = 4%x77

I3 = (-4)*ZZ

I1 == 12
True

I2 == I3
True

Q = ZZ.quotient(I1); Q

Ring of integers modulo 4

Q == Integers(4)

True

Usualmente seremos méas cuidadosos con la ultima instruccién. El cociente es
un conjunto de clases de equivalencia, cada una infinita, ciertamente no es un
solo entero. Pero el cociente es isomorfo a Z,, de manera que Sage simplemente
hace esa identificacion.

Z7 = Integers(7)
P.<y> = Z7[]

M = P.ideal(y*2+4)
Q

Q

P.quotient (M)

Univariate Quotient Polynomial Ring in ybar over
Ring of integers modulo 7 with modulus y*2 + 4
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Q.random_element ()

2xybar + 6

Q.order ()

49

Q.is_field()

True

Notemos que la construcciéon del anillo cociente a creado un nuevo generador,
convirtiendo y (y) en ybar (7). Podemos modificar este comportamiento con la
sintaxis mostrada abajo.

Q.<t> = P.quotient(M); Q

Univariate Quotient Polynomial Ring in t over
Ring of integers modulo 7 with modulus y*2 + 4

Q.random_element ()

4*xt + 6

Asi del cociente de una anillo infinito por un ideal (que también es un anillo),
creamos un cuerpo, que es finito. Entender esta construccién sera un tépico
importante en los proximos capitulos. Para ver lo notable que es, considere lo
que pasa con un pequeno cambio.

Z7 = Integers(7)
P.<y> = Z7[]

M = P.ideal(y*2+3)
Q.<t> = P.quotient(M)
Q

Univariate Quotient Polynomial Ring in t over
Ring of integers modulo 7 with modulus y*2 + 3

Q.random_element ()

3%t + 1
Q.order ()
49

Q.is_field()

False

Hay unos pocos métodos disponibles que nos darén propiedades de los ideales.
En particular, podemos preguntar si un ideal en un anillo de polinomios es
primo o maximal. Examine los resultados de arriba y de abajo en el contexto
del Teorema 16.35.
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7 = Integers(7)
.<y> = Z7[]

= P.ideal(y*2+4)
P.ideal(y*2+3)
.is_maximal ()

X ZX TUN

True

N.is_maximal ()

False

El hecho de que M sea un ideal primo es una verificacién del Corolario 16.40.

M.is_prime ()

True

N.is_prime()

False

Homomorfismo de Anillos

Cuando Sage recibe la entrada 3 + 4/3, jcomo sabe que se supone que 3 es
un namero entero? Y depués al sumarlo con un racional, jcomo sabe que lo
que queremos es la suma de racionales, 3/1 + 4/3? Esto es muy facil para
una persona como usted o como yo, pero extremadamente complejo para un
programa, y usted se podra imaginar que se vuelve cada vez mas dificil con
los muchos posible anillos, subanillos, matrices, etc en Sage. Una parte de la
respuesta es que Sage usa homomorfismos de anillos para “traducir” objectos
(nameros) entre anillos.

Daremos un ejemplo abajo, pero no insistiremos mucho con el tema. Si tiene
curiosidad, leer la documentacién de Sage y experimentar un poco pueden ser
ejercicios interesantes.

H = Hom(ZZ, QQ)
phi = H([1D)
phi

Ring morphism:
From: Integer Ring
To: Rational Field
Defn: 1 |--> 1

phi.parent ()

Set of Homomorphisms from Integer Ring to Rational Field

a.parent ()

Integer Ring
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b = phi(3); b

b.parent ()

Rational Field

Asi phi es un homomorfismo (“morfismo”) que convierte ntumeros enteros (el
dominio es ZZ) en racionales (el codominio es QQ)7 cuyo parent es un conjunto
de homomorfismos que Sage denomina “homset.” Si bien tanto a como b se
muestran como 3, de forma indistinguible a la vista, los parents de a y b son
diferentes.

16.10 Ejercicios en Sage

1. Defina los dos anillos Z11 y Z12 usando los comandos R = Integers(11) y S =
Integers(12). Para cada anillo, use los comandos relevantes para determinar:
si el anillo es finito, si es conmutativo, si es un dominio integral y si es un
cuerpo. Luego use comandos Sage para encontrar el orden del anillo, listar sus
elementos, y mostrar su neutro multiplicativo (i.e. 1, si es que existe).

2. Defina R como el anillo de los nimeros enteros, Z, ejecutando R = ZZ o R
= Integers(). Un comando como R.ideal(4) creard el ideal principal (4). El
mismo comando puede recibir mnas de un generador, por ejemplo, R.ideal(3,
5) creard el ideal {a-3+b-5 | a,b € Z}. Cree varios ideales de Z con dos
generadores y pidale a Sage que los muestre al crearlos. Explique lo que observa
y escriba comandos que le permitan comprobar su observaciéon para miles de
ejemplos diferentes.

3. Cree un cuerpo finito F' de orden 81 por medio de F.<t>=FiniteField(3%4).
(a) Liste los elementos de F'.
(b) Obtenga los generadores de F' con F.gens().

(c) Obtenga el primer generador de F'y guardelo como u con u = F.@ (alter-
nativamente, u = F.gen(0)).

(d) Calcule las primeras 80 potencias de u y comente.

(e) El generador con el que trabaj6 arriba es una rafz de un polinomio sobre
Zs. Obtenga este polinomio con F.modulus() y use esta observaciéon para
explicar la entrada correspondiente a la cuarta potencia en su lista de
potencias del generador.

4. Construya y analice un anillo cociente como sigue:

(a) Use P.<z>=Integers(7)[] para construir un anillo P de polinomios en z
con coeficientes en Zr.

(b) Use K = P.ideal(z*2+z+3) para contruir el ideal principal K generado por
el polinomio 22 + z + 3.

—
o

) Use H = P.quotient(K) para contruir H, el anillo cociente de P por K.
(d) Use Sage para comprobar que H es un cuerpo.

Como en el gjercicio anterior, obtenga un generador y examine la coleccién
de potencias de ese generador.

—~
@
~~
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Polinomios

La mayoria de las personas estd razonablemente familiarizada con los poli-
nomios cuando comienza a estudiar algebra abstracta. Cuando examinamos
expresiones polinomiales como

p(z) = 2% — 32 42
q(z) = 32% — 6z + 5,

tenemos una idea bastante clara de lo que significan p(z) + ¢(z) y p(x)q(z).
Simplemente sumamos y multiplicamos polinomios como funciones; es decir,

(p+q)(z) = p(z) + q(x)
= (2% =32 +2) + (32% — 62 +5)
=23 4+322 - 92 +7

(pq)(x) = p(z)q(x)
= (2% — 32+ 2)(32* — 62 +5)
= 32° — 62* — 42> + 2422 — 272 + 10.

Probablemente no es una sorpresa que los polinomios forman un anillo. En este
capitulo enfatizaremos la estructura algebraica de los polinomios estudiando
anillos de polinomios. Podemos demostrar muchos resultados para anillos de
polinomio que son similares a los teoremas que demostramos para los enteros.
Existen analogos de los ntimeros primos, el algoritmo de division y el algoritmo
de Euclides para polinomios.

17.1 Anillos de Polinomios

En todo este capitulo supondremos que R es un anillo conmutativo con uno.
Una expresion de la forma

n
f(ﬂi) :Zaixi :Cl()—|—Cl1$—|—a2x2_|_..._|_anscn7
1=0

donde a; € Ry a, # 0, se llama polinomio sobre R con indeterminada
x. Los elementos ag, a1, ..., a, se llaman coeficientes de f. El coeficiente a,,
se llama coeficiente lider. Un polinomio se llama maonico si su coeficiente
lider es 1. Si n es el mayor entero no negativo para el que a, # 0, decimos
que el grado de f es n y escribimos gr f(z) = n. Si no existe tal n—es decir,

297
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si f = 0 es el polinomio cero—entonces el grado de f se define como —oo.
Denotaremos por R[z] al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en
un anillo R. Dos polinomios son iguales exactamente cuando sus coeficientes
correspondientes son iguales; es decir, si

p(x) = ap + a1z + -+ aa"
q(x) =bo +brx + -+ bpa™,

entonces p(x) = q(z) si y solo si a; = b; para todo i > 0.

Para mostrar que el conjunto de todos los polinomios forma un anillo,
debemos primero definir adiciéon y multiplicacién. Definimos la suma de dos
polinomios como sigue. Sean

p(r) = ap + a1z + - + aa"
q(z) =bo+brx + - + bpz™.
Entonces la suma de p(x) y ¢(x) es
p(x) +q(z) = co + 1z + -+ + cpa,

donde ¢; = a; + b; for each i. Definimos el producto de p(z) y ¢(z) como

P(x)Q(x) =coteix+---+ Cm+n$m+n7

donde

i
¢ = Zakbi—k = agpb; + a1bi—1 + - + a;—1b1 + a;bo
k=0

para cada i. Notemos que en cada caso algunos de los coeficientes pueden ser
cero.

Ejemplo 17.1. Supongamos que

p(x) = 3 + 0z + 022 + 22° + 0z*

q(z) =2+ 0z — 2% + 02 + 42*

son polinomios en Z[z]. Si el coeficiente de algin término en un polinomio es
cero, entonces simplemente omitiremos ese término. En este caso escribiremos
p(r) =3+ 223 y q(z) = 2 — 2% + 42*. La suma de estos dos polinomios es

pla) +q(x) =5 —2® + 2% + da.
El producto,
p(x)g(x) = 3+ 22%)(2 — 2% + 42?) = 6 — 322 + 423 + 122% — 22° + 827,

puede ser calculado ya sea determinando los ¢; en la definicién o simplemente
multiplicando los polinomios de la misma forma en que lo hemos hecho siempre.

Ejemplo 17.2. Sean
p(z) =3+ 323 and q(z) = 4 + 4% + 4a*

polinomios en Zis[z]. La suma de p(z) y q(z) es 7 + 422 + 323 + 42*. El
producto de los dos polinomios es el polinomio cero. Este ejemplo nos muestra
que no podemos esperar que R[z] sea un dominio integral si R no es un dominio
integral.
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Teorema 17.3. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Entonces R|x]
es un anillo conmutativo con identidad.

DEMOSTRACION. Nuestra primera tarea es mostrar que R[z] es un grupo
abeliano con la operaciéon de suma de polinomios. El polinomio cero, f(z) = 0,
es el neutro aditivo. Dado un polinomio p(x ) S g a;x’, el inverso aditivo de
p(z) es —p(x) = > i (—a;)z’ = =3 ja;z’. La conmutatl\/ldad y la asocia-
tividad son consecuencia inmediata de la definiciéon de la suma de polinomios
y del hecho que la adicién en R es tanto conmutativa como asociativa.

Para mostrar que la multiplicacién de polinomios es asociativa, sean

m

= a;x,
i=0
n

x) = g bix",
i=0
p

= g cxt
i=0

(Ee) (B (£)

§ (Sun ) o] (o)

i=0 \ ;=0 i=0

m—+n+p i 7
SIS ) B1 ) Syt po P
k=0

i=0 |j=0

= Z Z ajbic z

i=0 j+k+l:i

- Z ;)aj (Zbkq] k) zt

Entonces

—
8
~—

Q
—
8
=
=
—
E
|

n+p

i=0

m 7

E a;z" E bjcij | «*
=0 1= 0 7=0

&[G ()

La conmutatividad y la distributividad se demuestran de forma similar. De-
jaremos estas demostraciones como ejercicios. O

Il
/\/\

Proposicion 17.4. Sean p(x) y q(z) polinomios en Rlx], donde R es un do-
minio integral. Entonces grp(x) + grq(x) = gr(p(z)q(z)). Ademds, R[z] es un
dominio integral.

DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos dos polinomios distintos de cero

p(z) = apa™ + -+ a1z +ap
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y

q(z) =bpa™ + -+ brx + by
con a,, # 0y b, # 0. Los grados de p(z) y ¢(x) son m y n, respectivamente.
El término lider de p(z)q(z) es amb,z™™, que no puede ser cero pues R es
un dominio integral; Vemos que el grado de p(z)q(z) es m+n, y p(x)q(x) # 0.
Como p(z) # 0y q(x) # 0 implica que p(z)g(xz) # 0, concluimos que R|x]
también es un dominio integral. O

También queremos considerar polynomios en dos o més variables, tales
como 22 — 3zy + 2y3. Sea R un anillo y supongamos que tenemos dos inde-
terminadas z e y. Ciertamente podemos formar el anillo (R[x])[y]. Es directo,
aunque quizés tedioso, demostrar que (R[x])[y] = R([y])[z]. Identificaremos
estos dos anillos por medio de este isomorfismo y simplemente escribiremos
R[z,y]. El anillo R[z,y] se llama anillo de polinomios en dos indetermi-
nadas r e y con coeficientes en R. Podemos definir similarmente el anillo
de polinomios en n indeterminadas con coeficientes en R. Denotare-
mos este anillo por R[xy, za, ..., 2,

Teorema 17.5. Sea R un anillo conmutativo con identidad y sea o € R.
Entonces tenemos un homomorfismo de anillos ¢, : R[x] — R definido por

ba(p(z)) = pla) = ana™ + - -+ ara + ag,
donde p(.’E) = anxn + -+ a1+ ag.

DEMOSTRACION. Sean p(z) = > i a;xz’ y q(z) = > i", biz'. Es facil mostrar
que oo (p(z) +q(7)) = du(p(z)) + da(g(x)). Para mostrar que la multiplicacion
es preservada por la funcién ¢, observemos que

$a(p(2))¢a(q(x)) = p(e)q()

=0 =0
m+n 7
= ( akbik> o'
i=0 \k=0
= ¢a(p(z)q(z)). O

La funcién ¢, : R[z] — R se llama homomorfismo de evaluacion en

17.2 El Algoritmo de Divisién

Recuerde que el algoritmo de division para enteros (Teorema 2.9) dice que si
a y b son enteros con b > 0, entonces existen tnicos enteros ¢ y r tales que
a =bg+r,con 0 <r < b Un teorema similar existe para polinomios. El
algoritmo de divisiéon para polinomios tiene varias consecuencias importantes.
Como su demostracion es muy similar a la demostracién correspondiente para
los enteros, resulta conveniente revisar el Teorema 2.9 antes de seguir.

Teorema 17.6 (Algoritmo de Division). Sean f(z) y g(x) polinomios en F|[z],
donde F' es un cuerpo y g(x) es un polinomio distinto de cero. Entonces existen
polinomios unicos q(z),r(x) € Flz] tales que

f(@) = g(x)q(x) + (),
con grr(z) < grg(x) or(zx) =0.
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DEMOSTRACION. Primero demostraremos la existencia de ¢(z) y 7(z). Si f(z)
es el polinomio cero, entonces

0=0-g(z)+0;

luego, tanto ¢ como r también son el polinomio cero. Ahora supongamos que
f(z) no es polinomio cero y que gr f(x) =ny grg(x) = m. Sim > n, entonces
q(x) =0y r(x) = f(x). Podemos ahora suponer que m < n y proceder por
induccién en n. Si

fl@) =ana™ + ap_ 12" '+ -+ a1z +ag

g(JC) =bpr™ + bm—lmm71 + -+ bz + by

entonces el polinomio
an n—m
fi@) = f(a) — =" "g(x)

tiene grado menor a n o es el polinomio cero. Por la hipotesis de induccioén,
existens polinomios ¢'(x) y r(x) tales que
f'(@) = d(2)g(x) + (),

donde r(x) = 0 o el grado de r(z) es menor al grado de g(z). Ahora, sea
a() = ¢ () + 372"

Entonces
f(@) = g(z)q(z) + r(z),
con r(z) el polinomio cero o grr(z) < grg(x).
Para mostrar que ¢(z) y r(x) son tnicos, supongamos que ademaés existen

q1(z) y ri(x) tales que f(x) = g(z)gi(x) + r1(z) con grri(x) < grg(x) o
r1(z) = 0, de manera que

f(@) = g(x)q(x) + r(z) = g(@)q(x) + r1(2),
y
9(2)lg(z) — qu(2)] = ri(z) —r(z).
Si g(x) no es el polinomio cero, entonces
gr(g(@)[q(z) — q1(2)]) = gr(ri(z) —r(z)) = grg(z).
Pero, los grados tanto de r(z) como de r1(x) son estrictamente menores que el
grado de g(x); por lo tanto, r(x) = r1(z) y ¢(x) = ¢1 (). O

Ejemplo 17.7. El algoritmo de divisién meramente formaliza la division larga
de polinomios, una tarea con la que probablemente estamos familiarizados
desde el colegio. Por ejemplo, supongamos que dividimos x3 — 22 + 2x — 3 por
x — 2.

r — 2|z — 2 4+ 2z - 3
T — 222
2?2 4+ 2z - 3
2 - 2z
4r - 3
4 - 8
5

Luego, 2% — 22 + 22 —3 = (x — 2)(2? + x + 4) + 5.
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Sea p(z) un polinomio en F[z] y o € F. Decimos que « es un cero o raiz
de p(x) si p(x) esta en el nicleo del homomorfismo de evaluacion ¢,. Lo tnico
que estamos dicendo realmente es que « es un cero de p(z) si p(a) = 0.

Corolario 17.8. Sea F' un cuerpo. Un elemento o € F' es un cero de p(x) €
F[z] si y solo si x — « divide a p(x) en Flz].

DEMOSTRACION. Supongamos que « € F'y p(a) = 0. Por el algoritmo de la
division, existen polinomios ¢(z) y r(z) tales que

p(z) = (z — a)q(z) +r(z)

y el grado de r(x) es menor que el grado de x — . Como el grado de r(x) es
menor a 1, r(z) = a para algiun a € F; por lo tanto,

p(z) = (z — a)q(z) + a.

Pero
0=p(a) =0-q(a) +a=a;

Por ende, p(z) = (x — a)q(x), y * — a es un factor de p(z).
Reciprocamente, supongamos que = — « es un factor de p(z); digamos
p(x) = (x — a)q(z). Entonces p(a) =0 ¢(a) = 0. O

Corolario 17.9. Sea F un cuerpo. Un polinomio p(z) distinto de cero y de
grado n en F[x] puede tener a lo sumo n ceros distintos en F.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccion sobre el grado de p(x). Si gr p(z)
0, entonces p(x) es un polinomio constante y no tiene ceros. Si grp(xz) = 1,
entonces p(x) = ax + b para ciertos a y b en F. Si ay y ag so ceros de p(z),
entonces acvy +b=aas +by a3 = as.

Ahora supongamos que grp(z) > 1. Si p(z) no tiene ceros en F', estamos
listos. Por otra parte, si a es un cero de p(x), entonces p(z) = (z — a)g(x)
para cierto ¢(x) € F[z] por el Corolario 17.8. El grado de g(z) es n — 1 por
la Proposicion 17.4. Sea f algin otro cero de p(z) distinto de . Entonces
p(B) = (B —a)q(B) = 0. Como a # By F es un cuerpo, ¢(f) = 0. Por la
hipotesis de induccién, g(x) puede tener a lo sumo n — 1 ceros distintos en F.
Por lo tanto, p(z) tiene a lo sumo n ceros distintos en F'. O

Sea F' un cuerpo. Un polinomio moénico d(z) es un mdzrimo comun di-
visor de los polinomios p(z), ¢(z) € Flx] si d(x) divide tanto a p(z) como a
q(z); v, sl para cualquier otro polinomio d’'(z) que divida tanto a p(z) como a
q(z), d'(z) | d(z). Escribiremos d(z) = med(p(x), g(x)). Dos polinomios p(x)
y q(x) son relativamente primos si med(p(z),q(z)) = 1.

Proposicion 17.10. Sea F' un cuerpo y supongamos que d(x) es un mdz-
imo comiin divisor de dos polinomios p(z) y q(x) en F[z]. Entonces existen
polinomios r(x) y s(x) tales que

d(x) = r(z)p(r) + s(z)q(x).
Ademds, el mdximo comun divisor de dos polinomios es unico.
DEMOSTRACION. Sea d(x) el polinomio monico de menor grado en el conjunto
S ={f(@)p(x) + g(x)q(z) : f(x),9(x) € Flz]}.

Podemos escribir d(z) = r(x)p(x) + s(x)q(x) para dos polinomios r(z) y s(x)
en F[z]. Debemos demostrar que d(z) divide a p(z) y a ¢(x). Primero
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mostraremos que d(m) divide a p(z). Por el algoritmo de division, existen
polinomios a(z) y b(x) tales que p(z) = a(z)d(x) + b(z), donde b(x) es el
polinomio cero o grb(x) < grd(z). Por lo tanto,

b(x) = p(z) — a(x)d(z)

(z) — a(x)(r(z)p(x) + s(x)q(z))
(z) = a(x)r(z)p(z) — a(z)s()q(x)
= p()(1 = a(z)r(x)) + q(z)(—a(z)s(z))

es una combinacion lineal de p(z) y ¢(z) y por lo tanto esté en S. Entonces, b(x)
debe ser el polinomio cero pues d(x) fue elegido de grado minimal; Concluimos
que d(z) divide a p(x). Un argumento simétrico muestra que d(z) también
divide a ¢(z); luego, d(x) es un divisor comun de p(x) y g(z).

Para mostrar que d(z) es un maximo comun divisor de p(z) y ¢(z), supong-
amos que d'(x) es otro divisor comtn de p(z) y ¢(z). Mostraremos que
d'(x) | d(z). Como d'(x) es un divisor comun de p(x) y ¢(x), existen poli-
nomios u(z) y v(z) tales que p(x) = u(x)d'(z) y q(z) = v(z)d'(x). Por lo
tanto,

a(z

|
=

Como d'(z) | d(z), d(x) es un maximo comin divisor de p(z) y q(z).
Finalmente, debemos mostrar que el maximo comun divisor de p(z) y ¢(x)

es tnico. Supongamos que d’(x) también es un maximo comin divisor de p(x)

y q(z). Acabamos de mostrar que existen polinomios u(z) y v(x) en F[z] tales

que d(z) = d'(x)[r(z)u(z) + s(x)v(z)]. Como
grd(z) = g d'(2) + grlr(z)u() + s(z)o(z)]

d(z) y d'(x) son ambos maximo comun divisor, grd(z) = grd'(xz). Como
( ) y d'(x) son ambos polinomios monicos del mismo grado, se debe tener
que d(z) = d'(x). .

Notemos la similaridad entre la demostraciéon de la Proposiciéon 17.10 y la
demostracion del Teorema 2.10.

17.3 Polinomios Irreducibles

Un polinomio no constante f(x) € F[z] es srreducible sobre un cuerpo F si
f(z) no puede ser expresado como producto de dos polinomios ¢g(z) y h(x) en
F[z], donde los grados de g(z) y h(z) son ambos menores que el grado de f(z).
Los polinomios irreducibles funcionan como los “ntimeros primos” de los anillos
de polinomios.

Ejemplo 17.11. El polinomio 22 — 2 € Q[z] es irreducible pues no puede ser
factorizado sobre los ntimeros racionales. Similarmente, x2 4 1 es irreducible
sobre los nimeros reales.

Ejemplo 17.12. El polinomio p(z) = 2 + 2% + 2 es irreducible sobre Z3[z].
Supongamos que este polinomio fuera reducible sobre Zs[z]. Por el algoritmo
de division tendria que haber un factor de la forma z — a, donde a es algin
elemento en Zg[x]. Es decir, tendriamos que tener p(a) = 0. Pero,

p(0) =2
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p(l) =1
p(2) =2
Por lo tanto, p(z) no tiene ceros en Zs y es irreducible.
Lema 17.13. Sea p(z) € Q[x]. Entonces
r n

p(z) = ~(ao + arz + -+ ana"),
donde r, s, aq, - . ., an son enteros, los a; son relativamente primos, yr y s son
relativamente primos.
DEMOSTRACION. Supongamos que

bp b b
px) =2+ Lo+ 4 Lan
Co C1 Cp,

donde los b; y los ¢; son enteros. Podemos reescribir p(x) como

1
p(x) = (do + dix + -+ -+ dpa™),
CO e C7L
donde dg,...,d, son enteros. Sea d el maximo comin divisor de dy,...,d,.
Entonces d
p(z) = (ap + a1z + - + apx™),
CO ... Cn

donde d; = da; y los a; son relativamente primos. Reduciendo d/(cq - ¢p) to
its lowest terms, podemos escribir

r
p(x) = g(ao +arx+ -+ az™),

donde med(r, s) = 1. O

Teorema 17.14 (Lema de Gauss). Sea p(x) € Zlx] un polinomio mdnico
tal que p(x) se factoriza como producto de dos polinomios a(x) y B(x) en
Q[z], donde los grados de o(z) y de B(x) son menores que el grado de p(x).
Entonces p(x) = a(z)b(z), donde a(x) y b(x) son polinomios mdnicos en Z[z]
con gra(z) = gra(z) y grfB(z) = gro(z).

DEMOSTRACION. Por el Lema 17.13, podemos suponer que

a(z) = C—l(ao +arz+ -+ apz™) = C—lal(x)
dy dy

Bla) = Z(bo+biw+ -+ bua™) = 2B (x),
d2 d2

donde los a; son relativamente primos y los b; son relativamente primos. En
consecuencia,
C1C2

p(a) = a(@)B(e) = 2201 @) (x) = Soa ()1 (@)

donde ¢/d es el producto de ¢1/dy y c2/ds expresado de forma reducida. Luego,
dp(z) = con (z)B1 ().

Si d =1, entonces ca,,b, = 1 pues p(x) es un polinomio moénico. Luego, ya

seac=10c=—1. Si ¢ =1, entonces ya sea a,, = b, =10 an, = b, = —1.
En el primer caso p(z) = ai(x)f1(z), donde a;i(x) y Bi(x) son polinomios

monicos con gra(x) = grag(z) y grf(x) = grBi(z). En el segundo caso
a(x) = —aq(z) y b(x) = —pB1(x) son los polinomios moénicos correctos pues
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p(z) = (—a1(2)) (=1 (z)) = a(x)b(z). El caso cuando ¢ = —1 se resuelve de
forma similar.

Ahora supongamos que d # 1. Como med(c,d) = 1, existe un primo p
tal que p | d y pfe. Ademas, como los coeficientes de o4 () son relativamente
primos, existe un coeficiente a; tal que p fa;. Similarmente, existe un coeficiente
b; de B1(z) tal que p fb;. Sean o () y 51 (x) los polinomios en Zy[z]| obtenidos
de reducir los coeficientes de a3 (x) y 1 (2) modulo p. Como p | d, o (x)B1(z) =
0 en Z,[x]. Pero esto es imposible, pues ni of(x) ni fi(x) es el polinomio
cero y Zp[z] es un dominio integral. Por lo tanto, d = 1 y el teorema esta
demostrado. O

Corolario 17.15. Sea p(x) = 2™ + ap_12"" 1 + -+ + ag un polinomio con
coeficientes en Z y ag # 0. Si p(x) tiene un cero en Q, entonces p(x) también
tiene un cero o en Z. Mds ain, o divide a aq.

DEMOSTRACION. Supongamos que p(x) tiene un cero a € Q. Entonces p(z)
debe tener un factor lineal x — a. Por el Lema de Gauss, p(z) tiene una
factorizacion con un factor lineal en Z[z]. Luego, para algin «a € Z

p(r) = (x —a)(@" P+ —ap/a).
Por lo tanto ag/a € Z y a | ag. O

Ejemplo 17.16. Sea p(z) = z* — 223 + x + 1. Demostraremos que p(z) es
irreducible sobre Q[z]. Supongamos que p(z) es reducible. Entonces ya sea
p(x) tiene un factor lineal, digamos p(z) = (x — a)q(z), donde ¢(x) es un
polinomio d egrado tres, o p(z) tiene dos factores cuadraticos.

Si p(z) tiene un factor lineal en Q[x], entonces tiene un cero en Z. Por el
Corolario 17.15, cualquier cero debe dividir a 1 y por lo tanto debe ser +1;
pero, p(1) = 1y p(—1) = 3. Asi hemos descartado la posibilidad de que p(x)
tenga un factor lineal.

Por lo tanto, si p(z) es reducible debe ser como producto de dos factores
cuadréticos, digamos

p(z) = (2* + ax + b)(z* + cx + d)
=2+ (a + ¢)2® + (ac + b + d)z® + (ad + be)x + bd,

donde cada factor estd en Z[z] por el Lema de Gauss. Luego,

a+c= -2
ac+b+d=0
ad+bc=1
bd = 1.

Como bd=1,yaseab=d=10b=d= —1. En cualquier caso b =d y asi
ad+bc="bla+c)=1.

Como a+c = —2, sabemos que —2b = 1. Esto es imposible pues b es un entero.
Por lo tanto, p(x) es irreducible sobre Q.

Teorema 17.17 (Criterio de Eisenstein). Sea p un nimero primo y supong-
amos que
flx) =apz™ + - +ao € Zlx].

Sip|a; fori=0,1,....,n—1, pero p fa, y p* fag, entonces f(z) es irreducible
sobre Q.
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DEMOSTRACION. Por el Lema de Gauss, solo necesitamos demostrar que f(x)
no se factoriza como producto de polinomios de grado menor en Z[x]. Supong-
amos que

f(@) = (bpa” + -+ bo)(csx® + -+ + cp)

es una factorizacion en Z[z], con b, y ¢, ndistinto de cero y r, s < n. Como p?
no divide a ag = bycy, ya sea by o cg no es divisible por p. Supongamos que
pfboy | co. Como pfa, y a, = b.cs, ni b, ni ¢ es divisible por p. Sea m el
menor valor de k tal que p fe,. Entonces

Am = boCm + b1Cm—1 + - -+ bco

no es divisible por p, como cada término del lado derecho de la ecuacién es
divisible por p excepto bgc,,. Por lo tanto, m = n pues a; es divisible por p para
m < n. Luego, f(z) no puede ser factorizado como producto de polinomios de
grado menor y por lo tanto es irreducible. O

Ejemplo 17.18. El polinomio
f(x) =162° — 92* + 322 + 62 — 21
es irreducible sobre Q por el Criterio de Eisenstein con p = 3.

El Criterio de Eisenstein es mas tutil para construir polinomios irreducibles
de cierto grado sobre Q que para determinar la irreducibilidad de un polinomio
arbitrario en Q[z]: dado cualquier polinomio, no es muy probable que podamos
aplicar el Criterio de Eisenstein. La importancia del Teorema 17.17 es que
ahora tenemos una herramienta sencilla para generar polinomios irreducibles
de cualquier grado.

Ideales en F[z]

Sea F un cuerpo. Recuerde que un ideal principal en F[z] es un ideal (p(x))
generado por algtn polinomio p(z); es decir,

(p(z)) = {p(z)q(x) : q(x) € Flz]}.

Ejemplo 17.19. El polinomio 2% en F|[x] genera el ideal {x2) que consiste de
todos los polinomios que no tienen término constante ni de grado 1.

Teorema 17.20. Si F' es un cuerpo, entonces todo ideal en F|x] es un ideal
principal.

DEMOSTRACION. Sea I un ideal de F[z]. Si I es el ideal cero, no hay nada que
demostrar. Supongamos que I es un ideal no trivial en Fz], y sea p(z) € I un
elemento distinto de cero de grado minimal. Si grp(z) = 0, entonces p(z) es
una constante no nula y 1 esta en I. Como 1 genera todo Fx], (1) = I = F[z]
y I es un ideal principal.

Ahora supongamos que grp(x) > 1 y sea f(x) cualquier elemento en I.
Por el algoritmo de divisién existen g(x) y r(z) en Flz] tales que f(z) =
p(z)q(z) + r(x) y grr(z) < grp(zx). Como f(z),p(z) € I el es un ideal,
r(z) = f(z) —p(x)q(z) también esta en I. Pero, como escogimos p(x) de grado
minimal, 7(z) debe ser el polinomio cero. Como podemos escribir cualquier
elemento f(x) en I como p(z)q(x) para algin g(x) € F|x], tenemos que I =

{p(x)). O
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Ejemplo 17.21. No todo ideal en el anillo F[z,y| es un ideal principal. Con-
sideremos el ideal de F|x,y] generado por los polinomios = e y. Este es el
ideal de F[z,y] que consiste de todos los polinomios que no tienen término
constante. Como tanto x como y estan en el ideal, ningin polinomio puede
pos si solo generar todo el ideal.

Teorema 17.22. Let F be a field and suppose that p(x) € F[z|. Then the
ideal generated by p(x) is mazimal if and only if p(x) is irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que p(z) genera un ideal maximal de F[z]. En-
tonces (p(x)) es también un ideal primo de F'[z]. Como un ideal maximal debe
estar propiamente contenido en F[z], p(z) no puede ser un polinoio constante.
Supongamos que p(z) se factoriza en dos polinomios de grado menor, digamos
p(z) = f(x)g(x). Como (p(x)) es un ideal primo uno de estos factores, digamos
f(z), esta en (p(z)) y por lo tanto es un multiplo de p(z). Pero esto implicaria
que (p(x)) C (f(z)), lo que es imposible pues (p(z)) es maximal.
Reciprocamente, supongamos que p(z) es irreducible sobre F[z]. Sea I
un ideal en F[z] que contenga (p(x)). Por el Teorema 17.20, I es un ideal
principal; luego, I = (f(z)) para algin f(z) € F[z]. Como p(z) € I, debe
ser que p(z) = f(x)g(x) para algin g(z) € Flx]. Pero, p(z) es irreducible;
luego, ya sea f(z) o g(z) es un polinomio constante. Si f(z) es constante,
entonces I = Fx] y estamos listos. Si f(z) no es constante, entonces f(z) es
un mualtiplo constante de p(xz) e I = (p(x)). Por lo tanto, no existen ideales
propios de F[z] que contengan propiamente a (p(z)). O

Sage Polynomial rings are very important for computational approaches to
algebra, and so Sage makes it very easy to compute with polynomials, over
rings, or over fields. And it is trivial to check if a polynomial is irreducible.

Nota Historica

A lo largo de la historia, resolver ecuaciones polinomiales ha sido un problema
desafiante. Los Babilonios sabian cémo resolver la ecuacién ax? 4 bx + ¢ = 0.
Omar Khayyam (1048-1131) ide6 métodos para resolver ecuaciones ctibicasme-
diante el uso de cnonstrucciones geométricas y secciones conicas. La solucion
algebraica de la ecuacién ctbica general ax®+bx?4cx+d = 0 no fue descubierta
hasta el siglo XVI. Un matematico italiano, Luca Pacioli (ca. 1445-1509), es-
cribi6 en Summa de Arithmetica que la solucién a la ciubica era imposible.
Esto fue tomado como un desafio por el resto de la comunidad matematica.

Scipione del Ferro (1465-1526), de la Universidad de Bologna, resolvio la
“cubica reducida,”

ar® +cx+d=0.

Mantuvo en absoluto secreto esta solucién. Esto puede parecer sorprendente
hoy en dia, cuando los matematicos suelen estar muy interesados en publicar
sus resultados, pero en durante el Renacimiento Italiano el secretismo era cos-
tumbre. Los cargos académicos no eran faciles de mantener y dependian de
ganar competencias publicas. Estos desafios podian ser declarados en cualquier
momento. En consecuencia cualquier nuevo descubrimiento de importancia era
un arma valiosa en una competencia de ese tipo. Si un oponente presentaba
una lista de problemas a resolver, del Ferro podia a su vez presentar una lista
de cibicas reducidas. Mantuvo el secreto de su descubrimiento durante toda
su vida, comunicandoselo en el lecho de muerte a su estudiante Antonio Fior
(ca. 1506-7).

Si bien Fior no era igual a su tutor, de inmediato lanzé un desafio a Niccolo
Fontana (1499-1557). Fontana era conocido como Tartaglia (el Tartamudo).



308 CAPITULO 17. POLINOMIOS

Cuando joven habia recibido un golpe de espada por parte de un soldado francés
durante un ataque a su aldea. Sobrevivié la feroz herida, pero mantuvo el de-
fecto de la diccidon por el resto de su vida. Tartaglia envidé a Fior una lista de
30 problemas matemaéticos variados; Fior respondié enviando a Tartaglia una
lista de 30 cubicas reducidas. Tartaglia ya sea podria resolver todos los prob-
lemas de la lista o fallar absolutamente. Luego de un gran esfuerzo Tartaglia
finalmente tovo éxito en resolver la cibica reducida y venci6 a Fior, quien paso
al olvido.

En este momento otro matematico, Gerolamo Cardano (1501-1576), entra
en el relato. Cardano le escribio a Tartaglia, rogandole que le diera la solu-
cion de la cubica reducida. Tartaglia se rehusé a varias de sus suplicas, pero
finalmente revel6 la soluciéon a Cardano después que este tltimo jurara que no
publicaria el secreto ni se lo transmitiria a nadie mas. Usando lo que habia
aprendido de Tartaglia, Cardano finalmente resolvio la ecuacion cibica general

ax® + bz + cx +d = 0.

Cardano compartio el secreto con su pupilo, Ludovico Ferrari (1522-1565),
quien resolvid la ecuacion general de cuarto grado,

az* + b2’ + cx® +dx + e = 0.

En 1543, Cardano y Ferrari esxaminaronlos trabajos de del Ferro y descubrieron
que €l también habia resuelto la ctubica reducida. Cardano sintié6 que esto le
absolvia de su compromiso con Tartaglia, de manera que publicé las soluciones
en Ars Magna (1545), dandole crédito a del Ferro por resolver el caso especial
de la cubica. Esto resulté en una amarga disputa entre Cardano y Tartaglia,
quien publico la historia del juramento un ano después.

17.4 Exercises

1. List all of the polynomials of degree 3 or less in Zz[x].

2. Compute each of the following.
(a) (5a? + 3z —4)+ (42?2 — 2z +9) in Z1o
(b) (522 + 3z — 4)(42% — x4+ 9) in Z1o
(c) (72° + 322 — 2) + (622 — 8z + 4) in Zg
(d) (322 + 2z —4) + (42® +2) in Zs
(e) (3z% + 2z —4)(4a? +2) in Zs
(f) (522 +3x —2)? in Z12

3. Use the division algorithm to find g(x) and r(x) such that a(x) = ¢(z)b(z)+
r(z) with grr(z) < grb(x) for each of the following pairs of polynomials.

(
(a) a(x) =523 + 622 — 3z + 4 and b(z) = z — 2 in Zz[]
(b) a(z) =62* — 223 + 2% — 3z + 1 and b(z) = 2% + x — 2 in Z;[7]
(c) a(x) =42° — 23 + 22 + 4 and b(z) = 2 — 2 in Zs[z]
(d) a(x) = 2%+ 23 — 22 —x and b(z) = 23 + 7 in Zy[z]
4. Find the greatest common divisor of each of the following pairs p(x) and

F
q(z) of polynomials. If d(x) = med(p(x), g(x)), find two polynomials a(x) and
b(x) such that a(z)p(z) + b(x)q(x) = d(x).
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(r) = 23 — 622 + 142 — 15 and ¢(z) = 2° — 822 + 21z — 18, where
(z),q(z) € Q]

(r) =23+ 22—z +1 and ¢(z) = 2% + 2 — 1, where p(z), ¢(z) € Zs[x]
(x)

(x)

5. Find all of the zeros for each of the following polynomials.

(a) 523 + 422 — 2 +9 in Zjo (c) 5a* + 222 — 3 in Z;
(b) 323 — 42?2 —z + 4 in Zs (d) 23 +z+1in Zs

6. Find all of the units in Z[z].
7. Find a unit p(z) in Z4[x] such that grp(z) > 1.
8. Which of the following polynomials are irreducible over Q[z]?

(a) 2* — 223 + 222 + 2 +4 (c) 325 — 42 — 622 + 6
(b) x* — 523 + 3z — 2 (d) 55 — 6x* — 322 + 9z — 15

9. Find all of the irreducible polynomials of degrees 2 and 3 in Zs[z].
10. Give two different factorizations of 2 + z + 8 in Zy[z].

11. Prove or disprove: There exists a polynomial p(x) in Zg[z] of degree n
with more than n distinct zeros.

12. If F is a field, show that F[z1,...,z,] is an integral domain.
13. Show that the division algorithm does not hold for Z[z]. Why does it fail?
14. Prove or disprove: z? 4 q is irreducible for any a € Z,, where p is prime.

15. Let f(x) be irreducible in F[z], where F is a field. If f(z) | p(x)q(z),
prove that either f(z) | p(z) or f(z) | ¢(z).

16. Suppose that R and S are isomorphic rings. Prove that R[z] & S|x].

17. Let F beafield and a € F. If p(x) € Flz], show that p(a) is the remainder
obtained when p(z) is divided by = — a.

18. (The Rational Root Theorem) Let
p(2) = anz™ + ap_12" "t + -+ ag € Zz],

where a,, # 0. Prove that if p(r/s) = 0, where mcd(r,s) = 1, then r | ag and
s | ap.

19. Let Q* be the multiplicative group of positive rational numbers. Prove
that Q* is isomorphic to (Z[z], +).

20. (Cyclotomic Polynomials) The polynomial

"1
D, (z) = = D=t " ]
-

is called the cyclotomic polynomial. Show that ®,(z) is irreducible over Q
for any prime p.
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21. If F is a field, show that there are infinitely many irreducible polynomials
in Flz].

22. Let R be a commutative ring with identity. Prove that multiplication is
commutative in R[z].

23. Let R be a commutative ring with identity. Prove that multiplication is
distributive in R[x].

24. Show that 2P — z has p distinct zeros in Z,, for any prime p. Conclude
that
P —r=z(z—-D(x-2)---(x—(p—1)).

25. Let F be a field and f(z) = ap + a12 + -+ + apz™ be in F[z]. Define
f'(z) = a1 + 2a2w + - - - + na,x" ! to be the derivative of f(z).
(a) Prove that
(f+9) (@)= f'(z)+g'(2).
Conclude that we can define a homomorphism of abelian groups D :
Flz] — Flz] by D(f(2)) = f'(x).
(b) Calculate the kernel of D if char F' = 0.
(c) Calculate the kernel of D if char F' = p.
(d) Prove that
(f9)'(z) = f(x)g(z) + f(x)g (x).
(e) Suppose that we can factor a polynomial f(x) € F[z] into linear factors,
say
f(z) =alz —a1)(x —az) - (x— an).
Prove that f(z) has no repeated factors if and only if f(z) and f/(z) are
relatively prime.

26. Let F be a field. Show that F[z] is never a field.

27. Let R be an integral domain. Prove that R[z1,...,z,] is an integral
domain.

28. Let R be a commutative ring with identity. Show that R[x] has a subring
R’ isomorphic to R.

29. Let p(x) and ¢g(z) be polynomials in R[x], where R is a commutative ring
with identity. Prove that gr(p(x) + ¢(z)) < max(grp(x), grq(z)).

17.5 Ejercicios Adicionales: Resolviendo las Ecua-
ciones Cubica y Cuartica

1. Resuelva la ecuacién cuadratica general
ar? +bx+c=0

obteniendo
_ —bEVb? —dac
T = 5a .
El discriminante de la ecuacién cuadratica A = b? — 4ac determina la nat-
uraleza de las soluciones de la ecuaciéon. Si A > 0, la ecuacién tiene dos
soluciones reales diferentes. Si A = 0, la ecuacién tiene una tnica solucion real
repetida. Si A < 0, existen dos soluciones imaginarias diferentes.
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2. Muestre que cualquier ecuacién cibica de la forma
2+ b +cxt+d=0
puede ser reducida a la forma 3®+py+¢ = 0 haciendo la sustitucion z = y—b/3.

3. Demuestre que las raices ctubicas de 1 estan dadas por

—1+iV3
W= ——
2
2o TL- iv/3
2
w? = 1.
4. Haga la sustitucion
—,_ P
== 3z

para y en la ecuacién y3 + py + ¢ = 0 ay obtenga dos soluciones A y B para
3
z°.

5. Muestre que el producto de las soluciones obtenidas en (4) es —p3/27, de-
duciendo que VVAB = —p/3.

6. Demuestre que las posibles soluciones para z en (4) estan dadas por
VA, wVA, VA, VB, wVB, VB

y use este resultado para mostrar que las tres posibles soluciones para y son

I SO S SRS B B
”\/2Jr 27+4+“\/2 o T

donde 7 = 0,1, 2.

7. El discriminante de la ecuaciéon cubica es
3 2
p q
A==—+=.
27 + 4
Muestre que y° + py +¢=0
(a) tiene tres raices reales, de las que al menos dos son iguales, si A = 0.
(b) tiene una raiz real y dos raices complejas no reales conjugadas si A > 0.

(c) tiene tres raices reales distintas si A < 0.

8. Resueva las siguientes ecuaciones ctbicas.
a) 2 — 422 + 112 +30=0

b) 23 —-32+5=0

c) 23 —-3r+2=0

d) 23 +2+3=0

o~ o~ —

9. Muestre que la ecuacion cuartica general
et ard + b2’ +cx+d=0

se reduce a
y' oy’ tay+r=0

busando la sustitucién z =y — a/4.
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10. Muestre que

2 1 ? 2 1 2
yrgz) =y eyt )

11. Muestre que el lado derecho del Ejercicio 17.5.10 puede ser puesto en la
forma (my + k)? si y solo si

q* —4(z —p) (izQ —r) =

12. Del Ejercicio 17.5.11 obtenga la ecuacion cibica resolvente
23 —p2? —drz + (dpr — ¢*) = 0.

Resolviendo la resolvente cubica, ponga la ecuacién encontrada en el Ejerci-
cio 17.5.10 en la forma

1 2
<y2 " 2z> — (my + )2

para obtener la solucion de la ecuaciéon cuartica.

13. Use este método para resolver las siguientes ecuaciones cuarticas.
(a) 2 —2%2 -3z +2=0

(b) 2t + 23 —T22 —2+6=0

(c) * =222 +42-3=0

(d) z* — 423 +322 - 52 +2=0

17.6 Sage

Sage es particularmente bueno para construir, analizar y manipular anillos de
polinomios. Hemos visto algo de esto en el capitulo anterior. Comencemos
creando tres anillo de polinomios y comprobemos algunas de sus propiedades
basicas. Existen difierentes formas de construir anillos de polinomios, pero la
sintaxis usada acé es la més directa.

Anillos de Polinomios y sus Elementos

R.<x> = Integers(8)[]; R

Univariate Polynomial Ring in x over Ring of integers modulo 8

S.<y> = 77[]; S

Univariate Polynomial Ring in y over Integer Ring

T.<z> = QQ[l1; T

Univariate Polynomial Ring in z over Rational Field

Las propiedades béasicas de los anillos se pueden usar en estos ejemplos.
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R.is_finite ()

False

R.is_integral_domain ()

False

S.is_integral_domain ()

True

T.is_field()

False

R.characteristic ()

T.characteristic()

0

Con la construccion y la sintaxis de arriba, las variables se pueden usar para
crear elementos del anillo de polinomios sin coercionarlos explicitamente (aunque
tenemos que tener cuidado con los polinomios constantes).

y in S

True

x in S

False

= (3/2) + (5/4)%z*2

r =3
r.parent ()

Integer Ring

s = 3*%xy”0Q
s.parent ()

Univariate Polynomial Ring in y over Integer Ring

Los polinomios pueden ser evaluados como si fueran funciones, de manera que
podemos imitar el homomorfismo de evaluacion.
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p = 3 + 5%x + 2%x"2
p.parent ()

Univariate Polynomial Ring in x over Ring of integers modulo 8

p(1)

[p(t) for t in Integers(8)]

(3, 2, 5, 4,7, 6,1, 0]

Notemos que p es un polinomio de grado dos, sin embargo podemos verificar
a fuerza-bruta que solo tiene una raiz, contrario a nuestra expectativa usual.
Puede ser incluso més inusual.

q = 4xx"2+4%*x
[q(t) for t in Integers(8)]

[e, o0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

Sage puede crear y manipular anillos de polinomios en més de una variable,
pero no tendremos mayores oportunidades de analizar esa funcionalidad en
este curso.

M.<s, t> = QQ[]; M

Multivariate Polynomial Ring in s, t over Rational Field

Polinomios Irreducibles

Si un polinomio se factoriza o no, tomando en consideraciéon el anillo usado
para sus coeficientes, es una pregunta importante en este capitulo y en muchos
de los que siguen. Sage es capaz de factorizar, y de determinar irreducibilidad,
sobre los enteros, los racionales, y los cuerpos finitos.

Primero, sobre los racionales.

R.<x> = QQ[]
p = 1/4xx%*4 - x"3 + x*2 - x - 1/2
p.is_irreducible ()

True

p.factor ()

(1/74) * (x"4 - 4%x*3 + 4%x*2 - 4%xx - 2)

q = 2xx"5 + 5/2*xx*4 + 3/4*%x"3 - 25/24xx*2 - x - 1/2
q.is_irreducible()

False

gq.factor ()

(2) % (x*2 + 3/2%x + 3/4) % (x*3 - 1/4xx*2 - 1/3)
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Factorizar sobre los enteros no es realmente diferente a hacerlo sobre los racionales.
Esto es lo que nos dice el Teorema 17.14 — encontrar una factorizaciéon sobre los
enteros puede ser convertido en encontrar una factorizaciéon sobre los racionales.
Asi es en Sage, hay poca diferencia entre trabajar sobre los racionales y sobre
los enteros. Es un poco diferente cuando trabajamos sobre un cuerpo finito.
Un comentario viene méas adelante.

F.<a> = FiniteField(5%2)

S.<y> = F[]

P = 2%yr5 + 2%yr4 + 4xy”r3 + 2%xy*2 + 3xy + 1
p.is_irreducible ()

True

p.factor ()

(2) *x (y*5 + y*4 + 2%y"3 + y"2 + 4xy + 3)

q = 3xy*4+2*xy*3-y+4; q.factor ()

(3) x (y*2 + (a + 4)xy + 2xa + 3) *x (y*2 + 4xa*y + 3%a)

=
1

y 4+2xy*3+3%xy*2+4; r.factor ()

(y + 4) x (y*3 + 3xy*2 +y + 1)

s = 3xy*4+2xy*3-y+3; s.factor ()

(3) * (y + 1) * (y + 3) x (y + 2%a + 4) * (y + 3*xa + 1)

Para verificar estas factorizaciones, debemos calcular en el cuerpo finito, F, por
lo que necesitamos saber como se comporta el simbolo a behaves. Este simbolo
corresponde a una raiz de un polinomio de grado 2 sobre los enteros mod 5,
que podemos obtener con el método .modulus().

F.modulus ()

X*2 + 4xx + 2

Asia®?+4a+2=0,00a? = —4a—3 = a+2. Asi, al verificar las factorizaciones,
cada vez que aparezca a? lo podemos reemplazar por a + 2. Notemos que por
el Corolario 17.8 podriamos encontrar el factor lineal de r, y los cuatro factores
lineales de s, mediante una busqueda a la bruta de sus raices. Esto es realizable
dado que el cuerpo es finito.

[t for t in F if r(t)==0]

(1]

[t for t in F if s(t)==0]

[2, 3%a + 1, 4, 2%a + 4]

Pero, q se factoriza en dos polinomios de grado 2, de manera que ninguna
bisque de raices nos permitira descubrir estos factores.

Por el criterio de Eisenstein, podemos crear polinomios irreducibles, como
en el Ejemplo 17.18.



316 CAPITULO 17. POLINOMIOS

W.<w> = Q0[]
p = 16*xw”*5 - 9xw”*4 +3xw” 2 + 6*xw -21
p.is_irreducible ()

True

Sobre el cuerpo Z,, los polinomios de Conway son elecciones candnicas para
un polinomio de grado nirreducible sobre Z,. Vea los ejercicios para aprender
mas sobre estos polinomios.

Polinomios sobre Cuerpos

Si F' es un cuerpo, entonces todo ideal de F[x] es principal (Teorema 17.20).
Nada nos impide darle a Sage dos (0 més) generadores para construir un ideal,
pero Sage determinara un elemento para usarlo en la descripcién del ideal como
ideal principal.

.<w> = QQ[]

= -w*5 + 5*%xw*4 - 4*w”3 + 14xw*2 - 67*w + 17
= 3*xw"5 - 14%w”*4 + 12*xw”3 - 6*w"2 + w
W.ideal(r, s)

nw unn S5 =

Principal ideal (w”2 - 4xw + 1) of
Univariate Polynomial Ring in w over Rational Field

(W*2)*xr + (3*w-6)*s in S

True

El Teorema 17.22 es el hecho clave que nos permite construir cuerpos finitos
facilmente. Ac4 hay una construccién de un cuero finito de orden 7° = 16 807.
Todo lo que necesitamos es un polinomio de grado 5 que sea irreducible sobre
Zr.

F = Integers(7)
R.<x> = F[]

p = x"5+ x + 4
p.is_irreducible ()

True

id = R.ideal (p)
Q = R.quotient(id); Q

Univariate Quotient Polynomial Ring in xbar over
Ring of integers modulo 7 with modulus x*5 + x + 4

Q.is_field()

True

Q.order () == 7*5

True

El simbolo xbar es un generador del cuerpo, pero en este momento no es ac-
cesible. xbar es la clase x + (x® + x + 4). Una mejor construccién incluirfa la
especificacion de este generador.
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Q.gen(0)

xbar

Q.<t> = R.quotient(id); Q

Univariate Quotient Polynomial Ring in t over
Ring of integers modulo 7 with modulus x*5 + x + 4

t*5 + t + 4

tA5 == -(t+4)

True

t"5

6%t + 3

(3*xt*3 + t + 5)*x(t"2 + 4%t + 2)

S5xt*4 + 2%xt*2 + 5%t + 5

a = 3xt*4 - 6%t*3 + 3xt*2 + 5%t + 2
ainv = a*-1; ainv

6xt*4 + 5xt*2 + 4

a*ainv

17.7 Ejercicios en Sage

1. Consideremos el polinomio x3 — 3z 4 4. Calcule la maxima factorizacién de
este polinomio sobre cada uno de los siguientes cuerpos: (a) el cuerpo finito
Zs, (b) el cuerpo finito de orden 125, (c) @, (d) Ry (e) C. Para hacer esto,
construya el anillo de polinomio apropiado, construya el polinomio en este
anillo y use el método .factor().

2. “Los polinomios de Conway” son polinomios irreducibles sobre Z, que Sage
(y otros programas) usa para construir ideales maximales en anillos de poli-
nomio, y por ende anillos cociente que son cuerpos. A grosso modo, son elec-
ciones canonicaspara cada grado y para cada primo. El comando conway_polynomial(p,
n) entrega un polinomio irreducible de grado n sobre Z,,.

Ejecute el comando conway_polynomial(5, 4) para obtener un polinomio pre-
suntamente irreducible de grado 4 sobre Zs: p = z* + 422 + 4z + 2. Construya
el anillo de polinomios apropiado (i.e., en la indeterminada x) y verifique que
p realmente es un elemento de ese anillo de polinomios.

Primero verifique que p no tiene factores lineales. La tunica posibilidad que
queda es que p se factorice como producto de dos polinomios cuadréticos sobre
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Zs. Use una lista con tres for para crear todos los posibles polinomios cuadréti-
cos sobre Zs. Ahora use esta lista para crear todos los posibles productos de
dos polinomios cuadréticos y compruebe si p esté en esta lista.

Puede encontrar més informacion sobre los polinomios de Conway en el sitio

de Frank Liibeck.

3. Construya un cuerpo finito de orden 729 como cociente de un anillo de
polinomios por un ideal principal generado con un polinomio de Conway.

4. Defina los polinomios p = 2% + 222+ 2z +4 y ¢ = * + 222 como polinomios
con coeficientes enteros. Calcule gecd(p, q) y verifique que el resultado divide
tanto a p como a q (simlemente forme la fraccion en Sage y vea que se simplifica
completamente, o use el método .quo_rem() ).

La Proposicion 17.10 dice que existen polinomio r(x) y s(x) tales que el méaximo
comun divisor es r(z)p(x) + s(x)q(x), si los coeficientes estin en un cuerpo.
Como aca tenemos dos polinomios sobre los enteros, investigue los resultados
entregados por Sage para el mcd extendido, xgcd(p, q). En particular, muestre
que la primera componente del resultado es un miltiplo del med. Después
verifique la propiedad de “combinacién lineal”.

5. Para un anillo de polinomios sobre un cuerpo, todo ideal es principal.
Comience con el anillo de polinomios sobre los racionales. Experimente con-
struyendo ideales con dos generadores y vea que Sage los convierte en ideales
principales con un solo generador. (Puede obtener este generador con el método
.gen() del ideal.) ;jPuede explicar como se calcula este generador?


http://www.math.rwth-aachen.de/~Frank.Luebeck/data/ConwayPol/index.html
http://www.math.rwth-aachen.de/~Frank.Luebeck/data/ConwayPol/index.html

18

Dominios Integrales

Uno de los anillos més importantes que estudiamos es el de los enteros. Fue nue-
stro primer ejemplo de una estructura algebraica: el primer anillo de polinomio
que examinamos fue Z[z]. También sabemos que los enteros estan contenidos
naturalmente en el cuerpo de los niimeros racionales, Q. El anillo de los enteros
es el modelo para todos los dominios integrales (también se llaman dominios
enteros). En este capitulo estudiaremos dominios integrales en general, con-
testando preguntas sobre su estructura de ideales, anillos de polinomios sobre
dominios integrales y si es posible incrustar un dominio integral en un cuerpo.

18.1 Cuerpos de Fracciones

Todo cuerpo es un dominio integral; pero, existen muchos dominios integrales
que no son cuerpos. Por ejemplo, los enteros Z forman un dominio integral
pero no un cuerpo. Una pregunta que surge naturalmente es como asociar
un dominio integral con un cuerpo. Existe una forma natural de construir los
racionales Q a partir de los enteros: los racionales pueden ser representados
como cocientes de dos enteros. Los nameros racionales por cierto forman un
cuerpo. De hecho, se puede demostrar que los racionales forman el cuerpo
méas pequeno que contiene a los enteros. Dado un dominio integral D, nues-
tra pregunta ahora es como construir un menor cuerpo F' que contenga a D.
Haremos esto de la misma forma en que construimos los racionales a partir de
los enteros.

Un elemento p/q € Q es el cociente de dos enteros p y ¢; sin embargo,
diferentes pares de enteros pueden representar el mismo ntmero racional. Por
ejemplo, 1/2 =2/4 = 3/6. Sabemos que

si y solo si ad = bc. Una manera mas formal de considerar este problema es
examinando las fracciones en términos de relaciones de equivalencia. Podemos
pensar los elementos en Q como pares ordenados en Z x Z. Un cociente p/q
puede ser escrito como (p, q). Por ejemplo, (3,7) representaria la fraccion 3/7.
Pero, surgen problemas si consideramos todos los pares posibles en Z x Z. No
existe la fraccion 5/0 que corresponda al par (5,0). Ademas, los pares (3,6)
y (2,4) ambos representan la fraccion 1/2. El primer problema lo resolvemos
de forma sencilla si exigimos que la segunda coordenada sea dstinta de cero.
El segundo problema se resuelve considerando dos pares (a,b) y (c¢,d) como
equivalentes si y solo si ad = be.

Si usamos la idea de pares ordenados en lugar de fracciones, entonces
podemos estudiar dominios integrales en general. Sea D un dominio integral
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cualquiera y sea
S ={(a,b):a,b€ D and b # 0}.

Definimos una relacion en S por (a,b) ~ (¢, d) siy solo si ad = be.

Lema 18.1. La relacion ~ entre elementos de S es una relacion de equivalen-
cia.

DEMOSTRACION. Como D es conmutativo, ab = ba; luego, ~ es refleja en D.
Ahora supongamos que (a,b) ~ (¢,d). Entonces ad = be 'y ¢b = da. Por lo
tanto, (¢,d) ~ (a,b) y la relacion es simétrica. Finalmente, para mostrar que la
relacion es transitiva, sean (a,b) ~ (¢,d) y (¢,d) ~ (e, f). En este caso ad = bc
y c¢f = de. Multiplicando ambos lados de ad = bc por f resulta

afd = adf = becf = bde = bed.
Como D es un dominio integral, podemos deducir que af = be y (a,b) ~

(e, f)- O

Denotaremos el conjunto de clases de equivalencia en S por Fp. Ahora
debemos definir las operaciones de adicion y multiplicacion en Fp. Recuerde
como se suman y multiplican las fracciones en Q:

E+E_ad+bc.
b d  bd
a ¢ _ac
b bd’

Parece razonable definir las operaciones de adicion y multiplicacion en Fp de
manera similar. Si denotamos la clase de equivalencia de (a,b) € S por [a, b],
esto nos lleva a definir las operaciones de adiciéon y multiplicaciéon en Fp como

[a,b] + [c,d] = [ad + bc, bd)

[a,b] - [¢,d] = [ac, bd],

respectivamente. El proximos lema demuestra que estas operaciones son inde-
pendientes de la eleccion de representantes para cada clase de equivalencia.

Lema 18.2. Las operaciones de adicion y multiplicacion en Fp estdn bien-
definidas.

DEMOSTRACION. Demostraremos que la operacion de adicién esté bien-definida.
La demostracion de que la multiplicacion esta bien-definida la dejaremos como
ejercicio. Sean [a1,b1] = [ag,b2] ¥ [c1,d1] = [c2,d2]. Debemos mostrar que

[a1di + bic1, bidi] = [agds + baca, bads]
0, equivalentemente, que
(a1d1 + blcl)(bng) = (bldl)(a,gdg + bQCQ).

Como [a1,b1] = [ag,b2] and [c1,d1] = [c2,d2], sabemos que a1by = bras y
c1dy = dycs. Por lo tanto,
(a1dy + brc1)(bads) = ardibads + byc1bads
= ay1badyds + b1bacids
= brasdids + bibadico
= (b1dy1)(agds + baca). O
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Lema 18.3. El conjunto Fp de clases de equivalencia de S, bajo la relacion de
equivalencia ~, junto a las operaciones de adicion y multiplicacion definidas
por

[a,b] + [¢,d] = [ad + bc, bd]
[a,b] - [e,d] = [ac, bd],

€S UuNn cuerpo.

DEMOSTRACION. Las identidades aditiva y multiplicativa son [0,1] y [1,1],
respectivamente. Para mostrar que [0,1] es la identidad aditiva (o neutro
aditivo), observemos que

[a,b] +[0,1] = [al 4 0, b1] = [a, b].

Es facil mostrar que [1,1] es la identidad multiplicativa. Sea [a,b] € Fp tal
que a # 0. Entonces [b,a] también esta en Fp y [a,b] - [b,a] = [1,1]; luego,
[b, a] es el inverso multiplicativo para [a,b]. Similarmente, [—a, b] es el inverso
aditivo de [a, b]. Dejamos como ejercicios la verificacion de la asociatividad y
la conmutatividad en Fp. También dejamos al lector la demostracion de que
Fp es un grupo abeliano con la operacion de adicion.

Falta demostrar que se cumple la propiedad distributiva en Fp; pero,

[a,0][e, ] + [e, d][e, f] = [ae, bf] + [ce, df]
= [aedf + bfce, bdf?]
= [aed + bee, bdf]
= [ade + bee, bdf]

= ([a, 6] + [¢,d]) e, /]

y el lema esta demostrado. O

El cuerpo Fp en el Lema 18.3 se llama cuerpo de fracciones o cuerpo
de cocientes del dominio integral D.

Teorema 18.4. Sea D un dominio integral. Entonces D puede ser incrus-
tado en un cuerpo de fracciones Fp, donde cualquier elemento en Fp se puede
expresar como el cociente de dos elementos en D. Ademds, el cuerpo de frac-
ciones Fp es unico en el sentido de que si E es cualquier cuerpo que contiene
D, entonces existe una funcion ¢ : Fp — E que da lugar a un somorfismo con
un subcuerpo de E tal que ¢¥(a) = a para todos los elementos a € D, donde
identificamos a cn su imagen en Fp.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que D puede ser incrustado en el
cuerpo Fp. Definamos una funcion ¢ : D — Fp como ¢(a) = [a, 1]. Entonces
paraay ben D,

pla+b)=[a+0b1] =[a, 1]+ [b,1] = ¢(a) + ¢(b)

¢(ab) = [ab, 1] = [a, 1][b, 1] = ¢(a)d(b);
es decir, ¢ es un homomorfismo. Para mostrar que ¢ es 1-1, supongamos que
¢(a) = ¢(b). Entonces [a,1] = [b,1], y a = al = 1b = b. Finalmente, cualquier
elemento de F'p puede ser expresadocomo el cociente de dos elementos en D,
pues

$(a)lo(®)] ™" = [a,1][0,1]7" = [a,1] - [1, 8] = [a,].
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Ahora sea F un cuerpo que contenga a D y definamos na funcion v :
Fp — E por ¥([a,b]) = ab~!. Para mostrar que v esta bien-definida, sean
[a1,b1] = [az2,b2]. Entonces aiby = bjaz. Por lo tanto, albl_1 = a2b2_1 y
¥([a1, b1]) = ¥([az, ba]).

Si [a,b] y [c,d] estan en Fp, entonces

(a,b] + [e.d]) = t([ad + be, bd))
= (ad + be)(bd) ™"
=ab ' +ecd?
= ¥([a, b]) + ¥([c, d])

¥([a,b] - [c,d]) = ¥([ac, bd])
= (ac)(bd) ™"
=ab ted™?!

= ¢([a, b))ip([c, d]).

Por lo tanto, ¥ es un homomorfismo.

Para completar la demostracién, debemos mostrar que ¢ es 1-1. Supong-
amos que ¥ ([a,b]) = ab~! = 0. Entonces a = 0b = 0 y [a,b] = [0,b]. Por
lo tanto, el ntcleo de ¢ contiene solo el elemento cero [0,b] en Fp, y ¢ es
inyectiva. O

Ejemplo 18.5. Como Q es un cuerpo, Q[z] es un dominio integral. El
cuerpo de fracciones de Q[z] es el conjunto de todas las expresiones racionales
p(z)/q(z), donde p(x) y g(x) son polinomios sobre los racionales y ¢(z) no es
el polinomio cero. Denotaremos este cuerpo por Q(z).

Dejaremos como ejercicios las demostraciones de los siguientes corolarios al
Teorema 18.4.

Corolario 18.6. Sea F' un cuerpo de caracteristica cero. Entonces F' contiene
un subcuerpo isomorfo a Q.

Corolario 18.7. Sea F' un cuerpo de caracteristica p. Entonces F contiene
un subcuerpo isomorfo a Zy.

18.2 Factorizacién en un Dominio Integral

Los componentes esenciales para la factorizacién de enteros son los niimeros
primos. Si F' es un cuerpo, los polinomios irreducibles en F[z] tienen un rol
muy similar al que tienen los nimeros primos en el anillo de los enteros. Dado
un dominio integral arbitrario, esto nos lleva a las siguientes definiciones.

Sea R un anillo conmutativo con identidad, y sean a y b elementos en R.
Decimos que a divide a b, y escribimos a | b, si existe un elemento ¢ € R tal
que b = ac. Una unidad en R es un elemento que tiene inverso multiplicativo.
Dos elementos a y b en R se dicen asoctados si existe una unidad u en R tal
que a = ub.

Sea D un dominio integral. Un elemento distinto de cero p € D que no sea
una unidad se dice #rreducible si cada vez que p = ab, ya sea a 0 b es una
unidad. Adema4, p es primo si cada vez que p | ab yaseap|aop|b.
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Ejemplo 18.8. Es importante notar que los elementos primos y los elementos
irreducibles no siempre coinciden. Sea R el subanillo (con identidad) de Q[z, y]
generado por z2, y2, y xy. Cada uno de estos elementos es irreducible en R;
pero, xy no es primo, pues zy divide a 22y? pero no divide a 22 ni a 2.

El Teorema Fundamental de la Aritméticas establece que cada entero n > 1
puede ser factorizado como pruducto de niimeros primos p; - - - px, donde los
p; no son cecesariamente distintos. También sabemos que tal factorizacion es
unica salvo el orden en que aparecen los p;. Podemos facilmente extender este
resultado a todos los enteros. La pregunta surge sobre si tales factorizaciones
son posibles en otros anillos. Generalizando esta definicién, diremos que un
dominio integral D es un dominio de factorizacion unica, o DFU, si D
satisface los siguientes criterios.

1. Sea a € D tal que a # 0 y a no es una unidad. Entonces a puede ser
escrito como producto de elementos irreducibles en D.

2. Seaa=p1--pr =q1--¢qs, donde los p; y los g; son irreducibles. En-
tonces 1 = s y existe m € S, tal que p; y qr(;) son asociados para
j=1...,r

Ejemplo 18.9. El anillo de los enteros es un dominio de factorizacién tnica
por el Teorema Fundamental de la Aritmética.

Ejemplo 18.10. No todo dominio integral es un dominio de factorizacion
tnica. El subanillo Z[v/3i] = {a + bv/3i} de los nimeros complejos es un
dominio integral (Ejercicio 16.6.12, Capitulo 16). Sea z = a + b\/3i y defina
v Z[V3i] = NU{0} por v(z) = |2|?> = a® + 3b>. Es claro que v(z) > 0
con igualdad cuando z = 0. Ademas, de nuestro conocimiento de numeros
complejos sabemos que v(zw) = v(z)v(w). Es facil mostrar que si v(z) = 1,
entonces z es una unidad, y que las tnicas unidades de Z[v/34] son 1y —1.
Afirmamos que 4 tiene dos factorizaciones distintas en elementos irreducibles:

4=2-2=(1-3i)(1+V39).

Debemos demostrar que cada uno de estos factores es un elemento irreducible
en Z[\/gz] Si 2 no fuera irreducible, entonces 2 = zw para ciertos z,w en
Z[\/31i] con v(z) = v(w) = 2. Pero, no existe ningtin elemento z en Z[v/31]
tal que v(z) = 2 pues la ecuaciéon a? + 3b®> = 2 no tiene solucién entera. Por
lo tanto, 2 es irreducible. Un argumento similar muestra que tanto 1 — v/3i
como 1+ /314 son irreducibles. Como 2 no es un miltiplo de una unidad por
1—+v3iol+ \/gi, vemos que 4 tiene al menos dos factorizaciones diferentes
en elementos irreducibless.

Dominios de Ideales Principales

Sea R un anillo conmutativo con identidad. Recordemos que un ideal principal
generado por a € R es un ideal de la forma (a) = {ra : r € R}. Un dominio
integral en el que todos los ideales son principales se llama dominio de ideales
principales, o DIP.

Lema 18.11. Sea D un dominio integral y sean a,b € D. Entonces
1. a|b siy solo si(b) C (a).
2. a y b son asociados si y solo si (b) = (a).

3. a es una unidad en D si y solo si (a) = D.
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DEMOSTRACION. (1) Supongamos que a | b. Entonces b = ax para algin x €
D. Luego, para cada r en D, br = (ax)r = a(zr) y (b) C (a). Reciprocamente,
supongamos que (b) C (a). Entonces b € (a). Concluimos que, b = ax para
algin « € D. Es decir, a | b.

(2) Como a y b son asociados, existe una unidad u tal que a = ub. Por lo
tanto, b | a y (a) C (b). Similarmente, (b) C (a). En consecuencia (a) = (b).
Reciprocamente, supongamos que (a) = (b). Por la parte (1), a | by b | a.
Entonces a = bz y b = ay para ciertos x,y € D. Por lo tanto, a = bx = ayx.
Como D es un dominio integral, zy = 1; es decir, x e y son unidades y a y b
son asociados.

(3) Un elemento a € D es una unidad si y solo si a es un asociado de 1.
Pero, a es un asociado de 1 si y solo si (a) = (1) = D. O

Teorema 18.12. Sea D un DIP y (p) un ideal distinto de cero en D. Entonces
(p) es un ideal mazimal si y solo si p es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que (p) es un ideal maximal. Si algin elemento
a en D divide a p, entonces (p) C (a). Como (p) es maximal, ya sea D = (a)
o (p) = (a). En otras palabras, ya sea a y p son asociados o a es una unidad.
Por lo tanto, p es irreducible.

Reciprocamente, sea p irreducible. Si (a) es un ideal en D tal que (p) C
(a) C D, entonces a | p. Como p es irreducible, ya sea a es una unidad o a y p
son asociados. Por lo tanto, ya sea D = (a) o (p) = (a). Concluioms que (p)
es un ideal maximal. O

Corolario 18.13. Sea D un DIP. Si p es irreducible, entonces p es primo.

DEMOSTRACION. Sea p un irreducible y supongamos que p | ab. Entonces
(ab) C (p). Por el Corolario 16.40, como (p) es un ideal maximal, (p) también
es un ideal primo. Luego, ya sea a € (p) o b € (p). En otras palabras, ya sea
plaop]|b. O

Lema 18.14. Sea D un DIP. Sean I, I>,... ideales tales que Iy C Iy C ---.
Entonces existe un entero N tal que I, = In para todon > N.

DEMOSTRACION. Afirmamos que I = [J;2, I; es un ideal de D. Ciertamente I
no es vacio, pues Iy C Iy0 € 1. Sia,b € I, entonces a € I; y b € I; para ciertos
iy 7 en N. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ < j. Entonces,
a 'y b estdn ambos en I; de manera que a — b también estd en ;. Ahora sea
r € Dy a € I. Nuevamente, notemos que a € I; para algin entero positivo i.
Como I; es un ideal, ra € I; y ra € I. Por lo tanto, hemos demostrado que [
es un ideal en D.

Como D es un dominio de ideales principales, existe un elemento a € D que
genera a I. Como @ estd en Iy para algin N € N, sabemos que Iy = I = (a).
Consecuentemente, I,, = Iy paran > N. O

Cualquier anillo conmutativo que satisfaga la condicién en el Lema 18.14
se dice que satisface la condicion de cadenas ascendentes, o CCA. Tales
anillo se llaman anillos Noetherianos, en honor a Emmy Noether.

Teorema 18.15. Todo DIP es un DFU.

DEMOSTRACION. FEzistencia de una factorizacion. Sea D un DIP y sea a un
elemento distinto de cero en D que no sea una unidad. Si a es irreducible, no
hay mas que probar. Si no, entonces existe una factorizaciéon a = a1b1, donde
ni a; ni by son unidades. Por ende, (a) C (ay). Por el Lema 18.11, sabemos
que {(a) # {a1); de lo contrario, a y a; serian asociados y by seria una unidad,
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lo que seria una contradiccion. Ahora supongamos que a; = asbs, donde ni ag
ni by son unidades. Por el mismo argumento de antes, (a;) C (a2). Podemos
continuar esta construccién para obtener una cadena ascendente de ideales

(a) C {a1) C{ag) C - .

Por el Lema 18.14, existe un entero positivo N tal que (a,) = (ay) para todo
n > N. En consecuencia, ay debe ser irreducible. Hemos mostrado que a es
producto de dos elementos, uno de los cuéles tiene que ser irreducible.

Ahora supongamos que a = c¢1p1, donde p; es irreducible. Si ¢; no es una
unidad, podemos repetir el argumento anterior para concluir que {(a) C {(c1).
Ya sea ¢y es irreducible o ¢; = cop2, donde po es irreducible y ¢ no es una
unidad. Continuando de esta manera, obtenemos otra cadena de ideales

(a) C{c1) C{eca) C---.
Esta cadena debe satisfacer la condicion de cadenas ascendentes; por lo tanto,

G = pip2 - Pr

para elementos irreducibles p1, ..., p,.
Unicidad de la factorizacion. Para mostrar la unicidad, sea

G =pip2---Pr = 41492 - (gs,

donde cada p; y cada g; es irreducible. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que r < s. Como p; divide a g1¢s - - - qs, por el Corolario 18.13 debe
dividir a algn ¢;. Reordenando los ¢;, podemos suponer que p; | ¢1; asi,
q1 = u1p1 para alguna unidad u; en D. Por lo tanto,

a =pip2 - Pr = U1P1G2 " - (qs

p2"'p’r’:u1q2"'qs'

Continuando de esta manera, podemos reordenar los g; tal que ps = usqa, ps =
U3q3, ..., Pr = Urqr, y Obtener

ULl UpQri1 - s = L.

En este caso ¢,41---¢qs es una unidad, lo que contradice el hecho de que
Gr+1,---,qs son irreducibles. Por lo tanto, » = s y la factorizacion de a es
Gnica. 0

Corolario 18.16. Sea F un cuerpo. Entonces F[x] es un DFU.

Ejemplo 18.17. Todo DIP es un DFU, pero no todo DFU es un DIP. En el
Corolario 18.31, demostraremos que Z[x] es un DFU. Pero, Z[z] no es un DIP.
Sea I = {5f(z) + zg(x) : f(x),g(x) € Z]x]}. Podemos mostrar facilmente que
I es un ideal de Z[z]. Supongamos que I = (p(z)). Como 5 € I, 5 = f(x)p(x).
En este caso p(z) = p debe ser una constante. Como z € I, z = pg(z); luego,
p = £1. Pero, de esto conluimos que (p(z)) = Z[z]. Pero esto diria que 3 esta
en I. Por lo tanto, podemos escribir 3 = 5f(x) + xzg(z) para ciertos f(z) y
g(x) en Z[z]. Examinando el términio constante de este polinomio, vemos que
3 =5f(x), lo que es imposible.
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Dominios Euclideanos

Hemos usado de forma repetida el algoritmo de la divisiéon para probar resul-
tados tanto sobre Z como sobre F'[z], donde F' es un cuerpo. Nos preguntamos
ahora cuando es que existe un algoritmo de la divisién para un dominio integral.

Sea D un dominio integral tal que para cada a € D existe un entero no
negativo v(a) que satisface las siguientes condiciones.

1. Siay b son elementos distintos de cero en D, entonces v(a) < v(ab).

2. Sean a,b € D y supongamos que b # 0. Entonces existen elementos
qg,r € D talesque a=bg+r yyasear =00 v(r) <uv(b).

Entonces D se llama dominio Fuclideano y v se llama wvaluacion FEu-
clideana.

Ejemplo 18.18. El valor absoluto en Z es una valuaciéon Euclideana.

Ejemplo 18.19. Sea F un cuerpo. Entonces el grado de un polinomio en F[x]
es una valuacién Euclideana.

Ejemplo 18.20. Reclos enteros Gaussianos en el Ejemplo 16.12 del Capi-
tulo 16 estéan definidos como

Z[i) = {a+bi:a,be 7}

Usualmente medimos el tamano de un nimero complejo a + bi por su valor
absoluto, |a + bi| = va? + b%; pero, vVa? + b? podria no ser un entero. Como
valuacion elegiremos v(a + bi) = a® + b? para asegurarnos de tener un entero.

Afirmamos que v(a+bi) = a®+b? es una valuaciéon Euclideana en Z[i]. Sean
z,w € Z[i]. Entonces v(zw) = |zw|? = |z|*|w|* = v(2)v(w). Como v(z) > 1
para todo z € Z[i] distinto de cero, v(z) < v(z)v(w).

A continuacion, debemos mostrar que para cualquiera z = a+bi y w = c+di
en Z[i] con w # 0, existen elementos ¢ y r en Z[i] tales que z = qw + r con
yasear =0 o v(r) < v(w). Podemos considerar z y w como elementos en
Q@) ={p+ qi:p,q € Q}, el cuerpo de fracciones de Z[i]. Observemos que

1 L c—di
zZW —(Cl"‘bZ)m

_ ac—l—bd_}_bc—adi
e+ d> A4 d?

— (4 2 )+ (me+ 2 )i
M T e e Mt o et

= (mq + mai) + o} + e i
C2 +d2 62 +d2

= (my +mai) + (s + ti)

en Q7). En los ultimos pasos escribimos las partes real e imaginaria como
un entero més una fracciéon propia. Es decir, tomamos el entero més cercano
m; tal que la parte fraccionaria satisface |n;/(a® + b%)| < 1/2. Por ejemplo,
escribimos

I

—

+
| — oo

—
oo‘cnoo\@
I
Lo
|
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Asi, sy t son las “partes fraccionarias” de zw ="' = (my+mai)+(s+ti). También
sabemos que s? + t? < 1/4 + 1/4 = 1/2. Multiplicando por w, tenemos

z = zw tw = w(my +mai) +w(s +ti) = qu +r,
donde ¢ = m1 + moi y 7 = w(s + ti). Como z y qw estéan en Z[i], r también
estda en Z[i]. Finalmente, dedemos mostrar que ya sea r = 0 o v(r) < v(w).
Pero,

v(r) =v(w)r(s +ti) < %V(w) < v(w).

Teorema 18.21. Todo dominio Fuclideano es un dominio de ideales princi-
pales.

DEMOSTRACION. Sea D un dominio Euclideano y sea v una valuacion Eu-
clideana en D. Supongamos que I es un ideal no trivial en D y escojamos un
elemento b € I distinto de cero tal que v(b) es minimal entre todos los a € I
distintos de cero. Para cualquier a € I distinto de cero, como D es un dominio
Euclideano, existen elementos ¢ y 7 en D tales que a =bg+ryyasear =00
v(r) < v(b). Pero r = a — bq esta en I pues I es un ideal; por lo tanto, r = 0
por la minimalidad de b. Concluioms que a = bq y que I = (b). O

Corolario 18.22. Todo dominio Fuclideano es un dominio de factorizacion
unica.

Factorizaciéon en D|z]

Uno de los anillos de polinomios mas importantes es Z[z]. Una de las primeras
preguntas que surgen es si Z[z] es 0 no un DFU. Demostraremos un resultado
mas general. Primero obtendremos una generalizacion del Lema de Gauss
(Teorema 17.14).

Sea D un dominio de factorizaciéon tnica y supongamos que

p(z) = ana" + -+ a17 + ag

en D[z]. Entonces, el contenido de p(z) es el maximo comun divisor de
ag, ..., an. Decimos que p(x) es primitivo si med(ag,...,a,) = 1.

Ejemplo 18.23. En Z[z] el polinomio p(x) = 5z* — 32% + 2 — 4 es un poli-
nomio primitivo pues el maximo comin divisor de sus coeficientes es 1; pero,
el polinomio q(x) = 422 — 6z + 8 no es primitivo pues el contenido de q(x) es
2.

Teorema 18.24 (Lema de Gauss). Sea D un DFU y sean f(x) y g(x) poli-
nomios primitivos en D[z]. Entonces f(x)g(z) es primitivo.

DEMOSTRACION. Sean f(z) = Y ivja;z’ y g(z) = > ,biz’. Supongamos
que p es un primo que divide a todos los coeficientes de f(z)g(x). Sea r el
menor entero tal que p fa, y s el menor entero tal que p fbs. El coeficiente de
" en f(z)g(z) es

Cris = aOerrs + alerrsfl +-F arJrsflbl + ar+sb0~

Como p divide a ag,...,a,—1 ¥ bo,...,bs—1, p divide a cada término de ¢,
excepto por el término a,.bs. Pero, como p | ¢+, va sea p divide a a, o p
divide a b, lo que es imposible. O

Lema 18.25. Sea D un DFU, y sean p(x) y g(x) polinomios en D[x]. Entonecs
el contenido de p(x)q(x) es igual al producto de los contenidos de p(z) y q(x).
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DEMOSTRACION. Sean p(z) = ¢p1(z) v q(z) = dgi(x), donde ¢ y d son los
contenidos de p(z) y ¢(z), respectivamente. Entonces p1(x) y ¢1(z) son prim-
itivos. Podemos ahora escribir p(z)q(z) = cdpi(z)gi(x). Como pi(x)qi(x) es
primitivo, el contenido de p(z)g(x) es cd. O

Lema 18.26. Sea D un DFU y sea F' su cuerpo de fracciones. Supongamos que
p(z) € D[z] y p(z) = f(x)g(x), donde f(x) y g(x) estin en F[z]. Entonces
p(z) = fi(x)g1(z), donde f1(x) y gi(x) estdn en D[z]. Ademds, gr f(z) =
gr fi(x) y grg(z) = groi(z).

DEMOSTRACION. Sean a y b elementos distintos de cero en D tales que a f(x), bg(x)
estan en D[z]. Podemos encontrar a,bs € D tales que af(z) = a1 f1(z) y
bg(x) = b1g1(x), donde f1(z) y g1(x) son polinomios primitivos en D[z]. Por
lo tanto, abp(z) = (a1f1(x))(b1g1(x)). Como fi(z) y gi(x) son polinomios
primitivos, debemos tener que ab | aib; por el Lema de Gauss. Asi, ex-
iste un ¢ € D tal que p(x) = cfi(x)gi(x). Claramente, gr f(r) = gr fi(x)
y grg(z) = grgi(z). =

Los siguientes corolarios son consecuencia directa del Lema 18.26.

Corolario 18.27. Sea D un DFU y F su cuerpo de fracciones. Un polinomio
primitiv p(x) en D[z] es irreducible en F[x] si y solo si es irreducible en Dlx].

Corolario 18.28. Sea D un DFU y F su cuerpo de fracciones. Si p(z) es
un polinomio mdnico en Dx] con p(x) = f(x)g(x) en Flx], entonces p(x) =
fi(@)g1(z), donde fi(z) y g1(x) estdn en Dx]. Ademds, gr f(x) = gr f1(z) y
gryg(z) = groi(z).

Teorema 18.29. Si D es un DFU, entonces D[x] es un DFU.

DEMOSTRACION. Sea p(x) un polinomio distinto de cero en Dlx]. Si p(x) es
un polinomio constante, entonces tiene una factorizacién tnica pues D es un
DFU. Ahora supongamos que p(x) es un polinomio de grado positivo en D[z].
Sea F el cuerpo de fracciones de D, y sea p(z) = fi(z)fa(z) - fn(z) una
factorizacion de p(x), donde cada f;(x) es irreducible. Escojamos a; € D tales
que a; fi(z) esté en D[z]. Existen by,...,b, € D tales que a;f;(x) = b;g;(x),
donde g;(z) es un polinomio primitivo en D[z]. Por el Corolario 18.27, cada
gi(z) es irreducible en D[z]. Asi, podemos escribir

ay -- 'anp(iﬁ) =10y - "bngl(m) e gn(x)

Sea b = by ---b,. Como g1(x)---g,(x) es primitive, a; - - - a, divide a b. Por
lo tanto, p(z) = agi(x) - -- gn(x), donde a € D. Como D es un DFU, podemos
factorizar a como wucy --- ¢, donde u es una unidad y cada uno de los ¢; es
irreducible en D.

Ahora mostraremos la unicidad de esta factorizaciéon. Sean

p(x) =ay---amfi(z) - fu(z) = b1 brgi(2) - - gs()

dos factorizaciones de p(x), donde todos los factores son irreducibles en D|x].
Por el Corolario 18.27, cada uno de los f; y de los g; es irreducible en F[z].
Los a; y los b; son unidades en F. Como F[z] es un DIP, es un DFU; por
lo tanto, n = s. Reordenamos los g;(x) de manera que f;(x) y g;(x) sean
asociados para ¢ = 1,...,n. Entonces existen ci,...,¢, v di,...,dy, en D
tales que (c;/d;)fi(x) = gi(x) o ¢ fi(x) = digi(x). Los polinomios fi(z) y
gi(z) son primitivos; luego, ¢; y d; son asociados en D. Asi, ay- -G, =
uby ---b,. en D, donde u es una unidad en D. Como D es un dominio de
factorizacién unica, m = s. Finalmente, podemos reordenar los b; de manera
que a; y b; sean asociados para cada i. Esto completa la parte de unicidad de
la demostracion. O
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El teorema que acabamos de demostrar tiene varios corolarios obvios pero
importantes.

Corolario 18.30. Sea F' un cuerpo. Entonces F|x] es un DFU.
Corolario 18.31. El anillo de polinomios sobre los enteros, Z[z], es un DFU.
Corolario 18.32. Sea D un DFU. Entonces D[z1,...,zy] es un DFU.

Nota 18.33. Es importante destacar que todo dominio Euclideano es un DIP
y que todo DIP es un DFU. Sinembargo, como hemos demostrado con ejemplos,
los reciprocos de cada una de estas aseveraciones son falsos. Existen dominios
de ideales principales que no son dominios Euclideanos, y existen dominios de
factorizacion nica que no son dominios de ideales principales (Z[z]).

Sage Sage supports distinctions between “plain” rings, domains, principal
ideal domains and fields. Support is often very good for constructions and
computations with PID’s; but sometimes problems get significantly harder
(computationally) when a ring has less structure that that of a PID. So be
aware when using Sage that some questions may go unanswered for rings with
less structure.

Nota Historica

Karl Friedrich Gauss, naci6é en Brunswick, Alemania el 30 de Abril de 1777 y es
considerado uno de los matematicos mas importantes de la historia. Gauss fue
realmente un nino prodigio. A los tres anos pudo detectar errores en los libros
de contabilidad del negocio de su padre. Gauss entr6 a la universidad a los 15
afios. Antes de los 20, Gauss fue capaz de cosntruir un heptadecdgono regular
con regla y compéas. Esta fue la primera construcciéon nueva de un n-agono
regular desde el tiempo de la Grecia Antigua. Gauss pudo demostrar que si
N = 22" 41 es primo, entonces es posible construir un poligono regular de N
lados usando regla y compés.

Gauss obtuvo su doctorado en 1799 bajo la direccién de Pfaff en la Uni-
versidad de Helmstedt. En su tesis fue el primero en dar una demostracion
completa del Teorema Fundamental del Algebra, que establece que todo poli-
nomio con coeficientes complejos puede ser factorizado completamente sobre
los ntmeros complejos. La aceptacion de los niimeros complejos fue liderada
por Gauss, quien fue el primero en usar la notacién i para v/—1.

A continuacién Gauss se dedico a la teoria de numeros; en 1801, publicd
su famoso libro de teoria de numeros, Disquisitiones Arithmeticae. Durante
toda su vida estuvo interesado por esta rama de las matematicas. Alguna vez
escribi6 que, “la Matematica es la reina de las Ciencias, y la teoria de nameros
es la reina de las matemaéticas.”

En 1807, Gauss fue nombrado director del Observatorio en la Universidad
de Gottingen, cargo que mantuvo hasta su muerte. En este cargo tuvo que
estudiar aplicaciones de las mateméticas a las ciencias. Realiz6 contribuciones
a campos como astronomia, mecénica, Optica, geodesia y magnetismo. Junto
a Wilhelm Weber, fue coinventor del primer telégrafo eléctrico practicoalgunos
afios anes de que una version mejor fuera inventada por Samuel F. B. Morse.

Gauss fue claramente el matematico mas prominente de comienzos del siglo
XIX. Su estatus lo someti6é naturalmente a un intenso escrutinio. La person-
alidad fria y distante de Gauss lo llevé muchas veces a ignorar el trabajo de
su contemporaneos, creandole muchos enemigos. No le gustaba mucho hacer
clases, y jovenes que buscaban su apoyo, eran rechazados con frecuencia. Sin
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embargo, tuvo muchos discipulos sobresalientes, incluyendo a Eisenstein, Rie-
mann, Kummer, Dirichlet, y Dedekind. Gauss también apoy6 decididamente
a Sophie Germain (1776-1831), que tuvo que sobrepasar los muchos obstacu-
los que existian en su tiempo en el camino de una mujer para convertirse en
una prestigiosa matemética. Gauss muri6 a los 78 afios en Géttingen el 23 de
February 23 de 1855.

18.3 Exercises

1. Let z = a + bv/3i be in Z[V/3i]. If a®> + 3b> = 1, show that z must be a
unit. Show that the only units of Z[v/34] are 1 and —1.

2. The Gaussian integers, Z[i|, are a UFD. Factor each of the following elements
in Z[i] into a product of irreducibles.

(a) 5 (c) 6+8i
(b) 1+3i (d) 2

3. Let D be an integral domain.
(a) Prove that Fp is an abelian group under the operation of addition.

(b) Show that the operation of multiplication is well-defined in the field of
fractions, Fp.

(¢) Verify the associative and commutative properties for multiplication in
Fp.

4. Prove or disprove: Any subring of a field F' containing 1 is an integral
domain.

5. Prove or disprove: If D is an integral domain, then every prime element in
D is also irreducible in D.

6. Let F be a field of characteristic zero. Prove that I’ contains a subfield
isomorphic to Q.
7. Let F be a field.

(a) Prove that the field of fractions of F[z]|, denoted by F'(zx), is isomorphic
to the set all rational expressions p(x)/q(x), where ¢(z) is not the zero

polynomial.

(b) Let p(z1,...,2z,) and g(x1, ..., x,) be polynomials in Fxy,...,x,]. Show
that the set of all rational expressions p(z1,...,2z,)/q(z1,...,zy) is iso-
morphic to the field of fractions of F[zy,...,z,]. We denote the field of
fractions of F[x1,...,2,] by F(z1,...,25,).

8. Let p be prime and denote the field of fractions of Z,[z] by Z,(x). Prove
that Z,(x) is an infinite field of characteristic p.

9. Prove that the field of fractions of the Gaussian integers, Z[i], is

Qi) ={p+qi:p,qecQ}.

10. A field F is called a prime field if it has no proper subfields. If F is a
subfield of F' and F is a prime field, then F is a prime subfield of F.

(a) Prove that every field contains a unique prime subfield.
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(b) If F is a field of characteristic 0, prove that the prime subfield of F is
isomorphic to the field of rational numbers, Q.

(c) If F is a field of characteristic p, prove that the prime subfield of F is
isomorphic to Z,,.

11. Let Z[v2] = {a + bv2 : a,b € Z}.

(a) Prove that Z[v/2] is an integral domain.

(b) Find all of the units in Z[v/2].

(c) Determine the field of fractions of Z[/2].
)

(d) Prove that Z[/2i] is a Euclidean domain under the Euclidean valuation
v(a +bV2i) = a® + 2b%.

12. Let D be a UFD. An element d € D is a greatest common divisor of a
and b in D if d| a and d | b and d is divisible by any other element dividing
both a and b.

(a) If D is a PID and a and b are both nonzero elements of D, prove there
exists a unique greatest common divisor of a¢ and b up to associates. That
is, if d and d’ are both greatest common divisors of a and b, then d and
d' are associates. We write mcd(a, b) for the greatest common divisor of
a and b.

(b) Let D be a PID and a and b be nonzero elements of D. Prove that there
exist elements s and ¢ in D such that med(a,b) = as + bt.

13. Let D be an integral domain. Define a relation on D by a ~ b if a and b
are associates in D. Prove that ~ is an equivalence relation on D.

14. Let D be a Euclidean domain with Euclidean valuation v. If u is a unit
in D, show that v(u) = v(1).

15. Let D be a Euclidean domain with Euclidean valuation v. If ¢ and b are
associates in D, prove that v(a) = v(b).

16. Show that Z[v/51] is not a unique factorization domain.
17. Prove or disprove: Every subdomain of a UFD is also a UFD.

18. An ideal of a commutative ring R is said to be finitely generated if there
exist elements a1, ..., a, in R such that every element r € R can be written as
ayry+- -+ apry, for some rq,...,7, in R. Prove that R satisfies the ascending
chain condition if and only if every ideal of R is finitely generated.

19. Let D be an integral domain with a descending chain of ideals I; D I D
I3 D ---. Suppose that there exists an N such that I, = Iy for all & >
N. A ring satisfying this condition is said to satisfy the descending chain
condition, or DCC'. Rings satisfying the DCC are called Artinian rings,
after Emil Artin. Show that if D satisfies the descending chain condition, it
must satisfy the ascending chain condition.

20. Let R be a commutative ring with identity. We define a multiplicative
subset of R to be a subset S such that 1 € S and abe S if a,b € S.

(a) Define a relation ~ on R x S by (a,s) ~ (a’,s’) if there exists an s* € S
such that s*(s'a — sa’) = 0. Show that ~ is an equivalence relation on
RxS.
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(b) Let a/s denote the equivalence class of (a,s) € R x S and let S™'R be
the set of all equivalence classes with respect to ~. Define the operations
of addition and multiplication on S™'R by

a b alt+bs

st st
ab ab
st st

respectively. Prove that these operations are well-defined on S~'R and
that S™'R is a ring with identity under these operations. The ring S™'R
is called the ring of quotients of R with respect to S.

(c) Show that the map ¢ : R — S™!R defined by (a) = a/1 is a ring
homomorphism.

(d) If R has no zero divisors and 0 ¢ .S, show that v is one-to-one.

(e) Prove that P is a prime ideal of R if and only if S = R\ P is a multiplicative
subset of R.

(f) If P is a prime ideal of R and S = R\ P, show that the ring of quotients
SR has a unique maximal ideal. Any ring that has a unique maximal
ideal is called a local ring.

18.4 Referencias y Lecturas Recomendadas

[1] Atiyah, M. F. and MacDonald, I. G. Introduction to Commutative Alge-
bra. Westview Press, Boulder, CO, 1994.

[2] Zariski, O. and Samuel, P. Commutative Algebra, vols. T and II. Springer,
New York, 1975, 1960.

18.5 Sage

Ya hemos visto algunos dominios de integridad y de factorizacién tinica en los
dos capitulos precedentes. Ademéa de lo que ya ehmos visto, Sage se puede
usar para algunos de los topicos de este capitulo, pero la implementacion es
limitada. Algunas funciones se pueden usar con algunos anillos y no con otros,
mientras otras funciones atn no son parte de Sage. Daremos algunos ejemplos,
pero esto esta lejos de ser exhaustivo.

Cuerpo de Fracciones

Sage muchas veces es capaz de construir un cuerpo de fracciones, o de identificar
un cierto cuerpo como un cuerpo de fracciones. Por ejemplo, el anillo de enteros
y el cuerpo de los niimeros racionales, estan ambos implementados en Sage, y
los enteros “saben” que los racionales forman su cuerpo de fracciones.

Q = ZZ.fraction_field(); Q

Rational Field

Q == QQ

True
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En los otros casos Sage construye un cuerpo de fracciones, en el espiritu del
Lema 18.3. Luego es posible hacer calculos bésicos en el cuerpo construido.

R.<x> = ZZ[]
P = R.fraction_field();P

Fraction Field of Univariate Polynomial Ring in x over
Integer Ring

f P((x*2+3)/(7*x+4))

g P((4*xx%2)/(3*x*2-5%x+4))

h = P((-2*xx*3+4xx*2+3)/(x*2+1))
((f+g)/h).numerator ()

3xx"6 + 23*%*x"5 + 32%x"4 + 8xx"3 + 41%xx"2 - 15%x + 12

((f+g)/h).denominator ()

-42%x%6 + 130%x"5 - 108*x"4 + 63%x"3 - 5*xx"2 + 24%x + 48

Subcuerpos Primos

El Corolario 18.7 dice que todo cuerpo de caracteristica p tiene un subcuerpo
isomorfo a Z,. Para un cuerpo finito, la naturaleza exacta de este subcuerpo
no es una sorpresa, y Sage nos permite extraerlo facilmente.

F.<c> = FiniteField (3%5)
F.characteristic()

G = F.prime_subfield(); G

Finite Field of size 3

G.list ()

[e, 1, 2]

Mas en general, los cuerpos mencionados en las conclusiones del Corolario 18.6
y del Corolario 18.7 se conocen como el “subcuerpo primo” del anillo que los
contiene. Acé un ejemplo en el caso de caracteristica cero.

K.<y>=QuadraticField(-7); K

Number Field in y with defining polynomial x*2 + 7

K.prime_subfield()

Rational Field

A grosso modo, todo cuerpo de caracteristica cero contiene una copia de los
nameros racionales (el cuerpo de fracciones de los enteros), lo que puede ex-
plicar el extenso soporte en Sage de los anillos y cuerpos que extienden a los
enteros y los racionales.
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Dominios Integrales

Sage puede determinar si alguns anillos son dominios integrales y podemos
comprobar productos en ellos. Pero, nociones de unidades, elementos irre-
ducibles o primos no estan implementadas en general (fuera de lo que vimos
para polinomios en el capitulo anterior). Peor atn, la construccién que sigue
crea un anillo dentro de un cuerpo mayor y por ello algunas de las funciones
(como .is_unit()) se heredan y dan resultados engafiosos. Esto debido a que
la construcciéon de abajo crea un anillo conocido como un “orde en un cuerpo
de nameros.”

K.<x> = ZZ[sqrt(-3)1; K
Order in Number Field in a with defining polynomial x*2 + 3
K.is_integral_domain ()
True

K.basis ()

1, al

X
a

(T+x)*(1-x) == 2%2
True

Lo siguiente es un poco enganoso, pues 4, como elemento de Z[\/gz] no tiene
inverso multiplicativo, pero aparentemente podemo calcular uno. (Nota de
AB: jpor qué les molesta acd y no en Z7)

four = K(4)
four.is_unit()

False

four*-1

1/4

Ideales Principales

Cuando un anillo es un dominio de ideales principales, como los enteros, o
polynomios sobre un cuerpo, Sage funciona bien. Mas alla de eso la cosa se
debilita.

T.<x>=77[]
T.is_integral_domain ()

True

J = T.ideal(5, x); J
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Ideal (5, x) of Univariate Polynomial Ring in x over Integer
Ring

Q = T.quotient(J); Q

Quotient of Univariate Polynomial Ring in x over
Integer Ring by the ideal (5, x)

J.is_principal ()

Traceback (most recent call last):

NotImplementedError

Q.is_field()

Traceback (most recent call last):

NotImplementedError

18.6 Ejercicios en Sage

No hay ejercicios en Sage para esta seccion.
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Reticulados y Algebras
Booleanas

Los axiomas de un anillo dan estructura a las operaciones de adicién y mul-
tiplicacién en un conjunto. Pero, podemos construir estructuras algebraicas,
conocidas como reticulados y algebras Booleanas, que generalizan otro tipo
de operaciones. Por ejemplo, las operaciones importantes en conjuntos son in-
clusién, union e intersecciéon. Los reticulados son generalizaciones de relaciones
de orden en espacios algebraicos, tal como la inclusién en teorfa de conjuntos y
la desigualdad en los sistemas de nimeros familiares N, Z, Q, y R. Las algebra
Booleanas generalizan las opraciones de intersecciéon y unién. Los reticula-
dos y las algebras Booleanas han encontrado aplicaciones en logica, teoria de
circuitos, y probabilidades.

19.1 Reticulados

Conjuntos Parcialmente Ordenados

Comenzamos nuestro estudio de los reticulados y las algebras Booleanas gener-
alizando la idea de desigualdad. Recordemos que una relacidn en un conjunto
X es un subconjunto de X x X. Una relacion P en X se denomina orden
parcial de X si satisface los siguientes axiomas.

1. La relacion es refleja: (a,a) € P para todo a € X.
2. La relacion es antisimétrica: si (a,b) € Py (b,a) € P, entonces a = b.
3. La relacion es transitiva: si (a,b) € Py (b,c) € P, entonces (a,c) € P.

Usualmente escribiremos a < b si (a,b) € P salvo que algin simbolo esté
naturalmente asociado a un orden parcial en particular, tal como a < b para
los enteros a y b, 0 A C B para conjuntos A y B. Un conjunto X junto a un
orden parcial < se denomina conjunto parcialmente ordenado, o poset.

Ejemplo 19.1. El conjunto de los enteros (o racionales or reales) es un poset
donde a < b tiene el significado usual para dos enteros a y b en Z.

Ejemplo 19.2. Sea X un conjunto cualquiera. Definiremos el conjunto po-
tencia de X como el conjunto de todos los subconjuntos de X. Denotaremos el
conjunto potencia de X como P(X). Por ejemplo, sea X = {a,b,c}. Entonces
P(X) es el conjunto de todos los subconjuntos del conjunto {a, b, c}:

0 {a} {0} {c}

336
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{a,b} {a,c} {b,c} {a,b,c}.

En el conjunto potencia de cualquier conjunto X, la inclusién conjuntista, C, es
un orden parcial. Podemos representar el orden en {a,b, c} esqueméaticamente
con un diagrama como el de la Figura 19.3.

{a,b,c}

N

{a,b}  {a,c} {bc}
XX

A
N

Figura 19.3: Orden parcial en P({a,b,c})

{a} c}

Ejemplo 19.4. Sea G un grupo. El conjunto de los subgrupos de G es un
poset, donde el orden parcial es la inclusién conjuntista.

Ejemplo 19.5. Puede haber més de un orden parcial en un conjunto dado.
Podemos formar un orden parcial en N por ¢ < b si a | b. La relacion es
ciertamente refleja pues a | a para todo a € N. Si m | n y n | m, entonces
m = n; luego, la relacién también es antisimétrica. La relacion es transitiva,
pues si m | ny n | p, entonces m | p.

Ejemplo 19.6. Sea X = {1,2,3,4,6,8,12,24} el conjunto de los divisores de
24 con el orden parcial definido en el Ejemplo 19.5. La Figura 19.7 muestra el
orden parcial enX.

Figura 19.7: Un orden parcial en los divisores de 24

Sea Y un subconjunto de un poset X. Un elemento u en X es una cota
superior de Y sia = u para cada elemento a € Y. Si u es una cota superior de
Y tal que u < v para cualquier cota superior v de Y, entonces u es la menor
de las cotas superiores o supremo de Y. Un elemento [ en X se dice cota
inferior de Y sil < a para todo a € Y. Sil es una cota inferior de Y tal que
k = [ para toda cota inferior k de Y, entonces [ es la mayor cota inferior o
infimo de Y.
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Ejemplo 19.8. Sea Y = {2,3,4,6} contenido en el conjunto X del Ejem-
plo 19.6. Entonces Y tiene cotas superiores 12 y 24, con 12 una menor cota
superior. La tunica cota inferior es 1; luego, debe ser una mayor cota inferior.

Resulta que, la mayor cota inferior y la menor cota superior resultan ser
Gnicas cuando existen.

Teorema 19.9. Sea Y un subconjunto no vacio de un poset X. Si'Y tiene
una menor cota superior, entonces Y tiene una unica menor cota Superior.
Si'Y tiene una mayor cota inferior, entonces Y tiene una unica mayor cota
inferior.

DEMOSTRACION. Sean u; y us menores cotas superiores para Y. Por la defini-
cién de menor cota superior, u; = u para toda cota superior u de Y. En partic-
ular, w1 < us. Similarmente, us < u;. Por lo tanto, u; = us por antisimetria.
Un argumento similar muestra que la mayor cota inferior es tnica. O

En muchos posets es posible definir operaciones binarias usando la menor
cota superior y la mayor cota inferior de dos elementos. Un reticulado es
un poset L tal que cada par de elementos en L tiene una menor cota superior
y una mayor cota inferior. La menor cota superior de a,b € L se llama el
supremo de a y by se denota por a Vb. La mayor cota inferior de a,b € L se
llama el infimo de a y by se denota por a A b.

Ejemplo 19.10. Sea X un conjunto. Entonces el conjunto potencia de X,
P(X), es un reticulado. Para dos conjuntos A y B en P(X), el supremo de
Ay Bes AU B. Ciertamente A U B es una cota superior de A y B, pues
AC AUuBy B C AUB. Si C es algin conjunto que contiene tanto a A
como a B, entonces C' contiene a AU B; luego, AU B es la menor de las cotas
superiores de A y B. Similarmente, el infimo de Ay B es AN B.

Ejemplo 19.11. Sea G un grupo y supongamos que X es el conjunto de
subgrupos de G. Entonces X es un poset ordenado por inclusién conjuntista,
C. El conjunto de subgrupos de G también es un reticulado. Si H y K so
subgrupos de G, el infimo de H y K es H N K. El conjunto H U K puede no
ser un subgrupo de G. Dejamos como ejercicio demostrar que el supremo de
H y K es el subgrupo generado por H U K.

En teorfa de conjuntos tenemos ciertas condiciones de dualidad. Por ejem-
plo, por las leyes de De Morgan, todo enunciado sobre conjuntos que sea valido
para (AU B)’ también debe ser valido para A’N B’. También tenemos un prin-
cipio de dualidad para reticulados.

Axioma 19.12 (Principio de Dualidad). Cualquier enunciado que sea ver-
dadero para todos los reticulados, sigue siendo verdadero se reemplazamos =
por = e intercambiamos V y A en todo el enunciado.

El siguiente teorema nos dice que un reticulado es una estructura algebraica
con dos operaciones bianria que satisfacen ciertos axiomas.

Teorema 19.13. Si L es un reticulado, entonces las operaciones binarias V y
A satisfacen las siguientes propiedades para a,b,c € L.

1. Leyes conmutativas: aVb=bVa yaANb=>bAa.
2. Leyes asociativas: aV (bVe)=(aVb)Veyan(bAc)=(aAb)Ac.
3. Leyes idempotentes: aVa=a ya/a=a.

4. Leyes de absorcion: aV (aAb)=a yaA (aVb)=a.
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DEMOSTRACION. Por el Principio de Dualidad, solo debemos demostrar el
primer enunciado de cada parte.

(1) Por definicién a V b es el supremo de {a,b}, y bV a es el supremo de
{b, a}; pero, {a,b} = {b,a}.

(2) Mostraremos que a V (bVc) y (aVb) V¢ son ambos infimos de {a, b, c}.
Sea d = a Vb. Entonces ¢ < dVec=(aVb)Vec También sabemos que

a=aVb=d=<dVe=(aVb) Ve

Un argumento similar demuestra que b < (aVb)Ve. Por lo tanto, (aVb)Ve es una
cota superior de {a,b,c}. Ahora debemos mostrar que (aV b)V c es el supremo
de {a,b,c}. Sea u alguna cota superior para {a,b,c}. Entonces a < uy b < u;
luego, d = aVb < u. Como ¢ < u, sigue que (aVbh)Ve = dVe < u. Por lo tanto,
(aVb)Vces el supremo de {a,b,c}. El argumento que muestra que a V (bV ¢)
es el supremos de {a,b, c} es igual. En consecuencia, aV (bVe¢) = (aVb)Ve.

(3) El supremo de a y a es el supremo de {a}; luego, a V a = a.

(4) Sea d = a Ab. Entonces a < a V d. Por otra parte, d = a A b <X a, y asi
aV d = a. Por lo tanto, a V (a A b) = a. O

Dado cualquier conjunto L con las operaciones V y A, que satisfacen las
condiciones del teorema previo, es natural preguntarse si este conjunto proviene
o no de un reticulado. El siguiente teorema dice que esto siempre es asi.

Teorema 19.14. Sea L un conjunto no-vacio con dos operaciones binarias V y
A que satisfacen las leyes conmutativa, asociativa, idempotente, y de absorcion.
Podemos definir un orden parcial en L por a <b siaVb=10>b. Mds ain, L es
un reticulado respecto a = si para todo a,b € L, definimos un supremo y un
infimo de a y b por aVb y aAb, respectivamente.

DEMOSTRACION. Mostraremos primero que L es un poset bajo <. Como a V
a=a, a = ay tenemos que = es refleja. Para mostrar que < es antisimétrica,
sean a = by b < a. Entonces aVb=">by bV a=a. Porlaley conmutativa,
b=aVb=>bVa=a. Finalmente, debemos mostrar que < es transitiva. Sean
a=byb=c. EntoncesaVb=>bybVc=c. Luego,

aVe=aV(bVe)=(aVb)Ve=bVec=c,

ya=c

Para mostrar que L es un reticulado, debemos demostrar que aVby a Ab
son, respectivamente, el supremo y el infimo de a y b. Como a = (aVb) Aa =
a A (aVb), concluimos que a < a Vv b. Similarmente, b < a V b. Por lo tanto,
a V b es una cota superior para a y b. Sea u cualquier cota superior para a y
b. Entonces a < uy b X u. Pero a Vb =< u pues

(avb)Vu=aV (bVu)=aVu=u.

La demostracion de que a A b es el infimo de a y b se deja como ejercicio. [J

19.2 Algebras Booleanas

Investiguemos el ejemplo del conjunto potencia, P(X), de un conjunto X en
mayor detalle. El conjunto potencia es un reticulado ordenado por inclusién.
Por la definicion de conjunto potencias, el mayor elemento en P(X) es X
mismo y el menor elemento es (), el conjunto vacio. Para cualquier conjunto
A en P(X), sabemos que ANX = Ay AU( = A. Esto sugiere la siguiente
definicién para reticulados. Un elemento I en un poset X es un elemento
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mayor si a X I para todo a € X. Un elemento O es un elemento menor
de X si O < a para todo a € X.
Sea A en P(X). Recuerde que el complemento de A es

A=X\A={zx:zeXyrx¢A}

Sabemos que AUA" = X y AN A’ = (). Podemos generalizar este ejemplo
a reticulados. Un reticulado L con mayor elemento I y menor elemento O
es complementado si para cada a € L, existe un o’ tal que aVa' =1y
ana = 0.

En un reticulado L, las operaciones binarias V y A satisfacen leyes conmu-
tativas y asociativas; pero, no necesariamente satisfacen la ley distributiva

aAN(BVe)=(aAb)V(aAc);
sin embargo, en P(X) la ley distributiva se satisface pues
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

para A,B,C € P(X). Diremos que un reticulado L es distributivo si se
satisfacen las siguientes leyes distributivas:

aN(dVe)=(anb)V(aAc)

para todo a,b,c € L.

Teorema 19.15. Un reticulado L es distributivo si y solo si
aV(bAc)=(aVb) A(aVec)

para todo a,b,c € L.

DEMOSTRACION. Supongamos que L es un reticulado distributivo.

aV((bAc)=[aV(aNc)

I
L
< <
TR
> >
AN
< <z
=
> > J

I
e
<
=
<
=
>
)

[(aVb)Aa]VI](aVDb)Ad]
=(aVb)A(aVec).

El reciproco es consecuencia directa del Principio de Dualidad. O

Un algebra Booleana es un reticulado B con elemento mayor I y elemento
menor O tal que B es distributivo y complementado. El conjunto potencia de
X, P(X), es nuestro prototipo de algebra Booleana. Resulta, que es ademaés
una de las algebras Booleanas méas importantes. El siguiente teorema nos per-
mite caracterizar las dlgebras Booleanas en términos de las relaciones binarias
V y A sin mencionar el hecho de que un algebra Booleana es un poset.

Teorema 19.16. Un conjunto B es un dlgebra Booleana si y solo si existen
operaciones binariasV y N\ en B que satisfacen los siguientes axiomas.

1. avb=bVayaNb=bAa fora,be B.

2.av(bVe)=(aVvb)Vecyan(bAc)=(aAb)Ac paraa,b,c€ B.
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3. an(bVe) = (anb)V(aAc) yaV (bAc) = (aVb)A(aVe) para a,b,c € B.
4. FExisten elementos I y O tales que aNV O =a yaANI = a para todo a € B.
5. Para todo a € B existe o' € B tal queaVa =1 yaAad =O0.

DEMOSTRACION. Sea B un conjunto que satisface (1)—(5) en el teorema. Una
de las leyes idempotentes se satisface pues

a=aVO
=aV(and)
=(aVa)A(aVad)
=(aVa)NT

=aVa.
Observemos que
IVb=(IVbOANI=INI)VOAT)=IVI=1.
Concluimos que se satisface la primera de las dos leyes de absorcion, pues

aV(aAnb)=(aNI)V (aAD)
=aN(IVDb)
=aAlNl

= a.

La otra ley idempotente y de absorcion se demuestran de forma similar. Como
B también satisface (1)—(3), se cumplen las condiciones del Teorema 19.14; por
lo tanto, B es un reticulado. La condicion (4) nos dice que B es un reticulado
distributivo.

Para a € B, OV a = a; luego, O < a 'y O es el menor elemento en B. Para
mostrar que I es el mayor elemento en B, mostraremos primero que a Vb =b
es equivalente a a A b = a. Como a V I = a para todo a € B, usando las leyes
de absorcién podemos determinar que

aVI=(aN)VI=IV(INa)=1

vy a = I para todo a in B. Finalmente, como sabemos que B es complementado
po (5), B es un algebra Booleana.

Reciprocamente, supongamos que B es un algebra Booleana. Sean [ y O
el elemento mayor y el elemento menor en B, respectivamente. Si definimos
aVbyaAbcomo el supremo y el infimo de {a,b} respectivamente, entonces
B satisface las condiciones (1)—(5). O

Muchas otras identidades se satisfacen en las 4lgebras Booleanas. Algunas
de estas identidades estan listada en el siguiente teorema.

Teorema 19.17. Sea B un dlgebra Booleana. Entonces
1.avI=IyaANO =0 para todo a € B.
2. Ifavb=aVcyaAb=aAc forab,cée B, entonces b= c.
3. Ifavb=TIyaAb= 0, entonces b=a’.
4. (a') = a para todo a € B.
5. I'=0y0 =1.
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6. (avd)y =d ANV y(aAb) =ad VvV (Leyes de De Morgan).

DEMOSTRACION. Solo demostraremos (2). El resto de las identidades las de-
jamos como ejercicios. ParaaVb=aVcy aAb=aAc, tenemos

Algebras Booleanas Finitas

Un algebra Booleana es un dlgebra Booleana finita si contiene un ntmero
finito de elementos como conjunto. Las algebras Booleanas finitas son partic-
ularmente amigables, pues las podemos clasificar médulo isomorfismo.

Sean B y C &algebras Booleanas. Una funcién biyectiva ¢ : B — C es un
tsomorfismo de algebras Booleanas si

¢(a Vv b) = ¢(a) vV ¢(b)
¢(aAb) = ¢(a) A o(b)

para todo a y b en B.

Mostraremos que cualquier algebra Booleana finita es isomorfa al algebra
Booleana obtenida de tomar el conjunto potencia de algin conjunto finito X.
Necesitaremos algunos lemas y definiciones antes de demostrar este resultado.
Sea B un algebra Booleana finita. Un elemento a € B es un dtomo de B
sia #0yaAb=aoaAb= O para todo b € B. Equivalentemente, a
es un atomo de B si no existe b € B distinto de cero y distinto de a tal que
O=<b=<a.

Lema 19.18. Sea B un dlgebra Booleana finita. Si b es un elemento no nulo
de B, entonces existe un dtomo a en B tal que a < b.

DEMOSTRACION. Sibesun atomo, sea a = b. De lo contrario, elija un elemento
b1, distinto de O y de b, tal que b; = b. Estamos seguros que esto es posible
ya que b no es un atomo. Si b; es un atomo, entonces estamos listos. Si no,
elegimos by, distinto de O y de by, tal que bs < b;. Nuevamente, si by es un
atomo, sea a = by. Continuando este proceso, obtenemos una cadena

O=<---=b3=<by=b X0

Como B es un algenra Booleana finita, esta cadena debe ser finita. Es decir,
para algan k, by es un atomo. Sea a = by. O

Lema 19.19. Sean a y b dtomos en un dlgebra Booleana finita B tales que
a #b. Entonces a Nb= 0.
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DEMOSTRACION. Como a A b es el infimo de a y b, sabemos que a A b < a.
Luego, yaseaa Ab=a o aAb= 0. Pero, si a Ab= a, entonces ya sea a = b
o a = O. En cualquier caso tenemos una contradiccién pues a y b son ambos
atomos; por lo tanto, a Ab = O. O

Lema 19.20. Sea B un dlgebra Booleana y a,b € B. Los siquientes enunciados
son equivalentes.

1. a <b.
2. aNb =0.
3. dvb=1.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Si a < b, entonces a Vb =b. Por lo tanto,

aANb =aA(aVd)
=aA(ad Ab)
=(aNd)AV
=0OND
= 0.

(2) = (3). f a AV = O, entonces ' Vb= (a AV) =0 =1.
(3) = (1). If o’ Vb =1, entonces

a=aA(a VD)
=(and)V(aAb)
=0V (aAbd)
=aAb.

Luego, a = b. O

Lema 19.21. Sea B un dlgera Booleana y sean b y c elementos en B tales que
b A c. Entonces existe un dtomo a € B tal que a b ya A c.

DEMOSTRACION. Por el Lema 19.20, b A ¢’ # O. Luego, existe un atomo a tal
que a < bA . Concluimos que a by a £ c. O

Lema 19.22. Sea b € B y sean ay,...,a, los dtomos de B tales que a; < b.
Entoncesb=a1V---Va,. Mds ain, sia,aq,...,a, son dtomos de B tales que
a=b,a; Xb,yb=aVaV---Va,, entonces a = a; para algini=1,...,n.

DEMOSTRACION. Sea by = a1 V-V a,. Como a; < b para cada i, sabemos
que by = b. Si podemos mostrar que b < by, entonces el lema se cumple por
la antisimetria. Supongamos que b A b;. Entonces existe un atomo a tal que
a=<byaAb. Como aesun adtomo y a = b, deducimos que a = a; para algin
a;. Pero esto es imposible pues a < b;. Por lo tanto, b < b;.

Ahora supongamos que b = ay V -+ V a,. Si a es un 4&tomo menor que b,

a=aANb=aA(aV---Va,)=(@Na)V---V(aAay).

Pero cada término es O o a con aAa; solo para un a;. Luego, por el Lema 19.19,
a = a; para algan 4. O

Teorema 19.23. Sea B un dgebra Booleana finita. Entonces existe un con-
junto X tal que B es isomorfo a P(X).
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DEMOSTRACION. Mostraremos que B es isomorfo a P(X), donde X es el con-
junto de dtomos de B. Sea a € B. Por el Lema 19.22, podemos escribir a de
forma tnica como ¢ = a1 V --- V a, para ay,...,a, € X. Concluimos que es
posible definir una funcién ¢ : B — P(X) por

¢la) =p(ar V---Va,) ={a,...,an}.

Claramente, ¢ es sobre.

Ahoraseana=a1V---Va, yb=>bV---Vb, elementos en B, donde cada
a; y cada b; es un atomo. Si ¢(a) = ¢(b), entonces {ay,...,an} = {b1,...,bm}
y a = b. Concluimos que ¢ es inyectiva.

El supremo de a y b es preservado por ¢ pues

dplavd)=¢larV---Va, Vb V- Vby)
={a1,...,an,b1,...,bm}
={a1,...,an} U{b1,...,b;m}
=¢(ar V- Vay)Udbi A---Vby)

= ¢(a) U p(b).
Similarmente, ¢(a A b) = ¢(a) N @(b). O
Dejaremos la demostracion del siguiente corolario como un ejercicio.

Corolario 19.24. El orden de cualquier dlgebra Booleana finita es 2™ para
algin entero positivo n.

19.3 El Algebra de los Circuitos Eléctricos

La utilidad de las algebras Booleanas se ha vuelto cada vez mas clara en las
altimas décadas con el desarrollo del computador moderno. El diseno de cir-
cuitos integrados se puede expresar en términos de algebras Booleanas. En
esta seccion desarrollaremos el algebra Booleana de los circuitos eléctricos y de
los conmutadores; pero, estos resultados se generalizan facilmente al disenos
de circuitos integrados para computadores.

Un conmutador es un artefacto, ubicado en algin punto de un circuito
eléctrico, que controla el flujo de la corriente a través del circuito. Cada conmu-
tador tiene dos estados posibles: puede estar abierto, y no permitir el paso de
la corriente a través del circuito, o puede estar cerrado, y permitir el paso de
corriente. Estos estados son mutuamente excluyentes. Requerimos que todo
conmutador esté en un estado o en el otro—un conmutador no puede estar
abierto y cerrado simultaneamente. Ademas, si un conmutador esté siempre
en el mismo estado que otro, los denotaremos a ambos por la misma letra; es
decir, dos circuitos que etiquetados con la misma letra a estaran abiertos a la
vez y cerrados a la vez.

Dados dos conmutadores, podemos construir dos tipos fundamentales de
circuitos. Dos conmutadores a y b estan en serie si forman un circuito del
tipo ilustrado en la Figura 19.25. La corriente puede pasar entre los terminales
Ay B de un circuito en serie si y solo si ambos conmutadores a y b estan
cerrados. Denotaremos esta combinacién de conmutadores por a A b. Dos
conmutadores a y b estan en paralelo si forman un circuito del tipo que aparece
en la Figura 19.26. En el caso de un circuito paralelo, la corriente puede pasar
entre A y B si alguno de los dos conmutadores esta cerrado. Denotaremos una
combinacién paralela de circuitos a y b por a V b.
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A a b B

Figura 19.25: a A b

b

Figura 19.26: a Vb

Podemos construir circuitos eléctrico mas complicados a partir de circuitos
en serie o en paralelo reemplazando cualquiera de los conmutadores por uno de
estos tipos fundamentales de circuitos. Los circuitos construido de esta manera
se llaman circuitos paralelo-seriales.

Consideramos que dos circuitos son equivalentes si acttian igual. Es decir, si
ponemos los conmutadores en circuitos equivalentes en exactamente los mismos
estados, entonces obtendremos el mismo resultado. Por ejemplo, un circuito
serial a Ab es exactamente el mismo que bAa. Notemos que esta es exactamente
la ley conmutativa para algebras Booleanas. De hecho, el conjunto de todos los
circuitos paralelo-seriales forma un algebra Booleana bajo las operaciones V y
A. Podemos usar diagramas para verificar los distintos axiomas de un algebra
Booleana. La ley distributiva, a A (bV ¢) = (a Ab) V (a A ¢), esté ilustrada
en la Figura 19.27. Si a es un conmutador, entonces a’ es el conmutador que
siempre estd abierto cuando a esti cerrado y siempre esta cerrado cuando a
estd abierto. Un circuito que siempre est& cerrado es I en nuestra algebra; un
circuito que siempre esté abierto es O. Las leyesde aAad’ = O yaVa' =1 se
muestran en la Figura 19.28.

b a— b
c a—c

Figura 19.27: aA(bVec)=(aAb)V (aAc)

~ 1L

Figura 19.28: aAd’ =0 yaVad =1

— Qa

Ejemplo 19.29. Toda expresiéon Booleana representa un circuito de conmu-
tadores. Por ejemplo, dada la expresion (a V b) A (a V V') A (a V b), podemos
construir el circuito en la Figura 19.32.

Teorema 19.30. FEl conjunto de todos los circuitos es un dlgebra Booleana.

Dejamos como ejercicio la demostracion de este teorema para los axiomas
de algebra Booleana atn no verificados. Podemos ahora aplicar las técnicas de
algebras Booleanas a la teoria de conmutadores.
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Ejemplo 19.31. Dado un circuito complejo, podemos aplicar las técnicas de
algebra Booleana para reducirlo a un mas simple. Consideremos el circuito en
la Figura 19.32. Como

(@aVb)A(aVV)A(aVb)=(aVb)A(aVb)A(aVb)
=(aVb)A(aVd)
=aV (bAD)
=aVO

:a[7

podemos reemplazar el circuito més complicado por un circuito que contenga
solo el conmutador a y lograr la misma funcion.

{ b ]—[b’]{ b }
Figura 19.32: (aVb)A(aV ')A (aVD)

Sage Sage has a full suite of functionality for both posets and lattices, all as
part of its excellent support for combinatorics. There is little in this chapter
that cannot be investigated with Sage.

Nota Historica

George Boole (1815-1864) fue la primera persona en estudiar reticulados. En
1847, publico The Investigation of the Laws of Thought, un libro en el que
uso6 reticulados para formalizar la logica y el calculo de proposiciones. Boole
pensaba que las matematicas eran el estudio de forma més que de contenido;
es decir, no estaba tan preocupado en qué estaba calculando sino en cémo lo
estaba calculando. El trabajo de Boole fue contiuado por su amigo Augustus
De Morgan (1806-1871). De Morgan observo que el Principio de Dualidad se
cumplia en la Teoria de Conjuntos, como se ilustra por las leyes de De Morgan.
El pensaba, como Boole, que las matematicas eran el estudio de simbolos y
operaciones abstractas.

La teoria de conjuntos y la logica fueron avanzados postriormente por
matematicos tales como Alfred North Whitehead (1861-1947), Bertrand Rus-
sell (1872-1970), y David Hilbert (1862-1943). en Principia Mathematica,
Whitehead y Russell intentaron mostrar la conexion entre matematicas y 16g-
ica mediante la deduccién del sistema de ntimeros naturales a partir de las
reglas de la légica formal. Si los ndmeros naturales podian ser determina-
dos a partir de la logica misma, entonces también podria serlo buena parte
del resto de las matematicas. Sus planes sufrieron un golpe mortal por parte
de Kurt Godel (1906-1978), quien demostrd que siempre existiran problemas
“indecidibles” en cualquier sistema axiomatico lo suficientemente rico; es de-
cir, en cualquier sistema matematico de alguna importancia, siempre habra
enunciados que no puedan ser demostrados ni refutados.

Como ocurre con frecuencia, esta investigacion basica en matemaéticas puras
posteriormente se volvio indispensable en una amplia gama de aplicaciones. El
algebra Booleana y la logica se volvieron esenciales en el diseno de circuitos
integrados a gra escala que se encuentran en los chips de computadores hoy. Los



19.4. EXERCISES 347

socidlogos han usado reticulados y algebras Booleanas para modelar jerarquias
sociales; los bidlogos las han usado para dscribir sistemas biologicos.

19.4 Exercises

1. Draw the lattice diagram for the power set of X = {a,b,c,d} with the set
inclusion relation, C.

2. Draw the diagram for the set of positive integers that are divisors of 30. Is
this poset a Boolean algebra?

3. Draw a diagram of the lattice of subgroups of Z5.

4. Let B be the set of positive integers that are divisors of 36. Define an order
on B by a Xbif a|b. Prove that B is a Boolean algebra. Find a set X such
that B is isomorphic to P(X).

5. Prove or disprove: Z is a poset under the relation a < b if a | b.

6. Draw the switching circuit for each of the following Boolean expressions.

(a) (avbvad)Ara (¢) aV(aAb)
(b) (aVb) A(aVb) (d) (evavbd)Ad A(aVb)

7. Draw a circuit that will be closed exactly when only one of three switches
a, b, and ¢ are closed.

8. Prove or disprove that the two circuits shown are equivalent.

—a—b—c— rab
o L
a—c a—c

9. Let X be a finite set containing n elements. Prove that P(X) = 2". Con-
clude that the order of any finite Boolean algebra must be 2™ for some n € N.

10. For each of the following circuits, write a Boolean expression. If the circuit
can be replaced by one with fewer switches, give the Boolean expression and
draw a diagram for the new circuit.
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a—b —

b —

L
J L

b

a—b—c¢
a—b—c
a—b —¢

11. Prove or disprove: The set of all nonzero integers is a lattice, where a < b
is defined by a | b.

12. Let L be a nonempty set with two binary operations V and A satisfying
the commutative, associative, idempotent, and absorption laws. We can define
a partial order on L, as in Theorem 19.14, by a < b if a V b = b. Prove that
the greatest lower bound of @ and b is a A b.

13. Let G be a group and X be the set of subgroups of G ordered by set-
theoretic inclusion. If H and K are subgroups of G, show that the least upper
bound of H and K is the subgroup generated by H U K.

14. Let R be a ring and suppose that X is the set of ideals of R. Show that X
is a poset ordered by set-theoretic inclusion, C. Define the meet of two ideals
I and J in X by I NJ and the join of I and J by I + J. Prove that the set of
ideals of R is a lattice under these operations.
15. Let B be a Boolean algebra. Prove each of the following identities.
(a) avVI=TIand aANO =0 for all a € B.
(b) favb=1Tand aAb= O, then b=d'.
(¢) (@) =aforalla€ B.
(d) I'=0and O =1.

) (avb) =a A and (a Ab) =a' VI (De Morgan’s laws).

d
(e

16. By drawing the appropriate diagrams, complete the proof of Theorem 19.30
to show that the switching functions form a Boolean algebra.

17. Let B be a Boolean algebra. Define binary operations + and - on B by
a+b=(aAb)V(a ND)
a-b=aAb.

Prove that B is a commutative ring under these operations satisfying a? = a
for all a € B.

18. Let X be a poset such that for every a and b in X, either a < b or b < a.
Then X is said to be a totally ordered set.
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(a) Is a | b a total order on N?

(b) Prove that N, Z, Q, and R are totally ordered sets under the usual ordering
<.

19. Let X and Y be posets. A map ¢ : X — Y is order-preserving if
a = b implies that ¢(a) < ¢(b). Let L and M be lattices. A map ¢ : L —
M is a lattice homomorphism if (a vV b) = ¢¥(a) V ¢(b) and ¥(a Ab) =
(a) Ap(b). Show that every lattice homomorphism is order-preserving, but
that it is not the case that every order-preserving homomorphism is a lattice
homomorphism.

20. Let B be a Boolean algebra. Prove that a = b if and only if (a Ab') V (a’ A
b) = O for a,b € B.

21. Let B be a Boolean algebra. Prove that ¢ = O if and only if (a A V) V
(a’ ANb)=bfor all b e B.

22. Let L and M be lattices. Define an order relation on L x M by (a,b) <
(c,d) if a < cand b < d. Show that L x M is a lattice under this partial order.

19.5 Ejercicios de Programaciéon

1. Una Funcion Booleana o funcién de conmutacion en n variables es
una funciéon f : {O,I}™ — {0,1}. Un polinomio Booleano es un tipo especial
de funcion Booleana: es cualquier tipo de expresion Booleana formada por una
combinacion finita de variables xq, ..., z, junto a O y I, usando las operaciones
V, A, y’. Los valores de las funciones estan definidos en la Tabla 19.33. Escriba
un programa para evaluar polinomios Booleanos.

/

r yl|x xzVy xANy
0 0] 1 0 0
0 111 1 0
1 010 1 0
1 110 1 1

Cuadro 19.33: Polinomios Booleanos
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19.7 Sage

Sage tiene implementaciones de conjuntos parcialmente ordenados (“posets”) y
de reticulados, proveyendo representaciones graficas para ambos.

Creando Conjuntos Parcialmente Ordenados

El Ejemplo 19.6 en el texto, es un buen ejemplo para repetirlo como de-
mostracién de comandos Sage. Primero definimos los elementos del conjunto
X.

X = (24).divisors ()
X

1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24]

Una posibilidad para crear la relacion es especificando cada instancia donde
un elemento es comparable con otro. Para ello construimos una lista de pares,
donde cada par contiene elementos comparables, con el menor primero. Este
es el conjunto de relaciones.

R = [(a,b) for a in X for b in X if a.divides(b)]; R

ta, », a, 2, a0, 3, a0, 4, (, 6, (1, 8, (1, 12), (1,

24),
(2, 2)! (27 4)! (2, 6)7 (2, 8)! (27 12)7 (2, 24)? (3’ 3)7
(3’ 6)7

(3, 12), (3, 24), (4, 4, (4, 8, (4, 12), (4, 24), (6, 6),
(6, 12)! (6, 24)’ (8! 8)? (8’ 24)! (12! 12)' (12) 24)7 (24'
24) 1]

Construimos el poset entregandole al constructor Poset una lista con todos los
elementos y las relaciones. Luego podemos obtener una visualizacién del poset.
Notemos que el método plot solo muestra las “relaciones de cobertura” — un
conjunto minimal de comparaciones que por transitividad permiten recuperar
todas las relaciones.

D = Poset([X, RI1)
D.plot ()

Otra posibilidad para crear un Poset es dejar que el constructor de posets
recorra todos los pares de elementos, y lo tinico que le debemos entregar al
constructor es una forma de comprobar si dos elementos son comparables.
Nuestra funciéon de comparacion debe requerir dos elementos y devolver True
o False. Una funcién “lambda” es una forma de construir una tal funciéon
rapidamente. Esta puede ser una idea nueva para usted, pero el dominio de las
funciones lambda puede ser muy conveniente. Notemos que “lambda’” es una
palabra erservada precisamente para este proposito (asi, por ejemplo, lambda es
una eleccion prohibida para el valor propio de una matriz). Hay otras maneras
de definir funciones en Sage, pero una funcién lambda es lo mas rapido cuando
la funcion es simple.

divisible = lambda x, y: x.divides(y)
L = Poset([X, divisiblel)
L ==D
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L.plot()

Sage ya tiene una coleccion de posets. Algunos se construyen directamente,
mientras otros pertenecen a familias parametrizadas. Use completacion con
TAB en Posets. para ver la lista completa. Acd hay algunos ejemplo.

Q = Posets.PentagonPoset ()
Q.plot()

Ahora una familia parametrizada. Este es un ejemplo clasico donde los ele-
mentos son subconjuntos de un conjunto de n elementos y la relacion es “sub-
conjunto de.”

S = Posets.BooleanLattice (4)
S.plot ()

Y posets aleatorios. Estos pueden ser ttiles para experimentos o comprob-
ciones, pero es poco probable que aparezcan con propiedades especiales que
pueden ser importantes. Puede intentar el siguiente comando varias veces,
variando el segundo argumento que es una cota superior para la probabili-
dad de que dos elementos cualquiera sean comparables. Recuerde que plot
solo muestra las relaciones de cobertura. Mientras mas elementos comparables
haya, mas “estirado verticalmente” seré el grafico.

T = Posets.RandomPoset (20,0.05)
T.plot ()

Propiedades de un Poset

Una vez que tenemos un poset, ;qué podemos hacer con é1? Volvamos a nuestro
primer ejemplo, D. Por supuesto podemos determinar si un elemento es menor
a otro, que es la estructura fundamental de un poset.

D.is_lequal (4, 8)

True

D.is_lequal (4, 4)

True

D.is_less_than(4, 8)

True

D.is_less_than(4, 4)

False

D.is_lequal (6, 8)

False

D.is_lequal (8, 6)

False
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Notemos que 6 y 8 no son comparables en este poset (es un orden parcial). Los
métodos .is_gequal() y .is_greater_than() funcionan de forma similar, pero
devuelven True si el primer eleemento es mayor (o igual).

D.is_gequal (8, 4)

True

D.is_greater_than(4, 8)

False

Podemo encontrar elementos maximales o minimales de un poset. Este es un
poset aleatorio construido con una probabilidad de 10%, pero copiado aca para
ser repetible.

X = range (20)

C rc18, 71, [9, 111, [9, 1el1, [11, 81, [6, 101,
[10, 217, e, 21, ¢[2, 11, [, 81, [8, 121,
(s, 31, [3, 151, [15, 71, [7, 161, [7, 41,
(16, 171, [16, 131, [4, 191, [4, 141, [14, 511

P = Poset([X, C1)

P.plot ()

P.minimal_elements ()

P.maximal_elements ()

[5, 19, 13, 17, 12]

Los elementos de un poset pueden ser particionados en conjuntos de nivel. En
las graficas de los posets, los elementos del mismo nivel se muestran a la misma
altura. Cada leverl se obtiene removiendo todos los elementos de los niveles
anteriores y escogiendo los elementos minimales del resultado.

P.level_sets ()

ccie, 9, 6, o1, [11, t1el, [21, [11, [81, [3, 121,
(151, [71, [16, 41, [13, 17, 14, 191, [51]

Si hacemos que dos elementos de R sean comparables cuando antes no lo eran,
eso constituye una extension de R. Consideremos todas las posibles extensiones
de un one poset — podemos construir un poset a partir de tas ellas, donde
la relacion es la de inclusion conjuntista. Una extension lineal es un elemento
maximal en este poset de posets. Informalmente, estamos agregando tantas
relaciones como sea posible, de manera consistente con el poset original y tal
que el resultado es un orden total. En otras palabra, hay un orden de los
elementos que es consistente con el orden en el poset. Podemos construir una
cosa asi, pero la salida no es mnas que una lista de elementos en el orden lineal.
Un informatico se inclinarfa por llamar a esto un “ordenamiento topologico.”

linear = P.linear_extension(); linear

[18, 9, 11, 6, 10, @, 2, 1, 8, 3, 15,
7, 4, 14, 5, 19, 16, 13, 17, 12]
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Podemos construir subposets a partir de un subconjunto de los elementos con el
orden inducido para producir un poset nuevo. Aca tomamo aproximadamente
la “mitad inferior” de poset aleatorio P induciendo el subposet en la union de
algunos de los conjuntos de nivel.

level = P.level_sets()

bottomhalf = sum([level[i] for i in range(5)]1, [1)
B = P.subposet(bottomhalf)

B.plot()

El dual de un poset mantiene todos sus elementos e invierte sus comparaciones.

Pdual = P.dual()
Pdual.plot ()

El dual del poset de divisibilidad del Ejemplo 19.6 es como cambiar la relacién
por “es miiltiplo de.”

Ddual = D.dual()
Ddual.plot ()

Reticulados

Cada reticulado es poset, de manera que todos los comandos de arriba funcio-
nan igualmente bien para un reticulado. Pero, ;jcomo se construye un retic-
ulado? Fécil — primero creamos un poset y luego lo pasamos al constructor
LatticePoset(). Pero nos daremos cuenta que simplemente por darle un poset a
este constructor, no significa que lo que salga sea un reticulado. Solo si el poset
ya es un reticulado el resultado sera un reticulado para Sage y obtendremos el
error ValueError si el cambio de estatus es imposible. Finalmente, notemos que
algunos de los posets que construye Sage ya son reconocidos como reticulados,
tal como el prototipico BooleanLattice.

P = Posets.AntichainPoset (8)
P.is_lattice ()

False

LatticePoset (P)

Traceback (most recent call last):

ValueError: not a meet-semilattice: no bottom element

Una composicién entera de n es una lista de enteros positivos que suman n.
Una composicion C; cubre a una composicion Cs si Cy se puede formar a partir
de C; sumando partes consecutivas. Por ejemplo, C1 = [2,1,2] = [3,2] = Cs.
Con esta relacién, el conjunto de todas las composiciones enteras de un entero
fijo n en un poset que también es un reticulado.

CP = Posets.IntegerCompositions (5)
C = LatticePoset (CP)
C.plot()

El infimo (meet) y el supremo (join) son operaciones fundamentales en un
reticulado.
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par = C.an_element () .parent()
par (L1, 1, 1, 21)
par (L2, 1, 1, 11)

[o )
o

c = par([1, 41)
par([2, 31)

c, d

(f1, 41, [2, 31)

C.join(c, d)

v, 1, 31

Una vez que un poset adquiere el estatus de reticulado, disponemos de coman-
dos adicionales, o cambian las caracteristicas de sus resultados.
Un ejemplo de lo primero es el método .is_distributive().

C.is_distributive ()

True

Un ejemplo de lo segundo es el método .top(). Lo que en el texto se llama
elemento méximo y elemento minimo, Sage los llama top y bottom. Para un
poset, .top() v .bottom() pueden entregar un elemento o no (devolviendo None),
pero para un reticulado se garantiza la obtencién de exactamente un elemento.

C.top()

C.bottom()

5]

Notemos que los valores retornados son todos elementos del reticulado, es este
caso listas ordenadas de enteros que suman 5.

Los complementos tienen sentido en un reticulado. El resultado del método
.complements() es un diccionario que tiene elementos del reticulado como indices
(keys). Decimos que el diccionario esta “indexado” por los elementos del retic-
ulado. El resultado es una lista de complementos del elemento. A esto lo
llamamos el “valor” del par indice-valor. (Puede que conozca los diccionarios
como “arreglos asociativos”, pero en realidad no son més que funciones sofisti-
cadas.)

comp = C.complements ()
comp[par (L1, 1, 1, 21)1]

L[4, 111
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El reticulado de composiciones enteras es un reticulado complementado, como
podemos observar por el hecho de que cada elemento tiene un complemento
unico, evidenciado por las listas de largo 1 en los valores del diccionario. O
podemos preguntarle a Sage por medio de .is_complemented(). Los diccionarios
no tienen un orden inherente, de manera que es posible obtener una salida
distinta cada vez que se inspeccione el diccionario.

comp

{1, 1, 1, 1, 11: [[511,
1, 1, 1, 21: [[4, 111,
[1, 1, 2, 11: [[3, 211,
1, 1, 31: [[3, 1, 111,
tv, 2, 1, 11: [[2, 311,
(1, 2, 23: [[2, 2, 111,
£, 3, 11: [CC2, 1, 211,
[1, 41: [L2, 1, 1, 111,
[2, 1, 1, 11: [[1, 411,
(2, 1, 21: [[1, 3, 111,
2, 2, 11: CC1, 2, 211,
[2, 31: ccr, 2, 1, 111,
[3, 1

£3, 21: 01, 1,
[4, 11: €01, 1,
[51: CL1, 1, 1,

, 111,
) 2:|:|7

2
1

, 11 [0, 1, 311,
2
1
1, 1113

[len(el[1]) for e in comp.items ()]

C.is_complemented()

True

Hay muchos més comandos para posets y erticulados. Construya algunos y
use completacion con TAB para explorar las posibilidades. Hay mucho mas de
lo que podemos cubrir en un solo capitulo, pero ya tenemos las herramientas
basicas para estudiar posets y reticulados en Sage.

19.8 Ejercicios en Sage

1. Use R = Posets.RandomPoset(30,0.05) para construir on conjunto parcial-
mente ordenado (poset) aleatorio. Use R.plot() para tener una idea de lo
que ubtuvo.

(a) Tlustre el uso de los siguientes métodos de poset: .is_lequal(), .is_less_than(),
.is_gequal(), and .is_greater_than() para determinar si dos elementos es-
pecificos (de su eleccion) estan relacionados o son incomparables.

(b) Use .minimal_elements() y .maximal_elements() para encontrar tanto el
menor como el mayor elemento de su poset.

(c) Use LatticePoset(R) para ver si el poset R es un reticulado intentando
convertirlo en un reticulado.

(d) Encuentre una extension lineal de su poset. Confirme que cualquier par
de elementos comparables en en poset original siguen siendo comparables
de la misma forma en la extension lineal.
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2. Construya el poset en los divisores enteros de 72 = 23 - 32 con la relaciéon
de divisibilidad, y conviértalo en un reticulado.

(a) Determine el elemento cero y el elemento uno usando .top() y .bottom().

(b) Determine todos los pares de elementos del reticulado que son comple-
mentarios sin usar el método .complement(), sino solamente los métodos
.meet() y .join(). Mejor si cada par aparece solo una vez.

(¢) Determine si el reticulado es distributivo usando solo los métodos .meet()
and .join(), y no el método .is_distributive().

3. Construya varios reticulados diamante con Posets.DiamondPoset(n) haciendo
variar el valor de n. Una vez que le parezca tener suficiente evidencia empirica,
responda, con justificaciones, las siguientes preguntas para valores arbitrarios
de n, basado en observaciones obtenidas de sus experimentos con Sage.

(a) (Cuéles son los elementos que tienen complemento y cuéles no lo tienen?
i Por qué?

(b) Lea la documentacion del método .antichains() para aaprender lo que es
una anticadena. jCuantas anticadenas hay?

(¢) (Es distributivo el reticulado?

4. Use Posets.BooleanLattice(4) para construir una instancia del dlgebra Booleana
prototipica en 16 elementos (i.e., todos los subconjuntos de un conjunto de 4
elementos).

Luego use Posets.IntegerCompositions(5) para construir el poset cuyos 16 el-
ementos son las composiciones del entero 5. Vimos arriba que el reticulado
de composiciéon de entero es distributivo y complementado, por lo que forma
un algbera Booleana. Por el Teorema 19.23 podemos concluir que esta dos
algebras Booleanas son isomorfas.

Use el método .plot() para visualizar la similaridad. Luego use el método
.hasse_diagram() en cada reticulado para obtener un grafo dirigido (que tam-
bién puede dibujar, aunque la incrustacion en el plano puede que no sea tan
informativa). Emplee el método .is_isomorphic() del grafo para verificar que
estos dos diagramas de Hasse son realmente “iguales.”

5. (Avanzado) Para la pregunta anterior, construya on isomorfismo explicito
entre las dos algebras Booleanas. Esto es una biyeccion (construida con el
comando def) que convierta composiciones en conjuntos (0o si lo prefiere, con-
juntos en composiciones) y que respete las operaciones de infimo y supremo
(meet y join). Puede poner a prueba e ilustrar su funcion por su interaccion
con elementos especificos evaluados en las operaciones de infimo y supremo,
como esta descrito en la definiciéon de isomorfismo de algebras Boleanas.
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Vector Spaces

In a physical system a quantity can often be described with a single number.
For example, we need to know only a single number to describe temperature,
mass, or volume. However, for some quantities, such as location, we need
several numbers. To give the location of a point in space, we need z, ¥,
and z coordinates. Temperature distribution over a solid object requires four
numbers: three to identify each point within the object and a fourth to describe
the temperature at that point. Often n-tuples of numbers, or vectors, also have
certain algebraic properties, such as addition or scalar multiplication.

In this chapter we will examine mathematical structures called vector spaces.
As with groups and rings, it is desirable to give a simple list of axioms that
must be satisfied to make a set of vectors a structure worth studying.

20.1 Definitions and Examples

A wvector space V over a field F' is an abelian group with a scalar product
a-v or av defined for all « € F and all v € V satisfying the following axioms.

o a(Bv) = (af)v;

o (a+B)v=av+ fu;
e afu+v) = au+ av;
o 1v =u;

where «, 5 € F and u,v € V.

The elements of V are called vectors; the elements of F are called scalars.
It is important to notice that in most cases two vectors cannot be multiplied.
In general, it is only possible to multiply a vector with a scalar. To differentiate
between the scalar zero and the vector zero, we will write them as 0 and O,
respectively.

Let us examine several examples of vector spaces. Some of them will be
quite familiar; others will seem less so.

Ejemplo 20.1. The n-tuples of real numbers, denoted by R"™, form a vector
space over R. Given vectors u = (uq,...,uy) and v = (vy,...,v,) in R™ and
«a in R, we can define vector addition by

U+'U: (ulv"'7un)+(v15"'avn) = (Ul +U17"'7u’n+vn)
and scalar multiplication by

oau = a(uy,. .., uy) = (Qug,...,«Quy).

357
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Ejemplo 20.2. If F is a field, then F'[z] is a vector space over F. The vectors
in F[z] are simply polynomials, and vector addition is just polynomial addition.
If & € F and p(x) € F[z], then scalar multiplication is defined by ap(x).

Ejemplo 20.3. The set of all continuous real-valued functions on a closed
interval [a, b] is a vector space over R. If f(x) and g(z) are continuous on [a, b],
then (f + g)(z) is defined to be f(z) + g(z). Scalar multiplication is defined
by (af)(xz) = af(z) for a € R. For example, if f(z) = sinx and g(z) = z?,
then (2f + 5g)(z) = 2sinz + 5.

Ejemplo 20.4. Let V = Q(v2) = {a +bv/2 : a,b € Q}. Then V is a vector
space over Q. If u = a+byv2 and v = c+dv/2, then u+v = (a+c)+ (b+d)V2
is again in V. Also, for a € Q, av is in V. We will leave it as an exercise to
verify that all of the vector space axioms hold for V.

Proposicion 20.5. Let V' be a vector space over F'. Then each of the following
statements is true.

1. Ov=0 forallveV.
2. a0 =0 foralla € F.
8. If av =0, then either « =0 or v =0.
4. (=) v=—v for allveV.
5. —(aw) = (—a)v = a(—v) foralla € F and allv e V.
DEMOSTRACION. To prove (1), observe that
O0v = (0+ 0)v = 0v + Ov;

consequently, 0 4+ Ov = Qv + Ov. Since V is an abelian group, 0 = Ov.

The proof of (2) is almost identical to the proof of (1). For (3), we are done
if &« = 0. Suppose that a # 0. Multiplying both sides of av = 0 by 1/«a, we
have v = 0.

To show (4), observe that

v+ (—lv=1lv+(-1)v=(1-1)v=00=0,

and so —v = (—1)v. We will leave the proof of (5) as an exercise. O

20.2 Subspaces

Just as groups have subgroups and rings have subrings, vector spaces also have
substructures. Let V be a vector space over a field F', and W a subset of V.
Then W is a subspace of V if it is closed under vector addition and scalar
multiplication; that is, if u,v € W and a € F, it will always be the case that
u+ v and awv are also in W.

Ejemplo 20.6. Let W be the subspace of R? defined by W = {(x1,2z; +
To, T — T3) : 11,2 € R}. We claim that W is a subspace of R3. Since

a(xy,2x1 + 22,21 — x2) = (ax1, (221 + 22), a(x1 — 22))

= (ax1, 2(axy) + axe, axy — axs),

W is closed under scalar multiplication. To show that W is closed under vector
addition, let u = (z1, 221 + 2, 21 —22) and v = (y1, 2y1 + Y2, Y1 —y2) be vectors
in W. Then

u+v=(z1+y1,2(x1 +y1) + (T2 + y2), (21 +y1) — (v2 + y2))-
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Ejemplo 20.7. Let W be the subset of polynomials of F[z] with no odd-power
terms. If p(x) and ¢(z) have no odd-power terms, then neither will p(z) + ¢(z).
Also, ap(z) € W for o € F and p(z) € W.

Let V be any vector space over a field F' and suppose that vy, v, ..., v,
are vectors in V and aq, s, ..., a, are scalars in F'. Any vector w in V of the
form

n
w = E ;U = a1V + vy + - - -+ apv,
i=1

is called a linear combination of the vectors vi,vs,...,v,. The spanning
set of vectors vy, vs, . .., v, is the set of vectors obtained from all possible linear
combinations of vy, v, ..., v,. If W is the spanning set of vy, v, ..., v,, then
we say that W is spanned by vy, vs,...,vy,.

Proposicion 20.8. Let S = {v1,va,...,v,} be vectors in a vector space V.
Then the span of S is a subspace of V.

DEMOSTRACION. Let u and v be in S. We can write both of these vectors as
linear combinations of the v;’s:

U= QU] + QU2 + -+ + apUp
v = P1v1 + Pava + -+ + Buon.

Then
u+v= (a1 + B1)v1 + (a2 + B2)va + - - + (o + Bn)vn

is a linear combination of the v;’s. For o € F,
au = (aay)vy + (@as)vs + -+ - + (aay o,

is in the span of S. O

20.3 Linear Independence

Let S = {v1,v2,...,v,} be a set of vectors in a vector space V. If there exist
scalars aq, s ...a, € F such that not all of the a;’s are zero and

Q1v1 + vy + - + apv, = 0,

then S is said to be linearly dependent. If the set S is not linearly dependent,
then it is said to be linearly independent. More specifically, S is a linearly
independent set if

a1v1 + Ve + -+ apv, =0

implies that
a1:a2:...:an:0

for any set of scalars {aq, ...y}

Proposicion 20.9. Let {vq,va,...,v,} be a set of linearly independent vectors
in a vector space. Suppose that

v =0v1 + a2 + -+ apvy = Prur + Bava + -+ Bun.

Then ay = B1,a9 = B, ..., an = Bn.
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DEMOSTRACION. If
V=0 + 0V + -+ Uy = B1or + Bova + -+ Brg,
then
(a1 — Br)v1 + (2 — B2)va + - + (o — Bn)vy = 0.

Since vy, ..., v, are linearly independent, a; — 5; =0 fori =1,...,n. O

The definition of linear dependence makes more sense if we consider the
following proposition.

Proposicion 20.10. A set {vi,va,...,v,} of vectors in a vector space V is
linearly dependent if and only if one of the v;’s is a linear combination of the
rest.

DEMOSTRACION. Suppose that {vi,ve,...,v,} is a set of linearly dependent
vectors. Then there exist scalars aq, ..., a, such that

a1v1 + v + -+ apv, =0,

with at least one of the a;’s not equal to zero. Suppose that ay # 0. Then

R Q-1 Q1 an
Vg = ——Vp — e — Vg1 — Vk1 = 00— —Up.
€95 75 e75 Qg

Conversely, suppose that

v = B1v1 + -+ Br—1Vk—1 + Brg1Vk+1 + - - + Bntn.

Then
Bivi + -+ Br—1Vk—1 — Uk + Brt1Vk41 + - -+ Bpvn = 0. O

The following proposition is a consequence of the fact that any system of
homogeneous linear equations with more unknowns than equations will have
a nontrivial solution. We leave the details of the proof for the end-of-chapter
exercises.

Proposicion 20.11. Suppose that a vector space V is spanned by n vectors.
If m > n, then any set of m vectors in V must be linearly dependent.

A set {e1,ea,...,e,} of vectors in a vector space V is called a basis for V
if {e1,e9,...,€,} 18 a linearly independent set that spans V.

Ejemplo 20.12. The vectors e; = (1,0,0), es = (0,1,0), and e3 = (0,0, 1)
form a basis for R®. The set certainly spans R3, since any arbitrary vector
(71,2, 23) in R3 can be written as z1e; +xoes+r3e3. Also, none of the vectors
e1, €2, ez can be written as a linear combination of the other two; hence, they
are linearly independent. The vectors e, es, e3 are not the only basis of R3:

the set {(3,2,1),(3,2,0),(1,1,1)} is also a basis for R3.

Ejemplo 20.13. Let Q(v/2) = {a +bv2 : a,b € Q}. The sets {1,v/2} and
{14 /2,1 —+/2} are both bases of Q(v/2).

From the last two examples it should be clear that a given vector space has
several bases. In fact, there are an infinite number of bases for both of these
examples. In general, there is no unique basis for a vector space. However,
every basis of R? consists of exactly three vectors, and every basis of Q(v/2)
consists of exactly two vectors. This is a consequence of the next proposition.
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Proposicion 20.14. Let {e1,ea,...,em} and {f1, fo,..., fn} be two bases for
a vector space V.. Then m = n.

DEMOSTRACION. Since {ej,es,...,€,} is a basis, it is a linearly independent
set. By Proposition 20.11, n < m. Similarly, {fi, f2,..., fn} is a linearly
independent set, and the last proposition implies that m < n. Consequently,
m=n. O

If {e1,eq,...,e,} is a basis for a vector space V, then we say that the
dimension of V is n and we write dim V' = n. We will leave the proof of the
following theorem as an exercise.

Teorema 20.15. Let V' be a vector space of dimension n.

1. If S ={v1,...,v,} is a set of linearly independent vectors for V', then S
s a basis for V.

2. If S ={v1,...,v,} spans V, then S is a basis for V.

3. If S = {v1,...,u} is a set of linearly independent vectors for V with
k < n, then there exist vectors vgy1,...,v, such that

{v1, - s Vky Ukt 1y - -+, Un}

is a basis for V.

Sage Muchos de los célculos en Sage, en diversos contextos algebraicos, se
basan en resolver problemas de algebra lineal. Por esta razon la funcionalidad
de Sage relativa al dlgebra lineal es extensa. Mas atn, se pueden usar estructura
como cuerpos finitos, para encontrar espacios vectoriales en nuevos contextos.

20.4 Exercises

1. If F is a field, show that F[z] is a vector space over F, where the vectors
in F[z] are polynomials. Vector addition is polynomial addition, and scalar
multiplication is defined by ap(x) for a € F.

2. Prove that Q(\/i) is a vector space.

3. Let Q(\@, \/§) be the field generated by elements of the form a + byv/2 +
cV/3 + dv/6, where a,b,c,d are in Q. Prove that Q(v/2,v/3) is a vector space
of dimension 4 over Q. Find a basis for Q(v/2,v/3).

4. Prove that the complex numbers are a vector space of dimension 2 over R.

5. Prove that the set P, of all polynomials of degree less than n form a sub-
space of the vector space F[z]. Find a basis for P, and compute the dimension
of P,.

6. Let F be a field and denote the set of n-tuples of F by F". Given vectors
u=(u1,...,up) and v = (v1,...,v,) in F™ and « in F, define vector addition
by

utv=_(ur,...,up)+ (v1,...,05) = (ug + 01, ..., U, +vy)

and scalar multiplication by
ou = a(uy,. .. u,) = (Quy,...,auy,).

Prove that F™ is a vector space of dimension n under these operations.



362 CAPITULO 20. VECTOR SPACES

7. Which of the following sets are subspaces of R3? If the set is indeed a
subspace, find a basis for the subspace and compute its dimension.

) 3z — 229 + 23 = 0}
) Al ): 3z +4a3 =0,2x1 — x9 + 23 = 0}
(c) {(w1,22,23) : x1 — 222 + 223 = 2}
) A( ) : 3z, — 223 = 0}

8. Show that the set of all possible solutions (z,,2) € R3 of the equations

Ax+By+Cz=0
Dx+Ey+Cz=0

form a subspace of R3.

9. Let W be the subset of continuous functions on [0,1] such that f(0) = 0.
Prove that W is a subspace of C[0,1].

10. Let V be a vector space over F. Prove that —(av) = (—a)v = a(—v) for
allao € FandallveV.

11. Let V be a vector space of dimension n. Prove each of the following
statements.

(a) If S ={vy,...,v,} is a set of linearly independent vectors for V', then S
is a basis for V.

(b) If S = {v1,...,v,} spans V, then S is a basis for V.

(¢) f S = {vy,...,v,} is a set of linearly independent vectors for V' with
k < n, then there exist vectors vg41,...,v, such that
{’Ulv <o Uk U415 - - - 7UTL}

is a basis for V.

12. Prove that any set of vectors containing O is linearly dependent.

13. Let V be a vector space. Show that {0} is a subspace of V' of dimension
Z€ro.

14. If a vector space V is spanned by n vectors, show that any set of m vectors
in V must be linearly dependent for m > n.

15. (Linear Transformations) Let V and W be vector spaces over a field F,
of dimensions m and n, respectively. If T': V' — W is a map satisfying

T(u+v) =T(u)+T(v)
T(av) = aT(v)
for all « € F and all u,v € V, then T is called a linear transformation from
V into W.

(a) Prove that the kernel of T, ker(T) = {v € V : T(v) = 0}, is a subspace
of V. The kernel of T is sometimes called the null space of T.

(b) Prove that the range or range space of T, R(V) = {w € W : T(v) =
w for some v € V'}, is a subspace of W.

(¢) Show that T': V' — W is injective if and only if ker(T") = {0}.
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(d) Let {v1,...,vx} be a basis for the null space of T. We can extend this
basis to be a basis {v1,..., Vg, Vgt1,.-.,0m} of V. Why? Prove that
{T(vk41)s---,T(vm)} is a basis for the range of T. Conclude that the
range of T" has dimension m — k.

(e) Let dimV = dim W. Show that a linear transformation 7 : V' — W is
injective if and only if it is surjective.

16. Let V and W be finite dimensional vector spaces of dimension n over a field
F. Suppose that T : V. — W is a vector space isomorphism. If {vy,...,v,} is
a basis of V, show that {T'(v1),...,T(v,)} is a basis of W. Conclude that any
vector space over a field F' of dimension n is isomorphic to F™.

17. (Direct Sums) Let U and V be subspaces of a vector space W. The sum
of U and V', denoted U + V, is defined to be the set of all vectors of the form
u+v, whereue U andveV.

(a) Prove that U +V and U NV are subspaces of W.

(b) HU+V =W and UNV =0, then W is said to be the direct sum. In
this case, we write W = U @ V. Show that every element w € W can be
written uniquely as w = u + v, where u € U and v € V.

(¢) Let U be a subspace of dimension k of a vector space W of dimension
n. Prove that there exists a subspace V of dimension n — k such that
W =U @ V. Is the subspace V unique?

(d) If U and V are arbitrary subspaces of a vector space W, show that

dim(U+V)=dimU +dimV — dim(U NV).

18. (Dual Spaces) Let V and W be finite dimensional vector spaces over a
field F.

(a) Show that the set of all linear transformations from V' into W, denoted
by Hom(V, W), is a vector space over F, where we define vector addition
as follows:

S(v) +T(v)
(@S)(v) = aS(v),

where S,T € Hom(V, W), a € F,and v € V.

(b) Let V be an F-vector space. Define the dual space of V to be V* =
Hom(V, F). Elements in the dual space of V' are called linear function-
als. Let vq,...,v, be an ordered basis for V. If v = aqv; + -+ + anv,
is any vector in V, define a linear functional ¢; : V' — F by ¢;(v) = «;.
Show that the ¢;’s form a basis for V*. This basis is called the dual basis

of v1,...,v, (or simply the dual basis if the context makes the meaning
clear).

(c) Consider the basis {(3,1),(2,—2)} for R?. What is the dual basis for
(R2)*?

(d) Let V be a vector space of dimension n over a field F' and let V** be the
dual space of V*. Show that each element v € V' gives rise to an element
Ap in V** and that the map v — A, is an isomorphism of V' with V**.
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20.6 Sage

Muchos célculos, en areas aparentemente muy diversas de las matematicas, se
pueden traducir en preguntas sobre combinaciones lineales, u otras areas de
algebra lineal. Por ende Sage tiene una extensa e importante implementacion
de topicos como los espacios vectoriales.

Espacios Vectoriales

La forma mas simple de crear u espacio vectorial es comenzando con un cuerpo
y usando un exponente para indicar el nimero de coordenadas de los vectores
en el espacio.

V = QQ"4; V

Vector space of dimension 4 over Rational Field

F.<a> = FiniteField(3%4)
W= F"5; W

Vector space of dimension 5 over Finite Field in a of size 3%4

Los elementos pueden ser obtenidos con el constructor de vectores.

v = vector(QQ, [1, 1/2, 1/3, 1/41); v

1, 172, 1/3, 1/4)

v in V

True

w = vector(F, [1, a*2, a“4, a*6, a*8]l); w

(1, a*2, a*3 + 1, a*3 + a*2 + a + 1, a*2 + a + 2)

w in W

True


http://linear.ups.edu/
http://linear.ups.edu/
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Notemos que los vectores se muestran con paréntesis, lo que ayuda a distin-
guirlos de las listas (pero se ven como tuplas). Los vectores se despliegan
horizontalmente, pues en Sage no existe la distincion entre “vector fila” y “vec-
tor columna”, pero una vez que aparezcan las matrices deberemos preocuparnos
de esta distincion. Finalmente, notemos como los elementos del cuerpo finito
han sido convertidos a una representacion diferente.

Una vez que tenemos espacios vectoriales llenos de vectores, podemos hacer
calculos con ellos. En dltima instancia, toda la accién en un espacio vectorial
se reduce a suma de vectores y multiplicacién por escalares, que juntas crean
combinaciones lineales.

u = vector(QQ, [ 1, 2, 3, 4, 5, 61)
v = vector(QQ, [-1, 2, -4, 8, -16, 321)
3xu - 2%v

(5, 2, 17, -4, 47, -46)

=
1

vector(F, [1, a*2, a*4, a*6, a"8])
vector (F, [1, a, 2xa, a, 11)
y = vector(F, [1, a*3, a“6, a9, a*12])
a’25%w + a”43*x + a*66*xy

x
1

(a*3 + a*2 + a + 2, a*2 + 2%a, 2%xa”3 + a*2 + 2, 2%a*3 + a2 +
a,
a"3 + 2%a*2 + a + 2)

Subespacios

Sage puede crear subespacios de diferentes formas, tales como en la craciéon de
los espacios de columnas o de filas de matrices. Pero la forma més directa es
comenzar con un conjunto de vectores y usarlos como conjunto generador.

= vector(QQ, [1, -1, 31)

= vector(QQ, [2, 1, -11)

vector (QQ, [3, o, 2])

= (QQ*3).subspace([u, v, wl); S

nw = < C
1

Vector space of degree 3 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:

L 1 0 2/3]

L 0 1 -7/31]

3xu - 6*%v + (1/2)*w in S

True

vector (QQ, [4, -1, -21) in S

False

Notemos que la informacion mostrada sobre S incluye una “matriz base.” Las
filas de esta matriz forman una base del espacio vectorial. Podemos ubtener la
base, como una lista de vectores (no como filas de una matriz), con el método
.basis().

S.basis ()
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L
(1, o, 2/3),
@, 1, -7/3)
]

Notemos que Sage convirtio el conjunto generador de dos vectores en una base
con dos vectores. Esto se debe en parte al hecho que el conjunto original de
vectores es linealmente dependiente, pero otro cambio mas sustantivo tuvo
lugar.

Este es un buen momento para discutir algo se las mateméticas que hacen
funcionar las rutinas de Sage. Un espacio vectorial sobre un cuerpo infinito,
como los reales o los racionales, es un conjunto infinito. Sin importar cuan
enorme parezca la memoria de un computador, siempre sera finita. Cémo hace
Sage para meter un conjunto infinito en una maquina finita? La idea principal
es que un espacio vectorial de dimension finita tiene un conjunto finito de
generadores, que conocemos como una base. Des esta manera, Sage lo dnico
que realmente necesita es conocer los elementos de una base (dos vectores en
el ejemplo anterior) para ser capaza de trabajar con la infinidad de posibles
elementos del subespacio.

Mas atn, para cualquier base asociada a un espacio vectorial, Sage calcula
combinaciones lineales para convertirla en otra base “estandar”. Esta nueva
base tiene la propiedad de que como columnas de una matriz, la matriz esta
en forma escalonada reducida. Usted lo puede apreciar en la matriz base de
arriba. La forma escalonada reducida de una matriz es tnica, de esta manera
la base estandar le permite a Sage reconocer cuando dos espacios vectoriales
son iguales. Acéd hay un ejemplo.

u = vector(QQ, [1, -1, 31)
v = vector(QQ, [2, 1, -11)
w = vector(QQ, [3, o, 2])
u+ v == w

True

S1 = (QQ*3).subspace([u, v, wl)
S2 = (QQ*3).subspace([u-v, v-w, w-ul)
S1 == S2

True

Como se puede sospechar, es facil determinar la dimensién de un espacio vec-
torial.

u vector (QQ, [1, -1, 3, 41)

v vector(QQ, [2, 1, -1, -21)

S = (Q0*4).subspace([u, v, 2%u + 3xv, -u + 2%xv])
S.dimension ()

Independencia Lineal

Hay diversas formas en Sage para determinar si un conjunto de vectores es
linealmente independiente, y para encontrar relaciones de dependencia lineal
si es que las hay. La técnica que mostraremos aca es un test simple para saber si
un conjunto de vectores es linealmente independiente o no. Simplemente use los
vectores como conjunto generador para un subespacio, y verifique la dimension
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de este subespacio. La dimension es igual al nimero de vectores en el conjunto
generador si y solo si el conjunto generador es linealmente independiente.

F.<a> = FiniteField(3%4)

u = vector(F, [a*i for i in range(o, 7, 1)1)
% vector(F, [a*i for i in range(o, 14, 2)1)
w = vector(F, [a*i for i in range(o, 21, 3)1)
S v
S

= (F*7).subspace([u, v, wl)
.dimension ()

S = (F*7).subspace([u, v, a*3xu + a*11%xv])
S.dimension ()

2

El primer conjunto de vectores, [u, v, w], es linealmente independiente, mien-
tras el segundo conjunto, [u, v, a*3%u + a*11xv], no lo es.

Espacios Vectoriales Abstractos

Sage implementa demasiados espacios vectoriales abstractos de forma directa,
tales como P,, el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a n.
Esto se debe en parte al hecho que un espacio vectorial de dimensién finita
sobre un cuerpo F es isomorfo al espacio vectorial F™. Por esto Sage captura
toda la funcionalidad de los espacios vectoriales de dimensioén finita, y le deja
al usuario realizar la conversion de acuerdo al isomorfismo (lo que puede ser
trivial con la eleccion de una base obvia).

Pero hay instancias en que anillos se comportan naturalmente como espacios
vectoriales y podemos aprovechar esta estructura adicional. Veremos mucho
mas sobre esto en los capitulos sobre cuerpos y teoria de Galois. Como un
ejemplo, los cuerpos finitos tienen un generador (uno) y las primeras potencias
del generador forman una base. Considere crear n espacio vectorial a partir de
los elementos de un cuerpo finito de orden 7% = 117 649. Como elementos de un
cuerpo dabemos que se pueden sumar, de manera que definiremos esta como
la suma en nuestro espacio vectorial. Para cualquier entero méd 7, podemos
multiplicar un elemento del cuerpo por el entero, asi es que definimos este
como nuestro producto por escalares. Mas adelante, estaremos seguros que
estas definiciones nos llevan a un espacio vectorial, pero créanos por ahora.
Aca algunas operaciones en nuestro espacio vectorial nuevo.

F.<a> = FiniteField(7"6)

u = 2*a”5 + 6%a*4 + 2xa*3 + 3%a”2 + 2%xa + 3
v = 4xa”5 + 4%a*4 + 4xa*3 + 6%a”2 + 5%a + 6
u + v

6xa*5 + 3xa*4 + 6%a’*3 + 2xa*2 + 2

4*u

a”5 + 3%¥a*4 + a*3 + 5%a”2 + a + 5

2%xu + 5%v

3*a*5 + 4%a”*4 + 3%a”*3 + a2 + a + 1
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Puede que esto le parezca muy parecido a la forma en que sumamos polinomios,
y los multiplicamos por escalares. Tendria razon, pero note que en esta con-
strucciéon de espacio vectorial, hemos ignorado por completo la posibilidad de
multiplicar dos elementos del cuerpo entre ellos. Como espacio vectorial con
escalares en Zr7, una base consiste de las primeras seis potencias del gener-
ador, {1, a, a®, @, a*, a®}. (Note como contar desde cero es natural en este
contexto.) Puede que haya notado que Sage consistentemente reescribe los el-
ementos del cuerpo como combinaciones lineales — ahora tenemos una buena
explicacion.

Acé esta lo que sabe Sage sobre un cuerpo finito como un espacio vectorial.
Primero, sabe que el cuerpo finito es un espacio vectorial, y cuél es el cuerpo
de escalares.

V = F.vector_space(); V

Vector space of dimension 6 over Finite Field of size 7

R = V.base_ring(); R

Finite Field of size 7

R == FiniteField(7)

True

V.dimension ()

6

Asi, el cuerpo finito (como espacio vectoril) es isomorfo al espacio vectorial
(Z7)8. Notemos que este no es un isomorfismo de anillos o de cuerpos ya que
no se hace cargo completamente de la multiplicacion de elementos, aunque ésta
es posible en el cuerpo.

Segundo, los elementos del cuerpo pueden ser convertidos facilmente en
elementos del espacio vectorial.

x = V(u); x

y = V(v); vy

(6, 5, 6, 4, 4, 4

Notemos que Sage escribe los elementos del cuerpo partiendo de las potencias
mayores del generador, mientras la base usada esta ordenada partiendo de las
potencias menores. Los siguientes calculos ilustran el isomorfismo que preserva
la estructura entre el cuerpo finito mismo y su interpretacién como el espacio
vectorial, (Z7)°.

V(u + v) == V(u) + V(v)
True

two = R(2)

V(two*xu) == twox*V(u)

True
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Algebra Lineal

Sage tiene mucha funcionalidad para algebra lineal de lo que hemos descrito o
de lo que necesitaremos en los siguientes capitulos. Cree espacios vectoriales
y vectores en ellos (con distintos cuerpos de escalares), y use la completacion
con TAB en estos objetos para ver la gran cantidad de métodos disponibles.

20.7 Ejercicios en Sage

1. Dados dos subespacios U y W de un espacio vectorial V, su suma U + W
puede ser definida como el conjunto U+ W ={u+w |u e U, we W}, en
otras palabras, el conjunto de todas las sumas posibles de un elemento de U y
un elemento de W.

Note que esto no es la suma directa del texto, ni corresponde al método
direct_sum() en Sage. Pero, es posible construir este subespacio en Sage como
sigue. Tome bases de U y W por separado, para definir listas de vectores.
Junte las dos listas usando el signo de suma entre ellas (esto concatena las lis-
tas). Ahora construya el subespacio suma creando el subespacio de V generado
por este conjunto, usando el método .subspace().

En el espacio vectorial (QQ*10) construya dos subespacios que cumplan que
(a) tengan dimension 5 o 6, y (b) tengan una interseccion de dimension 2.
Compare sus dimensiones individuales con las dimensiones de su intersecciéon
(UNW, .intersection() en Sage) y su suma U + W.

Repita el experimento con espacios vectoriales de dimensiéon 8, y con intersec-
ci6én tan pequena como sea posible. Conjeture una relacion entre estas cuatro
dimensiones basado en los resultados de sus experimentos.

2. Podemos construir un cuerpo en Sage que extienda los racionales agregando
una raiz cuarta de dos, Q[\4/§], con el comando F.<c> = QQ[2~(1/4)]. Este es un
espacio vectorial de dimension 4 sobre los racionales, con una base que consiste
de las primeras cuatro potencias de ¢ = v/2 (partiendo de la potencia cero).
El comando F.vector_space() le devolvera estos tres itemes en una tripleta (de
manera que tenga cuidado como usa esta salida para extraer lo que necesite).
La primera componente de la salida es un espacio vectorial sobre los racionales
que es isomorfo a F. La siguiente es un isomorfismo de espacios vectoriales
(una transformacion linea invertible) del espacio entregado al cuerpo, mientras
la tercera componente es un isomorfismo en la direcciéon opuesta. Estos dos
isomorfismo pueden ser usados como funciones. Note que este es un compor-
tamiento distinto al obtenido con el método .vector_space() aplicado a cuerpos
finitos. Construya ejemplos no triviales que muestren que estos isomorfismos
de espacios vectoriales se comportan como deben los isomorfismos.

3. Construya un cuerpo finito ' de orden p" en la forma usual. Luego con-
struya el grupo (multiplicativo) de todas las matrices invertibles (nonsingu-
lares) de m x m sobre este cuerpo con el comando G = GL(m, F) (“el grupo
lineal general”). ;Cual es el orden de este grupo? En otras palabras, encuentre
una expresion general para el orden de este grupo.

Su respuesta debiese ser en funcion de m, p y n. Explique su solucion en detalle
y verifique con ejemplos en Sage que su respuesta es correcta.

Ayudas: G.order() le ayudara a poner a prueba y verificar sus hipotesis. Ejem-
plos pequeiios en Sage (listando todos los elementos del grupo) pueden ayudar
a su intuicion—que es la razén de que esto sea un ejercicio en Sage. Pequenos
quiere decir matrices de 2 X 2 y 3 X 3 y cuerpos finitos con 2, 3,4, 5 elementos,
a lo sumo. Los resultados no dependen realmente de p y n, sino solo de p™.
Advierta que este grupo es interesante porque contiene representaciones de
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todas las transformaciones lineales invertibles del espapcio vectorial F™ en si
mismo.

4. ;Qué pasa si intentamos hacer algebra lineal sobre un anillo que no sea
un cuerpo? El objeto que méas se parece a un espacio vectorial, pero con esta
diferencia, se conoce como mddulo (no confundir con las congruencias modulo
algo). Usted puede obtener uno facilmente con una construcciéon como zz*3.
Ejecute la siguiente celda para crear un moédulo y un submodulo.

= Z7Z"3

M([1, o, @1)

= M([2, 2, 01)

M([o, o, 41)
M.submodule ([u, v, wl)

Z =< c X
|

Examine las bases y las dimensiones (es decir “rango”) del modulo y del submo-
dulo, y verifique si el médulo y el submodulo son iguales. ;Como se diferencia
esto de la situacion analoga para espacios vectoriales? ;Puede crear un tercer
mobdulo, P, que sea un subconjunto propio de M y que contenga propiamente a
N?

5. un cuerpo finito, F, de orden 5% es un espacio vectorial de dimensién 3 sobre
Zs. Supongamos que a es un generador de F'. Sea M cualquier matriz de 3 x 3
con coeficientes en Zs (cuidado aci, los elementos son del cuerpo de escalares,
no del espacio vectorial). Si convertimos un elemento x € F en un vector
(relativo a la base {1,a,a?}), entonces podemos multiplicarlo por M (con M
al lado izquierdo) para crear otro vector, que entonces podemos traducir en una
combinacion lineal de los elementos de la base, y por ende en otro elemento de
F. Esta funcién es un homomorfismo de espacios vectoriales, mejor conocido
como una transformacion lineal (implementeda con su representacion matricial
relativa a la base {1,a,a?}. Note que cada parte mas abajo se vuelve menos
general y mas especifica.

(a) Cree una matriz no-invertible R y dé ejemplos para mostrar que la funcion
descrita por R es un homomorfismode espacios vectoriales de F' en F'.

(b) Cree una matriz invertible M. La funcién ahora serd un homomorfismo
invertible. Determine la funcién inversa y dé ejemplos para verificar sus
propiedades.

(c) Como a es un generador del cuerpo, la funcién a +— a® puede ser exten-
dida a un homomorfismo de espacios vectoriales (i.e. una transformacion
lineal). Encuentre una matriz M que efectte esta transformacion lineal,
y de ahi determine que el homomorfismo es invertible.

(d) Ninguna de las tres partes anteriores utiliza las propiedades de la multipli-
cacion en el cuerpo. Pero la funcion de la tercera parte también preserva
la multiplicacion en el cuerpo, aunque esto puede no ser obvio en este mo-
mento. Estamos afirmando que esta tltima funcién es un automorfismo
de cuerpos, preservando tanto la suma como la multiplicacion. Dé un
ejemplo no-trivial de la propiedad de preservaciéon del producto de esta
funcion. (Esta es la funcion de Frobenius que sera discutida en mayor
detalle en el Capitulo 21.)



21

Cuerpos

Es natural preguntarse si cierto cuerpo F' esté contenido en un cuerpo mayor.
Pensemos en los niimeros racionales, que estdn contenidos dentro de los niimeros
reales, que a su vez estan contenidos dentro de los ntimeros complejos. También
podemos estudiar los cuerpos que se encuentran entre Q y R y preguntarnos
sobre la naturaleza de estos cuerpos.

Maés especificamente, si nos dan un cuerpo F' y un polinomio p(z) € F[x],
podemos preguntar si es posible, o no, encontrar un cuerpo F que contenga
F tal que p(z) se factorice en factores lineales sobre E[z]. Por ejemplo, si
consideramos el polinomio

p(x) = 2* — 52 +6

en Q[x], entonces p(z) se factoriza como (2% — 2)(2? — 3). Sin embargo, ambos
factores son irreducibles en Q[z]. Si queremos encontrar un cero de p(z),
debemos ir a un cuerpo mas grande. Ciertamente sirve el cuerpo de los nameros
reales, pues

p(x) = (& = V2)(x + V2)(z - V3)(z + V3).
Es posible encontrar un cuerpo menor en el que p(x) tiene un cero, por ejemplo
Q(V2) ={a+bV2:a,bcQ}.

Queremos ser capaces de calcular y estudiar tales cuerpos para polinomios
arbitrarios sobre un cuerpo F.

21.1 Extensiones de cuerpos

Un cuerpo E es una extension de cuerpos de un cuerpo F si F' es un
subcuerpo de E. El cuerpo F se llama cuerpo base. Escribimos F' C E.

Ejemplo 21.1. Por ejemplo, sea
F=QW2)={a+bV/2:a,bcQ}

y sea B = Q(ﬁ + \/3) el menor cuerpo que contiene Q y v/2 4+ v/3. Tanto E
como F' son extensiones de los numeros racionales. Afirmamos que F es una
extension del cuerpo F. Para ver esto, solo necesitamos mostrar que v/2 esta
en E. Como v2+ /3 estaen E, 1/(\/5—1— \/3) = /3 — /2 también debe estar
en E. Tomando combinaciones lineales de v/2 + /3 y V3 — \/5, encontramos
que tanto V2 como v/3 deben estar en F.

371
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Ejemplo 21.2. Seap(z) = 2?>+x+1 € Zs[z]. Como ni 0 ni 1 es una raiz de este
polinomio, sabemos que p(z) es irreducible sobre Zy. Construiremos una ex-
tension del cuerpo Zs que contenga un elemento « tal que p(a) = 0. Por el Teo-
rema 17.22, el ideal (p(z)) generado por p(z) es maximal; luego, Zs[x]/(p(z))
es un cuerpo. Sea f(z)+ (p(x)) un elemento arbitrario de Zs[z]|/(p(z)). Por el
algoritmo de la division,

flz) = (@ + 2 + 1)g(z) + r(2),
donde el grado de r(z) es menor al grado de 22 + = + 1. Por lo tanto,
flx)+ (2 +z+1) =r(x)+ (2 + 2 +1).

Las tnicas posibilidades para r(z) son entonces 0, 1, z, y 14+ . En consecuen-
cia, E = Zs[x]/(x® + z + 1) es un cuerpo con cuatro elementos y debe ser una
extension de Zo, que contiene un cero « de p(z). El cuerpo Zs(«) consiste de
los elementos

04+0a=0
14+0a=1
O+la=a«
1+la=1+a.

Notemos que o + a + 1 = 0; por lo que, si calculamos (1 + «)?,
l+a)l+a)=1+a+a+(a)?=a.

Otros calculos se realizan de forma similar. Resumimos estos resultados en las
siguientes tablas, que nos dicen como sumar y multiplicar elementos en F.

+ 0 1 « 1+«
0 0 1 « 14+«
1 1 0 1+« a
« o 1+« 0 1
l4+4a|l+a « 1 0

Cuadro 21.3: Tabla de sumas para Zg(«a)

0 1 « 14+«
0 0 0 0 0
1 0 1 le’ 14+«
« 0 «Q 1+« 1
1+4a |0 14+« 1 o

Cuadro 21.4: Tabla de productos para Zs(«)

El siguiente teorema, de Kronecker, es tan importante y béasico para nues-
tra comprension de los cuerpos que frecuentemente se conoce como Teorema
Fundamental de la Teoria de Cuerpos.
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Teorema 21.5. Sea F un cuerpo y sea p(x) un polinomio no constante en
F[z]. Entonces existe un cuerpo de extension E de F y un elemento o € E tal

que p(a) = 0.

DEMOSTRACION. Para demostrar este teorema, usaremos el método usado en
el Ejemplo 21.2. Claramente, podemos suponer que p(z) es un polinomio irre-
ducible. Queremos encontrar una extension E de F' que contenga un elemento
a tal que p(«) = 0. El ideal (p(z)) generado por p(z) es un ideal maximal en
F[z] por el Teorema 17.22; luego, F[z]/{p(z)) es un cuerpo. Afirmamos que
E = F[z]/{p(x)) es el cuerpo buscado.

Demostraremos primero que F es una extension de F. Podemos definir un
homomorfismo de anillos conmutativos ¢ : F — Flz]/(p(z)), donde ¢ (a) =
a+ (p(x)) para a € F. Es facil verificar que 1 es realmente un homomorfismo
de anillos. Observe que

P(a) +9(b) = (a+ (p(x))) + (b + (p(x))) = (a +b) + (p(z)) = P(a + )

P(a)y(b) = (a+ (p(2)))(b + (p(x))) = ab+ (p(x)) = P(ab).

Para demostrar que 9 es 1-1, supongamos que

a+ (p(x)) = ¥(a) = ¢(b) = b+ (p(x)).

Entonces a — b es un multiplo de p(x), dado que est4 en el ideal (p(z)). Como
p(z) es un polinomio no constante, la tinica posibilidad es que a — b = 0. Por
lo tanto, a = b y ¥ es inyectivo. Como 1 es 1-1, podemos identificar F' con el
subcuerpo {a + (p(z)) : a € F'} de E'y ver E como un cuerpo de extension de
F.

Nos falta demostrar que p(z) tiene un cero o € E. Sea a = z + (p(x)).
Entonces « estd en E. Si p(z) = ag + a1 + - - - + a,z™, entonces

p(@) = ap + ar(z + (p(x))) + - - + an(z + (p(2)))"
=ao + (az + (p(x))) + - + (anz" + (p(x)))
=ap+ a1z + -+ a2 + (p(x))
=0+ (p(2)).

Por lo tanto, hemos encontrado un elemento o € E = F[z]/(p(x)) tal que « es
un cero de p(z). O

Ejemplo 21.6. Sea p(x) = 2% + 2% + 1 € Zy[x]. Entonces p(z) tiene factores
irreducibles 22 + x + 1 y 2° + 2 + 1. Para un cuerpo de extension E de Zy tal
que p(r) tenga una raiz en E, podemos tomar E como Zs[x]/(z? +x + 1) o
como Zs|x]/(x® +x +1). Dejaremos de ejercicio mostrar que Zy[z]/(x® +x+1)
es un cuerpo con 22 = 8 elementos.

Elementos Algebraicos

Un elemento « en una extension de cuerpos E sobre F' es algebraico sobre F
si f(a) = 0 para algun polinomio no nulo f(x) € Flz]. Un elemento en E que
no es algebraico sobre F' es trascendente sobre F'. Un cuerpo de extension E
de un cuerpo F' es una extension algebraica de F si cada elemento en E es
algebraico sobre F. Si E es una extension de cuerpos de F'y aq, ..., «a, estan
contenidos en E, denotamos por F(aq,..., ;) al menor cuerpo que contiene
Fyai,...,an Si E= F(«a) para cierto a € E, entonces F es una extension
simple de F'.
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Ejemplo 21.7. Tanto v/2 como i son algebraicos sobre Q pues son ceros de los
polinomios 2 — 2 y 22 + 1, respectivamente. Claramente 7 y e son algebraicos
sobre los ntimeros reales; sin embargo, es un hecho que son trascendentes sobre
@Q. Numeros en R que sean algebraicos sobre Q son minoria. Casi todos los
ntimeros reales son trascendentes sobre Q.! (En muchos casos no se sabe si un
numero especifico es trascendente o no; por ejemplo aiin no se sabe si T+ e es
trascendente o algebraico.)

Un ntmero complejo que sea algebraico sobre QQ es un numero algebraico.
Un ndmero trascendente es un elemento de C que es trascendente sobre Q.

Ejemplo 21.8. Mostraremos que \/2 + /3 es algebraico sobre Q. Si o =
V2 4+ /3, entonces a? = 2 + /3. Por lo tanto, o> — 2 = V3 y (a? — 2)? =
3. Como o* — 4a® +1 = 0, debe ocurrir que o es un cero del polinomio
2t — 422 +1 € Q[x].

Es muy fécil dar un ejemplo de una extension de cuerpos E sobre un cuerpo
F', tal que F contenga un elemento trascendente sobre F'. El siguiente teorema
caracteriza las extensiones trascendentes.

Teorema 21.9. Sea E un cuerpo de extension de F y o € E. Entonces «
es trascendente sobre F si y solo si F(a) es isomorfo a F(z), el cuerpo de
fracciones de Fx].

DEMOSTRACION. Sea ¢, : F[x] — E el homomorfismo de evaluacion en a.
Entonces « es trascendente sobre F si y solo si ¢, (p(z)) = p(a) # 0 para todo
polinomio no constante p(x) € F[z]. Esto es verdadero si y solo si ker ¢, = {0};
es decir, es verdadero precisamente cuando ¢, es 1-1. Luego, F debe contener
una copia de F[z]. El menor cuerpo que contiene a F|x] es el cuerpo de
fracciones F'(x). Por el Teorema 18.4, E debe contener una copia de este
cuerpo. O

Tenemos una situacién mas interesante para el caso de las extensiones al-
gebraicas.

Teorema 21.10. Sea E wuna extension de un cuerpo F' y a € E con «
algebraico sobre F'. FEntonces hay un unico polinomio mdnico e irreducible
p(z) € Flz] tal que p(a) = 0. Si f(x) es otro polinomio en F[x]| tal que
f(a) =0, entonces p(x) divide a f(x).

DEMOSTRACION. Sea ¢, : F[z] — E el homomorfismo de evaluacion. El
nicleo de ¢, es un ideal principal generado por algin polinomio p(z) € F[z]
con grp(x) > 1. Sabemos que tal polinomio existe, pues F[z] es un dominio
de ideales principales y « es algebraico. El ideal (p(z)) consiste exactamente
de aquellos elementos de F[x] que tienen a o como cero. Si f(a) =0y f(x)
no es el polinomio nulo, entonces f(z) € (p(x)) y p(z) divide a f(x). Asi p(x)
es un polinomio de grado minimo que tiene a & como un cero. Cualquier otro
polinomio del mismo grado que se anule en « debe ser de la forma Sp(z) para
cierto g € F.

Supongamos ahora que p(z) = r(z)s(x) es una factorizacion de p(z) en
factores de grado menor. Como p(a) = 0, r(a)s(a) = 0; luego, r(a) = 0 o
s(a) = 0, lo que contradice el hecho de que p es de grado minimo. Por lo tanto,
p(zx) debe ser irreducible. O

1La probabilidad de que un niimero real elegido al azar en el intervalo [0, 1] sea trascen-
dente sobre los nimeros racionales es uno.
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Sea E una extension del cuerpo F'y o € F un elemento algebraico sobre
F'. El polinomio moénico tnico p(x) del teorema anterior se llama polinomio
minimal de « sobre F. El grado de p(z) es el grado de a sobre F.

Ejemplo 21.11. Sea f(z) = 22 — 2 y g(z) = 2* — 422 + 1. Estos son los
polinomios minimales de v/2 y v/2 + v/3, respectivamente.

Proposicion 21.12. Sea F una extension del cuerpo F' y a € E algebraico
sobre F. FEntonces F(a) = Flz]/{p(z)), donde p(zx) es el polinomio minimal
de a sobre F.

DEMOSTRACION. Sea ¢, : F[z] — E el homomorfismo de evaluaciéon. El
nicleo de esta funcion es (p(x)), donde p(x) es el polinomio minimal de o. Por
el Primer Teorema de Isomorfia de anillos, la imagen ¢, en E es isomorfa a
F(«) pues contiene tanto a F' como a . O

Teorema 21.13. Sea E = F(a) una extension simple de F, con « € E
algebraico sobre F'. Supongamos que el grado de o sobre F' es n. Entonces
todo elemento B € E puede ser expresado de forma unica como

B=by+ba+ - +b,_1a"!
conb; € F.

DEMOSTRACION. Dado que ¢, (Fz]) & F(«a), todo elemento en E = F(a)
debe ser de la forma ¢,(f(z)) = f(a), donde f(«) es un polinomio en « con
coeficientes en F'. Sea

p(x) = 2" + ap_12" "+ -+ ag

el polinomio minimal de «. Entonces p(«) = 0; luego,

Q" = —a,_ 10"t — - —ay.

Similarmente,

"t = aa”

= —ap_ 10" —ap_2a" ! — s — o

1

) —app™ T = —gpa

= _an—l(_an—la

Continuando de esta manera, podemos expresar cualquier monomio o™, m >
n, como combinacién lineal de potencias de o menores a n. Por lo tanto,
cualquier § € F(a) puede ser escrito como

B=bo+bia+-+b,_1a" "
Para mostrar la unicidad, supongamos que
B=by+bia+ -+b,1a" P =co+ca+-+cp1a"t
para b; v ¢; en F'. Entonces
g(x) = (bg —co) + (b1 —c))x 4+ (bp_1 — Cp_1)x™ !

esta en F[z] y g(a) = 0. Como el grado de g(x) es menor que el grado de p(z),
el polinomio irreducible de «, g(z) debe ser el polinomio nulo. Concluimos,

bo—co=br—c1=-=bp1 —cp_1=0,

es decir, b; = ¢; parai=0,1,...,n — 1. Hemos demostrado la unicidad. O
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Ejemplo 21.14. Como 2% + 1 es irreducible sobre R, (2% + 1) es un ideal
maximal en R[z]. Asi E = R[z]/(z? + 1) es una extension de cuerpos de R que
contiene una raiz de z2+1. Sea a = z+ (x? +1). Podemos identificar E con lo
nimeros complejos. Por Proposicion 21.12, E es isomorfo a R(a) = {a + ba :
a,b € R}. Sabemos que a? = —1 en E, dado que

A +1=(+ @ +1)2+ 1+ (2?2 +1))
=@+ 1)+ @ +1)
=0.

Luego, tenemos un isomorfismo de R(a) con C definido por la funciéon que
envia a + ba a a + bi.

Sea F una extension de un cuerpo F. Si consideramos E como un espacio
vectorial sobre F', entonces podemos usar toda la maquinaria de algebra lineal
para trabajar en problemas que encontremos en nuestro estudio de cuerpos.
Los elementos en el cuerpo E son vectores; los elementos en el cuerpo F' son
escalares. Podemos pensar en la adicién en £ como sumar vectores. Cuando
multiplicamos un elemento en E por un elemento de F', estamos multiplicando
un vector por un escalar. Este punto de vista para las extensiones de cuerpos
es especialmente fructifero si una extension F de F es un espacio vectorial
de dimension finita sobre F, y el Teorema 21.13 dice que F = F(«) es de
dimension finita sobre F' con base {1,a,a?,...,a" 1}

Si un cuerpo de extension E de un cuerpo F' es un espacio vectorial sobre
F' de dimension finita n, entonces diremos que E es una extension de grado
finito n sobre F. Escribiremos

[E: F]=n.
para indicar la dimensién de E sobre F.

Teorema 21.15. Toda extension finita E de un cuerpo F es una extension
algebraica.

DEMOSTRACION. Sea a € E. Como [E : F] = n, los elementos
la,...,«

no pueden ser linealmente independientes. Luego existen a; € F, no todos
cero, tales que
™ + ap_10™ V+ -+ aga+ag = 0.
Por lo tanto,
p(x) = apx"™ + -+ ag € Flx]

es un polinomio no nulo con p(«) = 0. O

Nota 21.16. Teorema 21.15 dice que toda extension finita de un cuerpo F es
una extension algebraica. Sin embargo, el reciproco es falso. Dejaremos como
un ejercicio demostrar que el conjunto de todos los elementos en R que son
algebraicos sobre Q forma una extension infinita de Q.

El siguiente es un teorema de conteo similar al Teorema de Lagrange en
teorfa de grupos. Teorema 21.17 probard una herramienta de gran utilidad en
nuestra investigacion de extensiones finitas de cuerpos.

Teorema 21.17. Si E es una extension finita de F', y K es una ezrtension
finita de E, entonces K es una extension finita de F y

[K:F)=[K:E|[FE:F]
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DEMOSTRACION. Sea {aj1,...,a,} una base para E como espacio vectorial
sobre F y sea {f1,...,Bm} una base para K como espacio vectorial sobre E.
Afirmamos que {®;8;} es una base para K sobre F. Probaremos primero
que estos vectores generan K. Sea u € K. Entonces u = Z;nzl bjB; v by =

i aijoy, donde b € E'y a;; € F. Entonces

u=>y_ <Z aijai> Bj = Zaij(aiﬁj)~

j=1 \i=1

Asi los mn vectores «;/3; generan K sobre F.

Debemos mostrar que los «;/3; son linealmente independientes. Recuerde
que un conjunto de vectores {vy,va,...,v,} en un espacio vectorial V es lin-
ealmente independiente si

civ1 +covg + - -+ cpu, =0
implica que
cp=cp=---=¢, =0.
Sea

u = Zcij(ozzﬂj) =0
i,

para c;; € F. Debemos demostrar que todos los ¢;;’s son cero. Podemos

reescribir « como
m n
E E cijai | B =0,

j=1 \i=1
donde ), ¢;ja; € E. Como los ; son linealmente independientes sobre F,
debe ser el caso que
n
Z Cij Q; = 0
i=1

para todo j. Sin embargo, los a; también son linealmente independientes sobre
F'. Por lo tanto, ¢;; = 0 para todo ¢ y 7, lo que completa la demostracion. [

El siguiente corolario se demuestra facilmente por induccion.

Corolario 21.18. Si F; son cuerpos parai=1,...,k y F;11 es una extension
finita de F;, entonces F} es una extension finita de Fy y

[Fk : Fl] = [Fk : kal] T [FQ : Fl]

Corolario 21.19. Sea E una extension de cuerpos de F. Si a € E es alge-
braico sobre F' con polinomio minimal p(x) y B € F(«) con polinomio minimal
q(x), entonces grq(x) divide a grp(zx).

DEMOSTRACION. Sabemos que grp(z) = [F(a) : F]y grq(z) = [F(B) : F].
Como F C F(B) C F(a),

[F(a): F] = [F(a) : F(B)I[F(B) : F]. 0

Ejemplo 21.20. Determinemos una extension de cuerpos de Q que contenga
V3 4+ /5. Es facil determinar que el polinomio minimal de V345 es zt —
1622 4 4. Se sigue que

[Q(V3++5):Q] =4

Sabemos que {1,v/3} es una base para Q(+/3) sobre Q. Luego, v/3 + /5 no
puede estar en Q(v/3). Se sigue que v/5 no puede estar en Q(v/3 ) tampoco. Por
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lo tanto, {1,/5 } es una base para Q(v/3,v5) = (Q(v/3))(v/5) sobre Q(+/3) y
{1, V3,v5,V3V5 = \/ﬁ} es una base para Q(v/3,vV5) = (@(\/34_ \/5) sobre

Q. Este ejemplo muestra que es posible que cierta extension F(ay, ..., a,) sea
realmente una extension simple de ' aunque n > 1.

Ejemplo 21.21. Calculemos una base para Q(3/5,v/51), donde v/5 es la raiz
cuadrada positiva de 5 y /5 es la raiz cubica real de 5. Sabemos que /51 ¢

Q(¥/5), asi es que
[Q(/5,v54) : Q(¥/5)] = 2.

Es facil determinar que {1,+/5i} es una base para Q(+v/5,v/51) sobre Q(+/5).
También sabemos que {1, ¥/5, (v/5)?} es una base para Q(¥/5 ) sobre Q. Luego,
una base para Q(+/5,v/51) sobre Q es

{1,v54,¥/5,(¥/5)2,(V/5)%, (V5)7i = 5354 o V5i}.

Notemos que /514 es un cero de 2% +5. Podemos demostrar que este polinomio
es irreducible sobre Q usando el Criterio de Eisenstein, con p = 5. Por lo tanto,

Qc Q(V5i) c Q(V/5,v54).

Pero debe ser el caso que Q(v/5i) = Q(v/5,v/51), dado que ambas son exten-
siones de grado 6.

Teorema 21.22. Sea E una extension de cuerpos de F. Entonces las sigu-
ientes afirmaciones son equivalentes.

1. E es una extension finita de F.

2. Existe un ndmero finito de elementos algebraicos aq,...,a, € E tales
que E = F(ay,...,ay).

3. Eziste una sucesion de cuerpos
E=F(ar,...,00n) D F(at,...,an_1) D+ D F(ay) D F,
donde cada cuerpo F(aq,...,q;) es algebraico sobre F(ay,...,a;_1).

DEMOSTRACION. (1) = (2). Sea E una extension algebraica finita de F. En-
tonces E es un espacio vectorial de dimensién finita sobre F' y hay una base

que consiste de elementos aq, ..., a, en E tales que F = F(ay,...,a,). Cada
«; es algebraico sobre F' por el Teorema 21.15.
(2) = (3). Supongamos que E = F(ay,...,q,), donde cada «; es alge-

braico sobre F'. Entonces
E=F(oq,...,0n) D F(a1,...,an_1) D -+ D F(ay) D F,

donde cada cuerpo F(ag,...,q;) es algebraico sobre F(aq,...,q;—1).
(3) = (1). Sea

E=F(oy,...,00) D F(a1,...,an-1) D -+ D F(ay) D F,
donde cada cuerpo F(ag,...,q;) es algebraico sobre F'(aq,...,a;—1). Como
Flay,...,a;) = Flaq,...,a;—1)(a;)
es una extension simple y «; es algebraico sobre F'(aq,...,q;—_1), se sigue que
[Flag,...,q;): Flag,...,q;—1)]

es finita para cada i. Por lo tanto, [E : F] es finita. O
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Clausura Algebraica

Dado un cuerpo F', surge la pregunta sobre si es posible encontrar un cuerpo
E tal que todo polinomio p(x) tenga una raiz en E. Esto nos lleva al siguiente
teorema.

Teorema 21.23. Sea E una extension de cuerpos de F. El conjunto de los
elementos en E que son algebraicos sobre F forma un cuerpo.

DEMOSTRACION. Sean «, 8 € F algebraicos sobre F'. Entonces F'(«, ) es una
extension finita de F. Como todo elemento de F(«, 3) es algebraico sobre F,
ax B, af, y a/f (B # 0) son todos algebraicos sobre F. Por lo tanto, el
conjunto de los elementos en E que son algebraicos sobre F' forma un cuerpo.

O

Corolario 21.24. El conjunto de todos los mumeros algebraicos forma un
cuerpo; es decir, el conjunto de todos los mimeros complejos que son alge-
braicos sobre Q constituye un cuerpo.

Sea E una extension de cuerpos de un cuerpo F. Definimos la clausura
algebraica de un cuerpo F' en E como el cuerpo que consiste de todos los
elementos en F que son algebraicos sobre F'. Un cuerpo F es algebraicamente
cerrado si todo polinomio no constante en F[x] tiene una raiz en F.

Teorema 21.25. Un cuerpo F es algebraicamente cerrado si y solo si todo
polinomio no constante en F|x] se factoriza en factores lineales sobre F[z].

DEMOSTRACION. Sea F' un cuerpo algebraicamente cerrado. Si p(x) € Flx]
es un polinomio no constante, entonces p(z) tiene una raiz en F', digamos .
Luego, © — « debe ser un factor de p(z) de manera que p(z) = (x — a)q1(x),
donde grq;(x) = grp(x) — 1. Continte este proceso con ¢;(x) para encontrar
la factorizacion
p(x) = (z — a)(z — B)gz(x),

donde grgs(x) = grp(x) — 2. Este proceso debe terminar en algin momento
pues el grado de p(z) es finito.

Reciprocamente, supongamos que todo polinomio no constante p(z) en F[x]
se factoriza como producto de factores lineales. Sea ax —b uno de esos factores.
Entonces p(b/a) = 0. Luego, F es algebraicamente cerrado. O

Corolario 21.26. Un cuerpo algebraicamente cerrado F' no tiene extensiones
algebraicas E con F # F.

DEMOSTRACION. Sea E una extension algebraica de F'; Entonces F' C E. Para
a € E| el polinomio minimal de a es x — «. Por lo tanto, « € Fy F=F. O

Teorema 21.27. Todo cuerpo F' tiene una unica clausura algebraica.

Es un hecho no trivial que todo cuerpo tenga una tinica clausura algebraica.
La demostracion no es demasiado dificil, pero requiere algunas herramientas
maés sofisticadas de teoria de conjuntos. El lector interesado puede encontrar
una demostracion de este hecho en [3], [4], o [8].

Enunciamos ahora el Teorema Fundamental del Algebra, demostrado por
primera vez por Gauss a los 22 anos de edad en su tesis doctoral. Este teorema
dice que todo polinomio con coeficientes en los numeros complejos tiene una
raiz en los niimeros complejos. La demostracion de este teorema se dara en el
Capitulo 23.

Teorema 21.28 (Teorema Fundamental del Algebra). El cuerpo de los niimeros
complejos es algebraicamente cerrado.
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21.2 Cuerpos de descomposicion

Sea F un cuerpo y p(z) un polinomio no constante en F|x]. Ya sabemos que
podemos encontrar una extensiéon de cuerpos de F' que contiene una raiz de
p(x). Sin embargo, quisiéramos saber si existe una extension E de F que
contenga todas las raices de p(z). En otras palabras, ;podemos encontrar
una extension de cuerpos de F' tal que p(z) se fatoriza como productos de
polinomios lineales? ;Cual es la “menor” extension que contiene todas las
raices de p(x)?

Sea F un cuerpo y p(z) = ag+ a1z + - - - + a,x™ un polinomio no constante
en F[z]. Una extension de cuerpos FE de F es un cuerpo de descomposicion
de p(z) si existen ag,...,q, en E tales que E = F(ag,...,a,) y

ple) = (z— an)(& — 0a) -+~ (z — o).

Un polinomio p(z) € F[z] se descompone en E si es producto de factores
lineales en E|x].

Ejemplo 21.29. Sea p(z) = z* + 222 —8 en Q[z]. Entonces p(x) tiene factores
irreducibles 22 — 2 y 22 + 4. Por lo tanto, el cuerpo Q(v/2,4) es un cuerpo de
descomposicion para p(z).

Ejemplo 21.30. Sea p(z) = 23 —3 en Q[z]. Entonces p(z) tiene una raiz en el
cuerpo Q(+/3). Sin embargo, este cuerpo no es un cuerpo de descomposicion
para p(z) pues las raices ctbicas complejas de 3,

— V3£ (V3)%
2 )

no estan en Q(V/3).

Teorema 21.31. Sea p(x) € Fx] un polinomio no constante. Entonces hay
un cuerpo de descomposicion E para p(x).

DEMOSTRACION. Procederemos por induccion sobre el grado de p(x). Sigrp(z)
1, entonces p(x) es un polinomio lineal y E = F. Supongamos que el teorema
es cierto para todos los polinomios de grado k con 1 < k < n y sea grp(z) = n.
Podemos suponer que p(x) es irreducible; de lo contrario, por la hipotesis de
induccién, estamos listos. Por el Teorema 21.5, hay un cuerpo K tal que p(x)
tiene una raiz o1 en K. Luego, p(z) = (z — a1)g(x), con g(x) € K|z]. Como
grq(z) = n—1, hay un cuerpo de descomposiciéon E D K para ¢(z) que contiene
los ceros aq, ..., a, de p(z) por la hipdtesis de inducciéon. Por lo tanto,

E=K(ag,...,an)=F(aq,...,a,)
es un cuerpo de descomposicion para p(zx). O

Surge ahora la pregunta sobre la unicidad del cuerpo de descomposicion.
Esta pregunta tiene respuesta afirmativa. Dados dos cuerpos de descomposi-
cion K y L de un polinomio p(x) € Flz], hay un isomorfismo de cuerpos
¢ : K — L que fija F. Para demostrar este resultado, comenzaremos con un
lema.

Lema 21.32. Sea ¢ : E — F un isomorfismo de cuerpos. Sea K una extension
de cuerpos de E y a € K algebraico sobre E con polinomio minimal p(x).
Supongamos que L es una extension de cuerpos de F tal que B es raiz del
polinomio en F[x] obtenido a partir de p(x) como imagen por ¢. Entonces ¢
se extiende a un tnico isomorfismo ¢ : E(a) — F(B) tal que ¢(a) = B y ¢
coincide con ¢ en E.
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DEMOSTRACION. Si p(z) tiene grado n, entonces por el Teorema 21.13 pode-
mos escribir cualquier elemento en E(a) como combinacion lineal de 1, v, ... ,a" 1.
Por lo tanto, el isomorfismo que buscamos debe ser

ag + ara+ -+ ap_1a") = (ag) + dplar) B+ - -+ + d(an—1)8" ",

donde
1

ap+ara+ -+ ap_1a""
es un elemento en F(a). El hecho de que ¢ sea un isomorfismo se podria veri-
ficar de forma directa; sin embargo, es mas facil notar que ¢ es una composicion
de funciones que ya sabemos que son homomorfismos.
Podemos extender ¢ a un isomorfismo de F[x] a F[z], que también deno-
taremos por ¢, haciendo

dlag +arx 4 - + apa™) = ¢(ag) + plar)r + - + d(an)z".

Esta extensién coincide con el isomorfismo original ¢ : E — F, pues los
polinomios constantes son enviados a polinomios constantes. Por hipoétesis,
o(p(x)) = q(x); luego, ¢ envia (p(x)) en (g(x)). Por lo tanto, tenemos un
isomorfismo ¢ : Elz]/{(p(z)) — F|x]/{(g(x)). Por la Proposiciéon 21.12, tenemos
isomorfismos o : Elx]/(p(z)) — E(a) y 7 : Flz]/{(q(z)) — F(5), definidos
por evaluacién en o y 3, respectivamente. Por lo tanto, ¢ = 7o' es el
isomorfismo requerido.

Blal)(p(a) — Flal/(q())

Ba) -2 R

E — F

Dejamos la demostraciéon de la unicidad como ejercicio. O

Teorema 21.33. Sea ¢ : E — F un isomorfismo de cuerpos y sea p(x) un
polinomio no constante en E[z] y q(x) el correspondiente polinomio en Fx]
bajo el isomorfismo. Si K es un cuerpo de descomposicion para p(x) y L es un
cuerpo de descomposicion para q(x), entonces ¢ se extiende a un isomorfismo
Vv: K — L.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccion en el grado de p(z). Podemos
suponer que p(z) es irreducible sobre E. Por lo tanto, ¢(z) también es ir-
reducible sobre F. Si grp(x) = 1, entonces por la definicion de cuerpo de
descomposicion, K = E'y L = F y no hay nada que demostrar.

Supongamos que el teorema vale para todos los polinomios de grado menor
a n. Como K es un cuerpo de descomposiciéon para p(z), todas la raices de
p(z) estan en K. Digamos que « es una de esas raices, tal que £ C E(a) C K.
De forma similar, podemos encontrar una raiz 8 de ¢(z) en L tal que F C
F(B) C L. Por el Lema 21.32, hay un isomorfismo ¢ : E(a) — F(3) tal que

#(a) = By ¢ coincide con ¢ en E.
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K L

.
|

i -k

E(a)
F

E
Escribamos ahora p(z) = (z—a) f(x) y ¢(z) = (z—8)g(x), donde los grados
de f(z) y g(x) son menores a los grados de p(z) y ¢(x), respectivamente. La
extension K es un cuerpo de descomposicion para f(z) sobre E(«), y L es un
cuerpo de descomposicion para g(z) sobre F(3). Por la hipotesis de induccion
hay un isomorfismo 1 : K — L tal que 1 coincide con ¢ en F(«a). Luego, hay
un isomorfismo ¢ : K — L tal que 1 coincide con ¢ en E. O

Corolario 21.34. Sea p(z) un polinomio en F[z]. Entonces hay un cuerpo de
descomposicion K para p(x) que es dnico salvo isomorfismo.

21.3 Construcciones Geomeétricas

En la antigua Grecia, se propusieron tres problemas clasicos. Estos problemas
son de naturaleza geométrica e involucran construcciones con regla y compas
de lo que ahora constituye la geometria que se ensena en el colegio; es decir,
solamente tenemos derecho a usar una regla y un compas para resolverlos. Los
problemas pueden ser planteados como sigue.

1. Dado un &ngulo arbitrario, ;jpuede éste ser trisecado usando solamente
regla y compéas?

2. Dado un circulo arbitrario, ;puede construirse un cuadrado de la misma
area usando solamente regla y compas?

3. Dado un cubo, ;puede construirse la arista de otro cubo cuyo volumen
sea el doble del original usando solamente regla y compas?

Después de aproblemar a los mateméticos durante mas de dos mil anos, final-
mente se ha demostrado que cada una de estas construcciones es imposible.
Usaremos la teoria de cuerpos para dar una demostraciéon de que las soluciones
no existen. Es bastante sorprendente que las soluciones largamente buscadas
a estos tres problemas finalmente se encuentren en el algebra abstracta.

En primer lugar, determinemos més especificamente lo que queremos decir
con una regla y un compas, y examinemos ademaés la naturaleza de estos prob-
lemas un poco mas en profundidad. Para empezar, la regla permitida no tiene
marcas. No podemos medir distancias arbitrarias con esta regla. Es solamente
una herramienta para trazar la recta que pasa por dos puntos. La afirmacion
de la imposibilidad de trisecar un angulo arbitrario significa que existe al menos
un angulo que no se puede trisecar con regla y compés. Ciertamente algunos
angulos particulares si se pueden trisecar. Podemos construir un dngulo de 30°;
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por lo tanto, es posible trisecar un dngulo de 90°. Sin embargo, mostraremos
que es imposible construir un dngulo de 20°. Por lo tanto, no podemos trisecar
un angulo de 60°.

Numeros Constructibles

Un ntmero real o es constructible si podemos construir un segmento de
longitud |a| en un namero finito de pasos a partir de un segmento de longitud
uno usando regla y compés exclusivamente.

Teorema 21.35. El conjunto de todos los nimeros reales constructibles forma
un subcuerpo F' del cuerpo de los numeros reales.

DEMOSTRACION. Sean « y f nimeros constructibles. Debemos mostrar que
a+B,a—08, a8,y a/B (8 # 0) también son nimeros constructibles. Podemos
suponer que tanto o como /3 son positivos con o > (. Es bastante claro
como construir a + § y a — 3. Para encontrar un segmento de longitud a3,
supondremos que 8 > 1 y construiremos el tridngulo de la Figura 21.36 de
manera que los tridngulos AABC y AADE sean semejantes. Como a/1 =
x /0, el segmento x tiene longitud a8. Una construccion similar se puede hacer
si 8 < 1. Dejaremos como ejercicio mostrar que el mismo tridngulo puede ser

usado para construir a/f si 8 # 0. O
D
8 B
1
A = ¢ E

L J
f z !
Figura 21.36: Construccion de productos

Lema 21.37. Si o es un nudmero constructible, entonces \/a es un nimero
constructible.

DEMOSTRACION. En la Figura 21.38 los triangulos AABD, ABCD,y AABC

son semejantes; luego, 1/z = z/a, y 22 = a. 0
B
x
1 @
A D C

Figura 21.38: Construccion de raices
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Por el Teorema 21.35, podemos localizar en el plano cualquier punto P =
(p,q) que tenga coordenadas racionales p y g. Necesitamos saber qué otros
puntos pueden ser construidos con regla y compas a partir de los puntos de
coordenadas racionales.

Lema 21.39. Sea F' un subcuerpo de R.

1. Siuna recta contiene dos puntos con coordenadas en F', entonces satisface
la ecuacion ax +by+c=0, cona, b, ycen F.

2. Si una circunferencia tiene su centro en un punto con coordenadas en F
y su radio también estd en F, entonces satisface la ecuacion z? + y? +
dr+ey+ f=0,cond, e, yfenkF.

DEMOSTRACION. Sean (1,y1) y (22, y2) puntos en una recta con 21, yi, T2, Y2
en F. Si x;y = x5, entonces una ecuacién de la recta que pasa por los dos
puntos es x — x1 = 0, que tiene la forma azx + by + ¢ = 0. Si x1 # x2, entonces
una ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos es

Y=y = <M> (z — 21),

T2 — X1

que también puede ser puesta en la forma buscada.

Para demostrar la segunda parte del lema, supongamos que (z1,y1) es
el centro de una circunferencia de radio r. Entonces una ecuacién para la
circunferencia es

(z—21)* +(y—y)* —r? = 0.

Esta ecuacion puede ser facilmente puesta en la forma buscada. O

Empezando por un cuerpo de ntimeros constructibles F', tenemos tres posi-
bilidades para construir puntos adicionales en R? usando regla y compas.

1. Para encontrar puntos, posiblemente nuevos, en R?, podemos tomar la
interseccion de dos rectas, cada una de las cuales pasa por dos puntos
cuyas coordenadas estédn en F.

2. La interseccién de una recta que pasa por dos puntos cuyas coordenadas
estan en I’y un circulo cuyo centro tiene sus coordenadas en F' con radio
de longitud en F nos podra dar nuevos puntos en R?.

3. Podemos obtener nuevos puntos en R? intersectando dos circulos cuyos
centros tengan coordenadas en F' y cuyos radios tengan longitudes en F'.

El primer caso no entrega nuevos puntos en R, pues la solucién de un sistema
de dos ecuaciones de la forma ax + by 4+ ¢ = 0 con coeficientes en F' siempre
estard en F. El tercer caso se puede reducir al segundo. Sean

Py rdir ey +fi=0
22+ P +dox+eay+ fo =0

las ecuaciones de dos circulos, con d;, e;, v f; en F para i = 1,2. Estos circulos
tienen la misma interseccién que el circulo

2+ +diz+eix+ f1 =0

y la recta
(dy —da)x +b(ez —e1)y + (fa — f1) = 0.
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La ultima ecuaciéon corresponde a la cuerda que pasa por los puntos de in-
terseccion de los dos circulos (cuando estos puntos existen). Por lo tanto, la
interseccion de dos circulos puede ser reducida al caso de la interseccién de una
recta con un circulo.

Considerando el caso de la interseccion de una recta con un circulo, debemos
determinar la naturaleza de las soluciones del sistema de ecuaciones

ar+by+c=0
2?4+ +de+ey+ f=0.
Si eliminamos y de estas ecuaciones, obtenemos una ecuaciéon de la forma

Az?2 + Bx +C = 0, con A, B, y C en F. La coordenada z del punto de
interseccién esta dada por

. —B++vB2—4AC
- 24

y esta en F[\/a], con @ = B? — 4AC > 0. Hemos demostrado el siguiente
lema.

Lema 21.40. Sea F un cuerpo de nimeros constructibles. Entonces los puntos
determinados por la interseccion de circulos y rectas en F estan en el cuerpo

F[\/a] para algin o en F.

Teorema 21.41. Un numero real o es un niumero constructible si y solo si
hay una sucesion de cuerpos

Q=FCckh C---Cky

tales que F; = F;_1(\/a;) con «; € F; y a € Fy,. En particular, hay un entero
k> 0 tal que [Q(a) : Q] = 2.

DEMOSTRACION. La existencia de los F; y de los «; es una consecuencia directa
del Lema 21.40 y el hecho de que

[Fr: Q| = [Fr: Fp—1][Fr_1: Fx_o]---[F1 : Q] = 2F. O

Corolario 21.42. FEl cuerpo de todos los niimeros constructibles es una exten-
sion algebraica de Q.

Como podemos ver con el cuerpo de los numero constructibles, no toda
extension algebraica de un cuerpo es una extension finita.

Duplicando el cubo y cuadrando el circulo

Estamos listos para investigar los problemas cléasicos de duplicaciéon del cubo
y de la cuadratura del circulo. Podemos usar el cuerpo de los ntmeros con-
structibles para determinar exactamente cuando una construccién geométrica
particular es posible.

Duplicar el cubo es imposible Dada la arista de un cubo, es imposible
construir la arista de un cubo del doble de su volumen usando tnciamente
regla y compéas. Digamos que el cubo original tiene una arista de longitud 1 y,
por lo tanto, su volumen es 1. Si pudiéramos construir un cubo de volumen 2,
entonces la arista de este nuevo cubo tendria longitud /2. Sin embargo, /2
es un cero del polinomio irreducible z3 — 2 sobre Q; luego,

[Q(V2): Q=3

Esto es imposible, pues 3 no es una potencia entera de 2.
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Cuadrando el circulo Supongamos que tenemos un circulo de radio 1.
El area del circulo es 7; por lo tanto, debemos ser capaces de construir un
cuadrado de lado /7. Esto es imposible pues 7 y por lo tanto /7 son ambos
trascendentes. Por lo tanto no se puede construir un cuadrado de la misma
area de un circulo usando regla y compas.

Trisecando un Angulo

Trisecar un dngulo arbitrario es imposible. Demostraremos que es imposible
construir un angulo de 20°. Por lo tanto, un angulo de 60° no puede ser
trisecado. Primero obtendremos la formula del coseno para el angulo triple:

cos 30 = cos(20 + 0)
= cos 26 cos — sin20sin b
= (2cos?0 — 1) cosf — 2sin? A cos b
= (2cos?0 — 1) cos§ — 2(1 — cos® ) cos O

=4cos® 0 — 3cos .

El adngulo 6 pude ser construido si y solo si a = cos# es constructible. Sea
6 = 20°. Entonces cos30 = cos60° = 1/2. Por la formula del coseno del
angulo triple,

1
4a0® —3a = —.
107 (0] 5

Por lo tanto, o es una raiz de 82 — 6z — 1. Este polinomio no tiene factores
en Zlz], y por lo tanto es irreducible sobre Q[z]. Luego, [Q(a) : Q] = 3.
Concluimos que «a no es un nimero constructible.

Sage Las extensiones del cuerpo de los nimeros racionales son objetos cen-
trales en el estudio de teoria de nimeros, de manera que con los origenes de
Sage en esta disciplina, no es ninguna sorpresa que los cuerpos y las extensiones
de los racionales estén extensamente implementados. Sage también contiene
una implementacién del cuerpo de todos los ntameros algebraicos, con repre-
sentaciones exactas.

Nota Historica

La Teoria Algebraica de ntimeros usa las herramientas del algebra para resolver
ciertos problemas en teoria de nameros. La teoria algebraica de ntiimeros mod-
erna comenzo con Pierre de Fermat (1601-1665). Ciertamente es posible encon-
trar muchos enteros positivos que satisfagan la ecuacién 22 + y? = 22; Fermat
conjecturd que la ecuacion ™ + y™ = z™ no tiene soluciones enteras positivas
sin > 3. En su copia de la traduccion latina del libro Arithmetica de Diofanto
afirmé que habia encontrado una demostracién maravillosa de este teorema,
pero que el margen del libro era muy angosto para conternerla. Basado en tra-
bajos de otros matemaéticos, fue Andrew Wiles quien finalmmente pudo probar
el Ultimo Teorema de Fermat en los 90°. El logro de Wiles fue destacado en la
primera plana del New York Times.

Intentos de demostrar el Ultimo Teorema de Fermat han llevado a contribu-
ciones importantes a la teorfa algebraica de nimeros de parte de matematicos
tan notables como Leonhard Euler (1707-1783). Avances significativos en la
comprension del Ultimo Teorema de Fermat fueron hechos por Ernst Kummer
(1810-1893). Leopold Kronecker, un alumno de Kummer (1823-1891), se con-
virtié en uno de los pricipales algebristas del siglo XIX. La teoria de ideales de
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Kronecker y su estudio de teoria algebraica de nimeros contribuy6é mucho a la
comprension de los cuerpos.

David Hilbert (1862-1943) y Hermann Minkowski (1864-1909) estan en-
tre los matematicos que lideraron el drea a comienzos del siglo XX. Hilbert y
Minkowski trabajaban en la Universidad de Gottingen en Alemania. Gottin-
gen fue uno de los méas importantes centros de investigacion en matemaéticas
durante los ultimos dos siglos. El gran ntimero de matematicos excepcionales
que estudiaron alli incluye a Gauss, Dirichlet, Riemann, Dedekind, Noether y
Weyl.

André Weil contesto preguntas en teoria de niimeros usando geometria al-
gebraica, un area de las matematicas que estudia geometria estudiando anillos
conmutativos. Desde 1955 hasta 1970, Alexander Grothendieck dominé el area
de la geometria algebraica. Pierre Deligne, un alumno de Grothendieck, re-
solvi6 varias de las conjeturas de Weil en teoria de nimeros. Una de las mas
recientes contribuciones al algebra y a la teoria de niimeros es la demostracion
por parte de Gerd Falting de la conjetura de Mordell-Weil . Esta conjetura
de Mordell y Weil esencialmente dice que ciertos polinomios p(x,y) en Z[z, y]
tienen solamente un ntmero finito de soluciones enteras.

21.4 Ejercicios

1. Muestre que cada uno de los siguientes niimeros es algebraico sobre Q en-
contrando su polinomio minimal sobre Q.

(a) \/1/3+ V7
(b) V3+ V5
(c) V3+V2i
(d) cosf +isinf for = 2 /n with n € N

)

(e\/m

2. Encuentre una base para cada una de las siguientes extensiones de cuerpos.
;Cual es el grado de esta extensioén?

(a) Q(v/3,v6) sobre Q
(\Sﬁ, \3/5) sobre Q
(v/2,1) sobre Q
(v/3,v/5,V/7) sobre Q
(v2,V2) sobre Q
(V8) sobre Q(v2)
(i,V/2 +1i,4/3 + i) sobre Q
(v/24/5) sobre Q(v/5)

(i) Q(v2,V6+ v10) sobre Q(v3+v/5)

3. Encuentre el cuerpo de descomposiciéon de cada uno de los siguientes poli-
nomios.

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

(a) z* — 1022 + 21 sobre Q (c) 23 + 2z + 2 sobre Z3
(b) 2%+ 1 sobre Q (d) x® — 3 sobre Q

4. Considere el cuerpo de extension Q(+v/3,4) sobre Q.
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(a) Encuentre una base para el cuerpo de extension Q(+/3,i) sobre Q. Con-
cluya que [Q(v/3,1) : Q] = 8.

(b) Encuentre todos los subcuerpos F de Q(v/3,1) tal que [F : Q] = 2.

(c) Encuentre todos los subcuerpos F de Q(+v/3,1) tal que [F : Q] = 4.

5. Demuestre que Zo[z]/{z3 + 2 + 1) es un cuerpo con 8 elementos. Construya

una tabla de multiplicaciéon para el grupo multiplicativo del cuerpo.

6. Demuestre que el poligono regular de 9 lados no es constructible con regla
y compas, pero el de 20 lados si es constructible.

7. Demuestre que el coseno de un grado (cos 1°) es algebraico sobre Q pero no
es constructible.

8. ;Se puede construir un cubo con tres veces el volumen de un cubo dado?

9. Demuestre que Q(v/3,v/3,V/3,...) es una extension algebraica de Q pero
no es una extension finita.

10. Demuestre o refute: 7 es algebraico sobre Q(73).

11. Sea p(z) un polinomio no constante de grado n en F[z]. Demuestre que
existe un cuerpo de descomposicion F para p(x) tal que [E : F] < nl.

12. Demuestre o refute: Q(v/2) = Q(v/3).

13. Demuestre que los cuerpos Q(+v/3) and Q(+v/34) son isomorfos pero no
iguales.

14. Sea K una extension algebraica de F, y F una extension algebraica de
F. Demuestre que K es algebraico sobre F. [Cuidado: No suponga que las
extensiones son finitas.]

15. Demuestre o refute: Z[z]/(x® — 2) es un cuerpo.

16. Sea F' un cuerpo de caracteristica p. Demuestre que p(z) = zP — a es
irreducible o se descompone completamente en F'.

17. Sea F la clausura algebraica de un cuerpo F. Demuestre que todo poli-
nomio p(x) en F[z] se descompone completamente en E.

18. Si todo polinomio irreducible p(z) en F[z] es lineal, demuestre que F' es
un cuerpo algebraicamente cerrado.

19. Demuestre que si a y [ son numeros constructibles tales que 8 # 0,
entonces también lo es a/f.

20. Demuestre que el conjunto de todos los elementos en R que son algebraicos
sobre Q forma una extension de cuerpos de Q que no es finita.

21. Sea E una extension algebraica de un cuerpo F', y sea ¢ un automorfismo
de F que fija F. Sea a € E. Demuestre que ¢ induce una permutacién del
conjunto de ceros del polinomio minimal de a que estén en E.

22. Muestre que Q(\/g, \ﬁ) = @(\/3 + \ﬁ) Extienda su demostraciéon para
demostrar que Q(v/a, vb) = Q(v/a + v/b), donde med(a, b) = 1.

23. Sea F una extension finita de un cuerpo F. Si [E : F] = 2, demuestre que
E es un cuerpo de descomposicion sobre F' para algtn polinomio f(x) € F[z].

24. Demuestre o refute: Dado un polinomio p(z) en Zg[z], es posible construir
un anillo R tal que p(x) tiene una raiz en R.
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25. Sea F una extension de F'y a € E. Determine [F(a) : F(a?)].

26. Sean «, 3 trascendente sobre Q. Pruebe que al menos uno de a8y a + 8
también es trascendente.

27. Sea F una extension de cuerpos de F'y sea o € E trascendente sobre F.
Demuestre que cada elemento en F'(a) que no estd en F' también es trascen-
dente sobre F'.

28. Sea « una raiz de un polinomio irreducible p(z) € F[z], con grp = n.
Demuestre que [F(a) : F] =n.
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21.6 Sage

En Sage, y otros lugares, una extension de los racionales se llama “cuerpo de
ntmeros.” Los cuerpos de nimeros estan entre la caracteristicas més consoli-
dadas de Sage.

Cuerpos de ntimeros

Hay varias formas de crear un cuerpo de nimeros. Estamos familiarizados con
la sintaxis donde adjuntamos un ntmero irracional que podamos describir con
combinaciones de raices y operaciones aritméticas.

M.<a> = QQ[sqrt(2)+sqrt(3)1; M

Number Field in a with defining polynomial x*4 - 10*xx%*2 + 1

Podemos también especificar el elemento que deseamos adjuntar como una raiz
de un polinomio irreducible. Una posibilidad es construir primero el anillo de
polinomios de manera que el polinomio tenga la ubicacion de sus coeficientes
determinada de forma explicita.

F.<y> = QQ[]
P = y*3 - 1/4xy*2 - 1/16%xy + 1/4
p.is_irreducible ()
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True

N.<b> = NumberField(p, 'b'); N

Number Field in b with
defining polynomial y*3 - 1/4xy*2 - 1/16*xy + 1/4

En lugar de construir todo el anillo de polinomios, podemos simplemente in-
troducir una variable como el generador de un anillo de polinomios y luego
crear los polinomios a partir de esta variable. Esto nos libera de ponerle un
nombre al anillo de polinomios. Note que en este ejemplo ambas instancias de
z son necesarias.

z = polygen(QQ, 'z")
q = z"3 - 1/4%xz*2 - 1/16%z + 1/4
q.parent ()

Univariate Polynomial Ring in z over Rational Field

P.<c> = NumberField(q, 'c'); P

Number Field in c¢ with
defining polynomial z*3 - 1/4xz*2 - 1/16xz + 1/4

Podemos recuperar el polinomio usado para definir un cuerpo de ntmeros,
incluso si fue construido con la especificaciéon de un elemento irracional. En
este caso, el polinomio corresponde al polinomio minimal del elemento.

M.polynomial ()

x*4 - 10%x*2 + 1

N.polynomial ()

y*3 - 1/4%xy*2 - 1/16xy + 1/4

Para cualquier elemento de un cuerpo de ntimeros, Sage es capaz de calcular
su polinomio minimal.

elemento = -b*2 + 1/3xb + 4
elemento.parent ()

Number Field in b with
defining polynomial y*3 - 1/4xy*2 - 1/16*xy + 1/4

r = elemento.minpoly('t'); r

t*3 - 571/48%t*2 + 108389/2304*t - 13345/216

r.parent ()

Univariate Polynomial Ring in t over Rational Field

r.subs(t=elemento)

0

Reemplazar el elemento en su presunto polinomio minimal y obtener 0 no es
evidencia suficiente para demostrar que es realmente el polinomio minimal,
pero al menos es tranquilizador.
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Cuerpos de Nuimeros Absolutos y Relativos

En Sage podemos adjuntar varios elementos de forma simultanea y podemos
crear torres anidadas de cuerpos de ntimeros. Sage usa el término “absoluto”
para referirse a un cuerpo de ntmeros como una extension de los racionales, y
el término “relativo” para referirse a un cuerpo de nimeros construido, o visto,
como una extension de otro cuerpo de nimeros (no trivial).

A.<a,b> = QQ[sqrt(2), sqrt(3)]
A

Number Field in sqrt2 with defining polynomial x*2 - 2 over
its base field

B = A.base_field(); B

Number Field in sqrt3 with defining polynomial x*2 - 3

A.is_relative()

True

B.is_relative ()

False

El cuerpo de niimeros A fue construido como lo que escribirfamos Q C Q[v/3] C
Q[\/?:, \/5] Notemos la ligera diferencia en el orden de los elementos adjun-
tados, y notemos como los cuerpos de numeros utilizan nombres internos algo
mas sofisticados (sqrt2, sqrt3) para los nuevos elementos.

Podemos “aplanar” un cuerpo relativo para verlo como un cuerpo absoluto,
lo que podria haber sido nuestra intenciéon desde el comienzo. Aqui crearemos
un nuevo cuerpo de numeros a partir de A que lo hace un cuerpo de niimeros
absoluto.

C.<c> = A.absolute_field()
C

Number Field in c¢ with defining polynomial x%*4 - 10*x%*2 + 1

Una vez que construimos un cuerpo de nimeros absoluto de esta manera, pode-
mos recuperar isomorfismos hacia y desde el cuerpo absoluto. Recordemos que
nuestra torre fue construida por generadores a y b, mientras la torre aplanada
es generada por c. El método .structure() entrega dos funciones, con el cuerpo
absoluto como dominio y codominio (en este orden).

fromC, toC = C.structure()
fromC(c)

sqrt2 - sqrt3

toC(a)

1/2%c*3 - 9/2%c

toC(b)

1/2xc*3 - 11/2%c
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Esto nos dice que el generador, ¢, es igual a v/2 — v/3, y que, tanto v/2 como
/3 pueden ser expresadas como funciones polinomiales de c. Con estas conex-
iones, le sugerimos desarrollar a mano las dos expresiones finales en c, y de esa
manera apreciar mejor el trabajo que Sage hace al determinarlas por nosotros.
Este calculo es un ejemplo de la conclusién del Teorema 23.12 que viene a
continuacion.

Muchos de los métodos para cuerpos de niimeros tienen tanto una version
absoluta como una relativa, y segin lo que queramos hacer, serd mas cémodo
trabajar en la torre o en la versién plana, de manera que los isomorfismos
entre ambas serdn de gran valor para traducir tanto las preguntas como las
respuestas.

Como espacio vectorial sobre QQ, o sobre otro cuerpo de niimeros, los cuerpos
de nuimeros son extensiones finitas y tienen una dimensiéon, llamada grado.
Estos grados son faciles de obtener en Sage, aunque en el caso de cuerpos
relativos deberemos ser mas precisos sobre cudl es el grado buscado.

B.degree ()

A.absolute_degree ()

A.relative_degree ()

Cuerpos de descomposicion

Acé hay un ejemplo concreto de como usar Sage para construir el cuerpo de
descomposicién de un polinomio. Consideremos p(x) = z* + 22 — 1. Primero
construiremos un cuerpo de ndmeros con una raiz, para luego factorizar el
polinomio sobre este nuevo cuerpo.

x = polygen(QQ, 'x')
p = x*4 + x*"2 -1
p.parent ()

Univariate Polynomial Ring in x over Rational Field

p.is_irreducible ()

True

M.<a> = NumberField(p, 'a')
y = polygen(M, 'y')

p = p.subs(x = vy)

p

y*4 + y*2 -1

p.parent ()

Univariate Polynomial Ring in y over Number Field in a with
defining polynomial x*4 + x*2 - 1
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p.factor ()

(y - a) x (y + a) x (y"2 + a*2 + 1)

a*2 + 1 in QQ

False

Asi nuestro polinomio se factoriza parcialmente en dos factores lineales y uno
cuadratico. Pero notemos que el factor cuadratico tiene un coeficiente irra-
cional, a® 4+ 1, de manera que el factor cuadratico pertenece estrictamente al
anillo de polinomios sobre M y no sobre QQ.

Construiremos una extension que contenga una raiz del factor cuadratico,
lamado q aca. Entonces, en lugar de usar la funcién polygen(), construiremos
todo un anillo de polinomios R sobre N con la variable z. La razén para hacer
esto es que podemos ilustrar como “subir” el polinomio p con la sintaxis R(p)
para pasar de tener coeficientes en M a tenerlos en N.

= y*"2 + a*2 + 1

.<b> = NumberField(q, 'b"')
.<z> = N[]

= R(p)

w unw XV =Z 0

z*4 + z*2 -1

s.parent ()

Univariate Polynomial Ring in z over Number Field in b with
defining polynomial y*2 + a*2 + 1 over its base field

s.factor ()

(z +b) x (z +a) x (z-a)=*(z-Db)

a in N, b in N

(True, True)

Asi tenemos un cuerpo, N, en el que nuestro polinomio se factoriza con todos
sus factores lineales. Podemos obtener otra factorizaciéon convirtiendo N en un
cuerpo absoluto y factorizando ahi. Necesitaremos recrear el polinomio sobre
N, pues una sustitucion llevaria elementos del anillo equivocado.

.<c> = N.absolute_field()
polygen(P, 'w')

= w4 + wh2- 1

.factor ()

T T = T

(w - 7/18966*c*7 + 110/9483*c*5 + 923/9483%c"3 +
3001/6322%c) *

(w - 7/37932xc”7 + 55/9483xc”5 + 923/18966%c"3 -
3321/12644%c) =*

(w + 7/37932xc”7 - 55/9483%xc"5
3321/12644xc) x*

(w + 7/18966*xc*7 - 110/9483%c"5
3001/6322%c)

923/18966*c*3 +

923/9483%c*3 -
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Esta es una alternativa interesante, en tanto que las raices del polinomio son
expresiones polinomiales en términos de un solo generador c. Como las raices
involucran potencias séptimas de c, podemos sospechar (pero no estar seguros)
que el polinomio minimal de ¢ tiene grado 8 y que P es una extension de grado
8 de los racionales. De hecho P (o N) es un cuerpo de descomposiciéon para
p(r) = 2* + 22 — 1. Sus raices no son realmente tan horribles como parecen —
devolvamoslas al cuerpo relativo.

Primero queremos reescribir un factor (el primero) en la forma (w—r) para
identificar la raiz con los signos correctos.

(w - 7/18966%c*7 + 110/9483%Cc"5 + 923/9483%c"3 +
3001/6322%c) =

(w - (7/18966%c*7 - 110/9483%c*5 - 923/9483%c"3 -
3001/6322%c))

Con los isomorfismos de conversion, podemos reconocer las raices por lo que
SOm.

fromP, toP = P.structure()
fromP (7/18966*c*7 - 110/9483*c"5 - 923/9483*c*3 -
3001/6322*c)

-b

Asi la expresion complicada en términos de c es simplemente el opuesto de la
raiz adjuntada en el segundo paso de la construccién de la torre de cuerpos
de nameros. Seria un buen ejercicio ver lo que le pasa a las otras tres raices
(teniendo cuidado de escribir correctamente los signos para cada raiz).

Esta es una buena oportunidad para ilustrar el Teorema 21.17.

M.degree ()

N.relative_degree ()

P.degree ()

M.degree()*N.relative_degree() == P.degree()

True

Numeros Algebraicos

El Corolario 21.24 dice que el conjunto de todos los niimeros algebraicos forma
un cuerpo. Este cuerpo esté implementado en Sage como QQbar. Esto permite
encontrar raices de polinomios como niimeros exactos que se muestran como
aproximaciones.

x = polygen(QQ, 'x')
p = x4 + x*"2 -1
r = p.roots(ring=QQbar); r
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[(-0.78615137775742332, 1), (0.7861513777574233?, 1),
(-1.272019649514069?%1, 1), (1.2720196495140692%I1, 1)]

Asi hemos pedido las raices de un polinomio con coeficientes racionales, especi-
ficando que queremos cualquier raiz que pudiera estar fuera de los racionales y
dentro del cuerpo de los algebraicos. Como el cuerpo de los niimeros algebraicos
contiene todas estas raices, obtenemos las cuatro raices del polinomio de grado
cuatro. Estas raices estdn calculadas de manera de estar en un intervalo y
el signo de interrogacion indica que los digitos anteriores son correctos. (Los
enteros que siguen a cada una de las raices, indican la multiplicidad con que
ocurre esa rafz. Use la opcion multiplicities=False para que no aparezcan.)
Veamos tras bambalinas como Sage se las arregla con el cuerpo de ntmeros
algebraicos.

rl = r[0][0]; ri

-0.7861513777574233?

r1.as_number_field_element ()

(Number Field in a with defining polynomial y*4 + y*2 - 1, a,
Ring morphism:
From: Number Field in a with defining polynomial y*4 +

yr2 =1
To: Algebraic Real Field
Defn: a |--> -0.78615137775742337)

Tres cosas estan asociadas con esta primera raiz. En primer lugar un cuerpo de
nimeros, con generador a y un polinomio similar pero no idéntico al polinomio
del cual estamos buscando las raices. En segundo lugar hay una expresion en
el generador a, que representa la raiz especifica. En este caso, la expresion es
simple, pero podria ser mas complicada en otros ejemplos. Finalmente, hay
un homomorfismo del cuerpo de nimeros al “Algebraic Real Field”, AA, que es
el subcuerpo de QQbar que contiene solamente ntmeros reales, que asocia al
generador a con el niimero -0.78615137775742337. Verifiquemos, de dos formas
diferentes, que la raiz dada realmente es una raiz.

ri*4 + rir2 -1

N, rexact, homomorphism r1.as_number_field_element ()

(rexact)*4 + rexact”2 - 1

0

Ahora que tenemos suficiente teoria para entender el cuerpo de los numeros
algebraicos, y una forma natural de representarlos de forma exacta, podemos
considerar las operaciones en el cuerpo. Si tomamos dos niimeros algebraicos
y los sumamos, obtenemos otro ntimero algebraico (Corolario 21.24). ;Cuél
es entonces el polinomio minimal resultante? ;Como se obtiene en Sage? Po-
driamos leer el coédigo fuente si estamos interesados en la respuesta.

Construcciones geométricas

Sage puede hacer muchas cosas, pero ain no es capaz de trazar rectas con
regla y compas. Sin embargo, podemos rapidamente determinar que trisectar
un angulo de 60 grados es imposible. Adjuntamos el coseno de un angulo de
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20 grados (en radianes) a los racionales, determinamos el grado de la exension,
y verificamos que no es una potencia entera de 2. Todo en una linea. Bien!

log(QQLcos(pi/9)].degree(), 2) in ZZ

False

21.7 Ejercicios en Sage

1. Construya el polinomio p(z) = x° + 22* + 1 sobre Z3. Verifique que no
tiene ningtn factor lineal evaluando p(z) en cada elemento de Zs, y después
verifique que p(x) es irreducible.

Construya un cuerpo finito de orden 3° con el comando FiniteField(), pero
incluya la opcion modulus asignando el polinomio p(z) para cambiar la eleccion
automatica.

Redefina p(z) como polinomio sobre este cuerpo. Verifique cada uno de los
3% = 243 elementos del cuerpo para ver si son raices del polinomio y liste todos
los elementos que lo sean. Finalmente, pida que Sage factorice p(z) sobre el
cuerpo, y comente sobre la relacion entre su lista de raices y su factorizacion.

2. Este problema continta el anterior. Construya el anillo de polinomios sobre
Z3 y en este anillo use p(z) para generar un ideal principal. Finalmente con-
struya el cociente del anillo de polinomios por este ideal. Como el polinomio es
irreducible, este cociente es un cuerpo, y por la Proposicion 21.12 este cociente
es isomorfo al cuerpo de nimeros del ejercicio anterior.

Usando sus resultados del ejercicio anterior, construya cinco raices del poli-
nomio p(x) en este anillo cociente, pero ahora como expresiones en el gen-
erador del anillo cociente (que técnicamente es una clase lateral). Use Sage
para verificar que de hecho son raices. Esto ilustra el uso de un anillo cociente
para crear un cuerpo de descomposiciéon para un polinomio irreducible sobre
un cuerpo finito.

3. La subseccién Elementos Algebraicos se basa en éalgebra lineal y contiene el
Teorema 21.15: toda extension finita es una extension algebraica. Este ejercicio
le ayudara a entender esa demostracion.

El polinomio r(x) = a* + 2z + 2 es irreducible sobre los racionales (Criterio de
Eisenstein con primo p = 2). Construya un cuerpo de nimeros que contenga
una rafz de r(x). Por el Teorema 21.15, y la observacion que le sigue, todo
elemento de esta extension finita es un ntimero algebraico, y por ende satisface
algtin polinomio sobre el cuerpo base (es el polinomio que Sage produce con
el método .minpoly()). Este ejercicio le mostrara como podemos usar algebra
lineal para determinar este polinomio minimal.

Supongamos que a es el generador del cuerpo de niimeros que acaba de crear con
r(x). Determinaremos el polinomio minimal de t = 3a + 1 usando solamente
algebra lineal. De acuerdo a la demostracién, las primeras cinco potencias de
t (empiece contando de cero) seran linealmente dependientes. (;Por qué?) De
esta manera una relaciéon de dependencia lineal de estas potencias entregara
los coeficientes de un polinomio con t como raiz. Calcule estas cinco potencias,
luego construya el sistema lineal apropiado para determinar los coeficientes del
polinomio minimal, resuelva el sistema, e interprete sus soluciones.

Ayudas: Los comandos vector() y matrix() crearan vectores y matrices, y el
método .solve_right() para matrices puede ser usado para encontrar solu-
ciones. Dado un elemento del cuerpo de niimeros, que necesariamente corre-
sponderé a un polinomio en el generador a, el método .vector() del elemento,
entregara los coeficientes de este polinomio en una lista.
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4. Construya el cuerpo de descomposicién de s(x) = 2% + 2% + 1 y encuentre
una factorizacion de s(x) sobre este cuerpo como producto de factores lineales.

5. Forme el cuerpo de ntimeros, K, que contenga una raiz del polinomio irre-
ducible q(z) = 23 + 32% + 3z — 2. Péngale un nombre a su raiz a. Verifique
que g(x) se factoriza, pero no se descompone, sobre K. Con K como cuerpo
base, forme una extensiéon de K donde el factor cuadratico de ¢(z) tiene una
raiz. Péngale un nombre a esta raiz b, y llame L a esta segunda extension de
la torre.

Use M.<c> = L.absolute_field() formar una version plana de la torre que seré el
cuerpo de numeros absoluto M. Encuentre el polinomio que define a M usando el
método .polynomial(). A partir de este polinomio, que debe tener al generador
¢ como raiz, debe ser capaz de usar algebra elemental para escribir el generador
como una expresion relativamente simple.

M deberia ser el cuerpo de descomposicion de g(x). Para ver esto, vuelve a
comenzar, y construya un nuevo cuerpo de numeros, P, usando la expresion
simple para c que acaba de encontrar. Use d como el nombre de la raiz usada
para construir P. Como d es una raiz del polinomio minimal de c, deberia ser
capaz de escribir una expresion para d que un alumno de pre-calculo pueda
reconocer.

Ahora factorice el polinomio original ¢(z) (con coeficientes racionales) sobre
P, para verificar que se descompone completamente (como era de esperar).
Usando esta factorizacién, y su expresion simple para d escriba expresiones
simplificadas para las tres raices de g(x). Determine si es capaz de convertir
entre las dos versiones de las raices “a mano”, y sin usar los isomorfismos
proveidos por el método .structure() en M.
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Cuerpos Finitos

Los cuerpos finitos aparecen en muchas aplicaciones del algebra, incluyendo
teorfa de coédigos y criptograffa. Ya conocemos un cuerpo finito, Z,, donde p
es primo. En este capitulo mostraremos que existe un tinico cuerpo finito de
orden p" para cada primo p y para cada entero positivo n. Los cuerpos finitos
también son llamados cuerpos de Galois en honor a Evariste Galois, quién fue
uno de los primero matematicos en investigarlos.

22.1 Estructura de Cuerpos Finitos

Recuerde que un cuerpo F' tiene caracteristica p si p es el menor entero
positivo tal que para cada elemento no nulo « en F, tenemos pa = 0. Si no
hay tal entero, entonces F' tiene caracteristica 0. Del Teorema 16.19 sabemos
que p debe ser primo. Supongamos que F' es un cuerpo finito con n elementos.
Entonces na = 0 para todo a en F. En consecuencia, la caracteristica de F
debe ser p, con p un primo que divide a n. Esta discusién se resume en la
siguiente proposicion.

Proposicion 22.1. Si F' es un cuerpo finito, entonces la caracteristica de F
es p, con p primo.

En todo este capitulo supondremos que p es un primo a menos que indique-
mos lo contrario.

Proposicion 22.2. Si F' es un cuerpo finito de caracteristica p, entonces el
orden de F es p" para algin n € N.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : Z — F el homomorfismo de anillos definido por
¢(n) = n-1. Como la caracteristica de F' es p, el nicleo de ¢ debe ser pZ
y la imagen de ¢ debe ser un subcuerpo de F' isomorfo a Z,. Denotaremos
este subcuerpo por K. Como F' es un cuerpo finito, debe ser una extension
finita de K y, por lo tanto, una extension algebraica de K. Supongamos que
[F : K] = n es la dimension de F, donde F es un K espacio vectorial. Deben
existir elementos a1, ...,q, € F tales que cualquier elemento o en F' pueda
ser escrito de una dnica manera en la forma

a=ai + -+ apQy,

donde los a; estan en K. Como hay p elementos en K, hay p™ combincaciones
lineales posibles de los «;. Por lo tanto, el orden de F' debe ser p™. O

Lema 22.3 (El sueno del Pibe). Sea p un primo y sea D un dominio integral
de caracteristica p. Entonces

W — (a+ b)pn

398
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para todo entero positivo n.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en n. Podemos usar la formula
del binomio (vea el Capitulo 2, Ejemplo 2.4) para verificar el caso n = 1; es

decir,
P
(a+0b)P = kz_o (Ilz)akbp_k.

() = wom

debe ser divisible por p, pues p no puede dividir a k!(p — k)!. Note que D es un
dominio integral de caracteristica p, asi es que todos los términos de la suma,
salvo el primero y el altimo son cero. Por lo tanto, (a + b)? = a? + bP.

Ahora supongamos que el resultado se cumple para todo k, con 1 < k < n.
Por la hipétesis de induccion,

Si 0 < k < p, entonces

n+1 n+1

(a+ 0" = ((a+ ") = (@ + 0P = (@) + ()" = a4

Por lo tanto, el lema es verdadero para n + 1 y la demostracion esta completa.
O

Sea F' un cuerpo. Un polinomio f(z) € F[z] de grado n es separable si
tiene n raices distintas en el cuerpo de descomposicion de f(z); es decir, f(x)
es separable cuando se factoriza en factores lineales distintos sobre el cuerpo
de descomposicion de f. Una extension E de F' es una extension separable
de F si todo elemento en E es la raiz de un polinomio separable en F[z].

Ejemplo 22.4. El polinomio 22 — 2 es separable sobre Q pues se factoriza
como (z —v/2)(z + v/2). De hecho, Q(v/2) es una extension separable de Q.
Sea @ = a + byv/2 un elemento cualquiera en (@(\/5) Si b = 0, entonces « es
una raiz de z — a. Si b # 0, entonces « es la raiz del polinomio separable

22— 2ax + a® — 20 = (x — (a +bV2))(z — (a — bV2)).

Afortunadamente, tenemos una forma facil para determinar la separabili-
dad de cualquier polinomio. Sea

fl@)=ap+az+ - +apa”
un polinomio en F[z]. Se define la derivada de f(x) como
f(z) = a1 + 2a02 + -+ + na,z" '

Lema 22.5. Sea F' un cuerpo y f(x) € F[z]. Entonces f(x) es separable si y
solo si f(x) y f'(x) son relativamente primos.

DEMOSTRACION. Sea f(z) separable. Entonces f(x) se factoriza sobre algin
cuerpo de extension de F' como f(z) = (z—a1)(z—a2) - -+ (x—0y,), con oy # o
para i # j. Tomando la derivada de f(z), vemos que

Fa) = (- ) (2 — an)
+(x —an)(z —az) - (z — an)
_|_...+(,7;—O{1)~"(1‘—an—1)~
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Luego, f(x) y f'(x) no pueden tener ningin factor comun.
Para demostrar el reciproco, mostraremos que se cumple la afirmacién con-

trapositiva. Supongamos que f(z) = (r — a)*g(z), con k > 1. Derivando,
tenemos

fl(@) = k(z = a)*g(@) + (z — )¢/ (2).
Por lo tanto, f(z) y f'(z) tienen un factor comun. O

Teorema 22.6. Para cada primo p y para cada entero positivo n, existe un
cuerpo finito F' con p™ elementos. Mds ain, cualquier cuerpo de orden p™ es
. .. n

isomorfo al cuerpo de descomposicion de P — x sobre Zy.

DEMOSTRACION. Sea f(z) = xP" — x y sea F el cuerpo de descomposicion
de f(z). Por el Lema 22.5, f(z) tiene p™ ceros distintos en F, pues f'(z) =
p"aP" 1 —1 = —1 es relativamente primo con f (). Afirmamos que las raices
de f(x) forman un subcuerpo de F. Ciertamente 0 y 1 son ceros de f(z). Si
a'y B son ceros de f(x), entonces a + § y a8 también son ceros de f(x), pues
o + B = (a+ B)P" y aP" BP" = (aB)P". También debemos mostrar que el
inverso aditivo y el inverso multiplicativo de cada raiz de f(z) son raices de
f(z). Para cualquier cero « de f(z), sabemos que —« también es cero de f(x),
pues

n

f(=a) = ()" = (~a) = ~a”" +a = ~(@”" ~a) =0,

suponiendo que p is impar. Si p = 2, entonces

f(—a)=(—)¥ = (~a)=a+a=0.
Si a # 0, entonces (a™1)P" = (a?")~! = a~!. Como los ceros de f(x) forman
un subcuerpo de F' y f(z) se descompone en este subcuerpo, el subcuerpo debe
ser todo F'.

Sea F cualquier otro cuerpo de orden p™. Para mostrar que E es isomorfo a
F', debemos mostrar que todo elemento en F es una raiz de f(x). Claramente
0 y 1 son raices de f(x). Sea o un elemento no nulo de E. El orden del grupo
multiplicativo de elementos no nulos de E es p™ — 1; luego, a?”" ~! =1y o?" —
a = 0. Como FE contiene p" elementos, E debe ser un cuerpo de descomposicion
de f(z); pero, por el Corolario 21.34, el cuerpo de descomposicion de cualquier
polinomio es tnico salvo isomorfia. O

El tnico cuerpo con p” elementos se llama cuerpo de Galois de orden
p". Denotaremos este cuerpo por GF(p").

Teorema 22.7. Todo subcuerpo del cuerpo de Galois GF(p™) tiene p™ elemen-
tos, con m un divisor de n. Reciprocamente, si m | n para m > 0, entonces
existe un unico subcuerpo de GF(p™) isomorfo a GF(p™).

DEMOSTRACION. Sea F' un subcuerpo de E = GF(p™). Entonces F' debe ser
una extension de K que contiene p™ elementos, donde K es isomorfo a Z,,.
Entonces m | n, pues [E : K] = [E : F|[F : K].

Para demostrar el reciproco, supongamos que m | n para algin m > 0.
Entonces p”™ —1 divide a p” —1. En consecuencia, z?" —! —1 divide a 2?" ~* —1.
Por lo tanto, 2" — z debe dividir a 2" — z, y todo cero de 2" — z también
es un cero de 2" — z. Luego, GF(p™) contiene, como subcuerpo, un cuerpo de
descomposicion de 2P — z, que debe ser isomorfo a GF(p™). O

Ejemplo 22.8. El reticulado de subcuerpos de GF(p?*) est4 dado en la Figura 22.9.
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GF(p**)
e S
GF(p®) GF(p'?)
GF(p*) ? GF(p®)
GF(p?) GF(p®)
L -
GF(p)

Figura 22.9: Subcuerpos de GF(p?*)

Con cada cuerpo F' tenemos un grupo multiplicativo de elementos no nulos
de F' que denotaremos por F*. El grupo multiplicativo de un cuerpo finito
cualquiera es ciclico. Este resultado se sigue del resultado mas general que
demostraremos en el préoximo teorema.

Teorema 22.10. Si G es un subgrupo finito de F*, el grupo multiplicativo de
elementos no nulos de un cuerpo F', entonces G es ciclico.

DEMOSTRACION. Sea G un subgrupo finito de F'* de orden n. Por el Teorema
Fundamental de Grupos Abelianos (Teorema 13.4),

s e e
G_Zpll X X Zpkk7

donde n = p{* ---p* ylos pi, ..., pi son primos (no necesariamente distintos).
Sea m el minimo comin multiplo de pi*,...,p;*. Entonces G' contiene un
elemento de orden m. Como todo « en G satisface 2™ — 1 para algin r que
divide a m, « debe también ser raiz de ™ — 1. Como z™ — 1 tiene a lo més
m raices en F', n < m. Por otra parte, sabemos que m < |G|; por lo tanto,
m = n. Luego, G contiene un elemento de orden n y tiene que ser ciclico. [

Corolario 22.11. El grupo multiplicativo de todos los elementos no nulos de
un cuerpo finito es ciclico.

Corolario 22.12. Toda extension finita E de un cuerpo finito F es una ex-
tension simple de F'.

DEMOSTRACION. Sea « un generador del grupo ciclico E* de elementos dis-
tintos de cero de E. Entonces F = F(a). O

Ejemplo 22.13. El cuerpo finito GF(2%) es isomorfo al cuerpo Zs /(1+z+xz%).
Por lo tanto, los elementos de GF(2%) se puede tomar como
{ag + a1+ asa® + aza® : a; € Zy and 1 + o + ot = 0}.

Recordando que 1+a+a* = 0, sumamos y multiplicamos elementos de GF(2%)
exactamente como sumamos y multiplicamos polinomios. El grupo multiplica-
tivo de GF(2%) es isomorfo a Z5 con generador a:

ol =a a®=a?+a? a'=a+a?+a?

o = a? Qd"=1+a+a a?=1+a+a*+a
a® =a? a®=1+a? a¥=1+a*+a*
at=1+a o =a+a? a*=1+a*

a® =a+a? " =14+a+a? al® =1.
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22.2 (Cobdigos Polinomiales

Sabiendo sobre anillos de polinomios y cuerpos finitos, es posible derivar codi-
gos maés sofisticados que los del Capitulo 8. En primer lugar recordemos
que un codigo de bloques (n, k) consiste de una funciéon codificadora inyec-
tiva E : ZX — 73 y una funcion decodificadora D : Z§ — Z&. El codigo es
corrector de errores si D es sobreyectivo. Un cédigo es lineal si es el espacio
nulo de una matriz H € My, (Zs).

Estamos interesados en una clase de cédigos conocidos como codigos cicli-
cos. Sea ¢ : Z& — 7% un codigo de bloques (n, k) binario. Entonces ¢ es un
cédigo ciclico si para cada palabra (aj,as,...,a,) en el codigo, la palabra
formada por desplazamiento ciclico, la n-tupla (a,,a1,as,...,a,—1) también
esta en el codigo. Los codigos ciclicos son faciles de implementar en un com-
putador usando registro de shift 2, 3].

Ejemplo 22.14. Considere los codigo lineales (6, 3)generados por las dos ma-
trices

1 00 1 00

0 1 0 110

0 0 1 1 1 1

=110 o Y 27110

0 10 0 1 1

0 0 1 0 0 1

Los mensajes del primero se codifican como sigue:

(000) +— (000000) (100) +~— (100100)
(001) ~ (001001) (101) ~ (101101)
(010) +— (010010) (110) +~— (110110)
(011) + (011011) (111) +~ (111111).

Es facil ver que las palabras del codigo forman un codigo ciclico. En el segundo,
las 3-tuplas se codifican de la siguiente manera:

(000) ~  (000000) (100) + (111100)
(001) ~ (001111) (101) ~ (110011)
(010) + (011110) (110) +~ (100010)
(011) ~ (010001) (111) — (101101).

Este codigo no es ciclico, pues (101101) es una palabra del codigo pero (011011)
no lo es.

Cddigos Polinomiales

Nos gustaria encontrar un método facil para obtener codigos ciclicos lineales.
Para lograr esto, podemos usar lo que sabemos de cuerpos finitos y anillos
de polinomios sobre Zs. Cualquier n-tupla binaria se puede interpretar como
un polinomio en Zs[z]. Dicho de otra forma, la n-tupla (ag,a1,...,an-1)
corresponde al polinomio

f(l‘) =ag+ar+---+ U«nfll'n_l,

donde el grado de f(z) es a lo mas n— 1. Por ejemplo, el polinomio correspon-
diente a la 5-tupla (10011) es

140z +022 + 128 + 12t =1 4+ 2% + 2%
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Reciprocamente, dado cualquier polinomio f(x) € Zsa[z] con gr f(z) < n le
podemos asociar una n-tupla binaria. El polinomio x + 22 + 2% corresponde a
la 5-tupla (01101).

Fijemos un polinomio no constante g(x) en Zs[z] de grado n — k. Podemos
definir un (n, k)-codigo C de la siguiente manera. Si (ao,...,ar—1) €s una
k-tupla a codificar, entonces f(x) = ag + a1z + -+ + ap—12F~1 es el corre-
spondiente polinomio en Zs[x]. Para codificar f(x), lo multiplicamos por g(zx).
Las palabras en C son todos aquellos polinomios en Zs[x] de grado menor a n
que son divisibles por g(z). Los Codigos obtenidos de esta manera se llaman
codigos polinomiales.

Ejemplo 22.15. Si g(x) = 1 + 23, podemos definir un (6, 3)-cédigo C' como
sigue. Para codificar una 3-tupla (ag, a1, as), multiplicamos el correspondiente
polinomio f(z) = ag + a;x + azx? por 1 + 3. Estamos definiendo una funcién
¢ : 73 — 7§ como ¢ : f(z) — g(z)f(x). Es facil verificar que esta funcion es
un homomorfismo de grupos. De hecho, si consideramos Zj como un espacio
vectorial sobre Zsy, ¢ es una transformacion lineal de espacios vectoriales (vea
el Ejercicio 20.4.15, Capitulo 20). Calculemos el nicleo de ¢. Observe que
¢(ap, a1, az) = (000000) exactamente cuando

0+ 0z + 022 + 02® + 0z* + 02° = (1 + 2%)(ag + a1 + azz?)

=ag+a1x + a2x2 + a0x3 + a1x4 + a2x5.

Como los polinomios sobre un cuerpo forman un dominio integral, ag + a1z +
asx? debe ser el polinomio cero. Por lo tanto, ker ¢ = {(000)} y ¢ es 1-1.

Para calcular una matriz generadora para C, solo debemos examinar como
se codifican los polinomios 1, x, y x2:

1+2%-1=1+2"
1+ 2%z =24 2"
(14 23)2? = 2% + 2°.

Obtenemos el codigo correspondiente a la matriz generadora Gy en el Ejem-
plo 22.14. la matriz de verificaciéon de paridad para este codigo es

1001 00
H={(0 10 0 10
001 001
Como el menor peso de cualquier palabra no nula del codigo es 2, este codigo

es capaz de detectar cualquier error tnico.

Los anillos de Polinomios tienen una estructura muy rica; por lo tanto,
nuestro objetivo inmediato es establecer una relacion entre los codigos polino-
miales y la teoria de anillos. Recuerde que 2" —1 = (z—1)(z" 1 +---+2+1).
El anillo cociente

Ry = Zafa] /(@ — 1)
puede ser considerado como el anillo de polinomios de la forma
f(t) =ag+at+---+ an_lt”_l

que satisfacen la condicién t" = 1. Es un ejercicio sencillo mostrar que Z5 y
R,, son isomorfos como espacios vectoriales. Frecuentemente interpretaremos
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los elementos en Z% con elementos en Z[z]/{x™ — 1). De esta forma podemos
interpretar un codigo lineal como un subconjunto de Z[z]/{(z™ — 1).

La estructura adicional de anillo en los c6digos polinomiales es muy poderosa
para describir codigos ciclicos. Un shift ciclico de una n-tupla puede ser de-
scrito por una multiplicacién polinomial. Si f(t) = ag + art + -+ + a,_1t""!
es un codigo polinomial en R,,, entonces

tf(t) = an—1 + aot + - + an_ot" !

es la palabra desplazada ciclicamente obtenida de multiplicar f(¢) por t. El
siguiente teorema entrega una hermosa clasificacion de los codigos ciclicos en
términos de los ideales de R,,.

Teorema 22.16. Un cddigo lineal C' en Z5 es ciclico si y solo si es un ideal
en R, = Z[z]/{z™ — 1).

DEMOSTRACION. Sea C un céddigo ciclico lineal y supongamos que f(t) esta
en C. Entonces tf(t) también esta en C. Asi, t*f(t) estd en C para todo
k € N. Como C es un codigo lineal, cualquier combinacion lineal de las palabras
F@),tf(t),t2f(t),...,t" "1 f(t) también es una palabra del codigo; por lo tanto,
para cada polinomio therefore p(t), p(t) f(t) esta en C. Luego, C es un ideal.
Reciprocamente, sea C un ideal en Zg[z]/(2™ +1). Supongamos que f(t) =
ap+ art + -+ an,_1t"" ! es una palabra en C. Entonces tf(t) es una palabra
en C; es decir, (ay,...,an_1,a0) esta en C. O

El Teorema 22.16 nos dice que conocer los ideales de R,, es equivalente a
conocer los codigos ciclicos en Z%. Afortunadamente es facil describir los ideales
en R,. El homomorfismo natural ¢ : Zg[x] — R, definido por ¢[f(x)] = f(t)
es un homomorfismo epiyectivo. El ntcleo de ¢ es el ideal generado por ™ — 1.
Por el Teorema 16.34, todo ideal C' en R, es de la forma ¢(I), donde I es un
ideal en Zs[z] que contiene al ideal (z™ — 1). Por el Teorema 17.20, sabemos
que todo ideal en Zs[z] es un ideal principal, pues Zs es un cuerpo. Por lo
tanto, I = (g(x)) para algtn polinomio monico en Zg[z]. Como (z™ — 1) esta
contenido en I, se debe tener que g(z) divide a ™ — 1. Asi, todo ideal C' en
R,, es de la forma

C=(9t) ={f(®)g(t): () € Ry g(x) | («" = 1) en Zy[z]}.

El polinomio tinico de grado minimo que genera C se llama polinomio gen-
erador minimal de C.

Ejemplo 22.17. Si factorizamos 7 — 1 en sus componentes irreducibles, ten-
emos
7 _ 3 2 3
2 =1=010+z)14+zx+2°)(142°+2z°).

Vemos que g(t) = (1 +t +t3) genera un ideal C' en R;. Este es un codigo de
bloque (7,4). Como en el Ejemplo 22.15, es facil calcular una matriz gener-
adora examinando qué le hace g(t) a los polinomios 1, ¢, t2, y 3. Una matriz
generadora para C es

Q

Il
SO O~ O F
OO = O = = O
O = O = = OO
_H O, ) OO O
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En general, podemos determinar una matriz generadora para un coédigo
(n, k) C por la forma en que se codifican los elementos t*. Sea " —1 = g(z)h(x)
en Zs[z]. Sig(z) = go+gi1zx+- - +gnrxz" * and h(z) = ho+hiz+- -+ hpak,
entonces la matriz de n x k

90 0 0
9 90 0

G=\|9n-t Gn-k—1 - g0
0 In—k 91
0 0 o Gn—k

es una matriz generadora para el codigo C' con generador polinomial g(t). La
matriz de verificacion de paridad para C es la matriz de (n — k) x n

0O -~ 0 0 hy - ho
" 0 -+ 0 hg -+ hy O
hge - hg 0 0 -+ 0

Dejaremos los detalles de la demostrecion de la siguiente proposicién como un
ejercicio.
Proposicion 22.18. Sea C = {g(t)) un cddigo ciclico en R, ay supongamos

que " — 1 = g(x)h(x). Entonces G y H son matriz generadora y verificadora
para C, respectivamente. Mds ain, HG = 0.

Ejemplo 22.19. En el Ejemplo 22.17,
" —1=g(x)h(z) =1 +z+ 251+ 2+ 2> + z%).
Por lo tanto, una matriz verificadora para este codigo es

0 01 0111
H=|0 101 110
1 01 1 100

Para determinanr las capacidades de deteccion y correccion de errores de

un codigo ciclico, necesitamos saber algo sobre determinantes. Si ag,...,a,
son elementos en un cuerpo F', entonces la matriz de n x n

1 1 . 1

al a2 DR an

2 2 2
al a2 PRI an
n—1 n—1 n—1
al a2 PR an

se llama matriz de Vandermonde. El determinante de esta matriz se llama
determinante de Vandermonde. Necesitaremos el siguiente lema en nue-
stro estudio de los c6digos ciclicos.

Lema 22.20. Sean aq,...,a, elementos en un cuerpo F' conn > 2. Entonces
1 1 1
aq Q2 : Qn
2 2 2
« «@ e« — o
det 1 2 n | = H (0 — ).
. . . 1<j<i<n
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En particular, si los a; son distintos, entonces el determinante es distinto de
cero.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en n. Si n = 2, entonces el
determinante es as — 1. Supongamos demostrado el resultado paran — 1y
consideremos el polinomio p(z) definido por

1 1 1 1
(651 (%) e Op—1 x
2 2 2 2
p(x) =det | @1 e
n—1 n—1 n—1 n—1
oq Qo I € R

Expandiendo este determinante por cofactores en la tultima columna, vemos
que p(z) es un polinomio de grado a lo mas n — 1. Ademés, las raices de p(x)
son Qi,...,0,—1, pues la sustitucion de cualquiera de esos elementos en la
altima columna producira una columna idéntica a otra columna de la matriz.
Recuerde que el determinante de una matriz es cero si esta tiene dos columnas
idénticas. Por lo tanto,

p(z) = (z — o)z —az) - (2 — an-1)p,

donde
1 1 e 1
851 Qa2 T Qp—
2 2 2
ﬁ = (_1)n+n det ai Qg BRI S oW |
n—2 n—2 n—2
1 Qg Q1
Por nuestra hipétesis de induccion,
_ n+n .
B=(-1) H (@i — aj).
1<j<i<n—1
Si evaluamos en x = a,, €l resultados es una consecuencia inmediata. O

El siguiente teorema nos entrega una estimacion de las capacidades de de-
teccidn y correccion de errores para un polinomio generador en particular.

Teorema 22.21. Sea C = (g(t)) un cddigo ciclico en R,, y supongamos que w
es una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre Zs. Si s potencias consecutivas
de w son raices de g(x), entonces la distacia minima de C' es al menos s+ 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que
gw") = g™t = =g ) =0.

Sea f(x) algin polinomio en C' con s o menos coeficientes distintos de cero.
Podemos suponer que

f(CE) = aiox’io + ailxil 4+ 4 ais,liﬂis”

es algin polinomio en C. Es suficiente con demostrar que todos los a; tienen
que ser cero. Como

gw) =gt = =gt =0
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y g(z) divide a f(z),
f@h) =fwt) == fl™ =0
Equivalentemente, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Qi (w'f)ig + Ay (wr)il + -+ Qi (Wr)i571 =0

Qi (wr+1)i0 + ai, (wr+1)i2 +otag, (wr+1)i571 =0

ai, (wr-&-s—l)io + a;, (wr+s—1)i1 et ai57l(wr+s—1)isfl —0.

Por lo tanto, (ai,,a;,,...,a;,_,) es una solucién del sistema de ecuaciones
lineales homogéneo

(W) @+ (W) @y 4+ 4 (W) @ =0

(wio)TJrle 4 (wil)rJrlxl NI (wis_l)rJrlxn_l =0

(wio)rJrsfle 4 (wil)r+571£€1 Lt (wis,l)r+sflzn_1 — 0

Pero este sistema tiene solucién tinica, pues el determinante de la matriz

(who)r (wir)" . (wis=1)"
(wio)rtl (i)™ . (el
(wio);ﬂ*sfl (wil);’qufl . (wis—l.)r+5*1

no es cero por el Lema 22.20 y las propiedades béasicas de los determinantes
(Ejercicio). Por lo tanto, esta solucion es a;, = a;, =---=a;,_, = 0. O

Codigos BCH

Entre los codigos mas importantes, descubiertos independientemente por A.
Hocquenghem en 1959 y por R. C. Bose y D. V. Ray-Chaudhuri en 1960, estan
los codigos BCH. Los sistemas de comunicacion Europeo y Trasantlantico,
ambos usan c6édigos BCH. Las palabras a codificar son de largo 231, y se usa
un polinomio de grado 24 para generar el cédigo. Como 231+24 = 255 = 281,
tenemos un codigo de bloque (255, 231). Este codigo BCH es capaz de detectar
seis errores y tiene una razon de falla de 1 en 16 millones. Una ventaja de los
c6digos BCH es que existen algoritmos eficientes de correccién de errores para
ellos.

La idea detras de los codigos BCH es elegir un polinomio generador de grado
minimal que tenga la mayor capacidad de deteccién y correccién de errores.
Sea d = 2r 4+ 1 para algin r > 0. Supongamos que w es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad sobre Zs, y sea m;(z) el polinomio minimal sobre Zs de
w'. Si

g(x) = mem[my (x), ma(x), ..., mar(z)],

entonces el codigo ciclico (g(t)) en R, se denomina codigo BCH de largo n'y
distancia d. Por el Teorema 22.21, la distancia minima de C' es al menos d.

Teorema 22.22. Sea C' = (g(t)) un cddigo ciclico en R,,. Entonces las sigu-
ientes proposiciones son equivalentes.

1. El codigo C es un codigo BCH cuya distancia minima es al menos d.
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2. Un polinomio f(t) estd en C si y solo si f(w') =0 para 1 <i < d.

8. La matriz

1w W wnt

1 W2 w4 B w(n_l)(z)
H — 1 w?’ w6 e w(n_l)(?’)

1 w2 ¥ ... w(n—l)(Zr)

es una matriz verificadora para C.

DEMOSTRACION. (1) = (2). If f(t) esta en C, entonces g(x) | f(z) en Zz[x].
Luego, para i = 1,...,2r, f(w’) = 0 pues g(w’) = 0. Reciprocamente, supong-
amos que f(w') =0 for 1 <i < d. Entonces f(z) es divisible por cada m;(z),
pues m;(z) es el polinomio minimal de w’. Por lo tanto, g(z) | f(x) porla
definicion de g(z). Asi, f(x) es una palabra del codigo.

(2) = (3). Sea f(t) = ap + ait + -+ + an_1vt" ! be in R,,. La correspon-
diente n-tupla en Z% es x = (agay - -+ an_1)*. By (2),

ap 4+ a1w+ -+ ap_qw" "t f(w)
ap + arw? + -+ ap_1 (W1 f(w?)

HX = . = . = 0
ag + a1w2r S anil(w2r)nfl f(w2'r)

precisamente cuando f(t) estd en C. Luego, H es una matriz verificadora para
C.

(3) = (1). Por (3), un polinomio f(t) = ap + a1t + -+ + a,_1t""! esta en
C exactamente cuando f(w') =0 for i = 1,...,2r. El menor tal polinomio es
g(t) = mem[my(¢),. .., ma,(t)]. Por lo tanto, C = (g(t)). O

Ejemplo 22.23. Es ficil verificar que 2'® — 1 € Zy[z] se factoriza como
P —l=(r+ D@ e+ D@t e+ D@t 22+ D) (@t + 2t 2t 1),

donde cada uno de estos factores es irreducible. Sea w una raiz de 1 + = + z*.
Le cuerpo de Galois GF(2%) es

{a0+a1w+agw2+a3w3:aiEZ2 and 1—|—w—|—w4:O}.

Por el Ejemplo 22.8, w es una raiz 15 primitiva de la unidad. El polinomio
minimal de w es my(x) = 1 + z + 2%, Es facil ver que w? y w? también son
raices de m(z). El polinomio minimal de w? es mo(x) = 1+ + 22 + 2% + 2.
Por lo tanto,

g(x) =my(z)ma(z) =1+ 2" + 2% + 2" 4+ 2®

tiene raices w, w?, w?, w*. Como tanto m;(z) como my(z) dividen a 2'° — 1,
el codigo BCH es un codigo (15,7). Si a'® —1 = g(x)h(x), entonces h(z) =
1+ 2* 4+ 2% 4+ 27; por lo tanto, una matriz verificadora para este codigo es

0 000O0O0OOOT1T1O0T1O0O0TUO0T1
0 000OO0OO0OT1T1O0T1O0O0O0T1O0
0 000O011O01O0O0O0T1QO0O0
00001101 0O0O0T1O0O0O0
0 001101O0O0O0T1O0O0TO0O0
001 10100O0O0T1TO0O0O0TO0O0
011010001 0O0O0O0GO0O0
1 10100O01O0O0O0O0O0OTO0T®O
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Sage Los Cuerpos Finitos son importantes en diversas disciplinas aplicadas,
tales como criptografia y teoria de codigos (vea la introduccion a estos topicos
en otros capitulos). Sage tiene una excelente implementacion de los cuerpos
finitos que permite una variedad de calculos con éstos.

22.3 Ejercicios

1. Calcule.

(a) [GF(3%) : GF(3%)] (¢) [GF(625) : GF(25)]
(b) [GF(128) : GF(16)] (d) [GF(p™): GF(p?)]

. Calcule [GF(p™) : GF(p™)], con n | m.
. {Cuél es el reticulado de subcuerpos de GF(p3°)?

. Sea o una raiz de 23 4+ 22 +1 sobre Zy. Construya un cuerpo finito de orden
Muestre que 23 + 22 + 1 se descompone en Zs(a).

. Construya un cuerpo finito de orden 27.

. Demuestre o refute: Q* es ciclico.

94 O ;U R W N

. Factorice cada uno de los siguientes polinomios en Zsg[z].

a) 2° — 1 c) 2 —1
(a)
(b) 25+ +at+ a3+ 22+ +1 (d) e* + 23+ 22+ +1

8. Demuestre o refute: Zso[x]/ (x> + x + 1) = Zo[z] /(2 + 22 + 1).
9. Determine el ntiimero de c6digos ciclicos de longitud n para n =6, 7, 8, 10.

10. Demuestre que el ideal (t + 1) en R, es el codigo en Z% que consiste de
todas las palabras con un nimero par de unos.

11. Construya todos los cdédigos BCH de

(a) longitud 7. (b) longitud 15.

12. Demuestre o refute: Existe un cuerpo finito algebraicamente cerrado.

13. Sea p un primo. Demuestre que el cuerpo de funciones racionales Z,(x)
es un cuerpo infinito de caracteristica p.

14. Sea D un dominio de integridad de caracteristica p. Demuestre que (a —
b)P" = aP" — b"" para todo a,b € D.

15. Muestre que todo elemento en un cuerpo finito puede ser escrito como la
suma de dos cuadrados.

16. Sean E y F be subcuerpos de un cuerpo finito K. Si E es isomorfo a F
muestre que E = F.

17. Sean F C E C K cuerpos. Si K es una extension separable de F', muestre
que K también es una extension separable de F.
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18. Sea E una extension de un cuerpo finito F', donde F tiene g elementos. Sea
a € F algebraico sobre F' de grado n. Demuestre que F'(«) tiene ¢ elementos.

19. Muestre que toda extension finita de un cuerpo finito F' es simple; es decir,
si F es una extension finita de n cuerpo finito F', demuestre que existe un o € E
tal que E = F(a).

20. Muestre que para cada n existe un polinomio irreducible de grado n en
Zy[z).

21. Demuestre que la funciéon de Frobenius © : GF(p") — GF(p") given
by @ : a — P es un automorfismo de orden n.

22. Muestre que todo elemento en GF(p™) puede ser escrito en la forma a?
para un unico a € GF(p™).

23. Sean E y F subcuerpos de GF(p"). Si |E| = p” y |F| = p®, jcuél es el
orden de ENF7?

24. (Teoream de Wilson) Sea p un primo. Demuestre que (p — 1)! = —1
(mod p).

25. Si g(t) es el polinomio generador minimal para un cédigo ciclico C' en R,
demuestre que el término constante de g(x) es 1.

26. Es concebible que una rafaga de errores pueda ocurrir durante una trans-
misién, como en el caso de una sobrecarga de energia. Una rafaga de inter-
ferencia puede alterar varios bits consecutivos de una palabra del codigo. Los
codigos ciclicos permiten detectar tales rafagas de errores. Sea C un codigo
ciclico (n, k). Demuestre que cualquier rafaga de hasta n — k digitos puede ser
detectada.

27. Demuestre que los anillos R,, y Z% son isomorfos como espacios vectoriales.

28. Sea C un codigo en R, generado por g(t). Si (f(t)) es otro codigo en R,
muestre que (g(t)) C (f(t)) siy solo si f(z) divide a g(z) en Zo[z].

29. Sea C' = (g(t)) un codigo ciclico en R,, y supongamos que z" — 1 =
g(z)h(z), donde g(x) = go+g12+- - -+ gn_rx" ¥y h(x) = ho+hiz+- - -+har.
Definamos G como la matriz de n x k

90 0 o0
9 90 0
G= In—k YGn—k-1 T g0
0 In—k 0 g1
0 0 Ok

y H como la matriz de (n — k) x n

0 -~ 0 0 hy - ho
I 0 - 0 hg - hy O
he -+ ho O 0 -+ 0

(a) Demuestre que G es una matriz generadora para C.
(b) Demuestre que H es una matriz verificadora para C'.
(¢) Muestre que HG = 0.
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22.4 Ejercicios Adicionales: Correccién de Er-
rores para Cédigos BCH

Los codigos BCH tienen algoritmos de correccion de errores muy atractivos.
Sea C un coédigo BCH en R,, y supongamos que se transmite un polinomio
c(t) = coteit+- - +cp_1t" "t del codigo. Sea w(t) = wo+wit+---w,_1t" el
polinomio en R,, que es recibido. Si han ocurrido errores en los bits aq, ..., ag,
entonces w(t) = c(t) + e(t), donde e(t) = t* +t*2 + - - 4+t es el polinomio
de error. El decodificador debe determinar los enteros a; y luego recuperar
¢(t) a partir de w(t) cambiando el valor de los bit a;. A partir de w(t) podemos
calcular w(w') = s; para i = 1,...,2r, donde w es una raiz n-ésima primitiva
de la unidad sobre Zy. Decimos que el sindrome de w(t) es s1,...,Sop.

1. Muestre que w(t) es un cédigo polinomial si y solo si s; = 0 para todo i.
2. Muestre que

5 = w(w') = e(w) = Wit + wWie | ... | ik
parai=1,...,2r. El polinomio localizador de errores se define como

s(z) = (x + w™)(z +w*) - (z + ).

3. Recuerde el codigo de bloque BCH (15,7) en el Ejemplo 22.19. Por el Teo-
rema 8.13, este codigo es capaz de corregir dos errores. Supongamos que estos
errores ocurren en los bits a; y as. El polinomio localizador de errores es
s(z) = (z + w*)(z + w*). Muestre que

s(z) = 2% + s1w + <s% + 83) .

S1

4. Seaw(t) = 1+t2+t*+°+t7+t124++13. Determine el polinomio originalmente
transmitido.
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