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Guia de ejercicios de Teoria de Grupos.
Estructuras algebraicas. Segundo semestre 2017

. Demuestre que si G < Z, entonces existe un n € Z tal que G = nZ

. Demuestre que

Sea A un grupo abeliano y B un subgrupo de A. Pruebe que A/B es un grupo
abeliano. Dé un ejemplo de un grupo no abeliano G con un subgrupo normal
K tal que G/K es abeliano.

Encuentre cinco grupos de orden 8 no isomorfos entre si.
Demuestre que S4 no es isomorfo a Djy.
Demuestre que S, es isomorfo a un subgrupo de A, ».

Pruebe que si H y K son subgrupos normales de GG entonces H N K también
lo es. Demuestre que la interseccién de una coleccién cualquiera no vacia de
subgrupos normales en GG es un subgrupo normal en G.

Pruebe que si N < G y H es cualquier subgrupo de GG entonces NN H < H.

. Sea Gun grupoy Z(G) ={z € G | zg = gz todo g € G} su centro. Demuestre:

a) Z(G) 4G,

b) si G/Z(G) es un grupo ciclico entonces G es un grupo abeliano.
Demuestre que Z(S,) = {e} para todo n > 3.

Sea o la permutacién en S,, (n > 4) dada por o = (1 2)(3 4). Demuestre que
|Cs,,(0)] = 8(n —4)L.

Sea 0 = (12345)en S5. En cada uno de los casos siguientes encuentre un
elemento 7 € S5 tal que

i) Tor ' =0 i) tor t=0"", i) Tor =02

Pruebe que si H y K son subgrupos finitos de G' con érdenes relativamente
primos entre si, entonces H N K = {e}.

Enuncie y demuestre el segundo teorema de isomorfia para grupos.

Enuncie y demuestre el tercer teorema de isomorfia para grupos.

Sea G un grupo finito, H un subgrupo de G y N < G. Pruebe que si |H| y
|G : N] son relativamente primos entonces H < N.
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Si G es un grupo y N < G es tal que G/N es abeliano, entonces
aba™ bt e N Va,beG.

Si G es un grupoy N < G es tal que
aba”'b™' € N Va,beq,
entonces G/N es abeliano.

Si G es un grupo, N < G y g € G tiene orden finito n, demuestre que el orden
de Ng € G/N divide a n.

Sip: G — G es un epimorfismo y N < G, demuestre que o(N) < G'.
Demuestre que si G es un grupo de orden 35, entonces es ciclico.
Construya un grupo no abeliano de orden 21.

Demuestre que un grupo de orden 99 tiene un subgrupo normal no trivial.

Si G es un grupo y A, B son subgrupos, demuestre que el subconjunto AB C GG
Al B]

tiene cardinalidad ———.

Usando el hecho que todo grupo de orden 9 es abeliano, demuestre que todo
grupo de orden 99 es abeliano.

Demuestre que si G es un grupo de orden p? con p un ntimero primo, entonces G
es abeliano. Ayuda: Primero demuestre que |Z(G)| > 1 y luego use el ejercicio
9.

Sea S es un conjunto finito y f : S — S una funcion inyectiva.

a) Demuestre que existe n € N tal que fo fo---o f =ig (la funcién identi-
—_—
n veces

dad).

b) Si S tiene m elementos, encuentre un valor de n que sirva para todas las
posibles funciones f.

c) Si S tiene 10 elementos, encuentre f tal que el menor valor de n que sirve
sea maximal.

Sea H < G un subgrupo normal de un grupo G. Si H es ciclico, demuestre que
todo subgrupo de H es normal en G.

Demuestre que la normalidad no es transitiva, es decir encuentre un grupo G
con un subgrupo normal H que a su vez tenga un subgrupo normal K, pero
que K no sea normal en GG. En simbolos, K < H < G pero K 4 G.



