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Guia de ejercicios de anillos.
Estructuras algebraicas. Segundo semestre 2017

Si p es un numero primo, demuestre que y/p no es un numero racional.

. Sea Z[V2] = {x € R | = a + b2, a,b € Z}. Verifique que este conjunto es

un anillo con las operaciones conocidas de R. ;Tiene un algoritmo de division?

Pruebe que la ecuacién 22 = 35 no tiene solucién en Z/100Z. (Por 35 se entiende
la clase de 35.)

Sean m,n enteros relativamente primos y sean a,b enteros cualesquiera. De-
muestre que existe un entero x que satisface simultdneamente las congruencias

r=aq mod m
rT=0b mod n

Si I y J son ideales de un anillo A demuestre que los conjuntos
I+J={z+ylxel,yecJ}

IJ=A{xy1 + x2y2 + ... + 2y, | z; € I,y; € J,r € N}
INJ={a€A|lacl,ac ]}

son ideales del anillo A. Establezca un orden de contencién entre ellos y con los
ideales [ y J.

. Dados dos ideales nZ y mZ del anillo Z, caracterice los ideales definidos en el

ejercicio anterior.

. En los anillos Z/18Z y Z/25Z determine todos los ideales.

. Cuantos elementos invertibles tiene el anillo Z/nZ?

Si el anillo A es un anillo conmutativo con unidad e I es un ideal maximal,
respecto de inclusién, demuestre que el anillo cociente A/I es un cuerpo.

Considere el conjunto de todas las matrices de 2 x 2 con coeficientes racionales.
Determine los ideales izquierdos y los ideales bilateros de este anillo.

Determine los divisores del cero del anillo Z/nZ. ;Cuantos son?
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Defina el conjunto R[[x]] de series de potencia formales en la indeterminada x
con coeficientes en un anillo conmutativo con uno R, como el conjunto de las
sumas infinitas formales

o0

n __ 2 3
E AnX" = Qg + a1 + a2x” + asx” . ..
n=0

Note que estas series formales no necesariamente representan funciones definidas
en R. La convergencia no es considerada. Las operaciones en R[[z]] se definen
como sigue:

Z a,x" + Z b, = Z(an + by)z"

n=0 n=0 n=0
N apx’ - ibnx” = i <z”: akbn_k) z"
n=0 n=0 n=0 k=0

a) Demuestre que R[[z]] es un anillo conmutativo con uno.
b) Demuestre que 1 — x es una unidad en R[[z]] con inverso 1+ + 2%+ ---.

¢) Demuestre que > a,z" es una unidad en R[[z]] siy solo si ag es una unidad
en RR.

d) Demuestre que si R es un dominio de integridad, entonces R|[[z]| también
lo es.

Considere de manera similar al ejercicio anterior el conjunto de series formales
oo
Z n_ -3 -2 —1 2 3
A" = -+ a_3r “+a9xr “+a_1x " +ag+ax+ ax” +asx” ...
n=—00

Explique por qué, con operaciones definidas de forma anédloga, no se obtiene un
anillo.

Demuestre que el centro del anillo M,,(R) de matrices de n X n con coeficientes
en un anillo conmutativo R es el conjunto de matrices escalares.

Demuestre que los anillos 2Z y 3Z no son isomorfos.
Demuestre que Z[z] no es isomorfo a Q|x].

Describa todos los homomorfismos de anillos de Z X Z a Z. En cada caso deter-
mine el nicleo y la imagen.
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Sea R = { | a,b,c € Z}. Demuestre que la funcién ¢ : R — Z X Z

b
c

a
0

: a
definida por ¢ <(O

)) = (a, c) es un epimorfismo y describa el niicleo.

Describa todos los homomorfismos de anillos de Z a Z/30Z. En cada caso de-
termine el ntcleo y la imagen.

Describa todos los homomorfismos de anillos de Z/20Z a 7Z/30Z. En cada caso
determine el nicleo y la imagen.

Demuestre que C es isomorfo a un subanillo de Ms(R).
Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos.

a) Demuestre que si J es un ideal de S, entonces ¢~ *(J) es un ideal de R.

b) Demuestre que si ¢ es epiyectivo e [ es un ideal de R, entonces ¢(I) es un
ideal de S. Muestre un ejemplo donde esto es falso si ¢ no es epiyectivo.

¢) Demuestre que si P es un ideal primo de S, entonces ¢~ *(P) = Ro ¢ !(P)
es un ideal primo de R.
Sean I, .J ideales en R.
a) Demuestre que I + J es el menor ideal de R que contiene tanto a I como
aJ.
b) Demuestre que I.J es un ideal contenido en I N J.
¢) Dé un ejemplo donde I.J # I N J.
d) Demuestre que si R es conmutativo e I + J = R, entonces [.J = 1N J.
Sea R el anillo de las funciones continuas de [0,1] — R y sea I el conjunto de

las funciones f € R que se anulan en % y en % Demuestre que I es un ideal de
R pero que no es un ideal primo. Demuestre ademés que R/I = R x R.

Sea R un anillo conmutativo. Demuestre que si P es un ideal primo de R que
no contiene divisores de cero, entonces R es un dominio de integridad.

Sea R un anillo conmutativo y P un ideal primo de R. Si I, J son ideales de R
que cumplen /.J C P, entonces I C Po J C P.

Sea D un dominio de integridad. Forme el conjunto D x D*, de todos los pares
ordenados de elementos de D cuyas segundas componentes son elementos de
D distintos de 0. Defina la siguiente relacién entre estos elementos: (a,b) ~
(¢,d) < ad = be
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a) Demuestre que esta relacién es una relacién de equivalencia en D x D*, y
denote por ¢ a la clase de equivalencia de (a,b).

b) Considere el conjunto de esas clases de equivalencia y defina las operaciones
+ y - como sigue:

a ¢ ad+bc
b T dT b
Y a ¢ ac
b d  bd

Demuestre que el conjunto de las clases de equivalencia tiene la estructura
de un anillo respecto de las operaciones + y -. ;Es un cuerpo?

¢) Compare con la situacién de los enteros y los niimeros racionales.
Demuestre que los siguientes polinomios son irreducibles en Q[z].

a) 2* 4+ 3z + 2

b) zt — 423 +6

¢) ! HZ "2 donde p es un primo impar.
)

d) (x—1)(x—=2)...(x —n) — 1, donde n € N.
e) (t—1(r—2)...(x—n)+1,donde n € N, n # 4.

Factorize el polinomio X% — 1 en cada uno de los anillos siguientes: a) Z[z], b)
Fylz], ¢) Fs[z].

Sea F' un cuerpo y ¢ un automorfismo de F[z]| tal que ¢(a) = a para todo
a € F.Si f(r) € Flz], demuestre que f(x) es irreducible si y solo si lo es

9(x) = o(f(x)).
Describa los automorfismos a los que hace alusién el ejercicio anterior.

Demuestre que todo automorfismo de Q[x] cumple que ¢(a) = a para todo

a € Q.

Sea F'[z] el anillo de polinomios sobre un cuerpo F'y f(z) # 0 en F[z]. Considere
el ideal J generado por f(z) y demuestre que Fx]/J es un espacio vectorial
sobre F' de dimensién grado(f(x)).

Sea D un dominio de integridad con 1 que resulta ser un espacio vectorial de
dimensién finita sobre un cuerpo F'. Demuestre que D es un cuerpo.



