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Resumen

1. Definición (Serie de potencias):
Una serie de potencias es una serie de funciones de la forma

∑∞
n=0 an(x − x0)n, con x0 ∈ R

y an ∈ R para todo n ∈ {0, 1, 2, ...}. A x0 se le conoce como centro de la serie de potencias,
y a los an se les conoce como coeficientes de la serie.

Observación 1: Toda serie de potencias
∑∞

n=0 an(x− x0)n converge en un intervalo de centro
x0 y radio R ∈ [0,∞].

2. Teorema (Convergencia absoluta y uniforme de una serie de potencias):
Si la serie de potencias

∑∞
n=1 an(x− x0)n converge en x− x0 = b 6= 0, entonces

i.
∑∞

n=0 an(x− x0)n converge absolutamente para todo x tal que |x− x0| < |b|.

ii.
∑∞

n=0 an(x− x0)n converge uniformemente para todo x tal que |x− x0| ≤M |b|, para
todo M ∈ (0, 1).

3. Definiciones (Radio de convergencia e intervalo de convergencia):
Dada una serie de potencias

∑∞
n=0 an(x−x0)n, se define su radio de convergencia R como

el radio del intervalo I ⊆ R más grande en el que la serie converge. En tal caso, diremos que
I es el intervalo de convergencia, y cumple que (x0 −R, x0 +R) ⊆ I ⊆ [x0 −R, x0 +R]

4. Proposición (Cálculo del radio de convergencia):
Sea R ∈ [0,∞] el radio de convergencia de la serie de potencias

∑∞
n=0 an(x − x0)n. Se tiene

que 1
R

= ĺım supn→∞
|an+1|
|an| (d’Alambert) y 1

R
= ĺım supn→∞

n
√
|an| (Cauchy).

Observación 2: Para efectos de cálculo, diremos que R =∞ si 1/R = 0.

5. Corolario (Continuidad de la serie de potencias):
Si R > 0 es el radio de convergencia de la serie de potencias

∑
an(x − x0)

n, entonces la
función f : (x0 −R, x0 +R)→ R definida por f(x) =

∑
an(x− x0)n es continua.

6. Teorema (Integración término a término de una serie de potencias):
Sea R el radio de convergencia de la serie de potencias

∑
anx

n. Si [α, β] ⊂ (−R,R), entonces∫ β
α

(
∑
ant

n)dt =
∑

an
n+1

(βn+1 − αn+1). En particular, si 0 < x < R, entonces∫ x
0

(
∑
ant

n)dt =
∑

an
n+1

xn+1.

7. Teorema (Diferenciación término a término de una serie de potencias):
Sea R el radio de convergencia de la serie de potencias

∑∞
n=0 anx

n.
La función f : (−R,R) → R definida por f(x) =

∑∞
n=0 anx

n es derivable, con derivada
f ′(x) =

∑∞
n=1 n · anxn−1 y la serie de potencias de f ′(x) tiene radio de convergencia R
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1. Encuentre el radio y el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias:

(a)
∞∑
n=0

x2k+1

k!

(b)
∞∑
n=1

(n+ 1)23nx3n+1

(c)
∞∑
n=1

(−1)nxn

(2n+ 1)2 · 3n+1

(d)
∞∑
n=0

n2(x+ 1)n

(e)
∞∑
n=1

xn

ln(n+ 1)

(f)
∞∑
n=1

an
2

xn

2. El desarrollo en serie para cierta función f es f(x) =
∞∑
n=1

(2x)n

n

(a) Encuentre el radio e intervalo de convergencia de la serie.

(b) Determine la serie que representa f ′(x) y preséntela como una función conocida.

(c) Determine f(x) mediante integración.

(d) Calcule el valor de la serie
∞∑
n=1

(−1)n
1

n

3. Pruebe que la función f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
1

(n!)2

(
x

2

)2n

está bien definida en todo x ∈ R y que

satisface f ′′(x) +
f ′(x)

x
+ f(x) = 0 para todo x 6= 0

4. Sea
∞∑
n=0

anx
n una serie de potencias cuyos coeficientes están determinados por las igualdades

a0 = a1 = 1 y an+1 = an + an−1. Muestre que el radio de convergencia de esta serie es igual a
(−1 +

√
5)/2.

5. Aplicando diferenciación e integración término a término, encuentre las siguientes sumas en
función de x.

(a) x+
x2

2
+
x3

3
+ ...+

xn

n
+ ...

(b) x− x3

3
+
x5

5
− ...+ (−1)n−1

x2n−1

2n− 1
+ ...

(c) 1 + 2x+ 3x2 + ...+ (n+ 1)xn + ...

(d) 1 · 2 + 2 · 3x+ 3 · 4x2 + ...+ n(n− 1)xn−1 + ...

2


