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» 1. Definicién (Serie de Funciones):
Dada una sucesién de funciones f, : X — R, definimos la sucesiéon de sumas parciales (s,,)
de (f,) como s, = > ;_, fr. Ademads, definimos la serie de (f,) como

Z fn = h/Inn%oo Sp = h/mnﬁoo Zzzl fn == 220:1 fk

En adelante, adoptaremos el simbolo > f,, para referirnos a la serie de las funciones f,,.
Ademas, es importante observar que tanto la sucesiéon de sumas parciales como la serie
tienen dominio X al igual que las f,.

= Una serie de funciones es, en particular, una sucesion de funciones, por lo que los resultados
vistos para sucesiones de funciones se extienden a las series. Lo veremos a continuacion.

» 2. Teorema (Continuidad de una serie de funciones):
Si f, + X — R es una sucesién de funciones tal que ) f,, converge uniformemente a una
funcién f : X — R. Si todas las f,, son continuas en un punto a € X, entonces f es continua
enac X.

» 3. Teorema (Dini para series de funciones):
Sea X un conjunto compacto y sea f, : X — R una sucesién de funciones continuas
no-negativas tal que la serie > f, converge puntualmente en X a una funcién continua
f: X — R. Entonces la convergencia de > f, a f es uniforme.

» 4. Teorema (Integral término a término de una serie de funciones):
Sea f, : [a,b] — R una sucesién de funciones que converge uniformemente a una funcién
f :la,b] — R. Si todas las f,, son integrables, entonces f es integrable y ademas se tiene que

LY fu(@)de = X [ fo(x)de

» 5. Teorema (Derivacién término a término de una serie de funciones):
Sea f, : [a,b] — R una sucesién de funciones de clase C' tal que la sucesién de derivadas
(f!) converge uniformemente en [a,b]. Si existe ¢ € [a,b] tal que la serie numérica Y f,(c)
converge, entonces la serie de funciones » f,, converge uniformemente a una funcién de clase
C', v se cumple que

Q2 fn) = 22(10)

» 6. Teorema (Test M de Weierstrass):
Sea (f,) una sucesién de funciones real-valuadas de dominio comin X, y > M, una serie
convergente de nimeros reales no-negativos que domina a (f,,) (es decir |f,| < M,, para todo
n € N). Entonces > |fu| v Y_ fn son uniformemente convergentes.
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1. Considere la serie de funciones _
Sl

14+2% si 2#0

(a) Pruebe que la serie converge puntualmente a la funcién f(x) = { 0 G o

(b) Pruebe que la convergencia no es uniforme.
oo

2. Considere la serie de funciones Z (1 —a").

n=1

(a) Pruebe que la serie converge puntualmente en (—1,1].

(b) Pruebe que la convergencia es uniforme en todos los intervalos de la forma [—1 + §,1 — 4],
donde 0 < 6 < 1/2.

3. Sea f,, : [1,2] — R la sucesién de funciones definidas por f,(x) = x/(1 + z)".
(a) Pruebe que Z fn converge puntualmente en [1,2].

(b) Pruebe que la convergencia es uniforme.

(c) iSerd cierto que/ an Ydx = Z/ fn(z)dz?

4. Sea f, : X — R una sucesién de funciones tal que f; > fo > ... > f, > ... y que converge
uniformemente a la funciéon nula en X. Pruebe que la serie Z fn converge uniformemente
en X.

5. Sea f, : X — R una sucesion de funciones tal que Z | fu(z)| converge uniformemente en X.

Pruebe que Z fn(z) también converge uniformemente en X.

6. Para x € (—1,1), calcule el valor de la serie

1+295'_|_43f;3_|_89€7+
142 1422 1424 14 28

7. Se define la funcién de Bessel de orden n, con n € {0,1,2, ...}, mediante

k 2k+n

E:M k+n+D 22k+n

(a) Demuestre que el dominio de J,, es R

(b) Derivando la serie 2" J,(z) y usando una propiedad apropiada de la funcién Gama, demues-

tre que p
(@ () = 2" T (@)

(¢) Verifique que xJ) (z) = xJ,_1(x) — nJ,(z)



