GUIA DE EJERCICIOS (DIFERENCIABILIDAD)

CALCULO III (OTONO 2017)

Calcule las derivadas parciales 3 f

i) flz,y) = lny+\/x2+y)-
i) fl@, ; e
y) =

111) flzy) = arcsm(x Y).
iv) [z, (€% 4 y?)e™",
V) flz,y) = 57l
Considere la funcion
fz,y) = 2*y? —In(2® +4*)
y determine si satisface o no la ecuaciéon en derivadas parciales:

af af
xax(x,y)+yay

) _ . )
y 8—5 de las siguientes funciones:

(z,y) = 42’y - 2

Considere la funcién
flz,y) =In(e” +€Y)

y determine si satisface o no la ecuacién en derivadas parciales:

af af
- =1
G OR ay(w y) =
Considere la funcién
Y
f(z,y) =e>
y determine si satisface o no la ecuacién en derivadas parciales:
of of
ZJ il =0
o (@ Y) + Y5, (2,9)

Para cada una de las funciones. Escriba la expresion del residuo de la
definicién de diferenciabilidad en el punto en cuestién. Demuestre que la
funcién es diferenciable.
5 1) f(z,y) = 4o — 10y en (g, yo) arbitrario.

5.2) f(z,y) =42y’ en (z0,y0) = (1,1).
53) J(z,y) = sin(y) en (z0.90) = (0,0).
5.4) f(z,y) = 2% — y? en (w0, yo) arbitrario.
Demuestre que la funcién f(z,y) = |z|+|y| no es diferenciable en el origen.
Ayuda: use la definicién de derivada parcial para ver si existen las derivadas
parciales en (0,0).
Demuestre que las siguientes funciones son diferenciables en todo su do-
minio:
7.1) f(z,y) =In(1 + 22 + y?).
7.2) f(x,y) = 4sin(e™).

73) flz,y) = L
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7.4) flz,y) = esinl@ty’
8.- Sea g: R — R una funcién diferenciable en R. Calcule las derivadas par-
ciales de la siguientes funciones:
8 1) f(z,y) =4g(x) + Tg(y).
82) f(z,y) = xyg(z)g(y).
8.3) f(z,y) = g(x)g(y) — ¢*(x).
8.4) f(z, ) 9(9(x)) + g(g(y))-

9.- Sea f:R? — R una funcién tal que

lim f(z,v)

(z,y)—(w0,90)

no existe. Puede f ser diferenciable en (zg, yo)?.
10.- Verifique que la funcién f: R — R? definida por:

z|y| :
si (x,y) # (0,
fla) = { Ve
) { 0 s (=0
0

es continua en (0,0) pero no es diferenciable en (0,
11.- Demuestre que la funcién f: R?2 — R definida por
diferenciable en (0, 0).
12.- Considere la funciéon g: R — R definida por:

1 s weQ
g(u){o si uéQ

0)
0).
0).
f(z,y) = V/l|zy| no es

y defina la funcién

flzy) = 2°g(x) + yg(y).

Demuestre que f es derivable en (0,0). Existen las derivadas parciales
en alguna vecindad de (0,0)?
13.- Considere la funcién f: R2 — R definida por:

_J 0 si x2y=0

Existen las derivadas parciales en (0, 0)
14.- La siguiente ecuacién en derivadas parciales
0% f n 0% f
ox? = 0y?
se denomina Ecuacion de Laplace y ocupa un lugar ilustre en las ciencias.
Determine cuales de las siguientes funciones es solucién de la ecuacién de

=0

Laplace:
14.1) f(z,y) = 2> — 3zy°.
14.2) f(x,y) = e”(cos(y) + sin(y)).
14.3) f(z,y) = e”(wcos(y) —ycos(y)).
14.4) f(z,y) = e Y (cos(2zy) + sin(2zy)).
145) (z.y) = Inl =)

15.- La ecuacién del calor estd definida por
u  ,0%u
— =a‘=—.
ot? Ox?



16.-

17.-

18.-

19.-

20.-

21.-

22.-
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determine si u(z,t) = (x — at)? + (x + at)? es solucién de la ecuacién del
calor.

Considere la funcién f: R? — R definida por f(z,y) = Yy y determine si
es diferenciable en (0, 0).

Averigue si la funcién f: R — R? definida por:

o.y) — 671241-?/2 si (x,y) # (0,0)
f@y) { 0 si (m,g):((),()).
0,0

es continua en (0,0) pero no es diferenciable en (0, 0).
Compruebe que la funcién z: R%: R definida por:

2(a.y) = 2" f ()
donde f: R — R es una funcién diferenciable arbitraria, satisface la ecuacion:
m%(w, y)+ 2y%(w7 y) =nz
Compruebe que la funcién z: R?: R definida por:
2(z,y) = yf(a® = ¢?)
donde f: R — R es una funcion diferenciable arbitraria, satisface la ecuacién:

0z 0z
27 R =
Y o (z,y) +wyay(x,y) rz(x,y)

Demuestre que la funcién u: R® — R definida por:
Cle@ /224y 422 + Cyet /22 Fy2+ 22
u(z,y, z) = —
( 56'2 +y2 +22

satisface la ecuacién de Helmholz:
8%u 9%u 0%u
axg (Z‘, Y, Z) + 6y2 ($7 Y, Z) + @(ﬂf, Y, Z) = CLQU(J}, Y, Z)

Sea f: R? — R3 una funcién diferenciable en i € R2, cuya matriz jacobiana
evaluada en @ es:

2 -1
3 2
1 7

y sea §: R® — R es una funcién diferenciable en f(@) € R? cuyo gradiente

en f(i0) es:
v f(@) = (8,0,-2).
Calcule el vector gradiente de (g o p) en 4.
Sea §: R? — R? una funcién diferenciable en p’ € R?, cuya matriz jacobiana

en p es:
3 2
1 0"

Sea f: R? — R una funcién diferenciable tal que:

v(fo @) = (1,1).
Calcule el vector gradiente de 7 en g(p).
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23.- Sean §: R — R3 y f: R® — R dos funciones diferenciables tales que §(0) =
(07 07 0)7

1

DGo)=|1| y Df(0,0,00=[1 1 1].
1

Demuestre que la funcién compuesta p = fo g: R — R verifica p/(0).
24.- En qué direccién es igual a cero la derivada direccional de

2,2

_r -y
f(xay)_xg_’_yg

en el punto (1,1)?.

25.- Hallar la derivada direccional de la funcién dada en el punto py y la direccién

—.

f
25.1) f(x,y) = e cos(zy) con py = (0,0,0) y v = (2,1 —2)
252) f(xvy) = Iy+yZ+Z£ZJ con pO - (la 152) y U= (107 7 )

26.- Sea f: R — R2 una funcién diferenciable tal que f(0,0) = (0,0). Suponga
que la matriz jacobiana de f en (0,0) es

il

Sean fi: R? - Ry fo — R? — R. Determine las matrices jacobianas

en (0, 0) para las siguientes funciones F': R? — R2:

26.1) F(x,y) = (x, f1(a.1).

26.2) F(z,y) = (fa(z,y),9)-

26.3) Fla.y) = (@*fi(w.9),y*fal.9)).

26.4) F(z,y) = f(f(f(z,y)))-

26.5) F(xz,y) = (f2(z,9), f1(2,y))-

26.6) F(z,y) = («fi(z,y) + yfale,y), yf1(z,y) + fa(2,y)).

27.- Sea f: R2 — R? una funcién diferenciable tal que f(070) = (0,0). Suponga
que la matriz jacobiana de f en (0,0) es

el

Sean fi: R?> - Ry f; — R? — R. Determine las matrices jacobianas

n (0,0) para las siguientes funciones F': R? — R:
27 1) F(z,y) = filz,y) + f2(z,y).
27. 2; F(z,y) = fi(z,y) f2(x,y).
) F

27.3 (%‘ y) = sin(f1(z,y)) + cos(fa(,y))-
27.4 ffiZ(;Zl) g(s)ds donde g: R — R es una funcién continua tal

que 9(0)

28.- Sea f: RZ — R2 una funcién diferenciable. Suponga que la matriz jacobiana

defenﬁes

!

Encuentre la funcién § — R? — R? cuya matriz jacobiana en p’es:



29.-

30.-

31.-

32.-

33.-
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28.1)
c d
i)
28.2)
2a  2b
[ 3¢ 3d } ’
28.3)
1 0
il
28.4)
4 5
[ 8¢ 8d } ’
28.5)
a+3c b+3d
{ c—a d—2»>b } ’

Sea f : R? — R? una funcién diferenciable con un punto fijo 5 € R%2. Es
decir f (p) = p. Sea A la matriz jacobiana de vecf evaluada en p. Determine
una funcién diferenciable §: R? — R? cuya matriz jacobiana evaluada en p'
sea AF (K e N).

Describa cémo son las funciones diferenciables f: R™ — R™ cuya matriz
jacobiana es diagonal.

Describa como son las funciones diferenciables f : R" — R” cuya matriz
jacobiana es triangular superior.

—

Describa como son las funciones diferenciables f : R" — R"™ cuya matriz
jacobiana es triangular inferior.

Si f es una funcién diferenciable y v = f(z,y) con © = rcos(d) e y =
rsin(f). Demuestre que:

Oou Ou 10u .

% = E COS(G) — ;% Sln(@)
ou Ou Ju

aiy = E Sln(@) =+ ;% COS(Q)



