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AYUDANTIAS ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS (PRIMAVERA 2016)

1. GRUPOS

Ayudantia I: En esta ayudantia comenzaremos a trabajar con la estructura al-
gebréica de grupo. Estudiaremos el orden de algunos elementos de ciertos grupos.

1.-

i-
ii.-

ii.-

Problema 1:

Sea G={z€C:2"=1alginn € Z}.

Pruebe que G es un grupo con la multiplicacién en C.
Demuestre que G no es un grupo aditivo.

Desarrollo:

Observe que G es un subconjunto del grupo (C*,-). Luego, para demostrar
lo pedido, basta probar que G es subgrupo de (C*,-). En efecto, si z,t € G
entonces (2t)" = 2"t" =1y (z71)" = (2")~! = 1. Por lo tanto 2t, 27! € G.
Luego G es un grupo.

Observe que i* = 1y (—i)* = 1. Si G fuera un subgrupo con la suma
entonces i + —i = 0 € G. Pero 0" = 0 # 1, para todo n € Z. Luego G no
es un grupo con la suma de C.

Ejercicio: Pruebe que G = {z € C : z™ = 1 algin n € Z} es un grupo
contenido estrictamente en K = {z € C: |z| = 1}.

Problema 2:
Sea G grupo tal que 22 = 1, para todo = € G. Pruebe que G es abeliano.

Demostracién: Considere x,y € G. Entonces (zy)? = 1 = 2%y2. Pero
(xy)? = zyxy. Luego zyxy = z2y?. Multiplicando la igualdad anterior por
27! a la izquierda y por y~! a a derecha, deducimos que yx = zy. Luego

G es un grupo abeliano.

Problema 3:
Encuentre un elemento de orden 6 en G = (Z/7Z)". Concluya que G es un
grupo ciclico.

Demostracién: Debemos encontrar un elemento x € Z/7%Z tal que x°

1(mod 7). Observe que como 7 es primo se tiene que Z/7Z es cuerpo. Luego
(Z)7Z)" = (Z/7Z)—{0}. Encontremos el orden de algunos elementos de G.
En efecto [1] = 1y |—1| = 2. Por otro lado 23 = 1(mod 7). Por ello |2| = 3.
Luego (—2)3 = —1(mod 7). Por lo tanto 26 = 1(mod 7) y sus potencias
menores no son uno en el grupo. Por ello x = 2 cumple lo pedido. Observe
ademds que () es un subgrupo de G, donde |G| = |(Z/7Z) — 0}| = 6. Por
ello G = (z). Luego G es un grupo ciclico.
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Ejercicio: Demuestre que G = (Z/13Z)" es un grupo ciclico. Encuentre
un generador de G.

Problema 4:
Sea G grupo de orden par. Pruebe que G tiene un elemento de orden 2.

Demostracién: Considere el conjunto t(G) = {g € G : g=! # g}. Observe
que z € t(G) si y solamente si 27! € ¢(G). Luego por cada elemento de G
mddulo inverso, tenemos dos elementos en G. Asi ¢(G) tiene un niimero par
de elementos. Luego como e ¢ t(G), tenemos que existe z € G — t(G) con
x # e. Bs decir, tenemos un elemento no trivial tal que z=! = x. Luego
|z| = 2.

Ejercicio: Asumiendo que G = Gly(Z/2Z) tiene 6 elementos, encuentre
un elemento de orden 2 en G.

Problema 5:
Sea Gla(Z/pZ) = {A € Ma(Z/pZ) : det(A) # 0}.
Pruebe que G es grupo.

Determine el orden de A = ( é } ) en Glo(Z/pZ).

Desarrollo:

Por la asociatividad de las matrices tenemos que A(BC) = (AB)C, para
cualquier A, B,C € G. Por otro lado, si det(A),det(B) # 0 entonces
det(AB) = det(A)det(B) # 0, por ello AB € G. Ademés I = (1) (1)
G cumple con AT = TA = A, paratodo A € G. Por dltimo si det(A) # 0 en-
tonces existe A7 tal que AA™t = A7A =Ty det(A~!) = det(A)~1 # 0.
Por ello G es grupo.

€

01) ~\o
solamente si n = ps, algin s € N. Por lo tanto n = p es la menor potencia
tal que A™ = I. Por ello |A| = p.
1 1

Ejercicio: Determine el orden de A = ( 0 p—1 ) en Gly(Z/pZ).

Observe que ( 11 ) ! 711 para todon € N. Luego A" =1siy
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Ayudantia II: En esta ayudantia estudiaremos los homomorfismos de
grupos y trabajaremos con el primer teorema de isomorfia.

Problema 1:

Sea G = GIl,(F) grupo de matrices invertibles con coeficientes sobre el
cuerpo F.

Pruebe que G es finito si y solamente si F' es finito. Si G es finito calcule
su orden en términos de la cantidad de elementos de F'.

Demuestre que det : G — F* es un homomorfismo de grupos. Pruebe que
Sl (F)={A € Gl,(F) : det(A) = 1} es un subgrupo normal de G.
Concluya que GI,,(F)/SL,(F) = F*.

Desarrollo:
Supongamos que F' no es finito. Entonces en G, (F) existen infinitas ma-
trices que en base candnica cumplen con Ae; = fe; y Ae; = e;, para

i # 1y f € F* cualquiera. Reciprocamente, si F' es finito, entonces
IM,,(F)| = |F|"". Luego |Gl,(F)| < |F|"* < co.

Supongamos ahora que F' es finito y digamos que |F'| = ¢q. Entonces para
la primera columna de una matriz cuaquiera en Gl,(F) tenemos ¢" — 1
posibilidades. Esto se debe a que el la primera columna podemos poner
cualquier vector de F™ salvo el nulo. Para la segunda columna pode-
mos considerar cualquier vector salvo los miltiplos de la primera columna.
Por ello tenemos ¢™ — ¢ posibilidades. Para la tercera columna pode-
mos considerar cualquier vector salvo las combinaciones lineales de las
primeras dos. En general en la columna i + 1podemos considerar cualquier
vector salvo las combinaciones lineales de las ¢ primeras. Luego para
la columna i + 1 tenemos ¢ — ¢' posibilidades. De esto se sigue que
Gl (F)| = (¢" = 1)+ (¢" —q") -+~ (¢" —q" ).

Considere det : Gl,(F) — F* funcién bien definida pues una matriz es
invertible si y solamente si su determinante es no nulo. Por otro lado
det(AB) = det(A)det(B) y det(A™) = det(A)~t. Por ello det es un ho-
momorfismo de grupos. Observe que ker(det) = SI,,(F). Por ello Si,,(F) <
Gl,(F).

Si consideramos las matrices que en base canénica cumplen con Ae; = fey
y Ae; = e;, para i # 1y f € F* cualquiera, tenemos que I'm(det) = F*.
Por el primer teorema de isomorfia concluimos que Gi,,(F')/Sl,(F) = F*.

Problema 2:
Considere K un grupo cualquiera, se define Aut(K) = {¢ : K — K :
¢ isomorfismo }. Calcule G = Aut((Z,+)).

Desarrollo: Considere ¢ : Z — Z un homomorfismo de grupos. Entonces
o(n) = neg(l). Por lo tanto ¢(1) deterina el homomorfismo ¢. Observe
que I'm(¢) = ¢(1)Z. Luego, como ¢ es sobreyectivo, tenemos que Im(¢) =
¢(1)Z = Z. En particular 1 € ¢(1)s, para cierto s € Z. Por ello ¢(1) =10
@(1) = —1. De esto se sigue que Aut(Z) = {id, —id}. Es decir Aut(Z) = Cs.

Ejercicio: Sea K un grupo. Pruebe que Aut(K) es un grupo con la com-
posicién.
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Ejercicio: Sea K = (), un grupo ciclico con p elementos. Calcule Aut(K).

Problema 3:
Sea ¢ : G — G funcién tal que ¢(g) = g?. Pruebe que ¢ es homomorfismo
si y solamente si G es abeliano.

Demostracién: Supongamos que G es un grupo abeliano, entonces ¢(ab) =
(ab)? = abab = a?b?. Luego ¢(ab) = ¢(a)p(b). Por otro lado siem-
pre ¢(a”!) = a=? = ¢(a)”!. Esto prueba que ¢ es homomorfismo de
grupos. Reciprocamente, si ¢ es homomorfismo de gurpos, entonces para
cualquier a,b € G tenemos que ¢(ab) = ¢(a)p(b). Es asi como obtenemos

que abab = a?b?. Luego ba = ab. Por ello G es un grupo abeliano.
Problema 4:

Sea S! = {z € C: |z| = 1}. Sea ¢ : R — S! la funcién definida por
(b(?,.) — e27rir.

Pruebe que ¢ es homomorfismo de grupos y describa ker(¢).
Pruebe que S' = R/Z.
Calcule la fibra sobre i € S', es decir determine {z € R : ¢(z) = i}.

Desarrollo:
Partamos por demostras que ¢ es un homomorfismo de grupos. En efecto,
tenemos que @(r 4 s) = 2™ ts) = 2mire2mis - Por 1o tanto ¢(r + s5) =

¢(r)p(s). Ademas ¢ cumple con ¢(—7) = e~ 2" = ¢(r)~L. Por lo tanto ¢
es homomorfismo de grupos. Por otro lado ker(¢) = {r € Z : *™" = 1}.
Pero €™ = 1 si y solamente si r € Z. Por lo tanto ker(¢) = Z.

Observe que ¢ es una funcién sobreyectiva, debido a que todo z € C tal
que |z| = 1 cumple con z = 2™ para cierto r € [0, 1[. Luego, aplicando
el primer teorema de isomorfia, tenemos que S! = R/Z.

Supongamos que €2™" = j = ¢ . Entonces r — i € ker(¢) = Z. Por ende
{reR:¢(x)=i} ={n+3:neZ}

Problema 5:

Sean{(S I;):a,ceF*,beF}. Sea ¢ : G — F* x F* la funcién
. a b\

deﬁmdaporqﬁ(o c>—(a,c).

Pruebe que ¢ es homomorfismo de grupos y calcule ker(¢).
Pruebe que ker(¢) = (F,+).

Desarrollo:
Demostremos que ¢ es homomorfismo de grupos. Sea A = ( 8 lc) ) y
-1 1,1
— Ty -1 _ a —ba""e 1y
B—(O Z).EntoncesA —< 0 1 ).Luegqu(A ) =
(@™t cl) = ¢(A)7L. Ademis AB = a(;v ay;; bz Por lo tanto

?(AB) = (ax,cz) = ¢(A)d(B). De esto se sigue que ¢ es un homomorfismo
de grupos. Calculemos ahora el nicleo de dicho homomorfismo. En efecto

ker(¢):{<(1) l{):beF}.
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ii.- Sea H = ker(¢) y considere la funcién ¢ : H — F definida por ¢ ( (1) 11) =
b. Observe el inverso de una matriz cualquiera A = ( (1) (1) ) € H es
A-L = ( (1) jb ) Por lo tanto ¢(A™!') = —¢(A). Por otro lado el

. 10 1 d
producto de dos matrices A = 01 € H C= 01 € H es
1 b+d
AC = 0 1 € H. Por ello p(AC) = ¢(A) + ¢(C). Luego ¢

es un homomorfismo. Este homomorfismo tiene por ntcleo al subgrupo
ker(p) = {id} y es claramente sobreyectivo. Por lo tanto ¢ es un isomor-
fismo de H con F. Esto concluye lo pedido.
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Ayudantia III: En esta ayudantia estudiaremos ciertos subgrupos nor-
males y calcularemos algunos cocientes de grupos.

Problema 1:

Sea G grupo y considere D = {(g, g) € G x G} subrgupo diagonal de G x G.
Pruebe que D no es un subgrupo normal de G x G, si G no es un grupo
abeliano.

Pruebe que H = {e} x G es un subrgupo normal de G

Demuestre que G es isomorfo a Dy a H.

Desarrollo:

Sea g € G elemento no conmutativo, es decir existe h € G tal que g #
hgh~!. Considere (g,g) € D. Entonces (e,h) € G x G cumple con
(e,h)(g,9)(e,h)~t = (g,hgh™t) ¢ D. Por ello D no es un subgrupo normal
de G x G.

Considere (e,g) € H y (t,s) € G x G un elemento cuaquiera. Entonces
(t,s)(e,g)(t71,571) = (e,sgs7!) € H. Por lo tanto H es un subgrupo
normal de G x G.

Considere m : H — G la funcién definida por 7(e,g) = g. Claramente 7 es
un homomorfismode grupos biyectivo. Por ende es isomorfismo. Por otro
lado, si consideramos p : D — la funcién definida por p(g,g) = g, tenemos
un homomorfismo de grupos biyectivo también. Por ende D es isomorfo
a (. Esto prueba que un grupo puede ser isomorfo a varios subgrupos de
otra cierta estructura, en donde los grupos imagen pueden no ser normales.

Problema 2:

Sea Dy, = (r,s: " = 8% = 1,rs = sr~!) grupo dihedral.

Pruebe que todo elemento de Dy, es de la forma s, donde ¢ = 0,1 y
s=0,---,n—1.

Pruebe que (r) < Day,.

Pruebe que Dy, /(r) es un grupo ciclico con dos elementos

Desarrollo:

Considere un elemento cualquiera g € Do,,. Entonces por la relacion rs =
sr~! podemos dejar todas las potencias de s a la izquierda de la expresién
de g y las potencias de r a la derecha. Luego g = s™r’. Pero, como s? = 1
y r™ = 1, tenemos que g = s°r’, con s°r’, donde e = 0,1y s =0,--- ,n—1.

1 1

Considere 7 € (r) elemento cualquiera. Entonces srir’(sr?)~t = sris™ =

r~t € (r). Por lo tanto (r) < Day,.

Observe que G = Da,, /(r) es un grupo pues (r) es un subgrupo normal de
Ds,,. Ademds sabemos que |G| = |Day|/|{r)| = 2. Por lo tanto G es un
grupo ciclico.

Problema 3:
Se define el centro de un grupo G como Z(G) = {g € G : gx = xg, Vz € G}.
Pruebe que Z(G) es un subgrupo de G

Demostracién: Observe que siempre e € Z(G). Ademds si g,t € Z(G)
entonces tgx = trg = xtg, para todo x € G. Por ello tg € Z(G). Por otro
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1 1

lado gx = zg implica que zg~—+ = g~ 'x. Por lo tanto g € Z(G) implica que
g~ € Z(@). De esto se sigue que Z(G) es un subgrupo de G.

Ejercicio: Definimos el normalizador de un subgrupo H de G por Ng(H) =
{9 € G:gHg ' = H}. Pruebe que H C Ng(H) y que Ng(H) es el mdximo
subgrupo de G, respecto a la inclusién, en donde H es un subgrupo normal.

Problema 3:
Pruebe que Z(G) < G. Demuestre ademds que G/Z(G) es isomorfo a un
subgrupo de Aut(G).

Demostracion: Considere la funcién 6 : G — Aut(G) definida por 0(g)(h) =
ghg™t. Observe que 0 estd bien definida pues 6(g) es un automorfismo de
G. O(h) es un homomorfismo, ya que 0(g)(hk) = ghkg=! = (ghg=')(gkg™1)
y 0(g)(h™1) = gh—lg~! = 0(g9)(h)~!. Ademds es invertible pues 0(g)~! =
0(g~'). Ademés 6 es un homomorfismo ya que 0(g)of(g')(h) = 0(g)(g'hg'~') =
99'h(gg’)~t = 0(gg’)(R), para todo h € G. Es decir 6(g) o 6(g") = 0(gq’).
Por otro lado ker(f) = {g € G : ghg™t = h} = Z(G). Por lo tanto
Z(G)<G. Luego, por el primer teorema de isomorfia, tenemos que G/Z(G)
es isomorfo a un subgrupo de Aut(G).

Problema 4:
Calcule Z(Dg), Z(Ds) y Z(Z/27 x Z./27.).

Desarollo: Partamos analizando el centro de G = Z/27Z x Z/27Z. Observe
que G es u grupo abeliano. Por lo tanto Z(Z/2Z x Z/2Z) = Z/27Z x Z/2Z.
Ahora analicemos el centro de un grupo dihedral G = Dy, para n > 3.
Entonces un elemento s¢r' € Z(Ds,) si y solamente si conmuta con r y
5. Observe que rsrir~! = sri=2, Luego si sr' € Z(Ds,), tenemos que
sr"=2 = sr. Por lo tanto 72 = 1. Esto nos lleva a una contradiccién. Por
otro lado 7 conmuta con r, pero sris~! = r~% Por lo tanto 7' € Z(G) siy
solamente si 2¢ = 0(mod n). Luego, si n es impar tenemos que Z(G) = {1}
y si n = 2t es par, entonces Z(G) = {1,7'}. Por lo tanto Z(Dg) = {1,7%}
y Z(Dg) = {1}.

Ejercicio: Calcule Z(S3) y Z(Sy).

Problema 5:
Sea G grupo de orden |G| = p"s, donde (p,s) = 1. Suponga que en G
existe un unico subgrupo H de orden p™. Pruebe que H < G.

1

Demostracién: Basta probar que para todo g € G se tiene que gHg™
H. En efecto, considere el subgrupo gHg~! de G. Como la conjugacién por
un elemento del grupo es un automorfismo, tenemos que |[gHg™!| = |H]|.
Luego como G tiene un tnico grupo de orden p”, tenemos que gHg™ ' = H.
Por lo tanto H < G.

Ejercicio: Demuestre que A3 = {id, (123), (132)} es un subrgupo normal
de 53.
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Ayudantia IV: En esta ayudantia trabajaremos con el teorema de La-
grange. En todo lo que sigue usaremos el hecho de que en Z dos niimeros
son relativamente primos si y solamente si existe una combinacion lineal
entera de dichos niimeros que da una unidad de Z. Este hecho, por lo
general, se demuestra en un curso de algebra de primer ano.

Problema 1:

Sea GG grupo tal que |G| = p primo.

Sea x € G — {e}. Pruebe que (z) = G.

Concluya que los tnicos subgrupos de G son {e} y G.

Desarrollo:

Sea x € G un elemento no trivial. Entonces, por el teorema de Lagrange,
|z| divide a |G|. Como |G| = p primo, tenemos que |z| =1 o |z| = p. Si
|x] = 1 entonces x = e y esto no puede pasar pues x no es trivial. Luego
|z| = p. Por lo tanto (x) C G tiene la misma cantidad de elementos que
todo el grupo. Luego (z) = G.

Supongamos que H es un sugrupo de G no trivial. Entonces existe z € H
con x # e. Luego por [i] tenemos que G = (z) C H C G. De esto
concluimos que H = G.

Ejercicio: Encuentre todos los generadores del grupo G = {z € (Z/7Z)* :
% =1}

Problema 2:

Sea G = (Z/nZ)" y o(n) = |{i : (i,n) =1, i < n}|.

Demuestre que |G| = ¢(n).

Pruebe que para todo a € Z tal que (a,n) = 1 se tiene que a?™ =
1(mod n).

Concluya que para todo a € Z se tiene que a? = a(mod p).

Desarrollo:

Por definicién G es el grupo de todos los elementos invertibles en Z/nZ.
Supongamos que i € Z/nZ es invertible. Entonces, sin pérdida de gener-
alidad, podemos asumir que ¢ < n. Luego, como existe s € Z/nZ tal que
is = 1(mod n) tenemos que existe ¢ € Z tal que is + tn = 1. Por lo tanto
(i,n) = 1. Por otro lado si tomamos la clase de un elemento ¢ < n tal
que (i,n) = 1 tenemos que is + nt = 1. Por lo tanto is = 1. Luego i es
invertible en Z/nZ. DE esto concluimos que |G| = ¢(n).

Considere a € Z elemento tal que (a,n) = 1 entonces por lo demostrado
en [i] tenemos que @ € G. Luego, por el teorema de Lagrange, tenemos
que @€l = e. Es decir @#™ =1 en G. Si escribimos esto en términos de
congruencias obtenemos que a?™ = 1(mod n).

Supongamos que n = p primo. Entonces todo niimero menor a p es rela-
tivamente primo con este. Luego ¢(p) = p — 1. Esto nos dice que, para
a € Z — pZ tenemos que a?~! = 1(mod p). En particular a? = a(mod p).
Observe que esta tultima igualdad es vélida para @ = 0(mod p), es de-
cir es vélidad para a € pZ. Por lo tanto, para todo a € Z se tiene que
aP = a(mod p).
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2.- Ejercicio: Demuestre que para todo a € Z tal que p no lo divide, se tiene
que a?’ P = 1(mod p?).
3.- Problema 3:

Sean H, K subgrupos de G tales que |H| = p, |K| = q. para p,q primos
distintos. Pruebe que H N K = {e}.

Demostracién: Consideremos x € H N K entonces, por el teorema de
Lagrange, tenemos que |z| divide a p, g. Pero como p, ¢ son primos distintos,
existen s,t € Z tales que 1 = sp+ tq. Luego si |z| divide a p, g entonces |z
divide a 1. Por ello |z| = 1. Luego = = e.

3.- Ejercicio: Pruebe que en S5 se tiene que ((12)) N ((12345)) = {id}.
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Ayudantia V: En esta ayudantia estudiaremos los productos directos de
grupos y el tercer teorema de isomorfia. En esta ayudantia usaremos el
hecho de que Dy, es un grupo con 2n elementos, de la forma s°r?, donde
e€{0,1}eie{0,--- ,n—1}.

Problema 1:
Sean G, Gy grupos. Pruebe que Z(G1 x G2) = Z(G1) x Z(G2).

Demostracién: Considere (g1,¢92) € Z(G1xG3). Entonces (g1, g2)(h1, ha)
hl,hg)(gth), para todo (hl,hg) € G1 X Go. Es decir glhl = h191 y
g2ha = hags. Luego cada componente de la tupla (g1, g2) esta en el centro
del grupo al que pertenece. Por lo tanto (g1,92) € Z(G1) x Z(g2). Por lo
tanto Z(Gy x G3) C Z(G1) x Z(G2). Observe que todas las implicancias
anterores son equivalencias. Por ello Z(Gy x G2) = Z(G1) x Z(Ga).

Ejercicio: Sean G, H grupos y considere A <G y B < H. Pruebe que
(AxB)<(Gx H)yque (Gx H)/(Ax B)~G/Ax H/B.

Problema 2:

Sean G1, G2 dos grupos.

Pruebe que su G; = G4 entonces Z(G1) = Z(Ga).
Concluya que Dg X Cy no es isomorfo a Doy.

Desarrollo:

Sea ¢ : G; — G2 un isomorfismo. Entonces g € Z(G1) si y solamente si
@(g) € Z(G2). Esto se debe a que si gh = hg, para todo h € G, entonces
d(g)p(h) = ¢(h)p(g), para toma ¢p(H) € Im(¢) = Go. El reciproco se sigue
tomando la funcién ¢~!. Luego ¢(Z(G1)) = Z(Gs). Luego la funcién in-
ducida ¢z : Z(G1) — Z(G2) es un homomorfismo inyectivo y sobreyectivo,
por la conclusién anterior. Por ende ¢ es isomorfismo. De esto se sigue lo
pedido.

~

Supongamos que Dg x C4 es isomorfo a Doy. Entonces Z(Dg x C4) =
Z(Ds4). Por lo mostrado en la ayudantia III, tenemos que Z(Da4) = Cy,
mientras que Z(Dg x Cy) = Z(Da4) = Z(Ds) x Z(Cy) = {e} x C4. Esto
prubea que los centros tienen cardinalidad distinta, en particular son no
isomorfos.

Ejercicio: Pruebe que Cy x D14 y Dsg son grupos no isomorfos.

Problema 3:

Sea Diy = (s,t : 82 = 5 = 1, sts7! = t7!) el grupo dihedral de 12
elementos y considere H = (t3).

Pruebe que H < Dq5.

Pruebe que Di2/H 22 Dg.

Desarrollo:
Observe que st¥s™! = t73 ¢ H y tt3t~! = 3 ¢ H. Por lo tanto para
todo g € D15 tenemos que gHg~ ! = H. Luego H < D1s.

Primero observe que G = HN, para N = (s,t?). Esto se debe a que
s€ HN Y t=1t3%"2¢€ HN. Por otro lado HN N = {1}. Esto se debe a
que si t?* = t37 entonces t¥ = t3 = t% =1 y a que si st** = t% entonces
s = 3772 1o que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, por el tercer
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teorema de isomorfia tenemos que G/H = HN/H =~ N/(NNH) = N. Pero
N =(s,r:s2=r3=1,srs7t =r~1) = Dgs. Por lo tanto G/H = Ds.

Ejercicio: Sean M, N<G. Pruebe que si G = M N entonces G/(MNN) =
G/M x G/N.

Problema 4:

Sea G grupo y N, H subgrupos de G con N <@G.

Pruebe, usando el tercer teorema de isomorfia, que si G es grupo finito
entonces [NH| = |H||N|/IN N H].

Pruebe que si N = ((123)) y H = ((12)) entonces S3 = NH.

Concluya que S3 = Dg.

Desarrollo:

El tercer teorema de isomorfia nos dice que, si N, H subgrupos de G con
N <G, entonces NH/N = H/(H N N). Observe que si G es grupo finito
entonces NH,H N y N N H son grupos finitos también. Luego igua-
lando la cadinalidad a ambos lados del isomorfismo anterior obtenemos
que |[NH|/|IN| = [NH : N = [H : NN H] = |H|/|[H N N|. Luego
INH| = |H||N|/IN 0 HI.

Considere N = ((123)) y H = ((12)) entonces |N| = 3 y |H| = 2. Luego
six € HN N se tiene que z° = 22 = id. Por lo tanto x = id. Luego
NN H = {id}. De esto se sigue que [NH| =6 = |S3|. Como NH C S5y
tienen igual cardinal, concluimos que NH = Sj.

Por lo mostrado en [ii] tenemos que todo elemento en S3 es producto de
s’ = (12) y t' = (123). Adem&s estos elementos satisfacen que s = 1,
t? =1y s't's"' = ¢'"1. Por lo tanto el homomorfismo ¢ : S3 — D3
definido por ¢(12) = s y ¢(123) = ¢ es un homomorfismo invertile. Luego
Sg =~ Dg.

Ejercicio: Pruebe que S4 no es isomorfo a Ds.
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Ayudantia VI: En esta ayudantia estudiaremos los grupos ciclicos. Es
decir, estudiaremos los grupos generados por un solo elemento.

Problema 1:

Sea G = (x) grupo ciclico de orden n.

Sea H subgrupo de G. Pruebe que H = (z*), algtin i € Z.
Demuestre que (i,n) = 1 si y solamente si H = G.
Encuentre todos los subgrupos de G = {z € C: 28 = 1}.

Desarrollo:

Sea H subgrupo no trivial de G y considere A = {j : 2/ € H — {e}, j €
N} C N conjunto no vacio pues existe algin y € H — {e}. Por principio del
buen orden existe un primer elemento en A. Sea ! € H con i minimal. Sea
2% € H. Por algoritmo de la divisién se tiene que k = is + ¢ donde t = 0
ot <i. Observe que 2! = 227" € H. Luego como i es minimal tenemos
que t = 0. Por lo tanto z* = (z%)*. Luego H = (z*).

Si H = G entonces (') = G. Luego (2%)* = x, para cierto s € Z. Por lo
tanto z 72’ = e. Asiis—1 = nt, ciertot € Z. Luego si algin niimero primo
p divide a i y n entonces p divide a 1. Por lo tanto no existe niimero primo
que divida a i y n simultaneamente. Es decir (i,n) = 1. Reciprocamente
si (i,n) = 1, por algoritmo de la divisién, se tiene que existen s,t € Z tales
que is +tn = 1. Luego (2)* =z € H. Por lo tanto H = G.

Observe que si z® = 1 se tiene que |z| = 1. Luego como los elementos son
raices octavas de la unidad se tiene que G = (z), donde zg = e*". Por
[i] los subgrupos no triviales de G son de la forma Hy = (22), Hz = (z3),
Hy = (23), Hs = (25), Hs = (2§) y H7 = (z{). Observe que, por [ii,
tenemos que G = Hs = Hs = Hy7. Por otro lado Hy = Hg, esto se debe
aque 2§ = (28)3 € Ha y (20)% = (2§)7! € Hg. Observe que Hy C Hy,
pero no son iguales ya que z2 ¢ Hy. Esto ya que si 22 € Hy entonces
22 = 23t. Por lo tanto 2 = 4t + 8s. Luego 4 divide a 2, lo que nos lleva a
una contradiccién. Por lo tanto los tinicos subgrupos de G son {1}, Ha, Hy
y G.

Ejercicio: Encuentre todos los subgrupos del grupo ciclico Cjy.

Ejercicio: Sea G = C,, un grupo ciclico de orden n. Pruebe que G tiene
subgrupos de orden d, para todo d divisor de n.

Problema 2:

Encuentre todos los subgrupos de H = { ( (1) 711 > in € Z}.

Desarrollo: En la ayudantia IT probamos que H 2 (Z, +). Por lo tanto los
subgrupos de H estdn en correspondencia con los subgrupos de Z. En clases
se demostro que los subgrupos de Z son de la forma nZ, para n € Z. Por

lo tanto los subgrupos de H son de la forma H, = { ( (1) nlt ) 1t € Z}.

Ejercicio: Sea * € G. Pruebe que Ng((z)) = {g € G : gzg™! =
x®, para algin a € Z}.
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Problema 3:

Sea G grupo.

Pruebe que si G/Z(QG) es ciclico entonces G es abeliano.

Demuestre que si Aut(G) es un grupo ciclico entonces G es abeliano.
Sea G grupo de orden pq y con centro no trivial. Pruebe que Z(G) = G.

Desarrollo:

Sean g,h € G dos elementos cualquiera. Supongamos que G/Z(G) = (7).
Entonces g = sri, para cierto s € Z(G) y h = tri, para cierto t € Z(G).
Luego gh = sritrd = str'tJ = tsrit? = trisr’ = hg. Por ello G es un grupo
abeliano.

Supongamos que Aut(G) es un grupo ciclico. Por lo demostrado en la
ayudantia ITI, tenemos que G/Z(G) es isomorfo a un subgrupo de Aut(G).
Por el problema 1 todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico. Luego
tenemos que G/Z(G) es un grupo ciclico. De [i] se concluye que G es
abeliano.

Supongamos que |G| = pq y |Z(G)| # 1. Por lo tanto |Z(G)| € {p,q,pq}.
Supongamos que | Z(G)| = p, entonces |G/Z/G)| = g. Por lo demostrado en
la ayudantia IV, tenemos que G/Z(G) es un grupo ciclico de ¢ elementos.
Por el problema 2 concluimos que G abeliano. Por lo tanto Z(G) = G. Si
|Z(G)| = g el razonamiento es andlogo. Finalmente si |Z(G)| = pg, se sigue
de comparar los cardinales de G y Z(G) que G = Z(G).

Ejercicio: Pruebe, mediante un ejemplo, que si G/Z(G) es abeliano en-
tonces G puede no ser abeliano.

Problema 4:

Sean{( g 2 ):a,bE(C, a3:b5=1}. Pruebe que G = Z/15Z.

Demostracién: Considere K3 = {z € C: 28 =1} y Kz ={z € C: 2% =

1}. Definimos ¢ : G — K3 x K5 por ¢ < g 2
isomorfismo. Luego G = K3 x K5. Pero K,, = C},, donde C,, es el grupo
ciclico con n elementos. Por lo tanto G = C3 x Cs. Ademas en clases se

demostré que C,, x Cp, = Cpyp, si (m,n) = 1. Por lo tanto G = Ci5.

Problema 5:
Pruebe que (Q,+) no es un grupo ciclico.

= (a,b). Entonces ¢ es un

Demostracién: Supongamos que Q es ciclico y esta generado por -,

donde (n,m) = 1. Entonces 7 € (2). Luego existe t € Z tal que
ﬁ = %‘ Por lo tanto m = 2mtn. Luego 1 = 2¢n, lo que nos lleva a una

contradiccién. Por lo tanto Q no es un grupo ciclico.
Ejercicio: Pruebe que Q x Q no es un grupo ciclico.

Ejercicio: Pruebe que Q no es un grupo finitamente generado.
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Ayudantia VII: En esta ayudantia trabajaremos ejemplos de acciones de
grupos sobre si mismos, de forma tal de deducir nueva informacién de los
grupos en cuestion.

Problema 1:

Sea G un grupo de orden p”, para cierto n € N y p primo. Considere la
accién de G sobre si mismo por conjugacion.

Demuestre que {z € G : Orb(x) = {z}} = Z(G).

Concluya que Z(G) # {e}.

Encuentre un grupo no abeliano de orden p™, para cierto n € N y p primo.

Desarrollo:

Observe que Orb(z) = {grg~' € G : g € G}. Luego Orb(z) = {z} siy
solamente si grg~! = x, pata todo g € G. Esto ltimo es equivalente a que
x € Z(G). Luego {z € G : Orb(z) = {z}} = Z(G).

Sabemos que toda accién de un grupo en un conjunto particiona dicho
conjunto en orbitas. FEn nuestro caso, como G actda en si mismo por
conjugacién tenemos que |G| = |O1 |+ - -4|Ox|, donde |O;| son las diferentes
orbitas que genera G. Observe que un elemento tiene orbita trivial si y
solamente si es un elemento del centro, luego tenemos que |G| = |Z(G)| +
|0 | + -+ + |0, |, donde |O;,| # 1. Por otro lado sabemos que |0;,| =
|G|/|Stabg(x;,)|, donde z;, es un elemento cualquiera de O;,. Luego |O;,| =
p®u, para cierto s; # 0. Por lo tanto p divide a |G| — (|O;, | + -+ + |0;, ])-
Concluimos que p divide a |Z(G)|. Luego Z(G) no es trivial.

Considere G = Dg = (r,s : r* = 2 = 1, srs7! = r71). Sabemos que

Z(G) = {1,r?}. Por lo tanto G es un grupo de orden 23 no abeliano.
Ejercicio: Demuestre que para accién anterior Cq(x) = Stabg(z).
Ejercicio: Demuestre que todo grupo de orden p? es abeliano

Problema 2: Considere la accién de G = S5 sobre G por conjugacion.
Calcule el nimero de 6rbitas de dicha accion.

Desarrollo:

Partamos por considerar las 6rbitas mas elementales. En efecto, observe
que o(id)o~! =id, Vo € G. Luego Orbg(id) = {id}.

Por otro lado el largo de cualquier permutacién es la misma que la de
su conjugado. Asf Orbg((123)) C {(123),(132)}. Pero (12)(123)(12)~ ! =
(12)(123)(12) = (132). Luego Orbg((123)) = {(123), (132)}.

Por dltimo calculemos la 6rbita de la permutacién (13). Recordemos
que (ab)~! = (ab). Luego como (12)(13)(12) = (23), (12)(23)(12) = (13) y
(23)(13)(23) = (12) tenemos que Orbg((13)) = {(12), (13), (23)}.

Finalmente concluimos que existen 3 clases de conjugacién.
Ejercicio: Calcule el numero de clases de conjugacién en Sj.
Problema 3: Sea GG un grupo de orden n y .S,, es el grupo de biyecciones de

n elementos. Demuestre que existe un homomorfismo inyectivo ¢ : G — .S,.

Demostracion: Considere la accién de G sobre G via g.h = gh, Vg,h € G.
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Esta accién de grupo induce un homomorfismo p : G — Biy(G) donde
p(g) = o4, para o,(h) = g.h = gh. Observe que como |G| = n tenemos que
Biy(G) =2 S,,. Ademas ker(p) = {g € G: gh =1, Yh € G} tomando h =1
tenemos que ker(p) = {1}. Por lo tanto p : G — S,, es un homomorfismo
inyectivo.

Ejercicio: Demuestre que C3 puede ser visto como un subgrupo normal
de Sg.

Problema 4: Muestre que si un grupo G cumple con |G| = ny p es el
menor primo que divide a n.

Demuestre que todo subgrupo de indice p es normal en G.

Concluya que si H < G tal que [G : H|] = 2 entonces H < G.

Pruebe que A3 = {id, (123),(132)} es un subgrupo normal de Ss.

Desarrollo:
Sea H < G con [G : H| = p primo. Considere la accién de G sobre
X = G/H conjunto de cosetos de H, via:

g.(aH) = (ga)H.

Esta accién induce un homomorfismo 7y : G — Biy(X), donde 7y (g) =
og4, donde o4(aH) = g.(aH) = (ga)H. Observe que:

ker(ry) ={g € G: gaH = aH, Ya € G}.

Es decir ¢ € ker(mg) si y solamente si (a~'ga)H = H para cualquier
a € G, lo que equivale a que (a~'ga) € H, Va € G. Asi K = ker(ny) =
NeegaHa™t.

Observe que K < G por ser nicleo de un homomorfismo. Ademas K C
H=cHe '

Seal=[H:K],asi [G: K] =[G : H|[H : K] = pl. Como X tiene p
cosetos, tenemos que G/K — S, donde S, es el grupo de biyecciones de
p elementos. Luego pl = [G : K]|p!, por lo tanto [|(p — 1)!. Por otro lado,
como p es el primo mas pequeno que divide a |G|, tenemos que [ = 1.

Finalmente H = K < G.

Si H < G tal que [G : H| = 2 como 2 es el primo mds pequeo el resultado
se sigue de la parte anterior.

Observe que |A3| =3y |S3 = 6], luego [S5 : A3] = 2 y el resultado se sigue
de lo expuesto en [ii].
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Ayudantia VIII: En esta ayudantia trabajaremos con ejemplos geomet-
ricos de acciones de grupos.

Problema 1:

Sea G el grupo de movimientos rigidos (rotaciones) del dodecaedro y T el
grupo simetrias del dodecaedro considerando las reflexiones.

Calcule |G|.

Calcule |T|.

Asumiendo que Z(As) = {id} y que G = Ay pruebe que T = A5 x Cs.

Desarrollo:

Considere la accién de G sobre las caras del dodecaedro regular. Esta accién
es transitiva pues dejando una cara fija podemos llevar mediante rotaciones
una cara vecina de esta a cuaquiera de sus otros 4 homologos. Luego una
cara esta en una orbita si y solamente si esta su vecina. Esto implica que
la acciéon sea transitiva. Por lo tanto si usamos la identidad:

|G/ Stabe ()| = [Orb(x)],

tenemos que |G| = 12|Stabe(z)|. Por otro lado si dejamos una cara fija
tenemos 5 rotaciones posibles del dodecaedro. Luego |Stabg(z)| = 5. Por
lo tanto |G| = 60.

Repetimos la misma accién que en [i]. Como T D G tenemos que esta
accién es también transitiva. Luego tenemos que |T'| = 12|Stabr(z)|. Pero
si dejamos una cara fija entonces tenemos que el subgrupo de simetrias
que del dodecaedro que cumplen con esto es isomorfo a D1y. Por lo tanto
|G| = 120.

-1 0 0
Considere A = 0 -1 0 . Observe que la matriz A corresponde
o 0 -1
a la composicion de las reflexiones respecto al eje x,y y z. Luego A € T.
Recordemos que todo elemento de T se puede ver como una unica matriz
en M3(R), pues dichos elementos corresponden a rotaciones en el espacio.
Observe que A conmuta con todos los elementos de T, por ser un multiplo
de la identidad. Luego (A) NG = {id}, pues Z(G) = Z(As) = {id}. Por
otro lado [T : G] = 2, asi G<T. Observe que siempre (A) <G. Ademds
[{A)||G| = |T|. Concluimos que T2 G x (A) = As x Cs.

Ejercicio: Pruebe que Z(A5) = {id}.

Problema 2:
Sea G el grupo de movimientos rigidos del tetraedro. Calcule |G|.

Desarrollo: Considere la accién de G sobre las caras del tetraedro regular.
Esta accién es transitiva. Luego si usamos que |G/Stabg(x)| = |Orb(z)|
obtenemos que |G| = 4|Stabg(x)|. Por otro lado si dejamos una cara fija
tenemos 3 rotaciones posibles del dodecaedro. Luego |Stabg(x)| = 3. Por
lo tanto |G| = 12.

Problema 3:
Determine de cuantas maneras esencialmente distintas se puede pintar con
n colores un triangulo equilatero hecho de palitos de helado.
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Desarrollo: Considere la acciéon de G = D3 en el conjunto de todas las
coloraciones posibles, con n colores, del triangulo equilatero. Sea X dicho
conjunto. Entonces debemos calcular |G\ X|. Para ello usaremos la iden-
tidad |G\ X| = ‘—él >_gec [Fiz(g)|. Observe que en G estd compuesto por
2 rotaciones de orden 3, la identidad y 3 reflexiones que cruzan un vertice
y un lado. Observe que toda rotacién de orden 3 cumple que un elemento
de X es fijo por el si tiene los mismos colores en todas las aristas. Por otro
lado toda reflexién que cruza un lado y un vértice cumple que un eleemnto
de X es fijo por el si tiene los mismos colores en las aristas que permuta
dicha reflexién. Por lo tanto tiene 2 aristas de igual color y la tercera de
cualquier color. Por lo tanto:

1
|G\ X| = 6(n3+2n+3n2).
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2. ANILLOS

Ayudantia IX: En esta ayudantia comenzaremos a trabajar con la estructura de
anillo. Veremos algunos ejemplos de anillos e ideales.

1.-

i-
ii.-

ii.-

i-
ii.-

ii.-

i.-
ii.-

Problema 1:
Sea A = My(Z) y considere B = {( z 3} ) STy, 2, W E ZZ}.

Pruebe que B es un anillo.
Pruebe que B es un ideal de A.

Desarrollo:
Demostremos que B es subanillo de A. Observe que B es no vacio dado que
Oox2 € B. Ahora bien, si consideramos dos matrices X = (Jcij)ij:l,Y =

(yij)%jzl € B entonces sus coeficientes cumplen con z;; € 2Z e y;; € 27Z.
Luego (X £Y);; = z;j £ y;j € 2Z. Por lo tanto B es subgrupo de A. Por
otro lado (XY);; = Zle ZirYrj € 42 C 27. Por ello B es subanillo de A.

Observe que lo dicho en [i] prueba que si tomamos Z € Ay A € B entonces
ZX €B,XZ€B.
Ejercicio: Sea A = My(Z) y considere:

B:{(x y ):y,z,wEZ,xEQZ}.
z w

Pruebe que B no es un ideal de A.

Problema 2:

Sea A = Q[x] en anillo de polinomios con coeficientes en Q y considere el
ideal J = (22 — 1,22 — 3z + 2).

Pruebe que J = (z — 1).

Concluya que (2% — 1) C J.

=

Desarrollo:

Observe que 22 — 1 = (z —1)(z +1) y que 22 =3z +2 = (z — 2)(x — 1).
Por lo tanto todo elemento v = p(x)(z% — 1) + ¢(x) (2 — 3z +2) se reescribe
como v = s(x)(x — 1). Luego J C (x —1). Probemos que de hecho son
el mismo conjunto. Observe que 1 = 3(z + 1) — (z — 2), luego (z — 1) =

2[(#* = 1) = (#* — 3z + 2)]. Por lo tanto # — 1 € J. Luego J = (2 — 1).

Observe primero que 22 —1 = (z—1)(x+1) € J. Por lo tanto (22 —1) C J.
Supongamos que J = (z? — 1) entonces existe un polinomio ¢(z) € Q[z] tal
que z — 1 = g(z)(z% — 1) es decir 1 = g(x)(z + 1). Igualando en el grado
a ambos lados de la ecuacién anterior llegamos a una contradicciéon. Por lo
tanto (2 — 1) C J.

Ejercicio: Pruebe que en Q] se tiene que los ideales (p(z)), (¢(x)) son
iguales si y solamente si p(x) = ag(x), para cierto a € Q*.

Problema 3:

Sea A = L(R? R?) el anillo de funciones lineales de R? a R2. Considere
B={T € A:T(e1) =0}, donde e; = (1,0) € R2.

Demuestre que B es un anillo.

;Es B un ideal bildtero de A?
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PruebequeB"’{(g Z):mbeR}.

Desarrollo:

Obsevre que T' = 0, la transformacién lineal nula, es un elemento de B.
Ademads si T, S € B entonces T'(e;) = S(e1) = 0. Luego T + S(ey) = 0.
Por lo tanto B es un subgrupo abeliano de A. Considere ahora T,S € B
entonces SoT(e;) = S(0) = 0. Por lo tanto B es un subanillo de A. Luego
B es un anillo.

Considere S una tranformacion lineal cualquiera. Entonces si T € B se
tiene que S o T(e1) = S(0) = 0. Luego B es un ideal izquierdo de A. Por
otro lado si consideramos las tranformaciénes lineales T'(z,y) = (0,y) y
S(z,y) = (y,z) tenemos que T o S(e1) = T'(e2) = ez # 0. Por lo tanto B
no es ideal derecho de A. Luego B no es ideal bilatero de A.

Considere 3 = {e1, ez} la base canénica de R%. Sabemos que fijando una
base, existe una correspondencia biunivoca entre matrices y transforma-
ciones lineales entre espacios vectoriales de dimensién finita. Ademaés esta
correspondecia respeta la suma y el producto de ambos anillos. Por lo tanto

dicha funcién es un isomorfismo de anillos. Si a cada transformacién T' € B
0

_ a
L0 b
Esto se debe a que T'(e;) = 0.e; + 0.ea v T'(ez)a.e; + b.ea, para ciertos

a,beR. LuegoB%{( ):a,bER}.

asociamos su matriz tenemos que [T , para ciertos a,b € R.

0 a
0 b
Problema 4:

Sea A = R[] el anillo de polinomios con coeficientes en R. Considere
C = {p(x) € Rlz] : p(0) = p'(0) = 0}.

Pruebe que C' es un ideal de A.

Pruebe que C' = (z?).

Desarrollo:

Claramente el polinomio nulo es un elemento de C. Considere p(x), g(x) €
C entonces (p+4¢)(0) =0y (p+¢)’(0) = 0. Por lo tanto B es un subgrupo
de A. Observe que A es un anillo conmutativo, por lo tanto si C' es ideal
por izquierda tenemos que este es ideal bilatero. En efecto, si consideramos
q(z) € A tenemos que pg(0) =0y (pq)’ (0) = p’(0)q(0) + p(0)¢’(0) = 0. Por
lo tanto pg(x) € C. Luego C es un ideal de A.

Observe que si tenemos p(z) = z2¢(x) entonces p(0) = 0y p/(z) = 2%¢'(z)+
2zq(z), por lo tanto p’(0) = 0. Luego (z%) C C. Por otro lado si tomamos
un polinomio cualquiera p(z) = ag +a17 + agz? + - -+ a,z™ € C, entonces
0=p(0)=apya; =p(0)=0. Luego p(z) = z?(ay + azx + - - + a,z"2).
Luego C C (2?). Es asf como C = (z?).

Ejercicio: Pruebe que Cy = {p(z) € R[z] : pV(0) = 0,Vi < k} es un ideal
de R[z]. Pruebe ademds que Cy = (z**1).
Problema 5:

Sea A = M(R) el anillo de matrices con coeficientes reales y considere I
ideal de A tal que Eq; € I, donde E;; es la matriz elemental con un uno en
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la entrada ij y ceros en las restantes. Pruebe que I = A.

Demostracion: Observe que si tomamos A € R y r» € I entonces \r =
(Aid)r € I. Por lo tanto I es un subespacio vectorial de M3(R). Luego para
demostrar que I = A basta probar que E;; € I, Vi,j € {1,2}. En efecto
Fio = E11F1o € 1y Eyy = FEo1E1y € I. Por lo tanto Eyq, F1a, Fyy € 1.
Finalmente, como Fss = F91 E15 € I, concluimos que A = 1.

Ejercicio: Sea A = My(K), donde K = R o K = C. Pruebe que si I es
un ideal no nulo en A entonces A = I.
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Ayudantia X: Fn esta ayudantia estudiaremos anillos cocientes y ho-
momorfismos de anillos. En lo que sigue haremos uso del primer y tercer
teorema de isomorfia.

Problema 1:
Sea A anillo conmutativo con uno y a € A un elemento cualquiera. Con
sidere el anillo A[z] de polinomios con coeficientes en A. Pruebe que

Alz]/(z — a) =2 A.

Demostracién: Considere el homomorfismo ¢ : Alx] — A definido por
¢(p(x)) = p(a). Tomando la imagen de los polinomios constantes bajo
la funcién ¢ obtenemos que ¢(A[z]) = A. Observe que todo polinomio
q(z) = (x — a)t(x) cumple con que ¢g(a) = 0. Luego (z — a) C ker(¢).
Demostremos la contensién contraria. Sea p(x) un polinomio en Afz].
Como x — a es moénico, podemos aplicar divisién de polinomios para es-
cribir p(z) = (x — a)q(x) + b, donde b € A. Luego si p(z) € ker(¢) tenemos
que b = p(a) = 0. Por lo tanto p(x) € (z — a). Es decir ker(¢) = (z — a).
Por primer teorema de isomorfia concluimos que Alz]/(z — a) = A.

Ejercicio: Pruebe que, bajo las hipétesis anteriores, A[z] es un anillo
conmutativo con uno.

Ejercicio: Demuestre que si A es un anillo tal que todo elemento no nulo
es invertible, entonces A[x]/(a) = {0}, para a # 0.

Problema 2:

Considere el anillo Z[i] = {a +ib:a,b € Z, i* = —1}.
Pruebe que Z[i] = Z[x] /(2% + 1) .

Demuestre que Z[i]/(1 + 1) = Z/2Z.

Desarrollo:

Considere el homomorfismo ¢ : Z[z] — Z[i] definido por ¢(p(x)) = p(4).
Tomando la imagen de los polinomios lineales bajo la funcién ¢ obtenemos
que ¢(Z[x]) = Z[i]. Observe que todo polinomio ¢(z) = (22 +1)t(z) cumple
con que ¢(i) = 0. Luego (22 + 1) C ker(¢). Por otro lado, sea p(z) un
polinomio en Afx]. Como 22 + 1 es ménico, podemos aplicar divisién de
polinomios para escribir p(z) = (22 + 1)q(x) + (ax + b), donde a,b € Z.
Luego si p(z) € ker(¢) tenemos que ai + b = p(i) = 0. Supongamos que
a # 0, entonces x = ’Tb € Q cumple con 22 = —1. Esto nos lleva a una
contradiccién. Por lo tanto a = 0y luego b = 0. As{ (2 + 1) = ker(¢). Por
el primer teorema de isomorffa concluimos que Z[i] & Z[z]/(z? + 1).

Observe que Z[i]/(1+1i) = Z[z]/(1 + z,2? + 1), ya que Z[i] = Z[z]/(2* + 1)
y (1+i) = (1+x,22+1)/(2®>+1). Donde ambos isomorfismos se establecen
via la evaluacion en i. Luego:

Z]/(1+1i) = (Z[z]/ (2> + 1)) / (14 z,2° + 1) /(2® + 1)) .
Pero si usamos el tercer teorema de isomorfia:

(Zla] /(@ + 1) / (L +@,2° + 1)/ (@ + 1)) = Z[e] /(1 + 2,2° + 1).
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Pero (1 +z,22 +1) = (2,2 + 1), pues 2 =22 +1— (z — 1)(z + 1). Por lo
tanto:

ZE) /(1 +14d) 2 Zz])/(14+,2) =Z[1 + z]/(1 + 2,2) 2 Z/2Z.
Este tultimo isomorfismo se obtiene evaluando en u = x + 2.
Ejercicio: Pruebe directamente que Z[i] es un subanillo de C.

Ejercicio: Demuestre que en A = Z[i]/(i + 2) todo elemento no nulo es
invertible.

Problema 3:

Sea B un anillo conmutativo con uno, tal que si zy = 0 entonces x = 0
oy = 0. Este tipo de anillos se denomina dominio de integridad. Sea
¢ : Z — B. Pruebe que B contiene un subgrupo isomorfo a Z/pZ, para p
primo o bien B contiene un subgrupo isomorfo a Z.

Demostracién: Sabemos, por el primer teorema de isomorfifa, que Z/ ker(¢)
es isomorfo a un subanillo de B. Por otro lado ker(¢) es un ideal de Z. Luego
ker(¢) = nZ, para cierto n € Z o ker(¢) = {0}. Si sucede lo segundo ten-
emos que B tiene un subgrupo isomorfo a Z. Por otro lado, si ker(¢) = nZ
y n = st, para s,t ¢ {£1}, entonces Z/nZ es isomorfo a un subgrupo de B
y 5t = 0. Como B es dominio de integridad tenemos que s =00 ¢ = 0. Sin
perdida de generalidad 5 = 0. Entonces s = nu. Luego en Z tenemos que
n = nus, asi us = 1. Luego s € {£1}. Esto nos lleva a una contraccién.
Por lo tanto n es un niimero primo. Es asi como concluimos que B contiene
un subgrupo isomorfo a Z/pZ, para cierto p primo.

Problema 4: Sea B un dominio de integridad finito. Pruebe que todo
elemento no nulo en B es invertible.

Desmostracion: Sea b € B elemento no nulo. Considere la funcién ¢ :
B — B definida por ¢(a) = ba. Observe que ¢(a + ¢) = bla + ¢) =
¢(a)+¢(c). Luego ¢ es un homomorfismo de grupos. Observe que ker(¢) =
{a € B :ba =0} = {0}, pues B es dominio de integridad. Luego ¢ es un
homomorfismo inyectivo. Como B es un conjunto finito, se tiene que ¢ es
sobreyectivo. Es asi como existe a € A tal que ab = ba = 1. Luego todo
elemento no nulo en B es invertible.

Problema 5:

Sea A C B subanillo e I C B un ideal.

Pruebe que I es ideal de A+ Iy que I N A es un ideal de A.

Demuestre que A+ I/I = A/(ANI).

Concluya que si n,m € Z son relativamente primos entonces nZ/nmZz =
Z/mZ.

Desarrollo:

Observe que I es un anillo contenido en A 4+ I. Por ende I es subanillo de
A+ 1. Por otro lado para todo r € A+ 1y s € I tenemos que r € B.
Luego rs,sr € I. Por lo tanto I es ideal de A + I. Por otro lado AN 1[I
es un anillo contenido en A. Luego AN I es un subanillo de A. Considere
reAei€ ANI, entonces ri,ir € AN I, pues cada elemento estd en A e
I. Luego AN es un ideal de A.
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Considere el homomorfismo ¢ : A+I — A/(ANI) definido por ¢(a+i) = a.
Observe que ¢ estd bien definido puessia+i=b+j,cona,be€ A, i,j €1
entonces a —b = j —i € ANI. Luego ¢(a+1i) =a = b = ¢(b+ j).
Claramente ¢ es sobreyectivo. Por tiltimo, tenemos que ker(¢) = {a +1i €
A+T:a=0}={a+i€ A+1TI:a € I} =1. Concluimos por primer
teorema de isomorfia que A+ I/I = A/(ANI).

Considere I = (m), A = (n) como en la parte [i|. Entonces (n)+ (m) = (1),
pues existe una combinacién lineal entera de la forma ns+mt = 1. Ademas
nZ N'mZ = nmZ, pues n 'y m no tienen factores comunes. Luego por [ii]
tenemos que Z/mZ = nZ + mZ/mZ = nZ/nmZ.

~

Ejercicio: Pruebe que nZ/mem(n,m)Z = med(n,m)Z/mZ. Concluya
que mdc(n, m)mem(n, m) = nm.

Problema 6:

Sea I ideal de A.

Pruebe que I = A si y solamente si A/T = {0}.

Encuentre condiciones necesarias y suficientes sobre a,b € C para que (z —
a) + (x — b) = Clx].

Desarrollo:
Sabemos que A/I = {0} si y solamente si todo a € A cumple con @ = 0, es
decir si y solamente si a € 1.

Por [i] debemos encontrar condiciones necesarias y suficientes para que I =
(x —a) + (z — b) cumpla con C[x]/I = {0}. Observe que si a = b entonces
I = (z—a). Por lo tanto C[x]/I = C # {0}. Luego I # C[z]. Por otro lado
si a # b tenemos que (a—b) C I. Pero 1 = (a—b)~!(a—b) € I. Es por ello
que C[z] C I. Luego I = C[z]. Concluimos que (z — a) + (z — b) = Clz] si
y solamente si a # b.
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Ayudantia XI: En esta ayudantia estudiaremos productos de anillos y
trabajaremos con el teorema chino de los restos. En lo que sigue usaremos
la notacién n para n € Z/mZ.

1.- Problema 1:

Sea A =7Z/30Z.
i.- Encuentre los elementos idempotentes de A.
ii.- Descomponga A 2 Z/27 x 7./3Z x Z]57Z.

Desarrollo:

i.- Observe que (Z/30Z)? = {0, 1,4, 16,25,6,19,12,21,10,1,24,19,16,15}. Luego
los elementos {6, 10, 15,25, 21, 16} son los stinico idempotentes no triviales
del anillo A. Observe que A es conmutativo, por lo tanto los elementos
anteriores son idempotentes centrales.

ii.- Observe que 6 + 15+ 10 = 1 y ademas se tiene que 6.15 = 0, 10.15 = 0,
6.10 = 0. Luego, por el teorema de descomposicion de anillos por elementos
idempotentes, tenemos que A = 6Z/30Z x 157/30Z x 10Z/15Z. Pero por
lo mostrado en la ayudantia anterior tenemos que si n, m son relativamente
primos entonces nZ/nmZ7 = Z/mZ. Luego A = Z /27 x 7 /5Z x 7/ 3Z. Esto
ultimo pues 2Z/3Z = 7Z/3Z. Observe que 6 € Z/30Z corresponde en el
producto de anillos a (0, 1,0). Esto pues el primer isomorfismo corresponde
a la multiplicacién por los elementos idempotentes centrales de cada clase
en 7/30Z. Por lo mismo 10 € Z/30Z corresponde en el producto de anillos
a (0,0,1) y 15 € Z/30Z corresponde a (1,0, 0).

1.- Ejercicio: Sea B = C[z]/(2? 4+ 5z 4+ 4). Pruebe que B = C x C. Usando
esto encuentre un par de elementos idempotentes en B.

2.- Problema 2:

Sea A = Z/81Z. Pruebe que T = < L3

3 ) € My(A) es un elemento

invertible. Calcule su inverso.

0 3
3 0
B? = 9id, luego B* = 0. Por lo tanto T es suma de un elemento invertible
y otro nilpotente. Luego T es invertible. Ademds (id + B)(id — B + B? —
B3) = (id — B+ B% — B®)(id + B) = id — B* = id. De esto se sigue que

10 —30
-1 _ (33 _ 2 _ 3\ —
T-!=(id-B+B B)_<_30 10 )

Demostracion: Observe que T = id 4+ B, donde B = ( ) Ademaés

2.- Ejercicio: Sea A = Z/817Z. Pruebe que T' = ( ;)1 i’ ) € My(A) es un

elemento invertible. Calcule su inverso.

3.- Problema 3:
Sea p € Z primo. Pruebe que en Z/p"Z todo elemento es invertible o
nilpotente.

Demostracién: Consirede n € Z un representante de la clase 7 € Z/p"Z.
Observe que si n y p” son relativamente primos entonces existen a,b € Z
tales que an + p"b = 1. Luego an = 1. Es decir, si p no divide a n se tiene
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que 7 es invertible. Por otro lado, si p divide a n entonces n = ps cumple
con m" = p’s” = 0. Luego T es nilpotente. Esto demuestra lo pedido.

Ejercicio: Sea A anillo conmutativo con uno. Pruebe M(A) = {a €
A :a" = 0,algin n € Z}. Pruebe que M(A) es un ideal de A. Calcule
N(Z/p"Z), para p primo. Concluya que (Z/p"Z)/N(Z/p"Z) = Z/pZ.

Problema 4:

Sea A =M, (Z/67Z).

Demuestre que A = My(Z/3Z) x My(Z/27Z).

Sea K cuerpo. Pruebe que My(K') no es isomorfo a un producto de anillos.
Concluya que en A hay solamente dos idempotentes centrales.

Desarrollo:

Observe que en B = Z/6Z se tiene que {3,4} son un par de elementos
idempotentes centrales. Luego dichos elementos descomponene B como
B = 3Z/67Z x 4Z./67Z = 7./27 x Z/37Z. Considere ahora las matrices
T = ( g g ) y S = ( :)l 2 ) Observe que dichas matrices son cen-
trales. Ademds S2 = S, T? = T y T = id — S. Luego estas matrices
descomponenen A como A = A/TA x A/SA. Pero TA = M(3Z/6Z) =
My (Z/2Z). Luego A = M (Z/6Z)/Ma(Z/2Z) x Ma(Z/6Z)/Ms(Z/3Z) =
M, (Z/3Z) x Ma(Z/27).

Supongamos que A € My(K) es idempotente no trivial. Luego dicho ele-

mento, en cierta base apropiada, es A = ( (1) 8 ) Pero si consideramos
B= 8 (1) > tenemos que AB = By BA = 0. Luego A no es central. Por

ello My (K) no tiene elementos idempotentes centrales no triviales. Luego
M (K) no es un producto de anillos.

Como M (Z/3Z) y Ma(Z/2Z) no son producto de anillos concluimos que
estos no poseen elementos idempotentes no triviales. Luego tenemos que
en A solamente existen dos elementos de este tipo.

Problema 5:

Resuelva cada uno de los siguientes problemas.
Encuentre las soluciones de 2% = —1(55).

Resuelva el sistema: 2z + 3 = 0(5) , 2z + 5 = 0(11).

Desarrollo:

Observe que (—10)2 = 100 = —10. Luego —10 = 45 es un elementos
idempotente central de A = Z/55Z. Ademads 11 es otro elemento del mismo
tipo. Por lo tanto A & —10Z/55Z x 11Z/557Z = Z/117Z x Z/57Z. Observe
que (Z/11Z)? = {0,1,4,9,5,3}. Luego 2> = —1(11) no tiene solucién a
2?2 = —1(55). Esto pues si la hubiera, entonces cualquier zo solucién de
esta cumplirfa con (—10xg)? = —1(11).

Resolvamos cada ecuacién en cada cociente. En efecto x = 1(5) y = =
—30 = 3(11). Luego todo representante de una solucién de la ecuacién
cumple con x = 1 — bn, para algin n € Z. Por lo tanto 1 — 5n = 3(11).
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Asi obetenemos que 5n = —2(11). Luego n = 4(11). Es decir n = 4 + 11k,
para cierto k € Z. Por lo tanto x =1 —5n =1—20+ 55k = —194 55k. Es
decir x = —19(55) = 26(55).

5.- Ejercicio: Encuentre las soluciones del sistema: 2z% = 3(11) , bz + 4 =
0(3).
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Ayudantia XII: En esta ayudantia estudiaremos ideales primos y max-
imales. Ademds se analizard el nilradical 9(A) y el radical de Jacobson
J(A) de ciertos anillos A.

Problema 1:

El siguiente problema tiene por objetivo determinar el radical de Jacobson
y el nilradical de Z/nZ. Sea A, A;, Ay anillos conmutativos con 1.

Pruebe que I C A; x A5 es un ideal primo si y solamente si I = A; X Py o
I =P, x Ay, para P C Ay, P, C A, ideales primos.

Demuestre que P C Z/nZ es un ideal primo si y solamente si P es maximal.
Concluya que W(Z/nZ) = J(Z/nZ).

Pruebe que 91(A; x Az) = NM(A1) x N(A2).

Calcule N(Z/nZ).

Desarrollo:

Observe que A; X As es un anillo conmutativo con uno. POr lo tanto I =
I x I ideal de A; X Az es un ideal primo si y solamente si A1 x Ay /(I1 % I3)
es un dominio de integridad. Pero A; X Ay /(1 x I3) =2 Ay /I X As /15 es un
dominio de integridad si uno de los factores es nulo y el otro es un dominio
de integridad. Luego I = Ay X P, o [ = P; X Ay, para P C Ay, P, C Ay
ideales primos.

Recoredemos que por teorema de correspondencia P = mZ/nZ. Luego
(Z/nZ)/P = Z/mZ es un dominio de integridad si y solamente si m es
primo. Es asi como (Z/nZ)/P es cuerpo. Luego P es un ideal maximal.
Por otro lado todo ideal maximal, en un anillo conmutativo con unidad, es
un ideal primo.

Como sabemos M(Z/nZ) = Np primoP ¥ J(Z/NZ) = N maximal M. Luego
como los ideales primo y maximales del anillo en cuestién son iguales, ten-
emos que N(Z/nZ) = J(Z/nZ).

Como sabemos M(A4; x A2) =N{P: P C Ay x Az primo}. Pero los ideales
primos de A1 X As son de la forma I = Ay x P, 0 I = Py x As, para P, C Ay,
P, C A, ideales primos. Luego 9M(A; x A3) = N{P : P C A; primo}xN{P :
P C Ay primo} = MN(A41) x N(As).

Por el teorema chino de los restos tenemos que si n = pi* - - p%" entonces
Z/nZ = L)p7*Z X - - X Z/pirZ. Aplicando [iv] tenemos que N(Z/nZ) =
NWZ/p]Z) X - - x N(Z/pinZ). Pero por lo calculado en al ayundatia ante-
rior sabemos que N(Z/p"Z) = pZ/p"7Z, para todo p primo y r > 0. Luego
NZ/nZ) 2 p1Z)pP 7 X -+ - X ppZ[psn.

Ejercicio: Calcule el nilradical y el radical de Jacobson de Z. Demuestre
que ambos ideales coinciden.

Problema 2:

Pruebe que I = { ( 8 8 ) (be Q} es un ideal del anillo no conmutativo

A= {( 8 i > ta,b,c € Q}- Demuestre que I no es un ideal primo.

Demostracién: Considere el homomorfismo ¢ : A — Q x Q definido
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por ¢ 8 IC) ) = (a,c). Observe que ¢ es un homorfismo sobreyectivo

y ker(¢) = I. Luego I es un ideal bildtero de A tal que A/T =2 Q x Q.
Observe que A no es un anillo conmutativo por ello no podemos aplicar el
criterio que nos dice que I ideal primo si y solamente si A/I es un dominio
de integridad. Pero si podemos extraer las mismas ideas que estan en su
demostracién. Observe que A/I tiene divisores de O. Por elemplo (1,0)
y (0,1) cumplen con esto. Tomando las preimagenes de estos elementos

/
via ¢ obetenmos que r = ( é 8 ) Y = ( 8 bl ) ¢ I, para cualquiera

0 b+V

b,/ € Q. Pero su producto zy = ( 0 0

) € I. Luego I no es un
ideal primo.

Problema 3:
Sea I = (3) C Z[i]. Demuestre que I es un ideal primo de Z[i]. Pruebe que
I es también un ideal maximal.

Demostracién: Para demostrar esto debemos clacular en cociente Z[i]/I.
Observe que Z[i]/(3) = Z[z]/(3,2® + 1), ya que Z[i] = Z[z]/(z*> + 1) y
(3) = (3,22 + 1)/(2% + 1). Donde ambos isomorfismos se establecen via la
evaluacién en i. Luego:

Z[i]/(3) = (Z[z]/(z® + 1)) / ((3,2* + 1)/(2* + 1)) .
Pero si usamos el tercer teorema de isomorfia obetenemos que:
(ZI)/(2? + 1)) / (322 + 1)/ (e +1)) = Za)/(3,2% + 1).
Si usamos nuevamente el tercer teorema de isomorfia obtenemos que:
Z1i)/(3) = Fsz]/(1 + 2®).

Pero (224 1) es un ideal maximal en F3 pues si no fuese asf p(z) = 2% +1 se
escribirfa como dos factores de grado 1 en F3. Luego p(x) tendria raices en
F5. Pero esto ultimo no sucede pues p(1) = p(—1) =2 y p(0) = 1. Luego
Fs[z]/(1 + 22) es cuerpo. Por lo tanto I = (3) es un ideal maximal de Z[i],
en particular es un ideal primo de dicho anillo.

Ejercicio: Sea I = (5) C Z[i]. Demuestre que I no es un ideal primo de
Zli]. Calcule el cociente Z[i]/1.

Problema 4:
Sea A = C[z]/(z? — 3z + 2).
Encuentre los ideales primos y maximales de A.

Calcule 91(A4) y J(A).

Desarrollo:

Primero reescribamos el anillo A. Observe que 2 —3z+2 = (x —1)(z — 2),
donde 1 = (z—1)—(z—2). Por lo tanto (22 —3z+2) = (z—1)(z—2) donde
(x —2) 4 (z — 1) = Clz]. Aplicando teorema chino de los restos obtenemos
A 2 Clz]/(z — 1) x Clz]/(x — 2) = C x C. Luego debemos encontrar los
ideales primos y maximales de C x C. Aplicando lo dicho en el problema
1 tenemos que {C x {0}, {0} x C} es el conjunto de ideales primos, el cual
coincide con el conjunto de ideales maximales de A mddulo isomorfismo.
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De hecho, dicho conjunto de ideales corrsponde en A a {(z —1)/(z? — 3z +
2), (x —2)/(z? — 3z +2)}.

Como sabemos M(A) = NpprimoP’ ¥ J(A) = Ny maxima1 M. Luego J(A) =
N(A4) = {0}.

Problema 5:
Sea A anillo conmutativo con 1 tal que para todo = € A se tiene que " = x,
para n > 1. Pruebe que todo ideal primo de A es maximal.

Demostracién: Sea P un ideal primo de A. Entonces A/P es un dominio
de integridad. Sea z € A tal que z ¢ P, es decir T € A/P es no nulo.
Luego, como z™ = z en A, tomando clases de los elementos en el cociente
obtenemos que T" = . Es asi como obtenemos que Z(z" ! —1) = 0. Luego
como A/P es dominio de integridad y T # 0 tenemos que zz" 2 = 1. Por
lo tanto en el anillo conmutativo A/P todo elemento no nulo es invertible.
Luego A/P es cuerpo, equivalentemente P es un ideal maximal.

Ejercicio: un anillo A se dice Booleano si 22 = z, para todo = € A.

Muestre que todo ideal P C A primo es maximal y que A/P es un cuerpo
con dos elementos.



1.-

1.-

i-
ii.-

1.-

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 31

Ayudantia XIII: En esta ayudnatia estudiaremos los dominios euclideanos.

Problema 1:
Muestre que A = Z[v/2] es un dominio euclideano.

Demostracién: Considere a + bv/2,¢ + dv2 # 0 € Z[ﬂ] Considere

a+bv2 __ ac—2bd+(ad+be)
crdvz P—2d”

que % = s+1/2 € Q[v2]. Tomemos z,y € Z numeros mas proximos a

s, t respectivamente, entonces [z —s| < 1,y —t| < 1. Considere z+yv/2 €
Z[/2]. Entonces obtenemos el candidado a resto:

r=a+bvV2— (c+dV2)(z +yV2) € Z[V2).
Observe que dicho candidato cumple con:
N(r) = N(c+dvV2)N((s + tV2) — (z + yV2)),

de esto se sigue que:

V2, Renombrando los elementos , podemos decir

N(r) = N(c+dv2)[(s — 2)? = 2(t — y)?] < SN(c+dv2).

NSV

Por lo tanto N(r) < N(c+dv/2). Luego r es un resto. Esto demuestra que
7Z[/2] es dominio euclideano.

Ejercicio: Pruebe que Q[w][z] es un dominio euclicano, donde w = e”3" .
Problema 2:
Escriba I = (z + 3,2° + 7) C R[z] como un ideal principal.

Desarrollo: Para encontrar un generador del grupo hay que aplicar el
algoritmo de divisién entre  +3 y 2% +7 de forma de escribir I = (z+3, ¢),
donde ¢ € R. En efecto ° + 7 = (z + 3)(2* — 323 4 92% — 27z + 81) — 236.
Luego I = (x + 3,—236) = R[], pues I contiene al elemento —236 que es
invertible en R[z]. Concluimos que I = (1).

Ejercicio: Escriba (22 — nz + n,2?2 — ma + m) C R[z] como un ideal
principal, dependiendo de los valores de n,m € R.

Problema 3:

Sea A un dominio de integridad, tal que A[z] es un dominio de ideales
principales. Es decir en Alz] todo ideal es principal.

Demuestre que A es cuerpo.

(Es Z[i][x] dominio de ideales principales?

Desarrollo:

Considere I = (z) ideal de A[z]. La estrategia para atacar este problema es
demostrar que I es un ideal primo de A[z], luego como A[xz] es DIP, se tiene
que este ideal es maximal. En efecto, por lo visto en una de las primeras
ayudantias de anillos:

Alz]/T= A

Con A dominio de integridad. Luego como el anillo de partida es conmu-
tativo con 1 y A[z]/I es dominio de integridad ,tenemos que I es ideal
primo. Como A[x] es DIP se concluye que I es maximal. Luego el cociente
Alz]/I = A es cuerpo.
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Por ultimo si Z[i][z] fuese DIP entonces por lo anterior Z[i] es un cuerpo,
pero esto es falso. De hecho el grupo de elementos invertibles en el anillo
de enteros gaussianos es Z[i]* = {£1, +i}.

Problema 4:
Encuentre todos los ideales maximales I C Z[i] tales que 17 € I.

Desarrollo: Supongamos que I es un ideal maximal tal que 17 € I. Como
Z[i] es un DIP tenemos que I = (z), cierto z € Z[i]. Luego si 17 € I tenemos
que z|17. De hecho z|17 si y solamente si 17 € (z). Pero 17 = (4+1)(4 —1).
Luego 4417 € I o04—1i € I, pues I es maximal, en particular un ideal primo.
Es decir (4 —i) C I o bien (44 14) C I. Por otro lado (4 & 4) cumple con
Z[))(4+i) 2 Z[z] /(2 + 1,4 £ 2) ¥ Z/(16 + 1) = Fy7. Luego (4 +1) es
un ideal maximal de Z[i]. Por lo tanto I = (4 + ) o bien I = (4 —i). En
particular, esto nos dice que los tnicos divisores no triviales de 17 en Z[i]
sond+1y4—zq.

Ejercicio: Encuentre todos los ideales maximales I C Z[w] tales que 2 € I,
donde w = 5",
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Ayudantia XIV: En esta ayudantia seguiremos estudiando los dominios
euclideanos. En particular analizaremos los ideales principales y el méximo
comun divisor.

Problema 1:
Calcule el méaximo comun divisor entre 3+ ¢y 5+ ¢ en Z[i]. Use esto para
determinar un generador del ideal (3 4 ¢,5 4+ ¢) en Z[d].

Desarrollo: Observe que 2 =5+ — (3 +14). Luego si d divide a 5+ y
3 + i entonces d divide a 2. Por otro lado 2 no divide a 5+ ¢ ni a 3 + 1.
Ahora bien 2 = —i(1 + )%, donde (1 + i) es maximal. Luego debemos
buscar entre los divisores de este niimero el méximo comun divisor de 5+
y 3+1. Por otrolado (144)(2—14) =3+¢y (14+1)(3—2i) =5+14. Por lo
tanto (2) € (3+14,5+14) C (i +1). Peroi+1=2(3+14) — (5+1). Luego
(34 14,5+1i) = (1 +1). Esto prueba que el mdximo comun divosor entre
3+iyb+iesl+iyque(3+1i,5+1i)=(1+1).

Ejercicio: Calcule el méximo comin divisor entre 3 +w y 5 +w en Z[w],
donde w = 5",

Problema 2:

Calcule el maximo comun divisor entre 1527 y 321 en Z. Use algoritmo de
divisién. Escriba el méaximo comun divisor como una combinacién lineal
entera de 1527 y 321.

Desarrollo: Useamos el algoritmo de divisién. En efecto tenemos que
1527 =4-321+243,321 =1-243+ 78,243 =3-78+9, 78 =8-9 46,
9=1-64+3y6=2-3+40. Por lo tanto el maximo comun divisor entre
1527 y 321 es 3. Observe que de las igualdades anteriores se desprende la
igualdad 3 = 37 - 1527 — 176 - 321.

Ejercicio: Calcule el maximo comun divisor entre 15268976 y 31 en Z.

Problema 3:

Sea A = Z[/=5] C C y defina el ideal Iy = (2,1 + y/=5).
Demuestre que Is es un ideal maximal de A.

Pruebe que Is no es un ideal principal.

Concluya que A no es un DE.
Pruebe que I3 = (2).

Desarrollo:

Observe que A/Iy = Z[z]/(2,1+x,2%+5) 2 Z/(2,6) = Z/2Z. Por lo tanto
A/I5 es cuerpo. Esto tltimo es equivalente a que Iy sea un ideal maximal
de A.

Supongamos que Iy es un ideal principal, entonces Iy = (d), para cierto
d =a+b/-5 € A Entonces 2 = ad y 1 + /=5 = bd, para ciertos
a,b € A. Tomando norma compleja en las igualdades anteriores, obtenemos
que N(a)N(d) =4y N(b)N(d) = 6. Luego N(d) € {1,2}. Observe que si
N(d) = dd = 1 entonces d € A es invertible. Por lo tanto I = (d) = A,
lo que es contradictorio con lo dicho en [i]. Por lo tanto N(d) = 2. Luego
a® + 5d? = 2 tiene solucién con a,d € Z, lo que es falso. Por ello Ir no es

un ideal principal.
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Sabemos que en un DE todo ideal es principal. Luego si A fuera un DE
entonces I seria un ideal principal, lo que contradice [ii].

Observe que 2 = (1++/=5-2)(1++/—5)—2-2 € I3. Por lo tanto (2) C I3.
Por otro lado, tenemos que el producto de dos elementos cualquiera de I
cumple con (22 + (1 ++v/=5)w)(2a+ (1++/=5)b) = daz +2(aw(1++/=5) +
2b(1 4+ v/=5)) + 6wb + 2(1 + v/5)wb € (2). Esto prueba que (2) D 2. Por
lo tanto I3 = (2).

Ejercicio: Pruebe que I3 = (3,2 + v/=5) y I} = (3,2 — v/=5) son ideales
maximales distintos y no principales en Z[F ]- Pruebe ademds que I3} =
(3).

Problema 4:

Demuestre las siguientes afirmaciones:

Pruebe que (C[z]/(2% 4+ 5)) [y] no es un DE.

Pruebe que (Q[z]/(z? +5)) [y] es un DE.

Desarrollo:

Observe que C[z]/(2?+5) = Clx]/(z —/=5)(x++/=5), donde (z —/=5) +
(x++/=5) = (1). Por lo tanto C[z]/(z%+5) = C[z]/(z — v/—5) x C[z]/(z +
v=5) = C x C. Luego Clx]/(z* + 5) no es dominio de integridad. Por lo
tanto (Clz]/(z? + 5)) [y] no es dominio de integridad. En particular no es
un dominio euclideano.

Sabemos que A = (Q[z]/(2*+5)) [y] es un dominio euclideano si y sola-
mente si B = Q[z]/(2%+5) es un cuerpo. Es decir A es un DE si y solamente
si (2 4+ 5) es un ideal maximal de Q[z]. Supongamos que (22 + 5) no es
maximal, entonces existe un ideal J tal que (z2 +5) C J C Q[z]. Pero
como Q[z] es un DE tenemos que J = r(z). Luego r(z)s(x) = 2%+ 5. Pero
deg(r(z)) > 1, pues J # Q[z]. Por lo tanto deg(r(z)) = deg(s(z)) = 1.
Esto implica que existe un racional u € Q tal que u? = —5, lo que nos lleva
a una contradiccién. Por lo tanto (22 +5) es maximal en Q[x]. Por lo tanto
A es un DE.

Ejercicio: Encuentre el maximo comin divisor entre 22 + 1 y p(z) =
23 + (i +5)2% + (7 + 5i)z + Ti en C[z]. Evalue p(x) en +i y luego divida.
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Ayudantia XV: En esta ayudantia seguiremos estudiando los dominios
euclideanos. Haremos una miselanea de ejercicios.

Problema 1:
Demuestre que 2+ 4 y 2 — ¢ son relativamente primos en Z[i]. Utilice esto
para probar que el caballo recorre todo el tablero de ajedréz infinito.

Desarrollo: Observe que 2+14— (2 —14) = 2i. Luego si d = med(2+4i,2—14)
tenemos que d divide a 2i. Por lo tanto N(d) divide a 4. Por otro lado d
divide a 2 4 4, por lo tanto N(d) divide a 5. Esto implica que N(d) = 1.
Luego d € {£1,+i}. Por lo tanto 2 4+ 4 y 2 — ¢ son relativamente primos.
Supongamos ahora que C' es el conjunto que describe las posbibles coorde-
nadas del caballo en el tablero. Identifiquemos la segunda coordenada con
i € C. Luego el tablero infinito se identifica con el reticulado Z[i]. Observe
que, componiendo los movimientos del caballo, en C estan todos los ele-
mentos de la forma a(2+1), b(2+1), ¢(2i+1), d(2i—1), donde a, b, ¢, d € Z.
Por lo tanto (24,2 — i) C C. Pero (2+14,2 — i) = Z[i]. Luego C = Z][i].
Por lo anto el caballo recorre todo el tablero de ajedréz.

Ejercicio: Suponga que el caballo de puede mover de a 4 casillas en linea
recta y luego girar en noventa grados para moverse una casilla méas. De-
scriba los puntos en el tablero infito a los cuales puede llegar dicho caballo.

Problema 2:
Encuentre la factorizacién en primos de 6 € Z[w], para w = e .

Desarrollo: Observe que 6 = 2 -3 en Z[w]. Luego por la unicidad de la
factorizacién basta encontrar la descomposicién en primos de 2 y 3 en Z[w].
Para comenzar, observe que Z[w]/(2) = Z[z]/(x?+2+1,2) = Folz] /(2> +a+
1). Ahora bien p(z) = 2% +x + 1 genera un ideal maximal ya que p(x) no se
factoriza en Fa[z]. Esto tltimo se debe a que p(X) no tiene raices en Fy. Por
lo tanto Z[w]/(2) es un cuerpo, luego 2 es un elemento primo en Z[w]. Por
otro lado, tenemos que Z[w]/(3) = Z[z]/(2*+x+1,3) = F3[z]/(z*+2+1) =
Fs[z]/((z—1)?). Por teorema de correspondencia los ideales maximales que
contienen a (3) son los ideales de Z[w]/(3). Estos tltimos ideales estdn en
correspondencia con los elementos en Z[w] que dividen a 3. Observe que el
tinico ideal no trivial de F3[z]/((z — 1)?) es (z — 1)/((z — 1)?). Tomando
preimagen via los isomorfismos anteriores obtenemos que 3 € (w — 1). De
hecho 3 = w(1 — w)?, donde Z[w]/(w — 1) = F3. Por lo tanto w — 1 es un
elemento primo de Z[w]. Esto prueba que la descomposicién de 6 € Z[w]
es 6 = w2(w — 1)2, donde w € Z[w]*.

Ejercicio: Encuentre la factorizacién en primos de 210 € Z[w], para w =
Problema 3:

Muestre que todo ideal bildtero de My (Z) es principal.

Demostracién: Sabemos que todo ideal bildtero I de My(Z) es de la
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forma I = My (J), donde J es un ideal de Z. Pero como Z es un do-

minio euclideano, tenemos que J = NZ, para cierto N € Z. Luego
I =My(NZ) = (Nid)Mx(Z). Por lo tanto el ideal I es principal.
Problema 4:

Demuestre que en el anillo A = Z[/2] se cumple que toda cadena ascendente
de ideales tiene un elemento maximal. Es decir, toda familia de ideales
{I.}nen C P(A), que cumple con:

LCLC1,C
tiene un elemento maximal I,,, tal que I,,, = I,,, Vn > m.

Demostracion: Observe que por lo visto en la ayudantia anterior A =
Z[/2] es un dominio euclideano (DE), luego este es un dominio de ideales
principales. Considere el ideal I = U;enI;. Como A es DIP, tenemos que
existe a € A tal que I = (a). Luego a € I, para algin m € N. Por lo
tanto I, C I C I,,. Esto es equivalente a que I = I,,,. En otras palabras
I, = I;, para cualquier ¢ > m.

Ejercicio: Pruebe que la condiciéon de que toda cadena ascendente de
ideales de A tenga un elemento maximal es equivalente a que todo ideal de
A sea finitamente generado.
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Ayudantia XVI: En esta ayudantia desarrollaremos problemas de todo
lo visto en anillos.

Problema 1:

Sean I, J ideales de A un anillo conmutativo con uno.
Demuestre que si I +J = A entonces INJ =1J.
Demuestre que si I + J = A entonces 12 + J% = A.

Desarrollo:

Observe que siempre IJ C I NJ. Esto se debe a que cualquier elemento
Z:Zl a;b; € I,J, para a; € I y b; € J. Esto ultimo se debe a que I, J son
ideales bildteros. Por otro lado si I + J = A entonces exiten a € I, b € J
tales que a+b = 1. Considere ¢ € INJ entonces ¢ = ca+cb = ac+cb € 1J.
Para mostrar que A = I? + J? basta probar que 1 = z + 3, con & € I?
ey € J% Pero sabemos que 1 = a+bparaa € I y b € J. Luego
1=a%?+b>+ab+ba € I?>+J. Por lo tanto I? + J = A. Repitiendo el
mismo argumento para subir el exponente de .J, obtenemos que I2+.J2% = A.

Ejercicio: Encuentre ideales I, J de un anillo A tal que IJ C I N J.

Problema 2:

Considere C[z] el anillo de polinomios con coeficientes en C.

Sea n € Zsg. Pruebe que Clz]/((x — 1)™) no es producto de anillos no
triviales.

Demuestre que C[z]/(z? — 1) es un producto de anillos. Encuentre su de-
scomposicion.

Desarrollo:
Considere p(x) polinomio en Clz]. Entonces (x — 1)|p(x) o bien p(z
(z —1) son relativamente primos. En el primer caso tenemos que p(z)™ =

y en el segundo p(z) es invertible en A = C[z]/((z — 1)™). Mostremos
que A no tiene elementos idempotentes no triviales. En efecto si p(z) es

2
idempotente tenemos que p(z) = p(z). Supongamos que p(x) es nilpotente

y no nulo. Considere N = min{n € Zs : p(x)n = 0} entonces 0 = p(x)N =

L N-1 _
p(x) , lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto p(xz) = 0.

Supongamos ahora que p(x) es invertible, entonces multiplicando por su
inverso la relacion de idempotencia, obtenemos que m = 1. Luego A no
tiene elementos idempotentes no triviales. Por ello A no es producto de
anillos no triviales.

Sabemos que (2 — 1) = (z — 1)(z + 1), donde (z — 1) + (z +
Por lo tanto por teorema chino de los restos, tenemos que Clx]/
Clz]/(x — 1) x Clz]/(x + 1) 2 C x C.

Problema 3:

Sea A anillo conmutativo con uno y 9(A) su nilradical. Pruebe que son
equivalentes los siguientes hechos:

A tiene un solo ideal primo.

Todo elemento de A es unidad o nilpotente.

A/M(A) es un cuerpo.

= Clz].
-1

) =

)
(a2

Demostracién:
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Supongamos que x € A no es un elemento invertible. Entonces = € P para
P el tnico ideal maximal de A, que a su vez es un ideal primo. Observe
que P =91(A). Luego = € A es nilpotente.

Observe que A/91(A) es un anillo conmutativo con uno. Sea T € A/M(A)
elemento no nulo. Entonces x ¢ M(A). Luego = € A es invertible, es decir
existe y € A tal que 2y = 1 en A. Por ello 7y = 1. Esto implica que
A/M(A) es cuerpo.

Si A/M(A) es un cuerpo entonces 91(A) es un ideal maximal, en particular
primo. Supongamos que existe otro ideal primo P C A entonces 91(A) C
P C A. Por la maximalidad de 91(A) tenemos que P = 91(A). Por ello A
tiene un solo ideal maximal.

Ejercicio: Sea n € Z~¢. Pruebe que C[z]/((x — 1)™) tiene un solo ideal
primo. Calculelo. Muestre que el nilradical de este anillo es un ideal maxi-
mal.

Problem% 4:

Sea w = e”s . Encuetre a,b € Z[w] tales que a(2 +w) + b(3 4+ 2w) = 1. No
use algoritmo de divisién.

Desarrollo: Emplearemos la norma compleja restringida a Z[w], donde
w= 71%\/773 Observe que z = a+bw cumple con N (z) = (a+bw)(a+bw) =

(0= )+ 252) (0= §) = B5°) =@ ab+ 82 € Zg. Luego N(2 +

w) =4y N(3+2w) = 7. Ahora bien, dichos ntimeros son coprimos en Z. De
hecho 1 = 7—2-3. Por otro lado sabemos que W = w? = —1—w, por lo tanto
1= (3+2w?)(3+2w) —2(24+w?)(24+w) = (1—2w)(3+2w) —2(1—w)(2+w).
Luegoa=-24+2wyb=1-2w.

Ejercicio: Replique lo mismo para la ecuacién a(2 +¢) +b(5+4) = 1 en
Z]i].
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Ayudantia XVII: En esta ayudantia desarrollaremos problemas de todo
lo visto en anillos.

Problema 1:

Sean A anillo sin uno. Sea R = A X Z con suma usual y producto
(a,n)(b,m) = (ab + na + mb,nm). Asumiendo que R es anillo pruebe
lo siguiente:

Demuestre que R si tiene uno.

Demuestre que A es isomorfo a un subanillo de R.

Desarrollo:

Observe que (0,1) € R cumple con (0,1)(a,n) = (0+1-a,n) = (a,n)(0,1).
Por lo tanto R es un anillo con unidad.

Considere el homomorfismo ¢ : A — R definido por ¢(a) = (a,0). Dicha
funcién es homomorfismo pues ¢(a +b) = (a + b,0) = (a,0) + (b,0) y
¢(a)p(b) = (a,0)(b,0) = (ab,0) = ¢(ab). Observe que ker(¢) = {0}. Por
ello ¢ es inyectivo. Luego A = I'm(¢) que es un subanillo de R.

Ejercicio: Pruebe que el anillo R presentado anteriormente es un anillo.

Problema 2:

Sean=pit---pY € N.

Demuestre que (Z/nZ)" = (Z/p{*Z)" x -+ x (Z/p2=7Z)".
Determine la estructura del grupo de unidades (Z/90Z)".

Desarrollo:

Sabemos que (a,b) € A x B es invertible si y solamente si existe (¢, d) tal
que (ac,bd) = (a,b)(c,d) = (1,1). Es decir ac=1y db = 1. Luego (a,b) €
A x B es invertible si y solamente si a,b € A son elementos invertibles.
Es decir (A x B)* = A* x B*. Por otro lado, si aplicamos el teorema
chino de los restos tenemos que (Z/nZ) = (Z/p{*Z) x --- x (Z/p%<Z).
Luego si aplicamos el resultado anterior inductivamente, obtenemos que
(Z/nL)" = (L2 D) % - % (L2 )".

Usando el resultado anterior tenemos que (Z/90Z)" = (Z/AZ)* x (Z/37Z)* x
(Z/5Z)*. Pero (Z/AZ)* = {1,3} = Cy, pues es el tnico grupo de orden 2.
Lo mismo para Z/3Z)* = {1,2} = Cs. Por otro lado (Z/5Z)* = {1,2,3,4}
cumple con que (2) = {1,2,4,3}. Luego (Z/5Z)* = C,. Por lo tanto
(Z/QOZ)* = CQ X CQ X 04.

Ejercicio: Calcule G = (Z/247Z)". Demuestre que G no es un grupo ciclico.

Problema 3:

Sea A anillo conmutativo con uno y ag, - ,a, € A.

Pruebe que si ag, -+ ,a, son elementos nilpotentes entonces p(z) = ag +
.-+ + apx™ € Alx] es un polinomio nilpotente.

Pruebe que si ag, es invertible y aq,--- ,a, son elementos nilpotentes en-

tonces p(z) = ag + - -+ + apz™ € Alz] es un polinomio invertible.
Concluya que 3z% + 6x + 1 € Z/27Z[z] es un polinomio invertible.

Demostracién:

Observe que si a;* = 0 entonces (a;z)™ = 0. Luego p(z) es suma de
elementos nilpotentes. Como el conjunto de elementos nilpotentes es un
ideal obtenemos que p(z) es nilpotente.
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Observe que si ag es invertible y aq, - - - , a,, son nilpotentes entonces p(x) =
ap + q(z), donde g(x) es nilpotente. Esto tltimo debido a lo mostrado en
[]. Luego, como toda suma de un elemento nilpotente con un elemento
invertible es invertible en un anillo conmutativo, obtenemos que p(z) es
invertible.

Sabemos que 3,6 € Z/277Z son elementos nilpotentes. Luego como 1 es
invertible tenemos por [ii] que 3z? + 6x + 1 € Z/27Z[z] es un polinomio
invertible.

Ejercicio: Pruebe que si p(z) = ap + --- + apz™ € Alz] es nilpotente
entonces ag, - - ,a, € A son elementos nilpotentes.

Problema 4:

Encuentre condiciones sobre p(z) € C[x] necesarias y suficientes para que
Clz]/(p(x)) sea cuerpo.

Desarrollo: Sea p(z) € C[z] un polinomio cualquiera de grado n. Entonces
como C es algebraicamente cerrado, tenemos que p(x) tiene todas sus raices
en C. Luego p(x) = (x — 21) -+ (x — 2,,), para ciertos z; € C. Agrupemos
los términos iguales en la factorizacién de p(z). Asi tenemos que p(x) =
(x — 2z1)™ -+ (z — z)™. Observe que si z; # z; entonces (x — z;) + (2 —
z;) = Clz]. Por lo tanto, por teorema chino de los restos tenemos que
Clz]/(p(x)) = Clz]/((x—21)™) x- - -xC[z]/((x—2x)™*). Sidicho anillo es un
cuerpo entonces k = 1. Ademds en ese caso, para que no existan elemento
nilpotentes en el anillo se requiere que ny = 1. Por ello p(z) = 2 — z;. En
dicho caso C[z]/(p(x)) = C. Luego la condicién necesaria y suficiente para
que el cociente anterior sea cuerpo es que el grado del polinomio p(z) sea
1.

Ejercicio: Demuestre que el ideal M = (z — 1,y + 2) es un ideal maximal

de Clz][y].
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3. CUERPOS

Ayudantia XVIII: En esta ayudantia comenzaremos a estudiar la estruc-
tura de cuerpos. Nos enfocaremos en las la adjuncién de elementos en un
cuerpo.

Problema 1:
Sea L una extensién finita de K un cuerpo. Pruebe que para todo o € L
existe p(z) € K[z] no nulo tal que p(a) = 0.

Demostracion: Considere o € L elemento cualquiera y supongamos que
[L: K] =dimgL =n < co. Observe que el conjunto X = {1,«,---a"}
tiene n 4+ 1 elementos. Por lo tanto X es un conjunto linealmente dependi-
ente. Luego existen ag, - - - , ap, no todos nulos tales que p(a) = E?:o a;of =
0, donde p(z) = Y"1 ;a;z* € K[z] es un polinomio no nulo.

Ejercicio: Encuentre una extensién L de Q de grado infinito tal que para
todo « € L existe p(z) € Q[z] no nulo que cumple con p(a) = 0.

Problema 2:

Considere p(z) = 22 + 2 + 1 € Fax].

Pruebe que L = Fs[x]/(p(x)) es un cuerpo. Determine su grado sobre Fa.
Calcule el inverso de z +1 € L.

Pruebe que si L es una extensién de Fy tal que [L : Fo] = 2 y L = Fq(h)
entonces L = Folz]/(p(x)).

Desarrollo:

Observe que (p(x)) C Fz[x] es un ideal maximal. Esto se debe a que p(x)
no tiene raices en 'y y fue analizado en el problema 3 de la ayudantia XII.
Luego L = Fy[z]/(p(x)) es un cuerpo. Por tultimo tenemos que [L : Fy] =
dim, T[]/ (p(x)) = deg(p(x)) = 2.

Tenemos que encontrar polinomios s(z),#(x) € Fa[x] tales que p(z)s(x) +
(z+ 1)t(x) = 1, pues en este caso (z + 1)71 = t(x). En efecto p(z) — z(z +
1)=1. Luego (x +1) =7.

Considere L = Fo(#) una extensién de grado 2 de Fy. Considere el homo-
morfismo de anillos ¢ : Fo[z] — L definida por ¢(s(x)) = s(«). Entonces
ker(¢) = (t(x)), para cierto t(x) € Fa[z]. Luego Fa[z]/(t(z)) — L. Com-
parando el grado sobre Fy tenemos que deg(t(z)) < 2. Supongamos que
deg(t(x)) = 1, entonces t(z) = x — ag, con ag € Fy. Por lo tanto, como
t(a) = 0 tenemos que @ = ag € Fo. Luego L = Fo, lo que contradice el
hecho de que [L : F3] = 2. Por lo tanto deg(t(x)) = 2 y por igualdad en
la dimensién tenemos que L = Fa[z]/(t(x)), en donde ambos anillos son
cuerpos. Por lo tanto ¢(z) es un polinomio irreducible de grado 2 en Fs.
Los polinomios de grado dos en Fo[z] son {22, 22+ 1,22 + 2,22 + x+ 1} en
donde p(x) = 2% + x + 1 es el tnico irreducible. Por lo tanto t(x) = p(z).
Esto concluye lo pedido.

Ejercicio: Demuestre que p(x) = 2 — x + 1 es un polinomio irreducible

en Fs[z]. Concluya que L = Fs[x]/(p(x)) es cuerpo.

Problema 3:
Considere L = Q(%/2) C C. Pruebe que [L : Q] = n.
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Demostracién: Considere el homomorfismo ¢ : Q[z] — L definido por
#(z) = /2. Entonces como p(x) = 2™ —2 es un polinomio tal que p({/2) =
0 tenemos que existe un homomorfismo ¢ : Q[z]/(p(z)) — L. Observe que
por criterio de Einsenstein tenemos que p(z) es irreducible sobre Q. Por
lo tanto Q[z]/(p(z)) C C es un cuerpo que contiene a /2. Por lo tanto
L — Q[z]/(p(x)). Por otro lado como ¢ es un homomorfismo no nulo,
cuyo dominio es un cuerpo, tenemos que Q[z]/(p(z)) — L. Por lo tanto

L= Qlx]/(p(x)). Luego [L : Q] = deg(p(x)) = n.

Problema 4:

Sea L = K(a) 2 Klz]/(p(z)), donde p(z) € K|[z] es un polinomio irre-
ducible.

Muestre que existe o : L — L automorfismo tal que o |x= id.

Pruebe que 0 =id si {a € L : p(x) =0} = {a}.

Pruebe que existe o # id si |[{a € L: p(x) =0} > 1.

Desarrollo:

Observe que todo elemento o € L tal que irrys () = p(z) cumple con que
¢ : Klz]/(p(x)) = L, ¢(x) = o’ es un isomorfismo, pues inyectivo, ya que
p(z) es irreducible y sobreyectivo pues [L : K| = deg(p(x)) = [K[z]/(p(z)) :
K]. Ademds ¢|x = id. Por lo tanto existe o : L — Klz]/(p(z)) — L
definida por o(a) = o' homomorfismo inyectivo entre espacios de igual
dimensién. Por ello o es un isomorfismo tal que o|x = id.

Observe que para todo o : L — L automorfismo tal que o |x= id, se tiene
que p(o(a)) = o(p(a)) = 0(0) = 0. Luego o(c) € L es una raiz de p(z).
Luego si {a € L: p(xz) = 0} = {a} tenemos que ¢(a)) = a. Por ello ¢ = id,
esto ya que K(a) = K @ Ka @ --- & Ka', donde deg(p(z)) = t + 1, pues
K(0) = K2/ (p(2)).

Por lo dicho en [i], si [{a € L : p(z) = 0}| > 1, tenemos que ¢ : L — L
definida por o(a) = o' define un isomorfismo de cuerpos, donde o’ otra
raiz de p(z) en L. Esto prueba que existe o no trivial.

Ejercicio: Sea d € Z elemento libre de cuadrado. Muestre que existen
solamente dos automorfismos o : Q(v/d) — Q(v/d) tales que o|g = id.
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Ayudantia XIX: En esta ayudantia estudiaremos la multiplicitivadad del
grado en extensiones de cuerpos y calcularemos inversos multiplicativos en
ciertos cuerpos.

Problema 1:
Calcule el inverso multiplicativo de 1 + /2 + /4 € Q(\S’@)

Desarrollo: Recordemos que por lo visto en la ayudantia XVII tenemos
que ¢ : Q[z]/(x® — 2) = Q(V/2), ¢(x) = V/2 es un isomorfismo. Bajo este
mismo tenemos que ¢~ (1 + /2 + V/4) = 1 + = + 22. Aplicando algoritmo
de divisién obtenemos que 1 = (z — 1)(z? +  + 1) — (23 — 2). Por lo
tanto, si aplicamos ¢, obtenemos 1 = (/2 — 1)(¥/4 + V/2 4+ 1). Luego
(Va+v2+1)1=92-1

Ejercicio: Demuestre que el inverso de a + bv'D € Q(v/D) es s;fgég.

Problema 2:

Demuestre cada una de las siguientes aseveraciones:
Sea K = Q(i,v/2). Pruebe que [K : Q] = 4.

Sea L = Q(+/3,v/2). Pruebe que [L : Q] = 4.

Desarrollo:

Sabemos que [Q(v/2) : Q] = deg(x? — 2) = 2. Por otro lado K = Q(+/2)(i),
donde p(z) = 22 + 1 € Q(v/2)[z] es un polinomio que se anula en i. Por
lo tanto [K : Q(+v/2)] =10 2. Si [K : Q(v/2)] = 1 entonces K = Q(+/2).
Luego i € Q(v/2) C R, lo que nos lleva a una constradiccién. Por lo tanto
[K : Q(v2)] = 2. Luego [K : Q] = 4.

Sabemos que [Q(v/2) : Q] = deg(x?—2) = 2. Por otro lado L = Q(v/2)(v/3),
donde p(z) = 22 — 3 € Q(v/2)[z] es un polinomio que se anula en i. Por
lo tanto [L : Q(v/2)] =10 2. Si[L:Q(v2)] = 1 entonces L = Q(+/2).
Luego v/3 € Q(v/2). Esto en particular nos dice que existe z € Q(v/2) tal
que z2 = 3. Pero todo elemento z € Q(v/2) es de la forma a + bv/2, para
a,b € Q, esto ya que Q(v2) = Q[z]/(z?> —2) = Q @ QF. Por lo tanto
tenemos que a? + 2b% 4+ 2abyv/2 =3, es decir a =00 b =0y a? + 2b* = 3,
para a,b € Q. Por ello tenemos que 3 € Q? o % € Q?, esto nos lleva a una
contradiccién. Por lo tanto [L : Q(v/2)] = 2. Luego [L : Q] = 4.

Ejercicio: Calcule el grado sobre Q de la extensién L = Q(w, ¥/2), donde

27

w=e€es3 .

Problema 3:

Sea L una extensién de K finitamente generada.

Pruebe que si todo elemento en L satisface un polinomio ménico sobre K,
entonces [L : K| < 0.

Concluya que L = Q(%/2 : n € N) C C no es una extensién finitamente
generada de Q. Puede asumir que en esta extension todos los elementos
satisfacen polinomios sobre Q.

Desarrollo:
Sabemos que L = K(aq,---at), para ciertos a; € L. Por esto podemos
generar la torre de cuerpos definida por Lo = K y L; = L;_1(a;). Entonces
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como todo elemento en L satiface un polinomio sobre K tenemos que [L; :
L;_1] = deg(irry, 1, ,(z)) < co. Por lo multiplicatividad de grado en torres
tenemos que [L : K] = Mdeg(irrq, 1, ,(z)) < co.

Observe que L, = Q(3/2) es una subextensiéon de L sobre Q. Por lo
probado en la ayudantia XVIII tenemos que [L,, : Q] = n. Por lo tanto
[L : Q] < n, para todo n € N. Luego [L : K] = co. Por [i] concluimos que
L =Q(%/2:n €N) no es una extensién finitamente generada de Q.

Problema 4:

Considere n = ¢35 € C. Asumiendo que ¢5(z) = 2* + 23 + 22 + 2 + 1 es
un polinomio irreducible sobre Q, demuestre lo siguiente:

Pruebe que Q(7) es una extensién de grado 4 de Q.

Pruebe que Q(n +n~1) es una extensién de grado 2 de Q

Escriba Q(n +7~') = Q(v/d), para cierto d € Z.

2mi
5

Desarrollo:

Observe que 7 satisface la ecuacién 2° — 1 = 0. Pero como 7 # 1 tenemos
5

que 1) satisface ¢5(z) = = __11. Como este polinomio es irreducible, tenemos

que ¢5(x) = irry g(x). Luego [Q(n) : Q] = deg(¢s(x)) = 4.
Observe que Q(n) = Q(n +n~1)(n), donde n satisface el polinomio p(x) =
22 —x(n+n~H+1 € Q(n+n~1)[z]. Porlo tanto [Q(n) : Q(n+n~1)] =102

Si[Q(n) : Q(n+n~")] = 1 entonces n € Q(n+n~"), donde Q(n+n~") C R,
puesto que 7+ n~' =+ 7 € R. Esto nos lleva a una contradiccién. Por

lo tanto [Q(n) : Q(n+n~")] = 2. Luego [Q(n+77") : Q] = 2.
Tenemos que (n+n)? = n*+2+n3 = 1-n—n~L. Por lo tanto n+n~" satisface

el polinomio 22 + 2 — 1. Luego n+n~! = %\/g obienn+n71 = %\/g

En cualquier caso Q(n +n~') = Q(v/5). Por ello d = 5.

27i

Ejercicio: Sea n =e¢5 . Encuentre el inverso de 1 4+ 1 en Q(7).
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Ayudantia XX: En esta ayudantia estudiaremos algunos criterios de ir-
reducibilidad de polinomios y trabajaremos con el lema de Gauss.

Problema 1:
Sea p(x) = ag + - -+ + a;—12' "' + 2* € Z[z] un polinomio ménico. Pruebe

que si p(x) =ag + - + @12t~ + 2 € Z/pZ[z] es irreducible para algiin
p € Z primo, entonces p(z) es irreducible.

Demostracién: Supongamos que p(z) se reduce en Z[z]. Entonces p(z) =
s(x)t(x) donde deg(s(x)),deg(t(x)) > 0. Luego p(z) = s(z)t(x) € Z/pZ[x].
Observe que los coeficientes a, b de mayor grado de s(x) y t(x) respectiva-
mente, satisfacen que ab = 1. Luego ab = 1. Por lo tanto @, b # 0. Esto im-
plica que deg(s(z)) = deg(s(x)), deg(t(x)) = deg(t(x)). Es decir, probamos
que p(x) se reduce en Z/pZ[z], lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo

tanto p(x) € Z[z] es irreducible.
Ejercicio: Muestre que p(x) = 23 + x + 1 es irredcible sobre Z[xz].

Problema 2:

Sea p(r) = 2* +x + 1 € Q[x].

Pruebe que p(z) es irredicible sobre Q[z].
Sea 1 un raiz de p(z). Calcule [Q(n) : Q.

Desarrollo:

Observe que por criterio de Gauss p(z) € Z[z] irreducible sobre Q[z] si y
solamnete si p(z) es irreducible sobre Z[z]. Esto tltimo se debe a que p(z)
es un polinomio primitivo. Ahora bien, la reduccién de p(z) es Fo[z] cumple

con que p(1l) = 1, p(0) = 1. Por lo tanto p(x) no tiene factores lineales.
Puesto que deg(p(x)) = 4 tenemos que o bien p(x) es irreducible o bien p(z)
es producto de polinomios irreducibles de grado 2. Observe que el tnico
polinomio irreducible de grado 2 sobre Fy[x] es 2 + 2 + 1. Luego si p(r) es
reducible entonces p(x) = (22 +x+1)? = z* + 22 +1, lo que nos lleva a una
contradiccién. Luego p(z) es irreducible sobre Fao[z]. Por el problema 1,
tenemos que p(z) es irreducible sobre Z[z] y esto tltimo implica, por lema
de Gauss, que p(z) es irreducible sobre Q[z].

Observe que irr, g(z) = p(z). Luego [Q(n) : Q] = deg(p(z)) = 4.

Ejercicio: Calcule ﬁ € Q(n) en término de potencias de 1 y nimeros
racionales.
Problema 3:

Sea a = 4/ _4%‘/5 eC.
Encuentre el polonomio irreducible de a sobre Q[z].

Calcule [Q(a) : Q].

Desarrollo:

Observe que q(x) = x* + 422 + 2 € Q[z] se anula en z = a. Ademas q(z)
es irreducible sobre Z[z| por criterio de Einsenstein. Luego por lema de
Gauss, como ¢(z) es primitivo, tenemos que ¢(z) es irreducible sobre Q[z].
Por ello, podemos concluir que ¢(x) = irry g(x).

Observe que [Q(a) : Q] = deg(irrq,g(x)) = deg(q(z)) = 4.
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Problema 4:

Sea f : K[z] — K[x] un automorfismo tal que f|x = id.

Pruebe que p(x) es irreducible sobre K|[z] si y solamente si f(p(x)) irre-
ducible.

Concluya que p(x) es irreducible si y solamente si p(x + a) es irreducible
para algin a € K.

Desarrollo:

Supongamos que f(p(x)) = s(z)t(z), donde s(x),t(z) son polinomios no
constantes. Entonces aplicando f~! obtenemos que p(z) = f~1(s(z))f 1 (t(x)).
Observe que si f~1(s(x)) = ¢ € K entonces s(x) = ¢ € K. Por lo tanto
deg(f~1(s(x))),deg(f~*(t(z))) > 0. Luego f(p(z)) reducible implica que
p(r) es reducible. Aplicando f~! al polinomio f(p(x)) obtenemos la impli-
cancia contraria. Por lo tanto p(z) es irreducible sobre K|z] si y solamente
si f(p(x)) irreducible.

Observe que la funcién f : K[zx] — KJz]| definida por f(p(x)) = p(x + a)
es un homomorfismo cuya inversa es g(p(z)) = p(x — a). Luego por [i]
obtenemos que p(z) es irreducible si y solamente si p(z + a) es irreducible
para algin a € K.

Ejercicio: Demuestre que todo automorfismo de K|z] es dela forma f(x) =
T + a, para cierto a € K.
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Ayudantia XXI: En esta ayudantia estudiaremos construcciones con regla
y compas. Solo trabajaremos con niimeros reales construictibles, pues para
sus anafogos complejos basta tomar la proyeccién en cada coordenada para
analizarlos.

Problema 1:
Sea D € N. Muestre geometrica y algebraicamente que v D € R es con-
structible con regla y compas.

Demostracion: Primero demostremos esto geometricamente. En efecto lo
probaremos por induccién sobre D € N. Observe que v/2 es constructible
yva que es la diagonal de un cuadrado cuyos lados tienen lago 1. Supong-
amos que construimos v/D. Entonces trazando un segmento de largo 1,
perpendicular al segmento de largo v/D, obtenemos al trazar la diagonal
un segmento de largo v D + 1. Esto prueba que v/D + 1 es constructible
con regla y compas.

Ahora probemos este hecho algebraicamente. Observe que L = Q(v/D)
es una extension de grado 1 o 2 de Q, que se obtiene adjuntando una raiz
cuadratica. Luego tenemos una torre de cuerpos de la forma:

Q=LpcliclycCc---CL;=1L,

donde L; = L;_1(v/b;), para cierto b; € L;_;. Esto por lo visto en clase,
implica que v/ D es constructible con regla y compés. De hecho en nuestro
casot=0o0t=1.

Problema 2:
Muestre que el cuerpo L de los niimeros constructibles estd estrictamente
contenido en RN Q.

Demostracion: Primero observe que lo niimeros constructibles son reales
por definicién. Supongamos que o € R es constructible. Entonces existe
una torre de cuerpos: Q = Lo € Ly € Ly C --- C Ly = K, donde
L; = Li_1(v/b;), para cierto b; € L;_1 y a € K. Luego [K : Q] < 2! < cc.
Por ello « es algebraico sobre Q. Luego L € RN Q. Ahora bien, el niimero
/2 € RN Q, pero no es constructible con regla y compés. Esto se debe
a que si lo fuera entonces 3 = [Q(¥/2) : Q] = 2°, lo que nos lleva a una
contradiccién.

Ejercicio: Muestre que el cuerpo de los niimeros constructibles es numer-
able.

Problema 3:
Demuestre que no es posible construir un cubo cuyo volumen sea el de la
esfera unitaria.

Demostracién: Supongamos que podemos construir dicho cubo. Entonces

tenemos que existe un nimero constructible r € R tal que 7% = %w. Luego
r =4 %7‘[‘. Pero como todo numero construictible es algebraico sobre Q,

esto implica que ¢/ %ﬂ es algebraico sobre Q. Esto implica que %71’ es alge-

braico sobre @, lo cual nos lleva a que 7w es algebraico sobre Q. Esto nos
da una contradiccién.
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4.- Problema 4:

Pruebe que cos (%’T) es constructible con regla y compés. Concluya que el

pentagono es construtible con regla y compas.
Demostracién: Observe que a = cos (%) € Q(b), donde b = e’ . De

hecho Q(a) = Q(b+b71). Por otro lado (b+b~1)? = 2+0%+b% = 1—-b—b"1,
puesto que b*+b>+b2+b-+1 = 0. Luego tenemos que b+b~1 = 7—1;‘/5 o b+
bl = %‘/5 En cualquier caso Q (cos (%°)) = Q(v/5). Dado que Q(v/5)

es una extensién cuadratica de Q tenemos que cos (2—”) es constructible con

5
regla y compas. Ahora bien como podemos construir cos (%’T) con regla y

compas y sin (%’r) =4/1—cos (%’T)Q tenemos que sin (%’r) es constructible.
Luego podemos contruir uno de los lados del pentagono. Iterativamente

construimos cada lado y de esta forma el pentagono.
27

4.- Ejercicio: Pruebe que cos (—) no es constructible con regla y compés.

7
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Ayudantia XXII: En esta ayudantia estudiaremos cuerpos finitos.

Problema 1:

Sea [}, el cuerpo finito de p elementos.

Pruebe que o = «, para todo a € F,.

Demuestre que no existen extensiones de grado p de F, que se obtengan
adjuntando raices p-ésimas.

Muestre que p(x) = 23 — x + 1 es irreducible sobre F3.

Sea b una raiz de p(z). Concluya que L = F3(b) es una extensién de grado
3 de F3.

Desarrollo:

Observe que para todo a € F; se cumple, por teorema de lagrange, que
aP~! = 1. En particular tenemos que o = «, para todo o € 7. Observe
que esta ultima relaciéon se cumple también para o = 0. Esto prueba lo
pedido.

Sea L = F,(f) una extensién de grado p de Fp, tal que 67 = a € F).
Entonces (0 —a)P = 0P —aP = 6P —a = 0. Luego como L es un dominio de
integridad tenemos que § = a € F,,. Esto en particular implica que L = IFp,
lo cual nos lleva a una contradiccién.

Para probar que p(z) no tiene raices en F3 observe que a® = a, para todo
a € F3. Luego si a € F3 es raiz de p(z), tenemos que 0 = a®> —a +1 = 1.
Esto no lleva a una contradiccion.

Tenemos que p(z) es un polinomio de grado 3 sin raices en el cuerpo sobre
el cual se define. Por lo tanto p(x) es irreducible. Luego si b es un raiz de
p(x) tenemos que L = F3(b) = Fs[z]/(p(x)) es una extensién de grado 3 de
Fs.

3

Ejercicio: Muestre que (p — 1)! = —1(p), para todo p € N primo.

Problema 2:

Sean L, Ly extensiones finitas de I, de igual grado.

Pruebe que L; = Ls.

Concluya que para o € F,, se tiene que {s € F,, : irrqr, (s) = 0} C Fp(a).

Desarrollo:

Sabemos que fijando una clausura algebraica de F,,, tenemos que L1, Ly C
]Fi,. Ahora bien para una extensién de grado n de [, tenemos que L*
es un grupo de p"™ — 1 elementos. Luego para todo a € L tenemos que
a?~! = 1. Luego a”" = a, para todo a € L. Por otro lado las soluciones de
la ecuacién zP” —z sobre F,, son todas distintas. Esto se debe a que si (z—z)?
divide a 2P" — x entonces (z — z) divide a #?" —z y a (2?" — x)’ = —1.
Esto nos da una contradiccién. Luego por simple conteo, tenemos que
{a € F, : a®" = a} = L. En particular si tomamos de extensiones del
mismo grado, obtenemos que son iguales.

Sea o € F, y sea p(z) = irrqp,(z). Digamos que el grado de p(z) es
n. Entonces L = F,(a) es una extensién de grado n de F,. Por otro
lado, para cualquier otra raiz de p(z), digamos b, tenemos que F,(b) es
también una extensién de F, de grado n. Por lo mostrado en [i] tenemos
que F,(a) = F,(b). Por lo tanto b € F,(a). Esto prueba que {s € F, :

irrar,(s) =0} C Fp(a).
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Problema 3:

Sea Fy[z] el anillo de polinomio sobre el cuerpo de dos elementos.

Calcule el nimero de polinomios irreducibles de grado 4 que hay en Fa[z].
Determine dichos polinomios.

Desarrollo:

Sea p(x) € Fa[x] un polinomio irreducible cualquiera de grado 4. Entonces
si b es raiz de p(x) tenemos que Fo(b) = {a € Fy : a'® = a}. Por lo tanto
b se anula en p(z) y x'% — 2. Luego, como p(x) = irryp, (), tenemos que
p(x)]|2® —z. Por lo tanto debemos buscar los factores de grado 4 de 16 —x.
Observe que este polinomio tiene todas sus raices distintas, por lo mostrado
en el problema 2, parte [i]. Luego tenemos que z'® — z tiene dos factores
de grado 1. Esto pues 1'6 = 1 y 06 = 0. Por otro lado, si tomamos un
polinomio irreducibleg(z) que divide a 2'® — z entonces si ¢ es raiz de ¢(z),
tenemos que Fa(c) C Fa(b). Luego deg(q(z)) = [Fa(c) : Fo|[F2(b) : Fo] = 4.
Por lo tanto deg(q(z)) € {1,2,4}. Por lo tanto solo nos queda determinar lo
polinomios de grado 2 que dividen a x'® — . En efecto, el tinico polinomio
de grado 2 irreducible sobre Fy es 22+ + 1. De hecho Fa[z]/(2? +2+1) =
{a € F3 : a* = a} C Fa(b), por ello 22 + z + 1 divide a 2® — z. Por lo tanto
el ntimero de factores irreducibles de grado 4 de z'6 — z es 16_4& = 3.
Luego en Fy[z] hay 3 polinomios irreducibles de grado 4.

Observe que, por lo dicho en [i], para encontrar dichos polinomios basta
encontrar polinomio de grado 4 que no tengan raices en Iy y tales que sean
distintos a (22 +2+1)% = 2* +22+1. Asf tenemos que z*+x+1, 2*+23+1
y 2% 4+ 23 + 22 + 2 + 1 son los tnicos polinomios irreducibles de grado 4 en
FQ [.’E]

Ejericicio: Calcule el grado y el ntiimero de polinomios irreducibles en
F3[z] que dividen a g(z) = 2*7 — .

Problema 4:

Pruebe que ningiin cuerpo finito es algebraicamente cerrado.

Demostracién: Sea L un cuerpo finito. Entonces existe p primo y n € N
tal que L = Fn = {a € F, : a®" = a}. Luego tenemos que en poli-
nomio p(x) = #?" — x + 1 € L[z] no tiene solucion en L. Por ello L no es
algebraicamente cerrado.

Ejercicio: Muestre que si ¢ : F — F es un homomorfismo entre cuerpos
finitos, entonces ¢ es un isomorfismo.
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Ayudantia XXIII: En esta ayudantia seguiremos estudiando cuerpos fini-
tos.

Problema 1:

Sean Fp» y F,m cuerpos finitos.

Muestre que Fpn C Fpm si y solamente si n|m.

Concluya que zP" — z divide a 2P — x si y solamente si n|m.
Muestre que Fg ¢ Fso.

Desarrollo:

Supongamos primero que F,n C Fym. Entonces tenemos que [Fpm : F)] =
[Fpm : Fpn][Fpn : Fp]. Por lo tanto n = [Fpn : F,] divide a m = [Fpm : F,].
Supongamos ahora que n|m. Sabemos que todo elemento a € Fy» cumple
con a?" = a. Luego a?” = a?""?" = a. Por lo tanto a € Fym = {a € F,
a?” = a}. Esto implica que Fyn C Fym.

Primero supongamos que P — d1V1de a J;” — z. Entonces tenemos que
Fpn = {a € Fp:a? =a} c {acF, " = a} = Fym. Luego, por
[i], conclulmos que n|m. Por otro lado, si n|m entonces podemos escribir
P — =P P = P P PP " " —x*(:z:p

)PP (P )P 4 (2" fx) = (2" —x)s(x). Por lo tanto 2?" —x
divide a 2" — z.
Observe que Fg = Fas y F3o = Fos. Luego si Fg C F3o tendriamos que 3
divide a 5, lo cual nos lleva a una contradiccién.

Ejercicio: Muestre que Fg C Fo3¢, para todo t € N.

Problema 2:

Sea ¢ : Fyn — Fpn a funcién definida por ¢(a) = aP.
Muestre que ¢ es un isomorfismo tal que ¢[r, = id.
Calcule |¢|.

Desarrollo:

Primero mostremos que ¢ es un homomorfismo de anillos. Claramente se

tiene que ¢(ab) = (ab)? = aPb? = ¢(a)¢(b). Por otro lado tenemos que

dla+b) = (a+b)P =aP +b° = ¢(a) + ¢(b). Luego ¢ es un homomorfismo

de grupos. Observe que ¢(1) = 1, por lo tanto ¢ # 0. Luego ker(¢) es

un ideal estricto del cuerpo Fyn. Por lo tanto ker(¢) = {0}. Luego ¢ es

inyectiva. Como ¢ : Fp» — Fpn es una funcién inyectiva entre conjuntos

finitos de igual cardianlidad, concluimos que ¢ es isomorfismo. Adema&s

para a € F), tenemos que ¢(a) = a? = a.

Para calcular el orden del isomorfismo ¢, basta encontrar el minimo natural

m € N tal que ¢ = id. Es decir, basta determinar m € N tal que a?” = a,

para todo a € Fp». Como la condicién anterior de cumple para el natural

n tenemos que m < n. Observe que si m < n, entonces Fpn C F,m. Pero

|Fpn| = p™ > p™ = |Fpm|, esto nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto
= |¢| = .

Problema 3:

Sea p(z) € F,z].

Pruebe que p(zP) = p(x)P.

Concluya que p(z) = 2?7 + 2P + 1 no es irreducible sobre F,[z].
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Desarrollo:

Sea p(z) = ag + a1z + - - - + a,x™ entonces como car(F,) = p se tiene que
p(z)P = af + afaP + --- + aBaz™. Pero, para a € F), sabemos que a” = a.
Luego tenemos que p(z)? = ag + a12? + - - - + apz™ = p(aP).

Observe que p(z) = 2% + 2P + 1 = (2% + 2 + 1)P. Por lo tanto p(x) no es
irreducible sobre F,[x].

Problema 4:
Pruebe que Fg = F3[z]/(2? + 1).

Demostracién: Observe que z2 + 1 es un polinomio irreducible sobre
F3. Esto de debe a que no tiene raices en F3, puesto que F3 = {0,1}.
Por lo tanto F3[z]/(2? + 1) es una extensién del cuerpo F3 de grado 2.
Luego F3[z]/(z? + 1) debe ser la tinica extensién de grado 2 de F3, es decir
]Fg[l‘]/(l‘z + 1) = Fg.

Ejercicio: Sea i € F5 un elemento tal que i> = —1. Pruebe que F5(i) = Fs.
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Ayudantia XXIV: En esta ayudantia haremos un repaso por lo ya estu-
diado en teoria de cuerpos.

Problema 1:

Sea 3 una raiz de z° — z + 1 € F3[x].

Encuentre a, b, c € Fy tales que a + b8 + ¢8% = ﬁ
Encuentre el polinomio minimal de g + 1.

Desarrollo:

Sabemos que debemos aplicar el algoritmo de division sobre los polinomios
2 —x+1y22+1=—x+1. En efecto, tenemos que (23 —z+1) — (—x +
1)(—2? — x) = 1. Por lo tanto, al tomar el homomorfismo evaluacién en 3
resulta 1 = (28 + 1)(8% + B). Por lo tanto, para obtener lo pedido, basta
tomar a =0,b=c=1.

Observe que F3(8) = F3(8 + 1). Luego tenemos que deg(irrp, g+1(x)) =
[F3(5 + 1) : Fg] = [F3(B) : Fs] = 3. Esto tultimo pues en la ayudantia 22
vimos que [F3(8) : F3] = 3. Ademaés tenemos que g(z) = (x—1)>—(x—1)+1
anula a S+ 1. Como ¢(z) tiene el grado correcto, dicho polinomio es el
minimal de 8 + 1. Luego irrp, g41(x) = q(z) = 2 — 2 + 1. Observe que
este polinomio es el mismo que el irreducible de 5.

Ejercicio: Bajo la misma hipétesis del problema anterior, encuentre el
polinomio minimal de 5 + 2.

Problema 2:
Seaa=+1++v2eC.
Calcule [Q(a) : Q].

Determine el polinomio ménico irreducible de a sobre Q.

Desarrollo:
Observe que a? —1 = v/2. Por lo tanto Q(v/2) € Q(a). Ademés 2% —1—+/2

es un polinomio en Q(v/2)[z] que anula a /14 /2. Por lo tanto [Q(a) :
Q(v2)] = 1 0 2. Si sucede lo primero, es decir si [Q(a) : Q(v/2)] = 1
entonces 14 1/2 es un cuadrado en Q(v/2). Entonces existen a,b € Q tales
que (a + b\/§)2 =a? +20®> + 2abv/2 =1 + /2. Por o tanto 1 = a®> + 2b% y
1 = 2ab. Luego, despejando b de la segunda ecuacién y sustituyendo esto
en la primera, llegamos a que 2a* —2a? +1 = 0. Pero 22* — 222 41 no tiene
soluciones en Q. Por lo tanto 1 + V2 1o es un cuadrado en Q(\/?) Luego
[Q(a) : Q(v/2)] = 2. Por lo tanto, se tiene que el grado de la extensién es
[Q(a) : Q] = [Qa) : Q(V2)][Q(V2) : Q] = 4.

Observe que si x = 1+ V2 entonces 72 — 1 = /2. Luego tenemos
que (72 — 1)2 — 2 es un polinomio que se anula en a. Como el grado
del polinomio irrecucible de a debe conincidir con [Q(a) : Q] = 4, tenemos
que irrg q(r) = 2t — 22% — 1.

Problema 3:

Sea p € N un ntimero primo.

Demuestre que si e polinomio de p lados es constructible entonces existe
n € N tal que p =1+ 2".

Demuestre que el polinomio de 7 lados no es constructible con regla y
compas.
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Desarrollo:

Sabemos que el polinomio de p lados es constructible con regla y comds si y
solamente si n = ¢’F es construtible como nimero complejo. Recordemos
que Q(n) es una extensién de grado p — 1 de Q. Por lotro lado, si  es con-
structible con regla y compads, entonces existe un torre de cuerpos {L;}I"
de indice dos tal que Q = Ly C Ly C --- L, = Q(n). Luego [Q(n) : Q] = 2™,
de lo que se sigue que p = 1 + 2", para cierto n € N.

Aplicaremos lo mostrado en [i]. En efecto, observe que 7 =1+ 6, donde 6
no es potencia de 2. Por lo tanto el poligono de 7 lados no es constructible.

Problema 4:

En lo que sigue F,, es el cuerpo de p elementos.

Sea K = F5(a), donde a? = 2. Muestre que [K : F5] = 2.

Muestre que si « es raiz del polinomio irreducible p(z) € Fp[z] de grado n
entonces T' = {a,aP, - - - ,oﬂ’m_l} es un subconjunto del conjunto de raices
de p(z).

Pruebe que |T| = n. Concluya que p(x) no tiene raices repetidas.

Desarrollo:

Observe que 22 — 2 es un polinomio irreducible en F5[x] dado que no tiene
raices en F5. Esto dltimo ya que F2 = {0,1,4}. Por lo tanto irrg, o(z) =
2?2 — 2. Luego [K : F5] = deg(irr, o(z)) = 2.

Sea p(x) = ap + a1x + -+ - + a,x™. Entonces tenemos que p(x)? = (ag +
ax+ -+ apa™)? = aga:p +---+abzP". Pero para todo a; € F), se cumple
que a? = a;. Por lo tanto p(z)? = p(2?). Inductivamente se demuestra que
p(z)P" = p(xP"). Luego si p(a) = 0, tenemos que p(a?’) = p(a)?" = 0. Por
ello T es un subconjunto del conjunto de ceros de p(z).

Supongamos que o = o, con i > j. Entonces § = o cumple con
BP"" = B. Por lo tanto 3 € F,i-i, donde i — j < n. Pero, por lo visto en
la ayudantia 22 en el problema 2, como p(x) es un polinomio irreducible,
se tiene que F(a?’) = F,(a) = Fpn. Luego tenemos que Fyn C Fpimy. Lo
cual nos lleva a una contradiccion, pues |[Fpi-i| = p*~7 < p" = [Fpn|. Por lo
tanto |T'| = n. Luego como p(z) tiene a lo mds n raices distintas, tenemos
que T es el conjunto de raices de p(z) y por lo tanto p(z) tiene todas sus
raices distintas.

Ejercicio: Estudie la nocién de cuerpo perfecto. Pruebe que todo cuerpo
finito es perfecto.
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