AYUDANTIA VI

GRUPOS Y ANILLOS (PRIMAVERA 2016)

En esta ayudantia trabajaremos ejemplos de acciones de grupos sobre si mismos,
de forma tal de deducir nueva informacién de los grupos en cuestion.
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Problema 1:

Sea G un grupo de orden p", para cierto n € N y p primo. Considere la
accion de G sobre si mismo por conjugacion.

Demuestre que {z € G : Orb(z) = {z}} = Z(G).

Concluya que Z(G) # {e}.

Encuentre un grupo no abeliano de orden p™, para cierto n € N y p primo.

Desarrollo:

Observe que Orb(z) = {grg~' € G : g € G}. Luego Orb(z) = {z} si y
solamente si grg~! = x, pata todo g € G. Esto tltimo es equivalente a que
x € Z(G). Luego {z € G : Orb(z) = {z}} = Z(G).

Sabemos que toda accién de un grupo en un conjunto particiona dicho
conjunto en orbitas. FEn nuestro caso, como G actda en si mismo por
conjugacién tenemos que |G| = |O1|+- - -+|Oy|, donde |O;] son las diferentes
orbitas que genera GG. Observe que un elemento tiene orbita trivial si y
solamente si es un elemento del centro, luego tenemos que |G| = |Z(G)| +
|0 | + -+ +|0;, |, donde |O;,| # 1. Por otro lado sabemos que |0;,| =
|G|/|Stabg(x;,)|, donde z;, es un elemento cualquiera de O;,. Luego |O;,| =
p®it, para cierto s;, # 0. Por lo tanto p divide a |G| — (|Oy,| + -+ + |O0i,|)-
Concluimos que p divide a |Z(G)|. Luego Z(G) no es trivial.

Considere G = Dg = (r,s : r* = 2 = 1, srs7! = r71). Sabemos que

Z(G) = {1,7%}. Por lo tanto G es un grupo de orden 2% no abeliano.
Ejercicio: Demuestre que para accién anterior Cg(x) = Stabg(x).
Ejercicio: Demuestre que todo grupo de orden p? es abeliano

Problema 2: Considere la accién de G = S3 sobre G por conjugacién.
Calcule el numero de érbitas de dicha accién.

Desarrollo:

Partamos por considerar las érbitas mas elementales. En efecto, observe
que o(id)o~! =id, Vo € G. Luego Orbg(id) = {id}.

Por otro lado el largo de cualquier permutacién es la misma que la de
su conjugado. Asf Orbg((123)) C {(123),(132)}. Pero (12)(123)(12)~! =
(12)(123)(12) = (132). Luego Orbs((123)) = {(123), (132)}.
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Por dltimo calculemos la 6rbita de la permutacién (13). Recordemos
que (ab)~! = (ab). Luego como (12)(13)(12) = (23), (12)(23)(12) = (13) y
(23)(13)(23) = (12) tenemos que Orbe((13)) = {(12), (13), (23)}.

Finalmente concluimos que existen 3 clases de conjugacion.

Ejercicio: Calcule el numero de clases de conjugacién en Sjy.

Problema 3: Sea GG un grupo de orden n y S, es el grupo de biyecciones de
n elementos. Demuestre que existe un homomorfismo inyectivo ¢ : G — 5,.

Demostracién: Considere la accién de G sobre G via g.h = gh, Vg, h € G.
Esta accién de grupo induce un homomorfismo p : G — Biy(G) donde
p(g) = o4, para o4(h) = g.h = gh. Observe que como |G| = n tenemos que
Biy(G) = S,,. Ademds ker(p) ={g € G:gh =1, Vh € G} tomando h =1
tenemos que ker(p) = {1}. Por lo tanto p : G — S, es un homomorfismo
inyectivo.

Ejercicio: Demuestre que C3 puede ser visto como un subgrupo normal
de Sg.

Problema 4: Muestre que si un grupo G cumple con |G| = n y p es el
menor primo que divide a n.

Demuestre que todo subgrupo de indice p es normal en G.

Concluya que si H < G tal que [G : H| = 2 entonces H < G.

Pruebe que A3 = {id, (123),(132)} es un subgrupo normal de Ss.

Desarrollo:
Sea H < G con [G : H|] = p primo. Considere la accién de G sobre
X = G/H conjunto de cosetos de H, via:

g.(aH) = (ga)H.

Esta accién induce un homomorfismo 7 : G — Biy(X), donde 7 (g) =
oy, donde o4(aH) = g.(aH) = (ga)H. Observe que:

ker(mpy) ={g € G: gaH = aH, Va € G}.

Es decir g € ker(rg) si y solamente sf (a~'ga)H = H para cualquier
a € G, lo que equivale a que (a~'ga) € H, Va € G. Asi K = ker(ry) =
ﬁaeGaHa_l.

Observe que K < G por ser nucleo de un homomorfismo. Ademds K C
H=eHe .

Seal =[H : K|, as{ [G: K| =[G : H|[H : K] = pl. Como X tiene p
cosetos, tenemos que G/K < S,, donde S, es el grupo de biyecciones de
p elementos. Luego pl = [G : K]|p!, por lo tanto I|(p — 1)!. Por otro lado,
como p es el primo mds pequeno que divide a |G|, tenemos que | = 1.

Finalmente H = K <« G.

Si H < G tal que [G : H] = 2 como 2 es el primo més pequeo el resultado
se sigue de la parte anterior.

Observe que |Az] = 3y |S3 = 6|, luego [S3 : A3] = 2 y el resultado se sigue
de lo expuesto en [ii].



