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1. Sea una sucesién (a,)nen tal que 0 < a, < M para cierto M € R posi-
tivo, y todo n € N. Demuestre que si la serie 220:1 a, diverge, entonces

0o an, . 2
> =1 145 diverge también.

Demostracion. Definimos la funcién f : [0,00) — R con f(z) =
todo x € [0, 00). Notemos que f(0) = 0 y ademds que:

_z
715 bara

d 1
%f(x)  (1+a)2
y que como:
d? _ 2x + 2

@f(x) = Grin < 0, para z € [0,00)

se tiene que f’(z) es decreciente. Ademds, por el teorema del valor medio,
para z € (0,00) existe 6, € (0,z) tal que

es decir,

1tz (1+6,2"

Como 0 < a, < M,y dado que f’(z) es decreciente, de la tltima igualdad
obtenemos que:

an 1
1ta, (1+6,2"
>¥a
(14 M2

para todo n € N. Por lo tanto, por el criterio de comparacién, concluimos

que la serie Y2 | 92— diverge dado que Y7 | a, diverge. O

2. Sea una sucesion (a, )nen tal que a,, > O paratodon € N,y lim /a, = 1.
n—oo

Demuestre que:



a) Sil < 1 entonces la serie > 7, a,, converge.

b) Sil > 1 entonces la serie >~ | a, diverge.

Demostracion. Por definicién, como lim /a,, = [, tenemos que: Ve > 0
n—oo
existe N € N tal que | /a,,—1| < ¢, paran > N. En particular, /a,, < e+lI.

a) Sil < 1, consideremos ¢ > 0 tal que € + [ < 1. Luego, para todo
n > N, tenemos que {/a, < €+, y por crecimiento de la potencia
a la n, obtenemos la desigualdad a,, < (e +1)", y de esta manera,
dado que son términos positivos usamos el criterio de comparaciéon

obteniendose:

o0 oo

dan< D (e+D)",

n=N n=N
siendo esta tltima una serie geométrica convergente pues e+! < 1. Por
lo tanto, 2\ an, es una serie convergente, y como le sumamos una
cantidad finita de términos, se concluye que Zf;l an €s convergente.

b) Sil > 1 consideramos la desigualdad —e < {/a,, — [. Sea € > 0 tal

que | — € > 1, luego para todo n > N, tenemos que | — € < {/a,
y por crecimiento de la potencia a la n obtenemos la desigualdad
(I —€)" < ay, y por criterio de comparacién:

i (l—e" < ian,
n=N n=N

donde la primera serie es divergente pues es una serie geométrica con
l—e>1.Y como sumamos solamente términos positivos, obtenemos
que > 7, a, es divergente.

O

3. Para cada una de las siguientes series determine si son convergentes o
divergentes:

% Znma i ) Tiee
b) 220:1(”9")"7 con 6] < 1. d) Z;’;’:l(_l)nﬂﬁ

Demostracion.  a) Usaremos el criterio de cuociente. En efecto, se tiene
que:

. (n+ DY (n+1)"* lim (n+1)/(n+1)"*!
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donde % < 1 pues e > 1, y por lo tanto la serie es convergente.

Usaremos el criterio de la raiz n-ésima. Dado que los términos de la
serie son estrictamente positivos y dado que:

lim {/(né™)" = lim nb"

n—roo n—oo

=0<1,

pues |f| < 1. De esta manera, obtenemos que la serie es convergente.

Usaremos el criterio de la raiz n-ésima. Dado que los términos de la
serie son estrictamente positivos y dado que:

nl _np2_1 _ n241
lim e n+tT = lim e nZ+n
n— o0 n— o0
—e <1

Por lo tanto, la serie es convergente.

Notemos que podemos escribir:
> 1 > 1
()" === ()"

Ademas, tenemos que lim % =0, donde ﬁ > 0 para todo n € N.

n—oo
Para que por el criterio de Leibiniz esta serie sea convergente, basta
probar que la sucesién (ay,)nen, definida por a, = ﬁ para todo

n € N, es monétona. En efecto,

d 1
%W6_2¢5>

para x > 0. Por lo tanto, la serie es convergente.
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