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AYUDANTIAS

GRUPOS Y ANILLOS (OTONO 2016)

1. GRUPOS:

Ayudantia 1: En esta seccién trabajaremos con un concepto de vital importancia
en la teoria de grupos y en la matemaética en general, estas son las acciones de

grupos.

1.-

i-
ii.-

ii.-

Problema 1: Sea G = C,, grupo ciclico de orden n € N y sea Aut(G) su
grupo de automorfismos.

Determine |Aut(G)|.

Demuestre que Aut(G) = (Z/nZ)" .

Desarrollo:
Recordemos que Aut(G) actia en G via ¢.g := ¢(g), para cualquiera ¢ €
Aut(G), g € G. Ademds todo homomorfismo ¢ de G estd completamente

determinado por su valor en o, para G = _<a>, va que ¢(0f) = p(o)i.
Ademds si ¢ : G — G, entonces ¢(o) = o7, para cierto j € {1, -+ ,n}.
Por otro lado si ¢ es ismomorfismo entonces |o| = |¢(0)|, reemplazando los

(n,5)
son relativamente primos, lo que equivale a que j € (Z/nZ)

Reciprocamente para cualquiera ¢ : G — G tal que ¢(0) = o7, para
(j,m) =1 tenemos que @ es un automorfismo de G pues lleva el generador
o de G en otro generador del mismo grupo.

Luego |Orbayic(0)] = |(Z/nZ)"| = ¢(n), donde ¢ es la funcién de
Euler.

Por tltimo Staba (o) = {¢ € Aut(GQ) : ¢(0) = o} = id. Por lo tanto
|Stabayi(cy (o) = 1. Luego por la identidad

|Aut(G)| = [Orbaus(c) (0)||Stabauc) (o)]

valores respectivo obtenemos que n =

Asi (n,7) = 1, es decir ny j

*

tenemos que |Aut(G)| = ¢(n), donde ¢ es la funcién de Euler.

Designemos por ¢; al automorfismo de G tal que (o) = o7. Observe que
la funcién:

7 Aut(G) — (Z/nZ)" = oj — j,
es una funcién sobreyectiva, por lo visto en el ejercicio anterior. Como los

conjuntos en cuestion son finitos y de igual cardinal, 7 es una biyeccién.
Ademss ¢;(p;(0)) = 0¥. Luego T es homomorfismo, por ende isomorfismo.

Problema 2: Sea G = C), x C},, donde C), es un grupo ciclico de p elemen-
tos, para p primo. Determine |Aut(G)].

Desarrollo: Observe que G =2V, donde V = (IE?]D)2 visto como [F,,-espacio
2
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vectorial. Luego por lo visto en clases, Aut(G) = Gly(F,) y dicho grupo
tiene (p? — 1)p(p — 1) elementos.

Problema 3: Sea G grupo simple y H subgrupo de G tal que [G : H| = p,
para p primo. Demuestre que p es el primo més grande que divide a |G| y
que p" 1 |G|, Vi > 1.

Demostracién: Si |G| = p el resultado se sigue facilmente. Si no es este
el caso, considere la accién de G sobre el conjunto X = {gHg™ ! : g € G}
via:

v.(gHg™") = (vg)H (g)~".

Luego existe un homomorfismo ¢ : G — Biy(X) definido por ¢(g) = oy,
donde o, (zHz™') = (9z)H(gz)~*. Observe que ker(¢) <G, luego ker(p) =
G o ker(yp) = {0}.

Si ker(¢) = G entonces ¢ = 0. Pero o,(H) = gHg™!, luego si ¢ = 0
entonces 04(H) = H. Por lo tanto Vg € G tenemos que gHg ' = H, es
decir H <« G. Luego H = G, en cuyo caso [G : H] =1 o bien H = {0}, en
cuyo caso |G| =[G : H] = p. Ambas alternativas llevan a contradicciones.

Por otro lado si ker(p) = {0} entonces G — Biy(X). Observe que
gHg™! = hHh™! sf y solamente sf gh™! € Ng(H), es decir |X| = [G :
N¢(H)] < [G: H], pues Ng(H) 2 H.

Luego |G|||Biy(X)| =r!, donde | X| =r < p . Pero p||G| = |H||G : H].
Luego si ¢ > p y ¢||G| entonces g|r! con r < p. Esto es contradictorio. Por
otro lado si p'||G|, para i > 1 entonces p'|r! luego » = p y en este caso
p~1|(p — 1)!. Esto es contradictorio.

Problema 4: Muestre que si un grupo G cumple con |G| = n y p es el
menor primo que divide a n.

Demuestre que todo subgrupo de indice p es normal en G.

Concluya que si H < G tal que [G : H] = 2 entonces H < G.

Pruebe que A3 = {id, (123), (132)} es un subgrupo normal de Ss.

Desarrollo:
Sea H < G con [G : H] = p primo. Considere la accién de G sobre
X = G/H conjunto de cosetos de H, via:

g.(aH) = (ga)H.

Esta accién induce un homomorfismo 7y : G — Biy(X), donde g (g) =
oy, donde o4(aH) = g.(aH) = (ga)H. Observe que:

ker(ry) ={g € G: gaH = aH, Ya € G}.

Es decir g € ker(rpg) si y solamente sf (a~'ga)H = H para cualquier
a € G, lo que equivale a que (a~'ga) € H, Va € G. Asi K = ker(ry) =
ﬂaeGaHa_l.

Observe que K < G por ser nicleo de un homomorfismo. Ademés K C
H=ceHe '

Seal =[H : K|, as{ [G: K| =[G : H|[H : K] = pl. Como X tiene p
cosetos, tenemos que G/K < S, donde S, es el grupo de biyecciones de
p elementos. Luego pl = [G : K]|p!, por lo tanto I|(p — 1)!. Por otro lado,
como p es el primo més pequeno que divide a |G|, tenemos que [ = 1.

Finalmente H = K < G.
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Si H < G tal que [G : H| = 2 como 2 es el primo mds pequeo el resultado
se sigue de la parte anterior.

Observe que |A3| = 3y |S3 = 6], luego [S3 : A3] = 2 y el resultado se sigue
de lo expuesto en [ii].

Problema 5: Sea GG un grupo de orden n y .S, es el grupo de biyecciones de
n elementos. Demuestre que existe un homomorfismo inyectivo ¢ : G — .S,,.

Demostracién: Considere la accién de G sobre G via g.h = gh, Vg, h € G.
Esta accién de grupo induce un homomorfismo p : G — Biy(G) donde
p(g) = o4, para o,(h) = g.h = gh. Observe que como |G| = n tenemos que
Biy(G) =2 S,,. Ademas ker(p) = {g € G: gh =1, VYh € G} tomando h =1
tenemos que ker(p) = {1}. Por lo tanto p : G — S, es un homomorfismo
inyectivo.
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Ayudantia 2: En esta ayudantia trabajaremos los conceptos Orbitas y
estabilizadores de acciones de grupos.

Problema 1: Considere la accién de G = S3 sobre G por conjugacion.
Calcule el ntimero de 6rbitas de dicha accién.

Desarrollo:

Partamos por considerar las 6rbitas mds elementales. Observe que o (id)o~

id, Yo € G. Luego Orbg(id) = {id}.

Por otro lado el largo de cualquier permutacién es la misma que la de
su conjugado. Asf Orbg((123)) C {(123),(132)}. Pero (12)(123)(12)~ ! =
(12)(123)(12) = (132). Luego Orbe((123)) = {(123), (132)}.

Por tltimo calculemos la érbita de la permutacién (13). Recordemos
que (ab)~! = (ab). Luego como (12)(13)(12) = (23), (12)(23)(12) = (13) y
(23)(13)(23) = (12) tenemos que Orbg((13)) = {(12), (13), (23)}.

Finalmente concluimos que existen 3 clases de conjugacién.

Problema 2: Sea G grupo y = € Z(G). Considere la accién de G sobre sf
mismo via conjugacion.

Demuestre que Orbg(z) = {z}.

Deduzca que Z(S3) = {id}.

Desarrollo:

Sabemos que por definicion de centro de un grupo xg = gz, para todo

g € G. Luego z = grg™ !, para todo g € G. Es decir Orbg(z) = {z}.
Observe que el reciproco de este hecho también es cierto. En efecto si

Orbg(z) = {x} entonces x = grg~*, Vg € G. Luego gr = zg, Vg € G.

Equivalentementel z € Z(G).

Basta analizar los elementos de S5 con el fin de encontrar los elementos que
tienen érbita trivial. Asf concluimos que Z(S3) = {id}.

Problema 3: Sea G = S, grupo y considere el F, espacio vectorial V' = Fy,
donde q = pt, para p primo. Definimos la accién de G sobre V' de la manera
siguiente. Sea v = 2?21 o e; entonces:

n
g.v = E A€o (i)-
i=1

Calcule el ntimero de 6rbitas de dicha accién.

Desarrollo:
Utilizaremos la siguiente igualdad vista en clases. Sea c¢ el nimero de
Orbitas de una accién y Fiz(g) = {v € V : g.v = v}, entonces:

c= é Zsz(g)

geG

Sea v =", ae; entonces 0.v = v si y solamente si:

n n
E Qi€ = E AiCq(4)-
i=1 i=1
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Luego si 0 = (a1 -+ - at) entonces g, = ay, = +++ = q,. Por lo tanto ten-
emos ¢"~t*1 posibles vectores con dicha propiedad. Por otro lado sabemos
que existen (?) permutaciones de largo ¢, para t > 1. Observe que si t =1
entonces o = id y en dicho caso existen ¢™ elementos estables por la accién

de o. Por lo tanto:
n
n
E <t>qnt+1 + qn

t=2

1

n!

Luego:
1 n n n
c=—lalg+1)" =" = (n—1)q"].

4.- Problema 4: Considere la accién de G sobre Aut(G) via:

(9-9)(@) = @lgrg™") = p o @4(x), Vg € G Vo € Aut(G),
donde ¢, (x) = grg~! se denomina automorfismo interior.
i.- Calcule el nimero de drbitas de dicha accién. Concluya que [G : Z(G)]||Aut(G)|.
ii.- Calcule el nimero de érbitas para G grupo abeliano. Concluya que en este
caso la accion es trivial.
iii.- Calcule el nimero de érbitas para G = Qs
iv.- Demustre que G/Z(G) = {¢, : @4 aut. interior}. Concluya que Z(G) <G
y deduzca nuevamente que [G : Z(G)]||Aut(G)].

Desarrollo:
i.- Haremos uso de la identidad explicada en el problema anterior, que nos
dice que el numero de érbitas c de la accion es:

c= |G| Z Fix(g
geG
En efecto sea g € G. Nos preguntamos cuantos automorfismos ¢ cumplen
con p(grg~1) = ¢(z),Vx € G. Observe que como ¢ es inyectivo tenemos
que z = grg~ Vo € G. Luego |Fix(g)| = |Aut(Q)|, si g € Z(G) o bien
|Fiz(g)] =0, si g ¢ Z(G). De esto se sigue que:
_ 12(6)[|Aut(G)|
G| ’
lo que es equivalente a:
_ | Aut(G)]
G Z(G)]
Luego como ¢ € N concluimos que [G : Z(G)]||Aut(G)].

ii.- Observe que si G es abeliano, entonces [G : Z(G)] = 1. Entonces ¢ =
|Aut(G)|. Luego existen tantas érbitas como elementos del conjunto sobre el
que actia G. Esto implica que g.¢p = ¢ para cualquier g € Gy ¢ € Aut(QG).

ii.- Sabemos que Z(Qs) = {1,—1}. Por otro lado todo automorfismo ¢ de
Qs en Qg cumple con ¢(1) = 1, ademds como —1 es el Unico elemento de
orden 2 tenemos que ¢(—1) = —1. Por otro lado ¢(i) € {i,+j,+k} y
w(j) € {£i, 4, £k} — {¢(3), p(—i)}. Esto dltimo pues una vez elegido el
valor de (1), el de ¢(—i) = —p(i). Lo mismo para j y k. Ademds una vez
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obtenido el valor de i y j el de k = ij estd inicamente determinado. Asi

_ ; _ 48 _
tenemos que |Aut(Qg)| = 24. Finalmente obtenemos que ¢ = & = 6.

Observe que {4 : @4 aut. interior} es un grupo con la composicién de
funciones. A dicho grupo le llamaremos grupo de automorfismos interiores
de G y lo denotaremos por Inn(G). Observe que el homomorfismo p :
G — Inn(G) definido por p(g)(z) = grg~! es un morfismo sobreyectivo.
Ahora bien ker(p) = {g € G : grg™' = z, Vo € G} = Z(G). Luego
G/Z(G) = Inn(Q).

Concluimos que Z(G) <« G. Ademds como Inn(G) < Aut(G) tenemos
que [G : Z(G)] = [Inn(G)| cumple con [G : Z(G)]||Aut(G)|.
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Ayudantia 3: En esta ayudantia trabajaremos los conceptos centro y
centralizador en el grupo de biyecciones S,,.

Problema 1: Sea o € S, y = (a1 ---at) un ciclo de largo t. Demustre

que cxo~t = (o(ay) -+ o(ay)).

Demostracién: Sea ¢ € {1,---,n}. Sii = o(a;), algin j € {1,---t},
entonces oxo (i) = ox(a;) = o(ajy1) = (o(ar)-- ( ))(¢). Por otro
lado si i # o(a;) Vj, entonces oxo~! (i) = z = (a(al) o(at))(i). Luego
por igualdad de funciones tenemos que ozo~! = (o(ay) - - o(as)).

Ejercicio 1: Seao € S, yx = (a11---a1z,) - (ap1 -+ - art,.) € Sy elemento
cualquiera en S,, escrito como producto de ciclos disjuntos. Demustre que
oro~! = (o(an) - --olai,)) - (o(ar) - olan,)).

Problema 2: Sea S,, grupo de biyecciones del conjunto de n elementos y
considere la acciéon de S, sobre si mismo por conjugacion.

Demustre que si x = (a1 -at) un ciclo de largo ¢, entonces Orbg, (r) =
Orbs, ((1-++£)) = {(by++-by) by € {1, ,n}}.

Deduzca que Z(S,) = {zd}, para n > 3.

Desarrollo:
Considere {by,---,b;} C {1,--- ,n}. Entonces siempre existe una biyeccién
o tal que o(a;) = b;. Luego oxo™! = (by---b;). Por otro lado todo

conjugado de z es un ciclo de largo ¢ por lo probado en [1]. Esto implica
que Orbg, (x) = {(by---bs) : b; € {1,--- ,n}}. Ademds como z es cualquier
ciclo de largo t, podemos sin pérdida de generalidad asumir que es (1---t).

Luego Orbg, () = Orbg, (1---t)) ={(by---bs) : b; € {1,--- ,n}}.

Observe que el argumento dado en [1] se extiende a productos de ciclos
disjuntos de largos distintos. Luego lo dicho en [i] prueba que la érbita de
cualquier elemento no trivial tiene mas de un elemento. Pero sabemos que
x € Z(S,) sl y solamente si su drbita bajo la accién de conjugacién consta
s6lo de z. Por lo tanto Z(S,,) = {id}.

Problema 3: Sea z = (12)(34)(56) € Sg. Calcule |Cg(x)|.

Desarrollo: Recordemos que G actia en P(G) de la siguiente manera.
Sea S C G, entonces ¢.5 := gSg~'. Asi Gs = {g € G : gSg~ ! = S}.
Luego [{gSg~t : g € G}| = [G : Gs]. Cuando S = {s}, decimos que
Gs = Cg(s) y entonces |{gsg™! : g € G}| = [G : Ci(s)]. Observe que si
z = (12)(34)(56) entonces para cualquier o € S, tenemos que cxo~! =
(c(1)o(2))(c(3)a(4))(c(5)a(6)). Luego los conjugados de x son 15, esto
pues en la primera transposicién el 1 puede ir a 2,3,4,5,6 y luego, en la
siguiente transposicion, uno de los cuatro nimeros retantes puede tomar
3 opciones. Con esto la ultima transpociciéon queda fija. Concluimos que

|Csq(2)] = 15 = 48.

Problema 4: Sea o € S,,, un ciclo de largo m.
Demuestre que |Cs, ()] = m(n —m)L.

Pruebe que Cg, (o) = {o'7:0<i<m—1, 7€ S}
Calcule |Cs,((123))].
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Desarrollo:

Recordemos que si 0 = (aj---apm,) entonces gog~! = (g(a1) - g(am)).
Luego g(a1) € {1,---,n}, glaz) € {1,---,n} — {g(a1)} y asi sucesiva-
mente. Es decir fijados los valores de g(a1),-- -, g(a;) tenemos que g(a;+1)

puede tomar n — i valores. Ademads de esto si permutamos los valores

ciclicamente en una trasposiciéon, obtenemos la misma transposicién. Por
_ 1) (n—m+1 .

lo tanto |{gog' : g € G}| = Mr===mtl) - Concluimos que |Cs, ()] =

mn! _ m
n(n—1)---(n—m+1) —

Observe que (o) C Cg, (o). Porotrolado g € Biy({1,--- ,n}—{a1, - ,at})
cumple con gog~! = (g(a1)---g(am)) = 0. Ademss |Cs, (o)] = m(n —
m)! = [{o'r : 0 <i<m—1, 7 € S,_m}|, esto pues las biyecciones en
Sn—m son disjuntas de las potencias de o. Luego como existe una con-
tensién y los conjuntos tienen igual cardinal, tenemos que Csg, (o) = {o'T :
0<i<m-—1, 7€ Sh_m}

Concluimos que |Cg,((123))] = 3(7 — 3)! = 72.

m(n —m)l.

Ejercicio: Sea o € S, un producto de r transposiciones disjuntas. Pruebe
que |Cs, (o)] = 2"r!(n — 2r)L
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Ayudantia 4: En esta ayudantia trabajaremos en torno a la ecuacién de
clase y sus aplicaciones.

Problema 1: Pruebe que si un grupo G cumple con que G/Z(QG) ciclico,
entonces G es un grupo abeliano. Concluya que Inn(G) = {id}.

Demostracién:

Sea G/Z(G) = {¢'Z(G) : i € Z} grupo ciclico. Consideremos z,y € G,
entonces zZ(G) = ¢'Z(G) e yZ(G) = ¢’ Z(G), para ciertos i,j € Z. Es
decir = ag® e y = bg’, para ciertos a,b € Z(G). Luego zy = ag'bg’ =
abg™ = bag’T* = yx. Por lo tanto G es un grupo abeliano.

Recordando el isomorfismo visto en la ayudantia anterior, tenemos que

G/Z(G) = Inn(G). Luego como G = Z(G), tenemos que Inn(G) = {id}.

Problema 2: Sea GG grupo de orden pq donde p y ¢ son primos distintos.
Pruebe que |Z(G)| # ¢, p.

Demuestre que todo grupo G de orden pg no abeliano tiene centro trivial.
Calcule el Z(Ss).

Desarrollo:

Observe que si |Z(G)| = p entonces |G/Z(G)| = ¢q primo. Luego G/Z(G)
es un grupo ciclico de orden ¢ primo. Usando el problema 1 concluimos
que G es un grupo abeliano. Luego |Z(G)| = pq y esto nos lleva a una
contradiccién. El razonamiento con |Z(G)| = ¢ es andlogo.

Sabemos que |Z(G)|||G| entonces |Z(G)| € {pq,p,q,1}. Luego si |Z(G)| =
pq tenemos que G = Z(G), equivalentemente G es abeliano. Ademds
|Z(G)| # p, q por la parte [i]. Luego |Z(G)| =1, es decir Z(G) = {e}.

Por ultimo observe que, como S3 es no abeliano y tiene orden 6 = 3 - 2,
entonces Z(S3) = {id}.

Problema 3: Sea G un grupo de orden p?, para p primo.
Demuestre que G es abeliano.
Demuestre que G = Cp2 o bien G = C, x C),.

Desarrollo:

Recordemos que como |G| = p? tenemos que |Z(G)| € {p?,p}. Si |G| =
|Z(G)| = p* tenemos que G es abeliano. Por otro lado si |Z(G)| = p,
entonces |G/Z(G)| = p, luego G/Z(G) es ciclico. Por lo tanto, por el
problema 1, G es abeliano.

Si G tiene un elemento de orden p?, entonces G =2 Cp2. Si esto no sucede,
entonces todo elemento distinto de la identidad tiene orden p. Sea z €
G—{1} ey € G—(x). Entonces |(z,y)| > |z| = p, puesto que y € (x, y)—(z).
Asf [{z,y)| = p? y por lo tanto G = (x,y). Por otro lado ¥ : G — () x (y),
definido por ¥ (z'y’) = (2% %’) es un isomorfismo de grupos. Es decir
G = (z) x(y) =Cp x Cp.

Problema 4: Demuestre que no existen grupos simples de orden p™, para

m > 1y p primo.

Demostracién: Utilizaremos el teorema de cauchy para grupos abelianos.
Este dice que si p primo cumple con p||G|, entonces G tiene un subgrupo
de orden p.
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Recordemos que todo grupo de orden p™ tiene centro no trivial. Asf
|Z(G)| = p', para cierto t € {1,---,m}. Por lo tanto p||Z(G)|. Luego
Z(@Q) tiene un subgrupo de orden p, debido a que este grupo es ciertamente
abeliano. A posteriori G tiene un subgrupo de orden p, digamos H = (h),
para cierto h € H.

Por otro lado si tomamos cualquier ¢ € G tenemos que ghg~' = h,
puesto que h € Z(G). Esto implica que gHg™! = H, Vg € G. En otras
palabras H < G. Por ende G tiene un subgrupo normal de orden p y esto
implica que no es simple.

Problema 5: Sea G es un grupo de orden p?, para cierto p primo, con G
no abeliano.

Pruebe que |Z(G)| = p.

Calcule el centro de Dg y Qs.

Calcule Inn(G) y concluya que Inn(Dg) = Inn(Qs) = Ca x Cs.

Desarrollo:
Recordemos que como corolario de la ecuacién de clase tenemos que todo
p-grupo tiene centro no trivial. Luego |Z(G)| € {p3, p?,p}.

Es evidente que si | Z(G)| = p3 entonces G = Z(G). Lo que es equivalente
a que G sea abeliano.

Por otro lado si |Z(G)| = p? entonces |G/Z(G)| = p primo. Luego
G/Z(G) es ciclico y por ende G es abeliano. Finalmente |Z(G)| = p.

Para calcular el centro de Qg y Dg observemos que |Qs| = |Ds| = 8 y estos
son grupos no abelianos. Luego |Z(Ds)| = |Z(Qs)] = 2. En el caso del
grupo cuaternionico Qg tenemos que {£1} C Z(G). Luego Z(G) = {£1}.
Por otro lado en el caso del grupo diedral Dg = <7"7 s:rt=82=1,sr=7r"1s
tenemos que 1 € Z(G), por ende nos falta un elemento en el centro del
grupo. Observe que sr? = r3sr = r%s = r2s y r2r = rr2. Por lo tanto

Z(Ds) = {1,r%}.

Para calcular los grupos de automorfismos interiores basta calcular el co-
ciente G/Z(G). Observe que |G/Z(G)| = p®. Luego por el problema 3
tenemos que G/Z(G) es isomorfo a Cp2 0 Cp, x C). Si G/Z(G) = Cp2 en-
tonces G es abeliano. Luego Inn(G) = G/Z(G) = C, x Cp. En particular
I’an(Dg) = Inn(Qg) = CQ X CQ.

Problema 6: Sea G = Gi,,(F,) grupo de matrices invertibles sobre F,,.
Calcule el orden del subgrupo H = {(a;j) : a;i = 1a;; =0 sii > j.
Concluya que Z(H) es no trivial.

Calcule el orden de cualquier elemento o conjugado a ( (1) 1 ) en Glo(F,).

Pruebe que (o) = C).

Desarrollo:

Para encontrar dicho valor, analicemos el conjunto en cuestién. Sea A =
(a;j) € H. Observe que aj2 puede tomar cualquier valor en F,,. Lo mismo
va a suceder en a3 y as3, esto pues en cualquier caso det(A) =1 € IF;. Asi
(a;j) puede tomar cualquier valor en IF,,. Por lo tanto tenemos p* elemnetos



12

GRUPOS Y ANILLOS

. 1. — f n(n—1)
diferentes, donde av = Z?le i= "(”2 U En sintesis |Hl=p =z . Observe

que este grupo tiene por orden la mayor potencia de p que divide a |G|.

ii.- Como H es un grupo de orden p tenemos, como consecuencia de la ecuacién
de clase, que Z(H) es no trivial.

1 1

iii.- Sea w = ( 0 1 Entonces |o| = |w|. Pero por induccién se puede
. 1 i
demostrar que w' = 01 ) Luego |w| = p y por lo tanto |o| = p.

Concluimos que como |{o)| = |o| = p, entonces (o) = C,.
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Ayudantia 5: En esta ayudantia tiene por objetivo demostrar el teorema
general de Cauchy y trabajar con sus aplicaciones.

Problema 1: Sea G un grupo de orden n. Considere la accién de H =
G x C, sobre G? via:

(9,a") (g1, 9p) = (9914% "+ » 99p+1), V9,9 € G,

donde Cp, = (a).

Suponga que G no tiene elementos de orden p. Calcule el nimero de ele-
mentos de cada drbita en GP.

Pruebe que bajo la misma hipétesis de [i] tenemos que p { n.

Concluya que si p|n entonces existe un subgrupo H de G con |H| = p.
Concluya que si n # 0 en F, entonces n?~* = 1.

Desarrollo:

Sean O = Orb((g1,--,9p)), S = Stab((g1,--- ,gp)) la Orbita y el es-
tablizador de (g1,---,gp) € GP respectivamente. Recordemos que |O] =
%. Luego debemos encontrar el nimero de elemntos del estabilizador.
Observe que (g1, ,9p) = (9:a")(91, -~ . 9p) = (9914k,"** , 9gp+n) sL ¥

solamente si gg;+r = g;, Vi. Luego si k = 0 entonces gg; = g;, asi g = 1.
Por otro lado si k # 0, entonces gg;+or = gi+r. Luego gQQHQk = g;. Por

induccién g'giter = ¢i- Luego gPg; = gPgitpr = gi- Por lo tanto g? = 1.

Pero por hipdtesis esto implica que g = 1. Esto tiene por consecuencia que

91 = gi+k = -+ = J14+pk, €s decir todas las coordenadas son iguales, puesto
que (k) = Cp.

Por lo tanto S = {1} x Cp, si g1 = --- = gp 0 bien S = {1} x {1}.
Concluimos que |O| =n, si g1 =--- = g, v |O| = np, en otro caso.

Recordemos que toda accién de grupo, divide el conjunto sobre el que actua
en 6rbitas disjuntas. Observe que la drbita de tamao n es tunica, pues
0 =0(g, - ,9) =0(1,---,1)). Luego n? = |GP?| = n + npN, donde
N es el nimero de 6rbitas de tamao np. Dividiendo por n obtenemos que
nP~t =14 pN, es decir p|(nP~! —1). Luego si p|n tenemos que p|1, lo que
es contradictorio. Por lo tanto p 1 n.

Por contrapositivo, si p|n entonces existe solucién no trivial de P = 1 en
G. Digamos g € G. Tomando H = (g) < G tenemos lo pedido.

Observe que n # 0 en [, implica que p # n. Tomando el grupo G = C,,
donde no existe solucién no trivial de la ecuacién xP = 1, tenemos que
p|(nP~! —1). Es decir n?~! =1 en F,,.

Problema 2: Sea G grupo de orden p™ donde n > 1y p es primo.
Pruebe que G tiene un subgrupo normal H de orden p.

Demuestre que G tiene un subgrupo normal H de orden p®, para cualquier
s<n.

Desarrollo:

Observe que por lo dicho en la ayudantia previa, tenemos que |Z(G)| = p™,
cierto 1 < m < n. Por lo tanto tenemos, por el teorema de Cauchy, un
subgrupo H de orden p en G. Ahora bien como H < Z(G) tenemos que
H«G.
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Razonaremos por inducciéon. Si n = 1 es trivial. Para n = 2 sabemos por
[i] que existe H <G, con |H| = p. Ademis G,{1} <G de orden p? y 1
respectivamente.

Supongamos que la afirmacién es cierta para n € N. Sea G grupo de
orden p"*1. Entonces por [i] tenemos que existe H < G con |H| = p.
Equivalentemente G/H es un grupo de orden |G/H| = p™. Por hip6tesis
de induccién, existe Ks/H <G/H, con |Ks/H| = p*. Luego |K | = p*Tt.
Definimos H; = K,_1. Entonces si tomamos g € G,z € K, tenemos que
grg~' € H,H C H,. Por lo tanto H, <G. Luego tenemos grupos normales
de todos los ordenes posibles. Observe que Hy = {1} y H, = H.

Problema 3: Sea G un grupo de orden pq, para p < ¢ primos.
Demuestre que G tiene un subgrupo normal de orden gq.
De un contraejemplo para la normalidad de un grupo de orden p.

Desarrollo:

Sabemos que ¢||G|, luego por el teorema de Cauchy tenemos que existe un
subgrupo H de G de orden g. Luego como [G : H] = p menor primo que
divide al orden de G, tenemos que, por lo visto en la ayudantia 2, H < G.

Considere G = S3, donde |G| = 3 - 2. Dicho grupo tiene un sélo subgrupo
normal. Este es el grupo alternante Az de orden 3. Asi no existen subgrupos
normales de orden 2.

Ejercicio: Pruebe que si G es un grupo abeliano de orden pgq, entonces G
es ciclico.

Problema 4: Encuentre todos los grupos abelianos simples.

Desarrollo: Observe que si G es un grupo abeliano simple entonces sus
unicos subgrupos son los triviales. Esto ultimo debido a que todo subgrupo
de un grupo abeliano es normal. Ahora bien p||G|, para cierto p primo. Por
el teorema de Cauchy tenemos que existe H subgrupo de G con |H| = p.
Luego G = H = ().
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Ayudantia 6: Esta ayudantia tiene por objetivo comenzar a trabajar con
los teoremas de Sylow.

Problema 1: Sean H,K < G tales que HN K = {1} y |G| = |H||K]|.
Pruebe que G 2 H x K.

Demostracion: Sea ¢ : H x K — G, ¢(h, k) = hk funcién entre grupos.
Observe que ¢(hyha, ki1ks) = hihokike. Por otro lado ¢(hy, ki)p(haks) =
h1k1hsks. Pero por la normalidad de H y K tenemos que existen hg € H,
k’g € K tales que hlklhgkg = hlhgkgkg = hlhgklkg. Luego hgkg = hgkl,
es decir hy(ksky )hy' = hshy' € HN K. Luego hy = hy y k3 = ky. Por lo
tanto ¢(h1, k1)¢(h2, kz) = hlklhgkz = hlhgklkz = ¢(h1h27 klkz). Es decir
¢ es homomorfismo de grupos.

Observe que ker(¢) = {(h,k) : hk = 1}. Pero si hk = 1, entonces
h=k ' € HNK. Porello h = k = 1. Luego ker(¢) = {(1,1)}, es decir ¢
es inyectivo. Ademaés como los conjuntos finitos de partida y llegada tienen
igual nimero de elementos, tenemos que ¢ es biyectiva.

Ejercicio: Sea G grupo de orden 50 que tiene un grupo normal de orden
2. Pruebe que G = Cxg 0 bien G = C5 x C1p.

Problema 2: Sea G grupo.

Encuentre todos los grupos G de orden 21 salvo isomorfia.
Encuentre todos los grupos G de orden 15.

Generalice estas ideas.

Desarrollo:

Sea G grupo tal que |G| =21 =7 - 3. Entonces existe S < G un 7-Sylow y
T < G un 3-Sylow. Observe que ny = 1(7) y que ny|3. Por lo tanto ny = 1,
es decir S < G. Ademids ng = 1(3) y ng|7. Asi ng = 1,7. Dividamos el
analisis en casos.

Sing = 1, entonces T<G. Luego H,T<G, con HNT = {1}y |G| = |H||T.
Por lo tanto G =2 H x K = (5 x C7 = (51, por teorema chino.

Si ng = 7, tenemos que existen 7 subgrupos de orden 3 en G. Sea
T = {1,a,a®} grupo de orden 3. Como S <G tenemos que aSa~! = S.
Luego si S = {1,b,---,b5} entonces aba~! = b?, cierto i € {1,---,6}.
Observe que, por induccién, ab®a = b** y a™ba=" = b*". Luego requerimos
que b= a3ba=3 = b*", es decir i3 = 1(7). Por lo tanto ¢ € {1,2,4}. Observe
que si i = 1 entonces G abeliano y por lo tanto ng = 1. Concluimos que:

G={(a,b:b" =a®=1, aba' = b?),

o bien:

G={a,b:b"=a>=1,aba"" =bP).

Sea G grupo de orden 15 = 3 - 5. Entonces existe S < G un 5-Sylow y
T < G un 3-Sylow. Observe que n5|3 y ns = 1(5). Luego ny = 1, es decir
S <a4@G. Andlogamente ns|5 y ng = 1(3). Entonces n3 = 1, es decir T < G.
Luego G2 H xT = (C3 x Cy = Cy5.
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ili.- En general si |G| = pq, con p > ¢y p # 1(¢) entonces G = C), x C,
Cpq- En otro caso hay que aplicar el prodecimiento visto en [i], que
completamente general.

1%

3.- Problema 3: Sea G grupo de orden 312. Pruebe que G tiene un p-
subgrupo de Sylow normal, para cierto p primo. Determine dicho niimero

primo.

Desarrollo: Evidentemente usaremos los teoremas de Sylow. Observe
que |G| = 312 = 23-3-13. Observe que n13/24 y n13 = 1(13). Luego
nis € {1,2,4,8,3,6,12,24}. Pero todos los valores menos el 24 son menores
y 24 = 11(13). Por ello n13 = 1. Luego existe un 13-Sylow normal en G.

Esto nos dice que G no es simple.

4.- Problema 4: Sea G grupo.
i.- Pruebe que no existen grupos de orden 35 simples.
ii.- Encuentre todos los grupos de orden 32 - 5.

Desarrollo:

i- Si G es un grupo de orden 35 = 7 -5. Entonces n7|5 y ny = 1(7). Luego
ny = 1, es decir existe H <G un 7-Sylow. Por otro lado ns|7 y ns = 1(5).
Luego ns = 1, es decir existe S <G un 5-Sylow. Luego como SN H = {1}
tenemos que G = H x S = (7 x Cs5 =2 (35. En particular G no es simple.

ii.- Sea G grupo de orden 3% -5. Entonces n3|5 y ng = 1(3). Luego ng = 1,
es decir existe H <G un 3-Sylow. Por otro lado n5(32 y ns = 1(5). Luego
ns = 1, es decir existe S <G un 5-Sylow. Luego como SNH = {1} tenemos

queGEHXS%Cg><C’5§C’45obienG%C3><C'3><C’5.

5.- Problema 5: Pruebe que todo grupo de orden 56 = 7 - 23 no es simple.

Demostracion: Observe que por el teorema de Sylow existen T, H < G
que son 2-Sylow y 7-Sylow respectivamente. Ademds n7|2® y ny = 1(7).
Luego ny € {1,8}. Por otro lado ns|7 y no = 1(2), esto implica que
ng € {1,7}. Observe que si na = 1 0 ny = 1 entonces G tiene un 2-Sylow o
un 7-Sylow normal, respectivamente. Luego G no es simple. Por lo tanto

solo debemos descartar el caso ny = 7,n7 = 8.

En efecto, si T es un 2-Sylow y H es un 7-Sylow entonces H NT = {1}.
Esto pues si z € H N T entonces |z||7,23. Luego |z| = 1, es decir z = 1.

Ademas los 2-Sylow se intersectan a lo mas en 4 elementos, pues si

lo

hacen en 8 de estos, resultan ser el mismo subgrupo. También todos los
7-Sylow son cilicos, luego si dos de estos se intersectan en un elemento
no trivial, los subgrupos resultan ser los mismos. Esto tltimo se debe a

que si Hy N Hy C {1,z} entonces (x) = C%, luego |H1 N Hy| = 7,

es

decir Hy = Hy = Hi; N Hy. Por lo tanto en G tenemos por lo minimo

14+6-8+7-4 =77 elementos. Esto es contradictorio.
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Ayudantia 7: Esta ayudantia tiene por objetivo seguir trabajando con
los teoremas de Sylow.

Problema 1: Sea G grupo de orden p'm, con (m,p) = 1. Por lo teoremas
de Sylow, existe un p-subgrupo de Sylow S C G. Ademds los demads p-
subgrupos de Sylow son conjugados de S.

Pruebe que el nimero n, de p-subgrupos de Sylow diferentes es [G : Ng/(5)].
Deduzca que n,|m.

Pruebe que si n, = 1 entonces S<G.

Demostracion:

Observe que gSg~! = tSt~! si y solamente si gt~! € Ng(S). Luego por
cada clase en G/Ng(S) tenemos un conjugado de S distinto. Por ello
np = |G/Na(5)| =[G : Na(S)].

Observe que m = [G : S| = [G : Ng(S)][Na(S) : G]. Luego ny|m.
Observe que si n, = 1 entonces para cualquier g € G tenemos que gSg~1 =
S. Luego S<G.

Problema 2: Sea GG grupo de orden 39.

Encuentre todos los grupos de dicho orden, salvo isomorfia.
Encuentre todos los elementos de orden 3 en dichos grupos.
Suponga que G es abeliano. Calcule su grupo de automorfismos.

Desarrollo:
Usaremos los teoremas de Sylow. Observe que ni3|3 y n13 = 1(13). Luego
ny3 = 1. Es decir existe T' < G un 13-Sylow normal. Por otro lado n3|13 y
ng = 1(3). Luego n3 =1 o ng = 13. Dividamos el andlisis en casos:
Si ng = 1. Entonces existe S < G un 13-Sylow normal. Luego como |G| =
IS||IT|y SNT C {x € G : |z]|3,5} = {e}, tenemos que G = C3 x C13 = C3g.
Si ng = 13. Entonces tenemos que existen 13 subgrupos de orden 3 en G.
Sea S = {1, a,a’} grupo de orden 3. Como T <G tenemos que aTa~! =T.
Luego si T = {1,b,---,b*?} entonces aba=t = b, cierto i € {1,---,12}.
Observe que, por induccién, abfa=' = b y a™ba=" = b"". Luego requer-
imos que b = a3ba=3 = b’ es decir i3 = 1(13). Por lo tanto i € {1,3,9}.
Observe que si ¢ = 1 entonces G abeliano y por lo tanto n3 = 1. Concluimos
que:

G=Gy={a,b:b3=0a®>=1,aba™ ! =),
o bien:

G=Gy={a,b:b® =0a>=1, aba" = b%).

Observe que Gy = Gy, pues ¢ : G — G4 definido por ¢(a) = a?, ¢(b) = b
es un una homomorfismo que envia generadores en generadores, luego es
un isomorfismo. Observe que esté bien definida pues ¢(ab) = a%b = ab’a =
ba? = b2a? = ¢(b3a). Luego G1 = Go.

Recordemos que todos los elementos de orden 3 generan subgrupos de G
de orden 3. Dichos subgrupos, en el caso abeliano G = C3g = (o) solo
uno y es H = (o3). Por otro lado si G no es abeliano, entonces son los
conjugados de S = (a), es decir los subgrupos S’ = b'Sb~% = (blab™"), para
i € {0,---,12}. Luego los elementos de orden 3 en G son los elementos
blab=%, bla?b~" donde i € {0,--- ,12}.
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Observe que si G es un grupo abeliano, entonces G = C39. Luego por
lo visto en la ayudantia 1 tenemos que Aut(G) = (Z/39Z)" = (Z/3Z)" x
(Z/l?)Z)* = CQ X 012.

Problema 3: Sea G = S5 grupo de permutaciones.
Encuentre un 5-Sylow de G. Demuestre que no es normal.
Demuestre que existen 6 subgrupos de orden 5 en G.

Desarrollo:

Observe primero que |G| = 23 -5-3. Luego H es un 5-Sylow si y sola-
mente si tiene orden 5. Considere el subgrupo H = ((12345)), es decir
H = {id, (12345), (24135), (31425), (43215)} de orden 5. Recordemos que
0(12345)0~ = (o(1)o(2)0(3)o(4)a(5)). Luego H < G si contiene a todas
las permutaciones de largo 5. Pero (42315) ¢ H. Luego H no es normal en

G.

Observe que ns € {1,3,6,12,24,2,4,8}. Pero ns = 1(5). Luego ns € {1,6}.
Luego si n5 = 1 entonces H <G, lo que claramente es falso. Luego ns = 6.
Por ello existen 6 subgrupos de orden 5 en G.

Problema 4: Sea G = (Js. Encuentre una cadena de subgrupos de G tales
que :

NO = {€}<1N1<1-'~Nt :G,
y N;i/N;—1 =2 Cy , para todo i € {1,--- ,t}.

Desarrollo: Recordemos que N3 = Qg = (i, j : j* = i*ij = j3i), en donde
identificamos i2 = j2 = —1. Sea N3 = (i) = {—1,—i,i,1}. Observe que
jij—! = —jij = j%i = —i. Luego No <G con cociente |G/No| = 2, luego
G/N2 = Cy. Considere entonces N3 = (—1) = {1,—-1}. Como N; = Z(G)
tenemos que Nj < Ny con |No/Nj| = 2. Luego Ny/Ny 22 C5. Por tltimo
Ny = {1}. Observe que salvo isomorfia la cadena que damos es:
{1}4024044@8.

Observe tambien que como Ny debe tener 4 elementos tenemos que
+i,+j o £k = +ij es un elemento de Ny. Luego Ny = (i),(j) o (k) y
el tnico subgrupo normal de indice 2 de N2 es N3 = (—1), pues dicho

grupo debe tener 2 elementos. En sintesis, salvo isomorfismo, la cadena
anterior es Unica.

Ejercicio: Replique esto para G = Dqg.
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Ayudantia 8: En esta ayudantia presentaremos técnicas mas abanzadas
para estudiar grupos finitos, haciendo uno de los teoremas de Sylow.

Problema 1: Demuestra que todo grupo de orden 24 no es simple.

Demostracién: En este caso n3|8 y ns|3. Ademés para todo primo n, =
1(p). Por lo tanto ng € {1,4} y ny € {1,3}.

Sabemos que si n3 = 1 o0 ny = 1 entonces G tiene un p-Sylow normal,
para p = 3 o p = 2 respectivamente. Supongamos entonces que ng = 4 y
ng = 3. Sabemos que G actia por conjugacién transitivamente sobre los 3-
Sylow. Luego tenemos un homomorfismo ¢ : G — Biy({3 — Sylow}) = Sy,
donde 9¥(g)(H) = gHg™'. En este caso se tiene que ker(¢)) = {g € G :
gHg™' = H,VYH 3 — Sylow}. Observe que no existen 3-Sylow normales,
pues todos los 3-Sylow son conjugados y si hubiera alguno normal, entonces
habria s6lo uno. Por lo tanto ker(¢)) # G. Luego si G es simple se tiene que
ker(G) = {e}. Luego G = Sy, pues tienen igual orden y existe un morfismo
inyectivo. Pero Sy no es simple ya que A4 <.Sy4. Esto concluye lo pedido.

Problema 2: Pruebe que todo grupo G de orden 380 tiene un subgrupo
normal de orden 95

Desarrollo: Observe que |G| = 4-5-19. En este caso utilizando las
relaciones de congruencia se tiene que ns € {1,76} y nig € {1,20}. Si
ns = 76 y nig = 20 se tiene que en G existen 20 - 18 elementos de orden
19, 4 - 76 elementos de orden 4 y un elemento de orden 1. Esto se debe a
que los 5-Sylow y los 19-Sylow distintos se intersectan trivialmente. Luego
|G| > 665 > |G|, lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto ns = 1
0 n1g = 1, esto quiere decir que existe un 5-Sylow P<G o bien un 19-Sylow
Q<G.

Si P<@, entonces G/P es un grupo de orden 4-19. En este grupo n19[4
y n1g9 = 1(19). Por lo tanto nig = 1, luego existe un 19-Sylow S <« G/P.
Por lo tanto 75" (S) <G con |75 (S)| = 95.

Por otro lado si @ < G, entonces G/@Q es un grupo de orden 4 - 5. En
este grupo nsl4 y ny = 1(5). Por lo tanto ns = 1, luego existe un 5-Sylow
S<G/Q. Por lo tanto 7T£21(S) <aG con |7751(S)| = 95. En cualquier caso se
concluye lo pedido.

Problema 3: Sea G grupo finito de orden 231. Demuestre que G tiene un
tnido 11-Sylow y que este esta contenido en el centro de G.

Desarrollo: Observe que |G| =5-7-11. Luego n7|5-11 y ny = 1(7). Por
lo tanto ny = 1. Luego existe un 7-Sylow H < G.

Observe que el homomorfismo ¢ : G — Aut(H) definido por ¢(g)(h) =
ghg~! tiene por ntcleo ker(¢) = {g € G : gh = hg,Yh € H}. Este
morfismo estd bien definido pues H < G. Recordemos que si |H| = 7 en-
toncces H 2 C7 y luego Aut(H) = Cg. Por lo tanto |G/ ker(¢)|6. Luego
si |G/ ker(¢)| € {2,3,6} entonces 2,3||G|, lo cual es contradictorio. Por lo
tanto |G/ ker(¢)| = 1. Luego G = ker(¢), es decir para todo g € G,h € H
se tiene que hg = hg. Esto prueba que H C Z(G).
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Ayudantia 9: En esta ayudantia estudiaremos las consecuencias teéricas
que tienen los teoremas de Sylow.

Problema 1: Sea p # 2 primo. Si G es un grupo de orden 2p pruebe que
G = Cy, o bien G = Dy,.

Demostracion: Usaremos los teoremas de Sylow. Sabemos que existen
T < G un 2-Sylow de G y S < G un p-Sylow de G. Observe que n,|2 y
n, = 1(p). Luego n, = 1, equivalentemente S<G. Por otro lado ny € {1, p}.
Dividamos nuestro analisis dependiendo del valor de ns.

Sing =1, entonces T<G. Ademds TNS = {1}, puessiz € TNS
entonces |z||2, p, luego |z| = 1. Por lo tanto G =T x S = €}, x Cy = Cy,.

Si no = p, entonces existen p 2-subgrupos de Sylow de G. Entonces
usamos el procedimiento visto en la ayudant”’ia anterior. En efecto, si
T = (b) y S = (a) entonces bab~! = a’, donde i* = 1(p). Por lo tanto
it = 1(p) o bien i = —1(p). Si i = 1(p), entonces ab = ab y por ende G es
abeliano, lo que nos lleva a una contradiccién, pues ng # 1. Por lo tanto
bab~! = a~!, por lo tanto:

G={a,b:a? =b>=1,bab~ " =a" ') = Dy,
Ejercicio: Sip = 1(4) encuentre los grupos G de orden 4p.

Problema 2: Argumento de Fratini. Sea G grupoy H < G. Si P es un
p-subgrupo de Sylow de H entonces G = Ng(P)H.

Demostracién: Sabemos que siempre G O N¢g(P)H. Por lo tanto debe-
mos demostrar la contensién contraria. Observe que si P es un p-Sylow de
H, entonces {hPh~':h € H} = Syl(H). Sea g € G, como H <G tenemos
que gPg~! C H. Luego como |gPg~!| = |P| tenemos que gPg~! € Syl(H).
Luego gPg~! = hPh™!, para cierto h € H. Es decir gh~! € Ng(P). Luego
g € Ng(P)H. Concluimos que G = Ng(P)H.

Problema 3: Sea P € Syl,(H) y H < K.

Si P<Hy H<K entonces P< K.

Deduzca que si P € Syl,(G) entonces H = N (P) cumple con Ng(H) = H.
Desarrollo:

Sabemos que P < H si y solamente si P es el unico p-Sylow de H. Sea
g € K entonces como H<K tenemos que gPg~—! C H. Como |gPg~ 1| = |P|
tenemos que gPg~! es un p-Sylow de H. Luego gPg~!' = P. Es decir P<K.

Si P € Syl,(G), entonces P < Ng(P) = H por definicién de Ng(P). Luego
como H < Ng(H) = K tenemos que P < Ng(H). Es decir Ng(H) C H =
Ng(P), pues Ng(P) es el maximo subgrupo de G tal que P es normal.
Ademsés siempre se cumple que H C Ng(H). Por lo tanto H = Ng(H), es
decir Ng(Ng(P)) = Ng(P)

Problema 4: Sea G un p-grupo. Demuestre que si H C G es un subgrupo
propio de G, entonces H C Ng(H).

Demostracién: Pendiente.
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Ayudantia 10: En esta ayudantia estudiaremos un tipo especial de gru-
pos, llamados grupos solubles.

Problema 1: Sea G grupo abeliano. Es un hecho que G = C),, x--- x C,,.
Demustre que G es un grupo soluble.

Demostraciéon: Considere H; = C,, x --- x C,, subgrupo de G. Como
G es abeliano H; <G, en particular H; <« H;y1. Ademés H;/H; = Cp, .,
grupo ciclico. Esto demuestra que G es soluble. Asi todo grupo abeliano
es soluble.

Problema 2: Sea p # 2 primo. Sea G = Dy, grupo dihedral. Demuestre
que G es soluble.

Demostracién: Sabemos que G = (a,b : a? = b> = 1,ba = a~'b).
Considere H = (a). Entonces [G : H| = 2. Luego, por lo demostrado en las
primeras ayudantias, H <G. Ademds |G/H| = 2, por lo tanto G/H = Cj.
Por otro lado H/{1} = H = C,,. Si utilizamos la cadena de subgrupos:

{1} «H <G,

con cocientes G/H = Cy, H = (), entonces concluimos que G es soluble.
Ejercicio: Demuestre que Ds,, es soluble para cualquier n € N.

Problema 3: Sea G grupo.
Si |G| = 15, pruebe que G es soluble.
Demuestre que Sy es soluble.

Desarrollo:

Sabemos que si |G| = 15 entonces, por lo demostrado en las ayudantias
previas via teoremas de Sylow, tenemos que G = Cj5. Luego {e} <G es
una cadena que hace a G soluble.

Sabemos que siempre A4 <.S4. Ahora escribamos A4 por extensiéon. En
efecto, Ag = {id, (123), (132), (124), (142), (124), (243), (12)(34), (14)(32)}.
Entonces Ky = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(32)} = C3 x C3 es un subgrupo
normal de Sy, pues para cualquier ¢ € Sy tenemos que o(ij)(kl)o~! =
(a(i)o(§))(o(k)o(l)) € Ky, para cualquiera i, 7, k,l. Por iltimo considere-
mos {id, (12)(34)} = C5 subgrupo normal de Ky, pues K, es abeliano. Asf
tenemos:

{’L'd}<1C’2<1.K—4<1A4<IS47

donde K4/CQ = 02, A4/K4 = 03 y S4/A4 = CQ. Por lo tanto S4 €S un
grupo soluble.

Ejercicio: Pruebe que S3 es soluble.

Problema 4: Pruebe que si H, K son grupos solubles entonces G = H x K
es soluble.

Demostracion: Escribamos las hipétesis. Sabemos que existe una cadena
de subgrupos de H:

{e}=Hy<Hy<---<H,=H,
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donde H;/H;_ es ciclico para todos i y ademds existe una cadena de sub-
grupos de K:
{e} = Ko< K14---<aK; = K,

tal que K;/K;_1 es ciclico para cualquiera i. Recordemos que I x J<A X B si
y solamente si (a, b)(i,7) (a1, b71) = (aia™t,ajb™t) € I x J, para cualquier
a€ A be B,iel,je J. Luego lo anteior sucede si y solamente si <Ay
J <4 B. Aplicando esto a nuestro caso, obtenemos una cadena de subgrupos
de G:

Hyx Kg<Hy x Kg<---<aH, x Kg<H, x K1<---H, X Ky,

donde (H()XKZ‘)/(HOXHi_l) = Hi/Hi—l ciclico y (HnXKz)/(HnXKI_l) =
K;/K;_; ciclico. Por lo tanto H x K es soluble.

Problema 5: Sea ¢ : G — G’ homomorfismo de grupos.
Demuestre que si G es soluble, entonces ¢(G) es soluble.
Pruebe que si G = H x K es soluble, entonces H y K son grupos solubles.

Desarollo:
Sabemos que existe una cadena de subgrupos de G:
{6}:G04G1<1"'<1Gt :G,

donde G;/G;_1 es un grupo ciclico. Considere entonces la cadena de sub-
grupos de la imagen de G:

{e} = d(Go) C o(G1) € -+ C $(G).
Observe que si z = ¢(g;) € ¢(Gi) e y = ¢(gi+1) € ¢(Git1), entonces

yy ' = ¢(gi+19i9;41) € 6(Gi). Luego ¢(Gy) 1(Gis).
Considere el homomorfismo ¢ : G; — ¢(G;)/p(G;—1), definido por
¥(g) = ¢(g). Entonces claramente 1 es sobreyectiva, con nicleo ker(¢) =

{9 € Gi:9(9) € p(Gi—1)} = Gi_1(ker(¢)NGi—1). Porlo tanto ¢(G;)/d(Gi—1) =

G;i/Gi—1(ker(¢) N Gi—1) = G;/G,;_1 ciclico. Por lo tanto ¢(G;)/P(Gi—1 es
ciclico. Esto demuestra que ¢(G) es soluble.

Considere g : G — H proyeccién en la primera coordenada. Esta funcién
es un homomorfismo sobreyectivo. Por lo tanto, por [i], H es soluble.
Andlogamente, tomando la imagen por mx de G, obtenemos que K es
soluble.
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Ayudantia 11: En esta ayudantia estudiaremos un tipo especial de pro-
ducto, este es el producto semidirecto de grupos.

Problema 1: Para n > 2 considere ¢ : Cy — Aut (Z/nZ) homomorfismo
definido por ¢(a)(z) = (—1)%z. Demuestre que Dsy, = Z/nZ x4 Cs.

Demostracién: Sabemos que D, = (a,b : a" = b* = 1,bab™! = a71).
Ademés N = (a) < Da,, pues bab~* = a=! € N. Observe que N = C,,.
Considere H = (b) = C5. Observe que b ¢ N. Luego |N N H| = 1, por ello
H NN = {1}. Ahora bien, como N < Ds,, HN tiene estructura de grupo

y como |HK| = Ilgf‘ﬁllj\\[f‘l = |H||N| = | D2y, tenemos que Do, = HN.

Lemma 1. SiG = HN con HNN = {1} y N<G, entonces para cualquier
g € G ezisten tinicos h € H,n € N tales que g = hn. Ademds G =2 H x4 N,
para ¢(n)(h) = hnh~!.

Proof. Por lo dicho en el lo previo al problema (es completamente general)
tenemos que G = HN. Luego para cualquier g € G existen h € Hn € N
tales que g = hn. Si existe otro par (h1,n1) tal que g = hn = hiny entonces
h=th; =nin=' € HN N = {1}. Luego h = h; y n = n1.

Considere la funcién f : G — H x4 N definida por f(g) = (h,n).
Estéd funcién esta bien definida por lo dicho anteriormente. Ademas es
claramente sobreyectiva. Demostremos que es homomorfismo de grupos.
Observe que f(g1)f(g2) = (h1,n1)(h2,n2) = (hid(n1)(h2), ning). Asf
f(91)f(g2) = (Rinihany*,ning). Por otro lado se cumple que g1g, =
hinihang = hi(niheny')(ning). Luego f(gig2) = (hanihoni',ning) =
f(g1)f(g2). Por ellos f es homomorfismo de grupos y como f(g) = (1,1)
implica que g = 1 tenemos que f es isomorfismo de grupos. Luego G &
H x4 N, para ¢(n)(h) = hnh™!. O

a~l.

Problema 2: Sean G1,G2 grupos y ¢ : G — Aut(G2) homomorfismo de

grupos.

Pruebe que Ga x {e} < G2 x4 G1.

Demuestre que {e} x G1 9<G2 X, G si y solamente si ¢(a) = id, para todo

[(AS Gl.

Desarrollo:

Sea (g2,€) € Go x {e}. Considere (ha, h1) € G2 X, Gy elemento cualquiera.

Entonces (ha,h1)(g2,€)(ha, h1)™t = (h2,h1)(g2,€)(¢(h7 ") (hy '), AT ). Lo

que s igual a (h1g(h1)(g2), ha) (G(h)(hy ), hr) = (x,€) € G  {e}.

Supongamos que ¢(ay) = idg, para cualquier a; € G;. Entonces

(a2,a1)(e, g1)(az,a1) " = (az,a1)(e, g1)(d(ay ) (ag "), a7 ).

Multiplicando los primeros términos obtenemos que lo anterior es igual a

(ar1¢(ar)(e2), argr)(élag ) (azt), art) = (aze,arg1)(az ' ar ).

Luego (az, a;1)(e, 91)(az,a1) ™" = (e,a1g1a7"). Porello {e} x G1 aGa x4 G1.
Inversamente si {e}x G149G2 % ,G1 entonces (hg, h1)(g2,€) = (e, t1)(he, h1),
para cierto t; € G1. Es decir (a2¢(g1)(e),a191) = (ep(a1)(az), t1a1). Por lo
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tanto, si igualamos la segunda componente obtenemos que az = ¢(ay)(az).
Luego ¢(a1) = id, para cualquier a1 € Gj.

Problema 3: Encuentre todos los grupos de orden 21 salvo isomorfia,
escritos como producto directo y semidirecto de grupos ciclicos.

Desarrollo: Por lo demostrado en las ayudantias previas, sabemos que
existen dos grupos de orden 21 salvo isomorfia. Estos son G = Co1 ¥y
G = {a,b:a®=0b" = 1,aba™t = b?). Si G = Oy, entonces el problema
queda solucionado. Si G = (a,b: a® =b" = 1,aba~! = b?), entonces por lo
destrado en las ayudantids previas, existe un 7-Sylow S<G. Ademas existe
un 3-Sylow T, tal que G = |T||S] y TN S = {1}. Luego por lo visto en
el lema 1, tenemos que G = T x4 S, para ¢(s)(t) = tst~!, para cualquier
teT,seS. Luego G = C;5 x4 Cq, para ¢(b)(a) = aba™! = b?, donde
C3 = (a) y C7 = (b).

Ejercicio: Pruebe que C5 x4 C5 es soluble, para cierto ¢ homomorfismo.

Problema 4: Demuestre que para cualquier homomorfismo ¢ : Ci3 —
Aut(C3), se tiene que Ciz x4 C3 es soluble.

Demostracién: Una forma de atacar este problema es notar que problema,
es notando que |Ciz X4 C3] = |Ci3]|Cs| = 39. Luego por lo visto en las
ayudantias previas tenemos dos casos.

Primero si G = (39, entonces G es abeliano. Por lo tanto soluble.

Por otro lado, si G = (a,b : a® = b*® = 1,aba! = b?), entonces por
lo destrado en las ayudantias previas, existe un 13-Sylow S < G. Entonces
|G/S| =3y S =Ci3. Luego G/S = C5. Por lo tanto la cadena {1} <S <G
convierte a G en un grupo soluble.
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Ayudantia 12: En esta ayudantia estudiaremos un tipo especial de gru-
pos, llamados grupos nilpotentes.

Problema 1: Pruebe que G*/G*! C Z(G/GT1), para cualquier i € N.

Demostracién: Recordemos que G'*! =[G}, G] C G*, con G° = G. En-
tonces G'/GTt C G/G*. Observe que G**! <G pues

2(gigg; tg ot = (zgix™ ) (wga ) (wgra~ ") (wga ") 7!, parag; € G
y g € G. Concluimos por induccién. Tomamos T € G*/G**! yz € G/GHH1.
Debemos probar que zzz—1z=1 = 1, es decir zzz~ 27! € G**1. Esto se
cumple por la definicién de G**1. Esto ademés prueba que G*/G'T1 =
Z(G/GHY).

Problema 2: Demuestre que G = S3 no es nilpotente. Concluya que
existen grupos solubles no nilpotentes.

Demostracién: Observe que G° = S3 y G! = [S3, G3] < G3, pero siempre
se cumple que (12)(13)(12)(13) = (213) € G*. Por lo tanto G* = A3 0 G =
S3. Observe que si & € Az entonces (yzy ')x~! € Az, por la normalidad de
Az en S3. Por otro lado si z,y € S5 — A3 entonces yxy~'z~! € Az, esto se
puede probar en todos lo casos. Luego G' = A3. Ahora bien [S3, A3] C A3
pero (123)(12)(132)(12) = (321) € [Gs, As]. Por lo tanto Az = [S3, A3].
Luego G™ = G! = As, para todo n > 1. Luego Ss no es soluble. Esto
demuestra que hay grupos solubles no nilpotentes.

Problema 3: Sea G grupo y H subgrupo cualquiera de G.
Si G es nilpotente, pruebe que H es nilpotente.
Pruebe que S,, no es nilpotente para n > 3.

Desarrollo:

Demostremos por induccién que H® C G*, para cualquier i € N. Observe
que para i = 0 es cierto pues H C G. Supongamos que H? C G* para
cierto i € N. Entonces H'! = [H, H'] C [G, G'] = G**!. Esto concluye lo
deseado. Luego si G™ = {1}, para cierto n € N, entonces H" = {1}. Por
ello H es nilpotente.

Si S, fuera nilpotente para n > 3, entonces S3 C S,, es nilpotente. Esto es
contradictorio. Por lo tanto .S, no es nilpotente para n > 3.

Problema 4: Encuentre los valores de n € N tales que G = Dy, es
nilpotente.

Demostracién: Recordemos que G, = (z,y : 2" = y?> = 1, yzy~ ! =

x~1). Analicemos G*. Observe que [2%,y] = 2 (yz "'y~ !) = 2' (27 1) = 2%
y [y, 2'] = (ya'y~")a™" = 27>, Por lo tanto G* = (). Probemos por
induccién que G* = (1;21). Para n = 1 ya fue probado. Supongamoslo cierto
para n € N. Entonces [G™, G] est4 generado por [z2"%, z] = 1, [#2"%,y] =

2n+1i 241 2n+1i
at ty [yt = :
G' = (z%) para cualquier i € N. Si G* = {1}, para cierto i € N, entonces
n|2¢. Por lo tanto n = 27, para cierto j € N.

. Esto se debe a los cédlculos ya hechos. Luego

Ejercicio: Demuestre que Dg, D1 son grupos nilpotentes usando serie de
conmutadores y serie central.
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5.- Ejercicio: Pruebe, usando serie central, que todo grupo de orden p? es
nilpotente.
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Ayudantia 13: En esta ayudantia estudiaremos grupos definidos por
generadores y relaciones.

Problema 1: Considere G = (x,y : a? = y? = 1,2y = yx). Demuestre
que G = C), x C),.

Demostracién: Considere la funcién ¢ : C), x C, — G tal que ¢(o,1) =
z,¢(1,7) = y, para 0,7 generadores fijos de C,. La extendemos multi-
plicativamente. Observe que esta funcién estd bien definida pues (o,1)? =
(L,m)? =(1,1) y (o,1)(1,7) = (0,7) = (1,7)(0,1). Claramente la funcién
es sobreyectiva. Por otro lado, como Cj, x C), es abeliano, ker(¢) = {(c?, 77) :
2yl = 1}, es decir ker(¢) = {(¢*,77) : ' = y=7} = {(1,1)}, puesto que si
no, el grupo G estard dado en un generador. Luego G = C), x C,,.

Problema 2: Se define el grupo dihedral infinito por Do, = {(a,b : a? =
1,aba=t =b71).

Demuestre que G = (d,c: d*> = ¢ = 1) es isomorfo Dq.

Pruebe que todo grupo dihedral finito Ds,, es un cociente de D.

Demostracién:

Considere el homomorfismo ¢ : Dy, — G definido en los generadores por
¢(a) = ¢, ¢p(ab) = d. Es decir ¢(b) = ¢ 'd. Este morfismo estd bien
definido pues ¢> = 1y c¢(c td)e ! = de™! = d'c = (¢7'd)~!. El mor-
fismo en cuestion es la extension multiplicativa de la funcién dada sobre los
generadores. Claramente la funcién es sobreyectiva.

Por otro lado considere la relacién inversa de ¢, definida sobre los gen-
eradores de G por x(c) = a, x(d) = ab, es decir x(c~'d) = b. Observe que
esta funcién estd bien definida pues a®> = 1y (ab)? = abab = b=1b = 1.
Claramente esta funcién es también sobreyectiva. Luego ¢ es un homomor-
fismo biyectivo.

Considere el morfismo ¢ : Dy, — D, definido por ¢(a) = o/, ¢(b) = ¥/,
para D, = {(a’,t' : a’* = 1,0/ = 1,a'bla’~! = b/~1). Esta funcién estd
bien definida pues a®? =1y a2 = 1, ademés aba ' = b~ y a’'t/'a’ "' = b~ L.
Observe que claramente la funcién ¢ es sobreyectiva. Luego Do/ ker(¢) =
Doy,

Problema 3: Sea G = (a,b,c: a®> = b*> = ¢® = 1,aba = bab, beb = cbe, ac =
ca). Pruebe que G tiene a lo menos 24 elementos.

Demostracién: Considere a = (12), b = (23), ¢ = (34) € Ss. Estos
elementos satisfacen las relaciones que cumplen los generadores de G. Luego
S4 es un cociente de GG. Por lo tanto G tiene a lo menos 24 elementos. De
hecho, si G es finito entonces |G| es un multiplo de 24.

Problema 4: Sea G = (a,b,c : a®b°c” = ¢). Pruebe que G tiene infinitos
elementos.

Demostracién: Observe que G = (a,b,c : a®b°c” = ¢€) se incrusta en
el grupo abeliano libre con los mismos generadores y relaciones. Luego
si vemos el grupo Gup = (a,b,c : a®b5c” = e,ab = ba,bc = bc,ac = ca)
aditivamente, entonces Go, = (a,b,c : 3a + 5b + Tc = 0) = Z3/((3,5,7)).
Luego contar elementos en G, es lo mismo que contar tuplas de enteros que
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tengan por diferencia un miltiplo de (3,5, 7). Podemos poner por ejemplos
las tuplas (n,0,0) que son infinitas y distintas en el cociente. Por lo tanto
hay infinitos elementos en Gg;. Luego hay infinitos elementos en G.
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2. ANILLOS:

Ayudantia 14: En esta ayudantia estudiaremos el anillo de matrices y
la descomposicién de anillos via idempotentes centrales.

Problema 1: Sea A = Clz]/(z? + 1).

Demustre que A =2 C x C.

Encuentre idempotentes centrales en A que induzcan la descomposicién
mencionada en [i].

Desarrollo:

Recordemos que en C se tiene que 22 + 1 = (z + i)(x — i), donde 1 =
W Por lo tanto (x + 1), (x — ¢) son relativamente primos en C[z].
Luego como A = C[x]/(2? +1) = C[z]/(z +i)(z — i), por teorema chino de
los restos A = Clz]/(z — i) x Clz]/(x + 7).

Pero para cualquier anillo B se tiene que ¢ : B[z] — B definida por
B(p(z)) = p(b) es un homomorfismo sobreyctivo cuyo nucleo es ker(¢) =
{p(x) : p(b) = 0}. Observe que si p(b) = 0, por algoritmo de la divisién
(se puede hacer pues z — b tiene primer coeficiente invertible) se tiene que
p(z) = (& — b)q(z) + r, pero como p(b) = r = 0 tenemos que p(x) =
(x — b)g(x). Luego ker(¢) = (z — b). Por lo tanto Blz]|/(z —b) = B.

Concluimos que A = C x C.

Sabemos que A = Clz]/(x — ) x C[z]/(x + i) = C x C. Debemos encon-
trar una preimagen de (1,0) en A. Pero su preimagen en Clz]/(z — i) X
Clz]/(x + i) es (1,0). Luego necesitamos un polinomio p(z) € Clx] tal que
p(z) = 1L(z — i) y p(x) = 0(z 4+ 7). Como queremos ver su imagen en A
podemos suponer que p(z) = ax + b (aplicamos algoritmo de la divisién
y nos quedamos con su resto). Por lo tanto necesitamos que ai + b = 1,
—ai+b=0. Por ello p(z) = % cumple con lo pedido.

Conclumos que 2 (z 4 i) y 5 (i — ) son idempotentes centrales en A.

Problema 2: Sea f: A — A homomorfismo de anillos tal que f? = f.
Pruebe que A = I'm(f) @ ker(f).
Demuestre que Z/6Z = Z/3Z X Z/2Z.

Demostracién:
Partamos considerando un elemento cualquiera a € A. Entonces f(a) €
Im(f). Observe que a — f(a) cumple con f(a — f(a)) = f(a) — f*(a) = 0.
Por lo tanto a € ker(f). Luego A = Im(f) + ker(f).

Por otro lado si consideramos a € Im(f) N ker(f) entonces a =
cierto b € A y ademds 0 = f(a) = f2(b) = f(b). Por lo tanto a = f(b) =
Concluimos que A = Im(f) @ ker(f).

—~

b),
0.

Sea A = Z/6Z. Considere el siguiente homomorfismo. f: A — A tal que
f(Z) = 3z. Entonces f2(x) = 9z = 3z. Por lo tanto f2 = f. Luego por [i]
se tiene que A = Im(f) x ker(f). Pero Im(f) = {3,0} = Z/27. Ademis

ker(f) ={2,0,4} 2 Z/3Z. Por lo tanto A = Z/27 x 7Z/37.

Ejercicio: Pruebe que A = Im(f) ®ker(f) es equivalente a que f: A — A
cumpla con f2 = f. Pruebe ademds que en este caso f inyectiva si y
solamente si f sobreyectiva.
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2.- Observaciéon: Observe que los endomorfismos idempotentes, es decir los
homomorfimos f : A — A inducen una descomposiciéon de A y por ello
tienen asociados pares de elementos idempotentes centrales (e, 1 — e). Por
otro lado todo elemento e € A idempotente central induce una homomor-
fismo f : A — A definido por f(a) = ea. A posteriori hablar de endo-
morfismo idempotentes, descomposicon de anillos en producto y elementos
idempotentes centrales es ”lo mismo”.

3.- Problema 3: Sea I = { < Z 8 ) ta,be ]R} subconjunto de A = M (R).

i.- Pruebe que I es un ideal izquierdo de A, pero no bildtero.

ii.- Encuentre los ideales izquierdos J de A tales que {0} C J C I.

Desarrollo:
i.- Claramente I es un subgrupo aditivo de A. Observe que ( z Z ) < Z 8 ) =
ar+2zb 0 . L
ay+bw 0 € I. Por ello I es ideal izquierdo de A.

a 0 T oz ar az
Porotrolado(b 0><y w)_<bx bZ).Porlotantopara

10 10 11 .
<1 O)EItenemosque(l 0><1 1)%[. Por ello I no es ideal
bildtero de A.

ii.- Considere J # {0} ideal izquierdo de A contenido en I. Entonces existe

( a0 ) € J, con a 0 b# 0. Sin perdida de generalidad a # 0. Entonces

b 0
a0 a O 1 0 0 0 a 0 ,
(0 0)(5o)=(s0)err(ho)(5 o)
0 0

1 0 € I. Luego I = J. Por lo tanto los unicos ideales izquierdos que

complen lo pedido son {0} e I.

4.- Problema 4: Sea A = My(K).
i.- Pruebe que si K = R entonces en A existen infinitas soluciones a la ecuacion
2 _
zc+1=0.
ii.- Encuentre las soluciones de la ecuacién 22 = x en A, para K = F,.
iii.- ;Es posible expresar A = My (FF3) como producto de anillos no triviales?

Desarrollo:

0 -1
1 0
Luego dicha matriz satisface lo pedido. Ahora bien cualquier matriz conju-
gada a ella satisface la misma ecuacién, por lo tanto para encontrar infini-
tas soluciones basta con conjugarla por matrices en Gla(R). Por ejemplo

4 (10 0 -1 1 0o\ _ [0 -2 o d
n — 0 n 1 0 0 % = n 0 €S una suseclion ae

matrices que son solucién de z2 + 1 = 0.

i.- Reecordemos que la martriz A = cumple con A% = —id.

2

ii.- Recordemos que si una matriz cumple con z© — x = 0, entonces es 0,id o

1o ) Luego todos las posibles

bien en alguna base es de la forma A = ( 0 0
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matrices son los conjugados de A por elementos de Gla(Fs) = S3. De hecho

o= {u (8 §)(2D(10)-(1D-(0 D)

Por lo tanto los elementos idempotentes no triviales estan en:
N — 10 0 0 11 0 1 0 0 10
o 0 0/)’\Vo 1)\ 0 o0)/)’\V0 1/ /L1 1)J’\V10 ’

i.- Observe que ninguno de los elementos de N estd en el centro de A. Puede
hacer lo calculos para ver que Z(A) = {0,id}. Por lo tanto no existen
idempotentes centrales en A no triviales. Luego A no puede ser expresado
como producto de anillos no triviales.
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Ayudantia 15: En esta ayudantia estudiaremos los anillos euclideanos,
cuerpos de cocientes y anillos de enteros.

Problema 1: Demustre que Z[v/2] es un dominio euclideano.

Demostracién: Considere a + bv/2,¢ + dv2 # 0 € Z[ﬁ] Considere
ad+byv2 _ ac—2bd+(ad+bc)V2
ct+dv2 c2—2d? .

atbv2 _

Renombrando los elementos , podemos decir que s = s+tv2 € Q[V2).

Tomemos z,y € Z numeros mas proximos a s,t respectivamente, entonces
|z —s| < %, |y —t| < 5. Considere z + yv/2 € Z[V2].
Entonces obtenemos el candidado a resto:

r=a+bvV2— (c+dvV2)(z+yV2) € Z[V2],
Observe que dicho candidato cumple con:
N(r) = N(c+dvV2)N((s + tvV2) — (z + yv/2)),

de esto se sigue que

N(r) = N(c+dv)[(s — 2)* - 2(t - y)?] < “N(c+dv2),

>

Por lo tanto:

N(r) < N(c+ dv?2).
Luego nuestro 7 es un resto. Esto demuestra que Z[/2] es dominio eu-
clideano.

Observacion : Observe que la demostracion del hecho anterior es esen-
cialmente la misma que para verificar que Z[i] es un dominio euclideano.
La unica diferencia se puede apreciar en que el anillo Z[i] se inyecta en C,
mientras que Z[v/2] se inyecta en R.

Problema 2: Demuestre todo dominio euclideano A es normal, es decir :
Sia € Q(A) es raiz de un polinomio mdnico con coeficientes en A entonces
a € A. Use el hecho de que en un dominio euclideano todo elemento es
producto de primos. (Elementos generadores de ideales primos).

Demostracién: Considere o = ¢ € Q(A) elemento que es raiz de :
p(r) = 2"+ ap_12"t + - +ag € Al7]
Luego:
pla) = (%)n + an—1 (%)ni1 +-+ag=0
Multiplicando por b™:
a” + bap_1a™ + -+ b"ay = 0.
Pero si 7|b , donde 7 € A es primo, entonces
mla™ = —b(an_1a" "1 + -+ 0" Lay).

Luego a™ € (m), como 7 primo , a € (7). O sea 7|a.
Repitiendo el proceso , en cada primo que divide a b tenemos que este divide
a a. Por lo tanto a € A.
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Problema 3: Demuestre que el cuerpo de cocientes de A = Z[v/D], para
D € Z libre de cuadrados, es Q[v/D].

Demostracién: Considere % € Q(A) , con ¢+ dvD # 0. Entonces :

a+b/D  ac—bdD — (ad+ bc)v/'D
c+dVD ® — Dd? '

Esto pues si multiplicamos de forma cruzada obtenemos la igualdad [Lea la

definicién de igualdad en el cuerpo de cocientes]. Por ello Q(A) C Q[v/D].
ad+bC\/ﬁ
bd

La inclusion contraria se tiene pues ¢ + 5V D =

Problema 4: Sea A = Z[i] anillo de enteros gaussianos.
Demuestre que (2 + i) es un ideal maximal de A.
Encuentre un m.c.d entre (2 + ) y 5i.

Demuestre que Z[i]/(3i + 1) 2 Z/2Z x Z/5Z.

Desarrollo:
Observe que:

Zh)/(2+1) 2 Z[x]/(2 + z, 2 + 1),

va que Z[i| 2 Z[z]/(2®> +1) y (2+14) = (2+ 2,22 + 1)/(22 + 1) . Donde
ambos isomorfismos se establecen via la evaluacién en i. Luego:

Z[i)/(2+1) = (Z[x]/(a:2 +1))/(2+ z,2° +1)/(2* +1)).
Pero si usamos el tercer teorema de isomorfia:
(Z[z]/(2* + 1)) / ((2 + 2, 2% +1)/(2® + 1)) 2 Z[2]/(2 + z,2* + 1).
Pero (2+ z,22 +1) = (5,2 + 1), pues 5 = 22 + 1 — (z — 2)(x + 2). Por lo
tanto:

Z[i)/(2+14) 2 Z[z]/(24+ x,5) = Z[1 + x]/(2+ 2,5) =2 Z/57Z.

Este tultimo isomorfismo se obtiene evaluando en v = x + 2.
Luego Z[i]/(141) es un cuerpo y por ello I = (1+41¢) es un ideal maximal.

Recordemos que d = med(2 + i,5i) es un elemento generador de (2 +4) 4+
(51) = (d). Por otro lado 5i = (2 +4)(2 — 4)i. Por lo tanto (2 + i) + (5i) =
(2+14). Luego un med de 244y 5ies d =2+ 4.

Observe que A = Z[i] es un dominio de integridad. Luego podemos ocupar
el teorema chino de los restos sobre este anillo A.

En efecto, (3i4+1) = ((i+1)(i+2)) = (i+1)(i+2) , donde (i+2)—(i+1) =
1. Por ello los ideales (i + 1) e (i + 2) son relativamente primos. Asi:

Z[i)/(3i+1) = Z[i)/(i + 1) x Z[i]/(i + 2)
Sabemos que, por lo visto en [i] que:
Z[i)/(i +2) 2 Z/5Z,
De forma andloga se demuestra que [ejercicio] :

Z[i]/(i + 1) = Z/3Z.
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Z[i]/(3i + 1) = Z)27 x Z./5Z = 7./ 10Z.
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Ayudantia 16: En esta ayudantia estudiaremos los anillos de factoriazién
tnica y los dominios de ideales principales.

Problema 1: Sea A un dominio de integridad, tal que A[x] es un dominio
de ideales principales, demuestre que A es cuerpo. Muestre con un contrae-
jemplo que este hecho no se extiende para Alx] dominio de factorizacién
unica. (Es Z[i][z] dominio de ideales principales?

Desarrollo: Considere I = (z) ideal de Alx]. La estrategia para atacar
este problema es demostrar que I es un ideal primo de A[z], luego como
Alz] es DIP, se tiene que este ideal es maximal. En efecto, por lo visto en
una de las primeras ayudantias de anillos:

Alz]/T= A

Con A dominio de integridad. Luego como el anillo de partida es conmu-
tativo con 1 y A[z]/I es dominio de integridad ,tenemos que I es ideal
primo. Como A[x] es DIP se concluye que I es maximal. Luego el cociente
Alz]/I = A es cuerpo.

Observe ademds que este resultado no se extiende a DFU, pues Z[z] es
un DFU [se verd la proxima clase, por ahora créalo], con Z dominio de
integridad, pero no cuerpo.

Por ultimo si Z[i][x] fuese DIP entonces por lo anterior Z[i] es un cuerpo,
pero esto es falso de hecho el grupo de invertibles de los enteros gaussianos
Z[i)* = {+£1, i}

Observacion : Sabemos que el reciproco es cierto. Es decir sabemos que
Alz] es DIP, cuando A es cuerpo.

Problema 2: Muestre que A = Z[v/—5] no es un dominio de factorizacién
Unica.

Desarrollo: Observe que 6 = 2-3 = (14 /=5)(1 — v/=5). Demostremos
que estas dos escrituras con elementos irreducibles es esencialmente distinta.
Partamos por demostrar que estos elementos son irreducibles. Considere
N(a + by/=5) = a? + 5b norma compleja de a + by/—5.

Observe que si 3 = ab entonces 9 = N(3) = N(a)N(b). Luego como la
ecuacién 22 4+ 5b% = 3 no tiene soluciones enteras, tenemos que N(a) = 9
y N(b) = 1 o viceversa. Por ello 1 = N(a) = aa, es decir a es unidad.
El mismo argumento es vélido para demostrar que 2 € A es irreducible.
Ahora bien si 14 /=5 = ab entonces 6 = N(a)N(b). Entonces como no
hay elementos de norma 2 y 3 se tiene que a es unidad o b es unidad. Lo
mismo para 1 —+/—5 € A. Por lo tanto 2,3,1 4 +1/=5,1 — /=5 € A son
elementos irreducibles. Observe que si estos elementos fueran asociados,
como la norma de las unidades de A es 1, tendriamos que 4 = N(2) =
N(1++/=5) = 6 o bien 9 = N(3) = N(1+ y/—5) = 6. Por ello las dos
factorizaciones de 6 € A son esencialemente distintas.

Problema 3: Muestre que A = (Q[z]/(2* + z + 1)) [y] es un dominio de
factorizacién tnica.

Desarrollo: Mostremos que A es un DFU. Partamos analizando la es-
tructura del anillo A’ = Q[z]/(2% + 2 + 1).
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En efecto, observe que ¢3(z) = 22 + x + 1 es irreducible. Esto pues ¢ es
un polinomio cuadritico sin raices en Q. Luego como Q[z] es DIP, pues es
el anillo de polinomios sobre un cuerpo, tenemos que I = (z?+x+1) es un
ideal maximal. Por lo tanto el cociente A’ = Q[z]/(z? + x + 1) es cuerpo.

Luego como todo anillo de polinomios sobre un cuerpo es un DE, tenemos
que A es DE. Luego es DIP y maés especificamente A es DFU.

Problema 4: Demuestre que en el anillo A = Z[\/?] se cumple que toda
cadena ascendente de ideales tiene un elemento maximal. Es decir, toda
familia de ideales {I,}nen C P(A), que cumple con:

LCLC--1,C---
tiene un elemento maximal I,,, tal que I, = I,,, Vn > m.

Demostracion: Observe que por lo visto en la ayudantia anterior A =
Z[/2] es un dominio euclideano (DE), luego por lo visto en clases, este es
un dominio de ideales principales. Considere el ideal I = U;enl;. Como
A es DIP, tenemos que existe a € A tal que I = (a). Luego a € I,,, para
algin m € N. Por lo tanto I,,, C I C I,,. Esto es equivalente a que I = I,,,.
En otras palabras I,,, = I;, para cualquier ¢ > m.

Ejercicio: Pruebe que la condicién de que toda cadena ascendente de
ideales de A tenga un elemento maximal es equivalente a que todo ideal de
A sea finitamente generado.

Observacion: El ejercicio anterior da una solucion sencilla al problema 4.
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Ayudantia 17: En esta ayudantia estudiaremos algunas tecnicas claves en
la teoria de anillos y analizaremos la irreducibilidad de algunos polinomios
sobre DFU.

Problema 1: Encuentre condiciones sobre n,m € Z para que (x —n) y
(x 4+ m) sean comaximales en Z[z].

Desarrollo: Queremos que (x — n) + (x — m) = Z[z]. Para encontrar
condiciones para que esto ocurra cocientemos por el ideal (z—m)+(xz—n) =
(x = m,z —n). En efecto Z[z]/(x — n,z —m) =2 Z/(n — m). Esto dltimo
debido a que el morfismo p : Z[z] — Z/(n —m) definido por p(p(z)) = p(n)
cumple con ser sobreyectivo y ademds su nimero es p(x) € Z[x] tales que
p(n) = a(n —m) es decir ¢(x) = p(z) — a(x — m) cumple con ¢(n) =
0. Por lo visto en una de las ayudantas anteriores, esto dltimo implica
que ¢(z) = s(z)(x —n). Luego p(z) = s(z)(x —n) + a(zx — m). Por lo
tanto ker(p) = (x — n,z — m). Luego por primer teorema de isomorfig
Zlz]/(x —n,x —m) 2 Z/(n —m).

De esto concluimos que para que (x —n), (x —m) sean comaximales se
requiere que (n —m) = Z. Es decir que n — m = £1. Dicha condicién
es suficiente pues si n —m = £1 entonces (x — m) — (x —n) = £1 y esto
implica que +1 € (x — n,z — m). Lo que nos diche que dichos ideales son
comaximales.

Problema 2: Sea 75 una raiz quinta primitiva de la unidad. Demuestre
que en Z[ns] el ideal (s — 1) es maximal y que u = 75 + 1 es unidad.

Demostracién: Afirmamos que Z[ns] = Z/(p(z)), donde p(x) = o* + 23 +
2% + 2 + 1. En efecto el morfismo ¢ : Z[x] — Z[ns] definido por ¢(q(z)) =
q(n5) es sobreyctivo y tiene por niicleo a ker(¢) = {q(x) : ¢q(ns) = 0}.
Recordemos que podemos hacer el algoritmo de la divisién si el polinomio
por el cual dividimos es ménico. Luego si ¢(x) € ker(¢) entonces ¢(z) =
p(z)s(z) + t(z), donde deg(t) < deg(p) ot = 0. Si evaluamos en z = 75
entonces t(1n5) = 0. Luego 75 satisface un polinomio de grado menor a p(z).
Esto sucede si t = 0. Por lo tanto ¢(x) € (p(x)). Luego Z[ns] = Z/(p(x)).

Ahora bien, el isomorfismo anterior induce un isomorfismo (ns + 1) =
(z —1,p(x))/(p(x)). Por lo tanto

Zlns/ (s = 1) = Z[x]/ (p(x))/(x = 1, p(x)) / (p()),

Luego por uno de los teoremas de isomorfia tenemos que Z[ns|/(ns — 1) =
Z[z]/(x — 1,p(x)). Haciendo uso del morfismo evaluacién en 1 resulta:

Zlns|/(ns — 1) = Z/(5),

que sabemos que es cuerpo. Por lo tanto (15 — 1) es un ideal maximal.
Por otro lado el ideal (95 + 1) cumple con Z[ns]/(ns + 1) = Zlz]/(xz +
1,p(z)). Haciendo uso del isomorfismo evaluacién en —1 se tiene que
Zns]/(ns +1) 2 Z/(1) = {0}. Luego u =15 + 1 es invertible.
Otra forma de argumentar que v es unidad, es la siguiente. Observe que
(x —1)p(z) = 2° — 1. Luego (55 — 1)p(ns) = —1. Por lo tanto el inverso de

wes v = —p(1s).
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Problema 3: Demuestre que ™ + yx + y es irreducible en Z[z, y].

Demostracién: Considere p(x,y) = 2" + z + y € Alz] = Z|x,y], donde
A = Zy]. Sabemos que A = Z[y] es un DFU, debido a que Z es DFU y
ademds sabemos que el elemento m = y es primo, pues A/(y) = Z dominio.
Observe que y divide a todos los coeficientes del polinomio a excepcion del
de grado mayor y ademds y? no divide al termino constante. Luego por
criterio de Eisenstein p(x,y) es irreducible en K[y|, donde K = Quot(A) =
Q(y). Observe que p(z,y) es un polinomio ménico en Alz] y por lo tanto
primitivo. Luego por lema de Gauss p(z,y) es irreducible en Alz]. Luego
p(z,y) es irreducible en Z[x, y].

Problema 4: Sea ¢(x) = 2® + 5z + (2 + i) € Z[i][z]. Demustre que (¢) es
maximal en Q[é][z].

Demostracién: Considere el polinomio ¢(z) = 2° + 5z + (2 + i) € Z[i][z].
Observe Z[i] es un DIP y por lo tanto es un DFU. Ademds el elemento
primo m = 2+ (es primo, por lo visto en las ayudantias anteriores) divide
a todos los coeficientes del polinomio, excepto el de mayor grado, pues 5 =
(2+1)(2—1). Por tltimo 72 no divide al término libre de ¢(z). Por criterio
de Eisentein ¢(x) es irreducible en Quot(Z[i])[z]. Pero Quot(Z[i]) = Qli].
Esto concluye lo pedido.
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Ayudantia 18: En esta ayudantia trabajaremos la localizacién de anillos.

Problema 1: Determine la estructura de los siguientes anillos:
A = Zw]/(Bw —1).

A=7[i]/(5i + 2).
Desarrollo: Partamos con un lema importante.
Lemma 2. Z[x]/(sv —1) =2 S~ Z = Z(s), donde S = {1,5,5%,---}.

Proof. Considere el homomorfismo de anillos ¢ : Z[z] — S™'Z definido
por ¢(p(z)) = p(). Claramente ¢ es sobreyectivo pues ¢(az™) = a/s".
Observe que si p(z) € Z[z] cumple con p(1) = 0 entonces en Q[z] se tiene
que p(z) = (z — 1)r(x), con r(x) € Q[z]. Por lema de Gauss, tenemos que
p(z) = (sz — 1)l(z), donde I(z) € Z[x]. O
Recordemos que Z[w]/(3w — 1) = Z[z]/(3z — 1,22 + 2 +1). La justificacién
a de esto se hizo en las ayudantias anteriores. Observe que por el tercer
teorema de ismorfa:
Z[w]/(Bw — 1) = Z[z]/(3x — 1)/(3z — 1,2 + x + 1)/(3z — 1).
Por lo mencionado en el lema previo Z[z]/(3z — 1) = Z3). Por el mismo
isomorfismo obtenemos que (3z — 1,2% + x + 1)/(3z — 1) = () = (13),
puesto que 9 € Z3) es invertible. Por lo tanto:
Zlw)/ (3w — 1) = Z5)/(13).
Si tomamos el ismorfismo inverso al cosiderado en la demostracion del lema
previo, tenemos que Zw]/(3w — 1) = Z[z|/(13,3x — 1) = Fy3/(3xz — 1).
Como 3 -4 = —1 en Fy3 tenemos que:
Zw]/(Bw —1) 2 Fi3/(x +4) 2 Z/13Z.
Por lo tanto A es cuerpo. Equivalentemente (3w — 1) es un ideal maximal
en Z[w).
Recordemos que Z[i]/(5i + 2) = Z[z]/(5x + 2,2 + 1). Luego por el tercer
teorema de ismorfa:
Z[i]/(5i + 2) = Z[z]/(5x + 2) /(5x + 2,2 + = + 1)/ (5x + 2).
Por lo mencionado en el lema previo Z[z]/(5z + 2) = Z[Z2] C Z5), donde
Z[=2] es el anillo de polinomios evaluados en =2. Por el mismo isomorfismo
obtenemos que (5z+2, z2+1)/(5z+2) = (22) = (29), puesto que 25 € Z[2]
es invertible. Por lo tanto:

-2
ZMi)/ (51 +2) =2 Z {5] /(29).
Si tomamos el ismorfismo inverso al anteriormente, tenemos que Z[i]/(5i +
2) = Z[z]/(29,52 +2) =2 Fag /(52 +2). Como 5-6 =1 en Fag tenemos que:
Z[i)/ (51 + 2) = Fao /(2 + 12) = Z/29Z.

Por lo tanto A es cuerpo. Equivalentemente (5¢ + 2) es un ideal maximal
en Zl[i].
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Problema 2: Describa los primos p € Z que son primos en el anillo Z[é],
en términos del cuerpo finito F,,.

Desarrollo: Sea p primo en Z. Estudiemos el cociente Z[3:]/(p). Observe
que Z[3:] = Z/(92* + 1). Este isomorfismo se obtiene via el homomorfismo

¢ : Z[z] — Z[3] definido por ¢(p(x)) = p(55)-

Ejercicio: Pruebe que este homomorfismo induce un isomorfismo entre
Z[%] y Z[z]/ (922 + 1).

Luego Z[]/(p) = Z[z]/(927 +1,p) & F,[a]/(92? +1) = F,[5]. Supong-
amos que p # 3, en este caso 3 es invertible en F,,. Por lo tanto Z[4] = F,[i].
Si no existen elementos en F, tales que 2> = —1 entonces el polinomio
g(z) = 2% + 1 es irreducible en F,, por lo tanto F,[i] es cuerpo y luego p es
maximal en Z[é], en particular p es primo.

Por otro lado si p = 3 entonces Z[3:]/(3) = Fa[z]/(92%+1) = Fs[x]/(1) =
{0}. Por lo tanto (3) = Z[3:]. Luego p = 3 no es primo en Z[3-].

Observacién: Se puede demostrar que F,[i] es cuerpo si y solamente si
p = 3(mod4).

Problema 3: Sea f(z) = apz™ + - - 4+ a1z + ap € Z[z] que tiene una raiz
en Q. Probar que su reduccién médulo p tiene una raiz en Z/pZ para todo
primo p 1 ay,.

Demostracién: Sea £ € Q, con (r,s) = 1 raiz de f(x). Entonces por el
criterio de la raiz rac1ona1, tenemos que rlag y s|a,. Sea p primo tal que
p 1 a, entonces p 1 s. Por lo tanto existe s~ € Z/pZ. Observe que t e
S~™17Z, para S = {1,s,s?,---}. Considere el morfismo ¢ : S™Z[z] — Z/pZ
deﬁmdo por ¢(p(x)) = p( )(mod p), bien definido por s~ € Z/pZ. Luego
evaluando en r/s la imagen de f(z) por ¢ tenemos que f(rs~1) = 0(mod p).

Problema 4: Sea A = Z[x, z~!] anillo de polinomios en las variables z, z !

ysea B=A/(z+1+z~!). Pruebe que B es un DFU.

Demostracién: Observe que B Z[x,x‘l]/(%). Como x € Z[z] es
invertible tenemos que B = Z[z,z7!]/(z® + z + 1). Ahora bien, observe
que todo polinomio en p(x,z71) = q(m) Por lo tanto A = S™'Z[z], donde
S ={1,z,22,---}. Por lo tanto:

B=S" 1Z[ /ST M @* +x+1) = S (Z[z]/(2® + 2+ 1)) .

2im

Luego via el morfismo evaluacién en w = e’ , tenemos que Z[z]/(x? +
x + 1) 2 Z[w]. Como la imagen de z via el 1s0morﬁsmo en w elemento
invertible en Z[w] tenemos que:

B2 S (Z[z]/(2® + 2 + 1)) = Z[w],

que ya sabemos que es un DIP, en particular un DFU.
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3. MoépuLos:

Ayudantia 19: En esta ayudantia trabajaremos con los conceptos basicos
de la teoria de médulos.

Problema 1: Demuestre que la accién de Z sobre (G, +) grupo abeliano :
ng.=g+---+g

convierte a G en un Z- médulo. Responda:
;,Cudl es la torsion de G7
; Existen grupos de torsién que no sean finitos?

Desarrollo: Demostremos primero que la accién anterior le da a G es-
tructura de Z-modulo. Basta demostrar cada axioma, en efecto:

l.g=g9, Vg €qG.

(nm).g=n(g+---+g) =n.(m.g), Vg € G,Yn,m € Z.
(n+m)g=g+---+g=ng+m.g, Vg€ G,Yn,meZ.
n(gr+g2) =(@+g)+ -+t =g+ +a+tg+ - +g=
n.g1 + n.gs, Vg1,92 € G, Vn € Z.
Luego G es un Z- médulo. Observe que la conmutatividad de G es crucial
en la identidad [iv].

Ahora encontremos la torsién de dicho grupo , es decir, determinemos el

submédulo :

Tor(G)={g€G:3In€Z:ng=0},

Observe que g € Tor(G) si y s6lamente si existe n € Z con g+ -+ g =0,
luego el orden de g € G es finito y si g € G tiene orden finito se tiene que
g € Tor(G), pues basta tomar n = |g|. Asi:

Tor(G)={g € G:|g|=n < oo}

Observe que si G es finito, todo g € G tiene orden finito, por lo tanto
Tor(G) =G.

Para respoder a esto basta encontrar un grupo infinito tal que todos sus
elementos sean de orden finito. Considere por ejemplo G = ®;cnCo. Este
es un grupo infinito, pero todos sus elementos tienen orden 2.

Problema 2: Sea F': M — N homomorfismo de R-médulos. Este se dice
cancelable a la izquierda si F'og = F o h implica que ¢ = h : L — M.
Demuestre que F' cancelable a la izquiera si y s6lamente si F' inyectivo.

Demostracion: Primero supongamos F : M — N homomorfismo inyec-
tivo. Sea L cualquier R-médulo y g, h : L — M homomorfismos tales que
Fog=Foh. Considere x € L cualquiera, entonces si F o g(z) = F o h(x)
se tiene que F'((g — h)(x)) = 0, como F inyectiva, su nucleo es trivial , asf
g(x) = h(z),Yx € L. Luego g = h.

Inversamente considere el R-médulo L = ker(F) y considere g = i :
L - M : x — 2z homomorfismo inclusién. Entonces F o g(z) = 0 =
F o 0(z), Vx € L, donde 0(z) denota la funcién nula evaluada en x € L.
Como F' es cancelable por izquiera g = ¢ = 0, luego el tnico elemento de
L = ker(F) es el cero, es decir F es inyectiva.
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Ejercicio: Enuncie y demuestre un criterio andlogo para cancelable a la
derecha.

Problema 3: Sea R anillo conmutativo con unidad.
Muestre que si M es un R-mdédulo entonces M = Hompg(R, M).
Deduzca que R = Hompg(R, R).

Desarrollo: Demostremos cada parte del ejercicio. En efecto:

Sea h : R — M un R-homomorfismo. Entonces h(r) = h(r.1) = r.h(1),
donde h(1) € M. Motivados por lo anterior , considere la funcién evaluacién
¢ : Homp(R,M) — M : h — h(1), esta es claramente un homomorfismo
de R-médulos.

Ejercicio: Demuestre que Hompg(R, M) es un R-médulo con la suma y
ponderacién usual de funciones.

Ahora bien, si h(1) = 0 entonces h(r) = r.h(1) = 0,¥r € R. Luego
Ker(¢) = 0 por lo tanto ¢ es una funcién inyectiva. Para ver que es
sobreyectiva, considere m € M , entonces definimos h,, : R - M : r —
r.m. Observe que hy,(n +tk) = (n + tk).m = n.m + t.(k.m) = hy,(n) +
t.hpm(k). Por lo tanto h,, € Homg(R,M). Luego ¢(h,) = m. Esto
concluye que ¢ es un isomorfismo, por lo tanto M = Homg(R, M).
Considere R como R-médulo. Entonces R = Hom(R, R)

Problema 4: Sean N;, P R-médulos , donde j € {1,--- ,n}. Considere
M = @7_,;N;. Demuestre que si tomamos F}; : N; — P homomorfismos,
entonces existe un tinico homomorfismo F : M — P tal que F|y, = Fj.

Desarrollo: Primero la existencia. En efecto, considere m = mq + --- +
my, € M elemento cualquiera. Entonces definimos:

F:M—P:mw Fi(my)+--+ F,(my),

funcién bien definida pues m tiene una tnica escritura de este tipo. Observe
que esta funcién es un homomorfismo ya que sin =ny + -+ +n, y m =
my + -+ + m, entonces m + An = (mq + Ing) + -+ + (my, + Any,), luego
F(m+An) =>_ Fi(m;+An;) = > Fi(m;)+ AF;(n;), por ello F(m+ An) =
F(m)+ AF(n). Es decir F' es homomorfismo y cumple con F|y; = Fj.

Ahora la unicidad. Si hubiese otra funciéon G : N — P homomorfismo
tal que G|N_7. = F} entonces, para m = my + - - - + m,, se tiene que:

G(m) = ZG(mi) = ZFZ(mz) =F(m),Yme M
Luego G = F. Por lo tanto existe un tnico homorfismo F'.

Observacion: Usando este hecho es probible probar que si R es conmuta-
tivo, entonces: Homp(®7_;N;, P) = @7_; Homp(Nj, P). Su demostracién
queda de ejercicio.
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Ayudantia 20: En esta ayudantia trabajaremos moédulos libres y finita-
mente generados.

Problema 1: Lema de Nakayama: Sea M un R-médulo finitamente gen-
erado. Se define el conjunto radical de M por:

rad(M) := 0{T : T submodulo maximal de M }.

Demuestre que rad(M) es un submédulo de M.
Demuestre si N es un submédulo de M tal que N +rad(M) = M entonces
N =M.

Desarrollo:

En general la interseccién arbitaria de submdédulos de M es subméludo del
mismo. Esto se debe a que si tomamos x,y en la intersecciéon de todos los
submoédulos en cuestion, entonces x,y € T, VT luego x + Ay € T, VT por
ser T' submédulo. Por lo tanto x + Ay esta en la interseccién de todos los
submodulos considerados. Observe que la interseccién es no trivial pues
0eT,VvT.

Supongamos N # M entonces, por un argumento via lema de zorn, como
M es finitamente generado, se tiene que existe un ideal maximal T de M tal
que N C T. Ademés rad(M) C T, pues T es uno de los tantos conjuntos
que se intersecta para definir rad(M). Luego M = N + rad(M) C T por
lo tanto M = T, pero por definicién de un ideal maximal T" # M. Por ello
N=M.

Problema 2: Considere M un R-moédulo cualquiera y defina su médulo
dual por:

M*=Homgr(M,R)={f: M — R: fhomomor fismo}.

Pruebe que si M es un médulo libre de rango finito entonces M* es libre.
Pruebe que con M como en [i], el rango de M es igual al rango de M*.
Pruebe que Homgz(Z[n,|,Z) es un mddulo libre de rango p — 1.

Desarrollo: Demostremos cada punto.
Demostremos el punto [i] e [ii].

Considere 8 = {f;}, subconjunto de Hompg(M, R) dado por los fun-
cionales:

fir:M—R:-m=rimy+ - +rymy,—r;

Que corresponden a la proyeccién en la i-ésima coordenada, donde {m;}?_,
es base de M como R-moédulo.

Observe que si f € Hompgr(M,R) entonces f(m) = f(rimy + - -+
rama) = rif(m) + -ooraf(ma) = S0 fi(m)f(my), Ym € M. Luego
todo homomorfismo se escribe como:

F=>fmf;
1=1

Por lo tanto 8 genera el R-médulo Hompg(M, R).

Ademés si f = Y., a;f;, para ciertos a; € A, entonces evaluando f en
m = m; concluimos que a; = f(m;). Por ello la combinacién lineal anterior
es Unica. Por lo tanto S es base de M*.
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Concluimos que M* es un R-mdédulo libre de rango igual al de M.
Por lo anterior basta demostrar que M = (Z[n,]) es un Z-médulo libre de
rango p — 1. Observe que todo elemento en M se escribe de la forma:

m = ng + ni1np —l—--~+np,277£_27 n; € Z

Esto ya que Z[n,] = Z[x]/(¢(x)), donde ¢, (z) = 2P~ 1+ (p—1)2P~2+-- -+ 1.
Esto pues, todo polinomio de grado menor a p — 2 no cae en la clase del 0,
pero cuando tenemos un polinomio de grado mayor a p — 1 hay que reducir
médulo ¢, ().

Ahora bien esta escritura es tUnica ya que si m = ng + ninp + -+ +
np,2n£_2 =m=ty+tnp+ -+ tp,2n5_2 donde t;,n; € Z, entonces:

0= (no—to) + (n1 — t)mp + -+ + (np—a — tp_2)nh >

Luego el polinomio p(z) = (ng—to) + (n1 —t1)z+- -+ (np_o —tp_o)zP " es
divisible por ¢,(x) que tiene grado mayor. Lo que es contradictorio, salvo
sip(z) =0. Luego M =Z S Zn, & -- ~Zn§,’_2. Esto concluye que M es un
Z-médulo libre de rango p — 1 y por ello M* también.

Observacién: Una generalizacion del hecho anterior es que si IV es libre
de rango n y M también lo es, con rango m entonces Homp(M,N) =
M, s (R) es un médulo libre de rango mn.

2im

Problema 3: Muestre que Z[i]| ® Z[w], donde w = e”3 es un Z-médulo
libre de rango 4.

Demostracion: Probemos un hecho mas general, demostremos que si
M, N son R-médulos libres de rango m y n respectivamente, entonces
M @& N es un R-médulo libre de rango m + n, pues entonces como :

Zi| =Z ®iZ
Zw)| =7 ®wZ
Se tiene que ambos son mdédulos libres de rango dos, luego su suma directa
es libre de rango 4.
Demostremos lo pedido. En efecto, sea {n1,---n,} basede Ny {my,--- ,m;,}

base de M. Entonces considere § = {ny,- -+ ,ny, my, -+ , My } subconjunto
de M & N. Entonces si tomamos m +n € M @ N se tiene que:

m+n=rimy+- - TyMy+tin+ - thny,
Luego B genera M @& N. Es linealmente independiente pues si:

(rimy 4+ - rpmy) + (tng + -+ tyny,) =0
Entonces, como rymy + -+ rpymy, € M, t1nq + -+ - tpn, € N, se tiene que
tini+- - tuny, =0y rymy+- - rypmy, = 0 luego t;,7; = 0. Asi el conjunto

08 es base de M @ N. Por lo tanto M & N es un R-mddulo libre de rango
m 4+ n.

Problema 4: Demustre que todo R = R[z]/(2? + 2 + 1)-médulo M es
libre.

Demostracién: Basta probar que R = R[z]/(z? + 2 + 1) es un cuerpo,
pues en este caso M es un A-espacio vectorial y en este contexto sabemos
que existen bases.
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Observe que p(z) = 22 + x + 1 no tiene raices reales. Por lo tanto si
p(z) = s(x)t(x) entonces deg(s) = 0,deg(t) = 2 o bien deg(s) = deg(t) = 1.
Si deg(s) = deg(t) = 1, entonces p(z) tiene una raiz en R. Por lo tanto
s(z) o t(z) es constante y por lo tanto invertible. Esto nos dice que p(x) es
irreducible. Como A = R[z] es un DIP, se tiene que (p(z)) es maximal en
R[z]. Por lo tanto R[z]/(2? + = + 1) es cuerpo.
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Ayudantia 211: En esta ayudantia, seguiremos estudiando los médulos
finitamente generados y los médulos libres.

Problema 1: Sea R anillo con 15 # Og y considere el R-médulo M = {f :
X — R : ffuncién} con la suma y poderacién usual de funciones. Pruebe
que si | X| = n entonces M = R™.

Demostracién: Supongamos que |X| = n. Sea z; € X un elemento
cualquiera y considere la funcién 6; : X — R definida por 6;(y) = 1, si
x; =y y 0;(y) = 0 en otro caso. Entonces 8 = {J;}I_; es un subconjunto
de M. Demostraremos que este conjunto es una base para M como R-
moédulo. En efecto, si tomamos una funcién cualquiera f : X — R se tiene
que f = X, f(z;)d;. Por lo tanto 8 genera M. Supongamos ahora que
P a;0; = 0 entonces evaluando en cada punto z; € X concluimos que
«a; = 0. Por lo tanto 8 es base de M, luego M = R™.

Problema 2: Considere M = Q/Z un Z-médulo con las operaciones
usuales en Q extendidas al cociente.

Pruebe que M no es un Z-mdédulo finitamente generado.

Pruebe que M no es un Z-mdédulo libre.

Desarrollo: .
Supongamos que existe un conjunto finito {%} que genera M como Z-
i) i=1

moédulo. Sea p primo tal que p no divide a ningin m; € N. Dicho elemento
existe pues Z es un dominio de factorizacion tunica. Considere z = 1% e M.

Entonces si x = ¥f_;a; -, con «; € Z, se tiene que X

m;’

r € Z .Luego al multiplicar por II7_;m; obtenemos que H:Tlm € Z. Por

S
1=

L2 S—
my;

1
104 » T 7, con

lo tanto p|m;, algin . Esto nos lleva a una contradiccién. Luego M no es
finitamente generado.

Supongamos que M es libre, entonces exste una base 8 = {x;};cr tal que
M = @;ec1Zx;. Supongamos que tenemos un elemento x = ¥, ;x; € M
de torsién entonces si rx = 0, para r # 0, tenemos que X;q, ro;z; = 0.
Como los x; son linealmente independientes se tiene que ra; = 0. Luego
como r # 0 se tiene que a; = 0, para todo 7 en la suma anterior. Luego

Tor(M) = {0}. Pero claramente si tomamos y = 2 € M se tiene que

my = 0. Luego Tor(M) = M. Esto nos lleva a una contradiccién, por lo
tanto M no es libre como Z-mddulo.

Problema 3: Sea M un R-mddulo, con R un dominio de integridad.
Pruebe que si M es un médulo de torsién entonces Hompg(M, R) = {0}.
Demuestre que si G es un grupo abeliano finito entonces Homyz(G,Z) = {0}.
Concluya que si M = Tor(M) @ R¥ entonces Homp(M) = R*.

Demostracién:

Sea f: M — R es homomorfismo de R-médulos. Como M es de torsion se
tiene que para cualquier m € M existe r € R/{0} tal que rm = 0. Luego
0= f(rm) =rf(m). Luego como r # 0 y R es un dominio de integridad,
se tiene que f(m) = 0. Luego f = 0. Esto concluye lo pedido.
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Basta observar que si G es un grupo abeliano finito de orden n, entonces
n.G = 0. Luego G es un Z-médulo de torsién. Usando la parte [i] se
concluye lo pedido.

Para demostrar esto usaremos un el siguiente hecho. Si M = My & M en-
tonces Homp(M,N) = Hompg(My,N) ® Homg(Ms, N), su demostracién
queda de ejercicio. Entonces si M 22 Tor(M)@RF se tiene que Hompg (M) =
Hompg(Tor(M), R)®®F_ Homg(R, R). Por la parte [i] del ejercicio se tiene
que Hompg(Tor(M), R) = {0}. Ademds por el ejercicio 3 de la ayudantia
19 tenemos que Hompg(R, R) = R. De estos dos hechos concluimos que
Hompg(M) = RF.

Ejercicio: Sean M, M;, My y N mddulos sobre R. Si M = M; & M,
entonces Homp(M,N) = Homg(My,N) ® Hompg(Ms, N). [Para su de-
mostracién basese en lo demostrado en el problema 4 de la ayudantia 19]

Problema 4: Sea M = {A € M, (Z) : A® = —A} un Z-submédulo de
M3 (Z) y considere N = {A € M, (Z) : A® = A} otro Z-submédulo. Pruebe
que M 2 N.

Demostracién: Partamos con un par de observaciones. Sea e;; = (d;5)
una matriz elemental cualquiera. Entonces si A = (a;;)7;_, cumple con
A" = —A se tiene que a;; = —a;;, para cualquier i,j. Por ello a; = 0,
para cualquier ¢ y ademds A = ¥;.;a;;(e;; — ej;). Observe que {e;; —e;;}
cumple con que X;<;53;;(e;; — €j;) = 0 implica que 3;; = 0. Por lo tanto
M = ®;.;Z(e;j — €j;). Luego M = 7", donde r = w

Por otro lado si A = (ai;)f;_; cumple con A" = A se tiene que a;; = aj;,
para cualquier ¢, j. Porello A = %, a;;(ei;+eji) +37— aiei;. Observe que
{eij+e;i}U{ei;} cumple con que ;< ;6;5(ei; +eji) + X Bisess = 0 implica
que B;; = 0 para todo i < j. Por lo tanto M = @, ;Z(e;; —ej;) B DI Zey;.
Luego M = Z*, donde s = w

Finalmente, comose vi6 en catedra, si M =2 N se tiene que r = s y esto
para solamente si n = 0. Este caso es trivial y por ello no lo consideramos.
Luego M 2 N.
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Ayudantia 22: En esta ayudantia trabajaremos con el teorema de es-
tructura de médulos finitamente generados sobre DIP.

Problema 1:

Encuentre todos los grupos abelianos, salvo isomorfismo, de orden pgqr,
donde p, ¢, r son numeros primos distintos.

Repita lo anterior para grupos abelianos de orden p?qr.

Desarrollo: Partamos hablando de la teoria general. Sabemos que un
grupo abeliano finitamente generado siempre es isomorfo a:

G2ZrOZ/mZ® - &Z/nZ,

donde k > 0 y n;41|n;. Dichos valores n; son los factores invariantes de G
y si G es un grupo finito se tiene que k = 0 y ny ---n; = |G|, entonces si
p||G| necesariamente p|n.

Si |G| = pgr entonces ny ---ny = pgr y ademds n;+1|n;. Luego pgr = n;.
Por lo tanto:

G 2 Z/pqrZ.
Ademds ny = pgr es el unico factor invariante de G.
Ahora bien si |G| = p?qr se tiene que n; = pgr o bien n; = p?qr. En el
primer caso ny = p. Luego:

G = 7/p*qrZ,
Con un tnico factor invariante n; = p?qr. Por otro lado, si ny = p’qr
entonces:

G>Z/pgrZ & 7/pZ.

Con dos factores invariantes ny = pqr y ns = p.

Problema 2: Encuentre todos los grupos abelianos de orden 72 salvo
isomorfismo.

Desarrollo: Basta encontrar los factores invariantes de G grupo abeliano
de orden |G| = 72 = 2332,

Por lo visto en el problema 1, tenemos que 2 - 3|ny, asi tenemos que:
Sing =2-3 entonces no =23y ng =2. Por lo tanto:

GXZ/6ZDL/6Z D L/2L.
Si ny = 22 - 3 entonces ny = 2 - 3. Por lo tanto:
G=Z/12Z & Z/6Z.
Si my = 23 - 3 entonces ns = 3. Por lo tanto:
G727 & Z/3Z.
Siny = 2- 32 entonces ng = 2 y ng = 2. Por lo tanto:
G=7/182 & L)27 & 7.)27.
Si ny = 22 - 32 entonces ne = 2. Por lo tanto:
G=7/36Z & Z/27.

Si ny =23 -32. Luego:
G 7Z/727.
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Problema 3: Encuentre todos los Z[i]-mdédulos M finitamente generados
tales que Ann(M) = ((2 +1)?).

Desarrollo: Primero observe que si M es un médulo finitamente generado
cuya parte libre es no trivial, entonces Ann(M) = (0). Esto se debe a que
siM = R"®Tor(M), conn > 0, entonces si a.M = 0 se tiene que a.R" = 0
y a.Tor(M) = 0, pero si a.(r1,---r,) = 0, con a # 0 entonces ar; = 0, Vi.
Como A es un DIP, en particular un DI, se tiene que r; = 0,Vi y por ende
a.R™ # 0. En particular, en nuestro caso, como M tiene anulador no trivial,
se tiene que su parte libre es trivial.

Ahora bien, si M = ©f_; ®f%, Z[i]/(p;*’), donde p es primo en Z[i] y
ex1 < -+ €ga,, entonces (2 +i)2.M = 0 si y solamente si p; =2 +i ,n =1
y €1a; = 2. Esto se debe a que el primo 2+ i cumple con p # 2 + i entonces
2+ es invertible en Z[i]/(p®) y por ello no anula al submédulo Z[i]/(p€) y
ademds Ann(Z[i]/(2 4 i)¢) = (2 4 i)°. Por lo tanto:

M = @) Z[i]/(2+1) & &5, Z[i] /(2 +1)?),
con s > 0.

Problema 4: Sea A C Q" un Z-submdédulo finitamente generado tal que
exite una base {f1, -, fn} de Q™ que cumple con A C @ ,Zf;. Este
tipo de estructura recibe el nombre de Z-Reticulado. Pruebe que existe
{e1,-++ ,em} C A tal que A = @, Ze,.

Demostracién: Observe que lo que se desea probar es que el Z-mdédulo A
es libre. Para probar esto solo usaremos la hipétesis de que A C Q™.

En efecto, observe que A es un médulo finitamente generado sobre un
DIP. Luego A es libre si y s6lamente si es libre de torsion. Mostremos
entonces que A es libre de torsién. Supongamos que (ay, - ,a,) € A es de
torsion, es decir existe a € Z — {0} tal que a.(a1, - ,a,) = 0. Entonces
(a.a1,+ -+ ,a.a,) = 0, por lo tanto a.a; = aa; = 0 en Q. Como a # 0 se
tiene que a; = 0, Vi, pues en Q la accién es por multiplicacién y Q es un DI.
Luego (a1, ,a,) = 0 y por lo tanto A es libre de torsién. Esto termina
la demostracién.
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Ayudantia 23: En esta ayudantia, haciendo uso de la teoria de médulos
finitamente generados sobre DIP, demostraremos el teorema de estructura
de Jordan para matrices.

En todo lo que sigue, para K cuerpo, V. = K" y L : V — V transfor-
macién lineal, V' es un K[x]-médulo via z.v = L(v).

Problema 1: Pruebe que V' es un KJ[z]-médulo de torsién finitamente
generado.

Demostracién: Primero mostremos que V' es un K [z]-médulo de torsidn.
Considere v € V un elemento cualquiera y contruyamos el conjunto
{v,L(v),---,L™(v)}. Observe que este conjunto contiene n + 1 elementos
de un espacio vectorial de dimensiéon n. Por lo tanto dichos elementos
son linealmente dependientes, es decir existen constantes ag, a,- - ,a, NO
todas nulas tales que agv + a1 L(v) + - -+ a, L™ (v) = 0, es decir p(z).v =0,
para p(z) = ag + a1 + - -+ + apz™ # 0. Por ende V' es un K[z]-médulo de
torsién.

Ahora probemos que V es finitamente generado. En efecto, sabemos que
V tiene base candnica {e;}?_; tal que todo elemento v € V' es de la forma
v =a1v1 + -+ apv,. Luego si consideramos los coeficientes a; € K como
polinomios constantes, se tiene que v = a1.v1 +- - - +ay.vy,. Por ello {e; }7
es un conjunto de generadores de V' como K[z]-mdédulo.

Problema 2: Supongamos que K = C.
Encuentre todos los elementos primos en Clz].
Concluya que V = &, &7, Clz]/((z — A;)®7), donde e;1 < -+ < ejq,.

Desarrollo:
Sea p(x) un elemento primo en C|z] cualquiera. Observe que por el teorema
fundamental del dlgebra, se tiene que existe z € C tal que (x — z)|p(z), es
decir p(z) = (z — z)g(x). Pero como p(x) es primo, en un DIP, se tiene que
p(x) es irreducible. Luego g(z) = ¢ € C constante. Por ello p(z) = (z — 2),
algin z € C o algun asociado a (z — z).

Por otro lado  — z = p(z) es primo ya que Clz]/(z — z) = C. Dicho
isomorfismo se establece via el homomorfismo evaluacién en z.

Por el teorema de estructura de moédulos sobre DIP, tenemos que V' =2
Clz]® @2y @7, Clz]/(pi(2))%), donde e;1 < -+ < ejq, y pix) €s primo
en C[z]. Pero como V es un C[z]-mddulo de torsién, se tiene que s = 0.
Ademsés por [i] tenemos que p;(x) = x — \;, para ciertos \; € C.

Problema 3: Demuestre el teorema de Jordan que da forma candnica a
L. Establezca la relacién entre la torsiéon de V' y los valores propios de L y
el polinomio minimal de L.

Demostracion: Partamos demostrando el teorema de Jordan. Sabe-
mos que existe ¢ : V. — & &7, Clz]/((x — A;)®/) isomorfismo, donde
ei1 < +++ < €jq;. Considere W;; = ¢~ (Clz]/((x — N\;)¢7)). Observe
que W;; es un subespacio vectorial de V', pues es un Clz]-submddulo, en
particular un C-submoddulo. Observe que el isomorfismo ¢ al restringirlo
a W;; hace que W;; = Clz]/((x — A\;)®). Por lo tanto Ann(W;;) =
Ann (Clz]/((z — Xi)¢)) = (z — A;)®. Por lo tanto existe w = w;; € W;;
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tal que (L — M\I)%i (w) = (v — \)%.w = 0, pero (L — \I)%i~Hw) =
(IE — )\i)eijil.w 7é 0.

Observe que el isomorfismo W;; = Clz]/((x — X)) es como Cf[z]-
modulos, en particular como C-moédulo. En particular:

dim(cWij = dszC[x]/((x — )\i)e”) = €4j5-

Considere el conjunto 8 = {w, N(w),--- , N~ (w)---} C W;;, donde
N = L — )\I. Observe que si 22;81 apN¥(w) = 0 para ciertos ap €
C, entonces aplicando N®3~1 a la suma anterior, obtenemos que ag = 0,
si luego aplicamos N¢~2 a la suma resultante se obtiene que a; = 0 y
asi inductivamente deducimos que a; = 0, Vi. Luego 8 es un conjunto
linealmente independiente de W;;. Como tiene la cantidad correcta de
elementos, de tiene que 3 es base de W;;. En esta base N se ve como una
matriz de la forma:

0 0 0
[N]=|. :
0 - 10

es decir como un bloque nilpotente. En la misma base L = N + \;I se ve
como una matriz:

AN - 0 0

[L|Wij] = € Meij ((C)
o --- X O
o --- 1 X

Si tomamos por base de V' a la unién de las bases de los subespacios Wj;;,
en esta base L tiene forma de Jordan. Observe que los polinomios pri-
mos lineales determinan los valores propios de L. Ademds se tiene que
ming(x) = MNP (x — \;)%e, pues la potencia e;4, es la minima tal que cada
bloque, asociado al autovalor \;, se anula.

Ejercicio: Pruebe que dimg K[z]/(q(z)) = deg(q(x)), para cualquier ¢(z) €
K|z], con K cuerpo.

Ejercicio: Escriba [L] = [N] + [D], con [N] nilpotente (es decir [N]* = 0,
para cierto ¢t € N) y [D] diagonal. Demuestre que [N][D] = [D][N].

Problema 4: Sea A € M, (K) matriz idempotente, es decir A2 = A.
Pruebe que existe una matriz U invertible tal que UAU ™! = D, donde D
es una matriz diagonal con 0 y 1 es su diagonal.

Demostracién: Recordemos que M = K" es un K[z]-mddulo con z.v =
A(v). Observe que A%(v) — A(v) = 0, es decir z(x — 1) = 22 —x €
Anngy)(M) = (s(z)). Observe que si A =1 o A = 0 entonces tomamos
U = id y tenemos lo pedido. Por otro si A es un idempotente no trivial
como z(x — 1) = 22 — x = s(x)t(x). Por la factorizacién tnica en K|[z]
se tiene que s(z) = z, s(z) = 2 —1 0 s(z) = 22 — 2. Como A # 0,1
tenemos que Anng(M) = (22 — x). Luego por el teorema de estruc-
tura de moédulos sobre DIP, se tiene que M = @I, Klz]/((x — 1)%) &
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@7 K(z]/((x —1)%7). Sabemos que (z(z — 1)) = Anng,)(M) , pero como
Ann(M) = Ann (@1, K[z]/((x — 1)%) ® Oy K] /((z — 1)77)), se tiene
que Ann(M) =N (z—1)% N ﬁ;ﬁ:l(x)ff, asi obtenemos que e; = f; = 1.

Usando lo expuesto en el problema 3 se tiene que cada bloque nipotente,
asociado al autovalor 1 o 0 tiene dimensiéon 1. Por lo tanto en alguna base
[A] = D, con D diagonal con ceros y unos en su diagonal. Tomando la
matriz cambio de base se concluye.
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Ayudantia 24: En esta ayudantia, hablaremos acerca de modulos fini-
tamente generados sobre DIP. Utilizaremos tecnicas, como la reduccién
matricial via operaciones filas y comunas, para entender de mejor manera
dichos médulos.

Problema 1: Considere la matriz A € M,,(Z) definida por:

0 0 -~ 00 1
1 0 - 000
2 1 -~ 00 0
A= ;
n-2 0 -~ 10 0
n—1 0 -~ 0 p 0]

donde p € Z es un entero primo. Muestre que el Z-médulo M = Z™/Im(A)
es un irreducible, es decir sus unicos submédulos son {0} y M.

Demostracion: En clases se demostré que si aplicamos operaciones filas
enteras y operaciones columnas enteras a A ontendremos una matriz tal que
al cocientar Z™ por el submdédulo imagen es igual a Z™/Im(A). Apliquemos
dichas operaciones a la matriz A. Si intercambiamos la ultima columna por
la primera obtenemos que:

1 0 0o --- 00

0 1 0o --- 00

0 2 1 - 00

A= ,
0 n—2 0 --- 1 0
0 n—-1 0 --- 0 p
Restando la i veces la segunda fila a la i-ésima fila obtenemos que:
(1 0 0 --- 0 0]
010 -+ 00
001 -+ 00
A=

000 -+ 10
000 -+ 0 p]

Luego Z"/Im(A) = Z"/(Z"' x pZ) = Z/pZ. Observe que todo Z-
submdédulo de M es un ideal de Z/pZ. Por lo tanto los tnicos submdédulos
de M son {0} y M. Es por esto que M es irreducible.

Problema 2: Considere N = {(a,b,c) : a +2b € 5Z, 2a + b € 3Z} un
Z-submédulo de Z3.

Pruebe que N es un Z-moddulo libre de rango 3.

Calcule el cociente Z3/N.

Desarrollo:

Utilicemos el algoritmo que se desprende de la demostracién de que todo
submdédulo de un médulo libre sobre un DIP es libre (Por eso mismo N es
un médulo libre). En efecto hay que encontrar un elemento en N tal que su
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dltima coordenada genere el ideal imagen por la proyeccion, luego intersec-
tar el submddulo por el nucleo de la proyeccién y seguir el prodecimiento
inductivamente con la proyeccién a la i-ésima coordenada. Apliquemos
esto. Considere (0,0,1) € N entonces 73(0,0,1) = 1, por lo tanto el ideal
que genera es todo el anillo. Luego (0,0,1) es un elemento de la base.
Luego No = N Nker(ms) = {(a,b,0) : a +2b € 5Z, 2a + b € 3Z}. Ob-
serve que (13,1,0) € No. Luego m2(13,1,0) = 1 genera todo el anillo Z al
tomar ponderaciones del vector. Por lo tanto es otro elemento de la ima-
gen. Por ultimo N3 = N Nker(ms) = {(a,0,0) : a € 5Z, 2a € 3Z}. Luego si
(a,0,0) € N3 se tiene que 5|a y 3|a, por lo tanto 15|a. Luego a = 15 es el
elemento menor que cumple con esto. Asf (15,0,0) es el tercer elemento de
la base. Esto muestra que el médulo N = Z(15,0,0)$7Z(13,1,0)$7Z(0,0,1).
Luego N es un médulo libre de rango 3.

Para calcular el cociente observe que la tltima coordenada de Z3 se anula

al cocientar por N , pues (0,0,1) € N. Luego basta reducir la matriz

T= {113 105] . Observe que si restamos 13-veces la segunda fila a la primera

0 15

obtenemos que T' = { 10

]. Luego Z3/N = 7Z,/15Z.
Problema 3: Considere el Z[i]-médulo:

N ={(a,b):a+2be (2+i), a+be (3+i)}.

Pruebe que N = Z[i]?.
Calcule el cociente Z[i]?/N.

Demostracion:
Apliquemos lo mismo que se dijo en el problema 3. En efecto (4+i,—1) € N
cumple con m2(4 4 i. — 1) = —1 generador de todo el anillo. Por lo tanto

(4+14,—1) es un elemento de la base. Luego Ny = N Nker(ms) = {(a,0) :
a€ (2+1i), a € (3+14)}. Observe que 1 = 3+14—(241), por lo tanto Z[i] =
(2+1)+(3+1) como ideales. Luego (3+1%)(2+14) = (7+5¢) como ideales. Por
lo tanto (a,0) € Nz si y solamente si a € (74 5¢). Luego (0,7 + 5¢) es otro
elemento de la base de N. Por lo tanto N = Z[i](4+ i, —1) @ Z[i] (0, 7 + 5i).
Luego N = Z[i].

Para calcular dicho cociente basta aplicar operaciones filas y columnas en-

teras a la matriz T = [7 J(r) o 4_+1 Z} . Observe que si sumamos 4 + i-veces
la segunda fila a la primera obtenemos que T = {7—551 _OJ Por lo

tanto Z[i]?/N = Z[i]/(7 + 5i). Por teorema chino de los restos, como
B+1)(2+1) = (7T+5i) y Z[i] = (2+14) + (3 +1) se tiene que Z[i]/(7+ 5i) =
Z[i)/(2 +14) x Z[i)/(3+ i) =2 Z/(5) x Z/(10). Esto pues Z[i]/(3 + i) =
Zlz)/(2® + 1,2+ 3) 2 Z/(10) y Z[i]/(2 +1) 2 Z[z]/(2® + 1,2+ 2) 2 Z/(5).
Por lo tanto Z[i]?>/N = Z/(5) x Z/(10).

Problema 4: Demuestre que el grupo abeliano A = (a,b: a+b =0, 5a +
2b =0, 10a + b = 0) es un grupo ciclico.
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4.- Demostracién: Basta observar que a = —b. Luego el grupo estd generado
solamente por a y las ecuaciones que lo definen se reescriben como:

A=(a:3a=0,9=0)=(a:3a=0).
Por lo tanto A = Z/3Z.
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