AYUDANTIAS

GRUPOS Y ANILLOS (OTONO 2016)

Ayudantia 1: En esta seccion trabajaremos con un concepto de vital importancia
en la teoria de grupos y en la matemaética en general, estas son las acciones de

grupos.

1.-

i-
ii.-

ii.-

Problema 1:

Sea G = (), grupo ciclico de orden n € N y sea Aut(G) su grupo de
automorfismos.

Determine |Aut(G)|.

Demuestre que Aut(G) = (Z/nZ)" .

Desarrollo:
Recordemos que Aut(G) actia en G via ¢.g := ¢(g), para cualquiera ¢ €
Aut(G), g € G. Ademas todo homomorfismo ¢ de G estd completamente
determinado por su valor en o, para G = (o), ya que p(c?) = (o).
Ademés si ¢ : G — G, entonces ¢(c) = o7, para cierto j € {1, ,n}.
Por otro lado si ¢ es ismomorfismo entonces |o| = |p(0)|, reemplazando los
valores respectivo obtenemos que n = (n"—]) Asi (n,7) = 1, es decir ny j
son relativamente primos, lo que equivale a que j € (Z/nZ)".

Reciprocamente para cualquiera ¢ : G — G tal que ¢(0) = o7, para
(j,n) = 1 tenemos que ¢ es un automorfismo de G pues lleva el generador
o de G en otro generador del mismo grupo.

Luego |Orbaycy(0)] = | (Z/nZ)"| = ¢(n), donde ¢ es la funcién de
FEuler.

Por 1ltimo Stabau ) (0) = {¢ € Aut(G) : p(o) = o} = id. Por lo tanto
|Stabayi(cy (o) = 1. Luego por la identidad

|Aut(G)| = [Orb sy (0)||Stabauc) (o)

tenemos que |Aut(G)| = ¢(n), donde ¢ es la funcién de Euler.

Designemos por ¢; al automorfismo de G tal que ¢(o) = o7. Observe que
la funcién:

7 Aut(G) = (Z/nZ)" = oj — j,

es una funcién sobreyectiva, por lo visto en el ejercicio anterior. Como los
conjuntos en cuestion son finitos y de igual cardinal, 7 es una biyeccién.
Ademés ¢;(p;(0)) = 0%. Luego 7 es homomorfismo, por ende isomorfismo.

Problema 2:
Sea G = C, x Cp, donde C, es un grupo ciclico de p elementos, para p
primo. Determine |Aut(G)|.

Desarrollo: Observe que G =2V donde V = (IF,,)2 visto como [, espacio
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vectorial. Luego por lo visto en clases, Aut(G) = Giy(F,) y dicho grupo
tiene (p? — 1)p(p — 1) elementos.

Problema 3:

Sea G grupo simple y H subgrupo de G tal que [G : H] = p, para p primo.
Demuestre que p es el primo més grande que divide a |G| y que p* 1 |G| ,
Vi > 1.

Demostracion: Si |G| = p el resultado se sigue facilmente. Si no es este
el caso, considere la accién de G sobre el conjunto X = {gHg™ ! : g € G}
via:

w.(gHg™") = (vg)H (g)”".

Luego existe un homomorfismo ¢ : G — Biy(X) definido por ¢(g) = gy,
donde o4(xHz ™) = (9x)H(gx)~'. Observe que ker(p) <G, luego ker(p) =
G o ker(yp) = {0}.

Si ker(y) = G entonces ¢ = 0. Pero o,(H) = gHg™!, luego si ¢ = 0
entonces o,(H) = H. Por lo tanto Vg € G tenemos que gHg™' = H, es
decir H < G. Luego H = G, en cuyo caso [G : H] =1 o bien H = {0}, en
cuyo caso |G| =[G : H] = p. Ambas alternativas llevan a contradicciones.

Por otro lado si ker(p) = {0} entonces G — Biy(X). Observe que
gHg™' = hHh™! i y solamente sf gh™' € Ng(H), es decir |X| = [G :
Ng(H)] < [G: H], pues N¢(H) 2 H.

Luego |G|||Biy(X)| =r!, donde | X| =r <p . Pero p||G| = |H||G : H].
Luego si ¢ > p y q||G| entonces g|r! con r < p. Esto es contradictorio. Por
otro lado si p'||G|, para i > 1 entonces p’|r! luego 7 = p y en este caso
p'~t(p — 1)!. Esto es contradictorio.

Problema 4:

Muestre que si un grupo G cumple con |G| = n y p es el menor primo que
divide a n.

Demuestre que todo subgrupo de indice p es normal en G.

Concluya que si H < G tal que [G : H|] = 2 entonces H < G.

Pruebe que A3 = {id, (123),(132)} es un subgrupo normal de Ss.

Desarrollo:
Sea H < G con [G : H] = p primo. Considere la accién de G sobre
X = G/H conjunto de cosetos de H, via:

g.(aH) = (ga)H.

Esta accién induce un homomorfismo 7y : G — Biy(X), donde 7y (g) =
o4, donde o4(aH) = g.(aH) = (ga)H. Observe que:

ker(mp) ={g € G: gaH = aH, Va € G}.

Es decir g € ker(mg) si y solamente si (a7 'ga)H = H para cualquier
a € G, lo que equivale a que (a~'ga) € H, Va € G. Asi K = ker(ny) =
NecgaHa?.

Observe que K < G por ser nucleo de un homomorfismo. Ademéds K C
H=cHe '

Seal =[H : K], as{ [G: K| =[G : H|[H : K] = pl. Como X tiene p
cosetos, tenemos que G/K — S, donde S, es el grupo de biyecciones de
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p elementos. Luego pl = [G : K]|p! , por lo tanto I|(p — 1)!. Por otro lado
como p es el primo més pequeo que divide a |G| tenemos que [ = 1.
Finalmente H = K < G.

Si H < G tal que [G : H] = 2 como 2 es el primo més pequeo el resultado
se sigue de la parte anterior.

Observe que |A3| =3y |S3 = 6], luego [S3 : A3] = 2 y el resultado se sigue
de lo expuesto en [ii].

Problema 5:
Sea G un grupo de orden n y S, es el grupo de biyecciones de n elementos.
Demuestre que existe un homomorfismo inyectivo ¢ : G — S,,.

Demostracién: Considere la accién de G sobre G via g.h = gh, Vg, h € G.
Esta accién de grupo induce un homomorfismo p : G — Biy(G) donde
p(g) = o4, para o4(h) = g.h = gh. Observe que como |G| = n tenemos que
Biy(G) =2 S,,. Ademas ker(p) = {g € G: gh =1, Vh € G} tomando h =1
tenemos que ker(p) = {1}. Por lo tanto p : G — S, es un homomorfismo
inyectivo.
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Ayudantia 2: En esta ayudantia trabajaremos los conceptos Orbitas y estabi-
lizadores de acciones de grupos.

1.-

i-
ii.-

ii.-

Problema 1:
Considere la acciéon de G = S3 sobre G por conjugacién. Calcule el nimero
de orbitas de dicha accién.

Desarrollo:

Partamos por considerar las 6rbitas mds elementales. Observe que o (id)o ™

id, Yo € G. Luego Orbg(id) = {id}.

Por otro lado el largo de cualquier permutacién es la misma que la de
su conjugado. Asf Orbg((123)) C {(123),(132)}. Pero (12)(123)(12) ! =
(12)(123)(12) = (132). Luego Orbe((123)) = {(123), (132)}.

Por dltimo calculemos la 6rbita de la permutacién (13). Recordemos
que (ab)~! = (ab). Luego como (12)(13)(12) = (23), (12)(23)(12) = (13) y
(23)(13)(23) = (12) tenemos que Orbgs((13)) = {(12), (13), (23)}.

Finalmente concluimos que existen 3 clases de conjugacién.

Problema 2:

Sea G grupo y « € Z(G). Considere la accién de G sobre si mismo via
conjugacion.

Demuestre que Orbg(z) = {z}.

Deduzca que Z(S3) = {id}.

Desarrollo:

Sabemos que por definicion de centro de un grupo xg = gz, para todo

g € G. Luego x = grg™1!, para todo g € G. Es decir Orbg(z) = {z}.
Observe que el reciproco de este hecho también es cierto. En efecto si

Orbg(z) = {z} entonces z = grg~*, Vg € G. Luego gr = zg, Vg € G.

Equivalentementel = € Z(G).

Basta analizar los elementos de S5 con el fin de encontrar los elementos que
tienen dérbita trivial. Asi concluimos que Z(S3) = {id}.

Problema 3:

Sea G = 5, grupo y considere el F, espacio vectorial V' = Fy, donde ¢ = P,
para p primo. Definimos la accién de G sobre V' de la manera siguiente.
Sea v =) " | ae; entonces:

n
g.v = E A€o (i)-
i=1

Calcule el ntimero de 6rbitas de dicha accién.

Desarrollo:
Utilizaremos la siguiente igualdad vista en clases. Sea c¢ el nimero de
6rbitas de una accién y Fiz(g) = {v € V : g.v = v}, entonces:

c= é ZF@x(g)

geG
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Sea v =>_" | ae; entonces 0.v = v si y solamente si:

n n
E ;€ = E Oéieg(i).
i=1 i=1

Luego si 0 = (ay - - a;) entonces g, = g, = *++ = Qq,. Por lo tanto ten-
emos ¢" ! posibles vectores con dicha propiedad. Por otro lado sabemos
que existen (;‘) permutaciones de largo t, para t > 1. Observe que si t =1
entonces o = id y en dicho caso existen ¢" elementos estables por la accién

de o. Por lo tanto:
n
n
E <t>qnt+1 4 qn

t=2

1
T

Luego:
1 n n n
c=—lalg+1)" =" = (n—1)g"].

4.- Problema 4:
Considere la accién de G sobre Aut(G) via:

(9.0)(x) = p(grg™") = popy(z), Vg € G Vo € Aut(G),

donde ¢, (x) = gzg~! se denomina automorfismo interior.

i.- Calcule el niimero de drbitas de dicha accién. Concluya que [G : Z(G)]||Aut(G)|.
ii.- Calcule el nimero de érbitas para G grupo abeliano. Concluya que en este
caso la accién es trivial.
iii.- Calcule el nimero de érbitas para G = Qg
iv.- Demustre que G/Z(G) = {p, : @4 aut. interior}. Concluya que Z(G) <G
y deduzca nuevamente que [G : Z(G)]||Aut(G)].

Desarrollo:
i.- Haremos uso de la identidad explicada en el problema anterior, que nos
dice que el nimero de érbitas ¢ de la accién es:

c= ﬁ Zsz(g)

geG

En efecto sea g € G. Nos preguntamos cuantos automorfismos ¢ cumplen
con o(grg™!) = p(x),Vx € G. Observe que como ¢ es inyectivo tenemos
que r = grg~',Vz € G. Luego |Fiz(g)| = |Aut(G)|, si g € Z(G) o bien
|Fiz(g)] =0, si g ¢ Z(G). De esto se sigue que:

_12(6))|Aut(G)

G| ’
lo que es equivalente a:
_ Aut(G)|
G Z(G)]

Luego como ¢ € N concluimos que [G : Z(G)]||Aut(G)].

ii.- Observe que si G es abeliano, entonces [G : Z(G)] = 1. Entonces ¢ =
|Aut(G)|. Luego existen tantas drbitas como elementos del conjunto sobre el
que actia G. Esto implica que g.¢p = ¢ para cualquier g € Gy ¢ € Aut(G).
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Sabemos que Z(Qs) = {1,—1}. Por otro lado todo automorfismo ¢ de

Qs en Qg cumple con p(1) = 1, ademds como —1 es el tnico elemento de

orden 2 tenemos que p(—1) = —1. Por otro lado ¢(i) € {i,+j,+k} y

©(j) € {£i, 4, £k} — {¢(3), p(—i)}. Esto dltimo pues una vez elegido el

valor de ¢(i), el de p(—i) = —p(i). Lo mismo para j y k. Ademds una vez

obtenido el valor de i y j el de k = ij estd inicamente determinado. Asi
48

tenemos que |Aut(Qg)| = 24. Finalmente obtenemos que ¢ = & = 6.

Observe que {4 : @4 aut. interior} es un grupo con la composicién de
funciones. A dicho grupo le llamaremos grupo de automorfismos interiores
de G y lo denotaremos por Inn(G). Observe que el homomorfismo p :
G — Inn(G) definido por p(g)(z) = grg~! es un morfismo sobreyectivo.
Ahora bien ker(p) = {g € G : grg™! = z, Vo € G} = Z(G). Luego
G/Z(G) = Inn(Q).

Concluimos que Z(G) < G. Ademds como Inn(G) < Aut(G) tenemos
que [G : Z(G)] = |Inn(G)| cumple con [G : Z(G)]||Aut(G)].
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Ayudantia 3: En esta ayudantia trabajaremos los conceptos centro y central-
izador en el grupo de biyecciones S,,.

ii.-

ii.-

Problema 1:
Sea 0 € S, y * = (ay---a;) un ciclo de largo t. Demustre que oxo~! =

(0(ar)---o(ar)).

Demostracién: Sea ¢ € {1,---,n}. Sii = o(a;), algin j € {1,---t},
entonces oxo~ (i) = ox(a;) = o(ajs1) = (o(ar)-- ( +))(i). Por otro
lado si i # o(a;) Vj, entonces oxo™! (i) = z = (cr(al) o(at))(i). Luego
por igualdad de funciones tenemos que cxo™* = (o(ay) - - - o(ay)).

Ejercicio 1: Seaoc € S, y x = (a11---a1t) - (ar1 -+ ars) € Sy, elemento
cualquiera en S,, escrito como producto de ciclos disjuntos. Demustre que

oxo~ !t = (0(a11)---o(a)) - (o(ar) - o(ars)).

Problema 2:

Sea S, grupo de biyecciones del conjunto de n elementos y considere la
accién de S, sobre si mismo por conjugacién.

Demustre que si x = (a1 ---ag) un ciclo de largo t, entonces Orbg, (x) =
Orbs, (1++1)) = {(by -+ bi) 1 bi € {1+ ,m}}.

Deduzca que Z(S,) = {zd} para n > 3.

Desarrollo:
Considere {b1,--- ,b:} € {1,---,n}. Entonces siempre existe una biyeccién
o tal que o(a;) = b;. Luego oxo~! = (by---b;). Por otro lado todo

conjugado de z es un ciclo de largo ¢ por lo probado en [1]. Esto implica
que Orbg, (x) = {(by---bs) : b; € {1,--- ,n}}. Ademds como z es cualquier
ciclo de largo t, podemos sin pérdida de generalidad asumir que es (1---¢).

Luego Orbg, () = Orbg, (1---t)) = {(by---bs) : b; € {1,--- ,n}}.

Observe que el argumento dado en [1] se extiende a productos de ciclos
disjuntos de largos distintos. Luego lo dicho en [i] prueba que la 6rbita de
cualquier elemento no trivial tiene mas de un elemento. Pero sabemos que
x € Z(S,) sl y solamente si su drbita bajo la accién de conjugacién consta
s6lo de z. Por lo tanto Z(S,) = {id}.

Problema 3:
Sea x = (12)(34)(56) € Sg. Calcule |Cs, ().

Desarrollo: Recordemos que G actia en P(G) de la siguiente manera.
Sea S C G, entonces ¢.S := gSg~!. Asi Gg = {g € G : gSg~* = S}.
Luego [{gSg™! : g € G}| = [G : Gs]. Cuando S = {s}, decimos que
Gs = Cg(s) y entonces |[{gsg™' : g € G}| = [G : Ci(s)]. Observe que si
x = (12)(34)(56) entonces para cualquier o € S, tenemos que ocxo~! =
(c(1)a(2)(a(3)o(4))(o(5)a(6)). Luego los conjugados de = son 15, esto
pues en la primera transposicién el 1 puede ir a 2,3,4,5,6 y luego, en la
siguiente transposicién, uno de los cuatro ntmeros retantes puede tomar
3 opciones. Con esto la ultima transpocicién queda fija. Concluimos que
s, ()| = & = 4.
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Problema 4:

Sea o € S, un ciclo de largo m.

Demuestre que |Cg, ()| = m(n —m)!.

Pruebe que Cg, (o) = {c'7:0<i<m—1, 7€ Sp_m}.
Calcule |Cs,((123))].

Desarrollo:

Recordemos que si 0 = (a1 ---a,,) entonces gog~! = (g(a1) - glam)).
Luego g(a1) € {1,---,n} , glag) € {1,---,n} — {g(a1)} y asi sucesiva-
mente. Es decir fijados los valores de g(a1),- -, g(a;) tenemos que g(a;+1)

puede tomar n — i valores. Ademaés de esto si permutamos los valores
ciclicamente en una trasposicién, obtenemos la misma transposicién. Por

1 g€ G}| _ nn=1)--(n—m+1

lo tanto |{gog~ - ). Concluimos que |Cs, (0)| =

mn! —
n(n—1)---(n—m+1) —

Observe que (o) C Cg, (o). Porotrolado g € Biy({1,--- ,n}—{a1, - ,a+})
cumple con gog~! = (g(a1)---g(an)) = 0. Ademss |Cs, (o) = m(n —
m)! = [{olr:0<i<m-—1, 7€ S,_m}|, esto pues las biyecciones en
Sn—m son disjuntas de las potencias de o. Luego como existe una con-
tensién y los conjuntos tienen igual cardinal, tenemos que Cg, (o) = {07 :

0<i<m—1, 7€ Sn_m}.
Concluimos que |Cg,((123))] = 3(7 — 3)! = 72.

m(n —m)l.

Ejercicio: Sea o € S,, un producto de r transposiciones disjuntas. Pruebe
que |Cg, (o)] = 2"r!(n — 2r)L
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Ayudantia 4: En esta ayudantia trabajaremos en torno a la ecuacién de clase y
sus aplicaciones.

1.-

i-
ii.-

ii.-

i-

ii.-

ii.-

Problema 1:
Pruebe que si un grupo G cumple con que G/Z(G) ciclico, entonces G es
un grupo abeliano. Concluya que Inn(G) = {id}.

Demostracién:

Sea G/Z(G) = {¢'Z(G) : i € Z} grupo ciclico. Consideremos z,y € G,
entonces zZ(G) = ¢'Z(G) e yZ(G) = ¢’ Z(G), para ciertos i,j € Z. Es
decir * = ag® e y = bg’, para ciertos a,b € Z(G). Luego zy = ag'bg’ =
abg™ = bag’T? = yx. Por lo tanto G es un grupo abeliano.

Recordando el isomorfismo visto en la ayudantia anterior, tenemos que

G/Z(G) = Inn(G). Luego como G = Z(G), tenemos que Inn(G) = {id}.

Problema 2:

Sea G grupo de orden pg donde p y ¢ son primos distintos.

Pruebe que |Z(G)| # ¢, p.

Demuestre que todo grupo G de orden pg no abeliano tiene centro trivial.
Calcule el Z(Ss).

Desarrollo:

Observe que si |[Z(G)| = p entonces |G/Z(G)| = ¢ primo. Luego G/Z(QG)
es un grupo ciclico de orden ¢ primo. Usando el problema 1 concluimos
que G es un grupo abeliano. Luego |Z(G)| = pg y esto nos lleva a una
contradiccién. El razonamiento con |Z(G)| = ¢ es andlogo.

Sabemos que |Z(G)|||G| entonces |Z(G)| € {pg,p,q,1}. Luego si |Z(G)| =
pq tenemos que G = Z(G), equivalentemente G es abeliano. Ademés
|Z(G)| # p, q por la parte [i]. Luego |Z(G)| =1, es decir Z(G) = {e}.

Por ultimo observe que, como Ss es no abeliano y tiene orden 6 = 3 - 2,
entonces Z(S3) = {id}.

Problema 3:

Sea G un grupo de orden p?, para p primo.
Demuestre que G es abeliano.

Demuestre que G = C)p2 o bien G = C), x C),.

Desarrollo:

Recordemos que como |G| = p? tenemos que |Z(G)| € {p*,p}. Si |G| =
|Z(G)| = p? tenemos que G es abeliano. Por otro lado si |Z(G)| = p,
entonces |G/Z(G)| = p, luego G/Z(QG) es ciclico. Por lo tanto, por el
problema 1, G es abeliano.

Si G tiene un elemento de orden p?, entonces G = Cp2. Si esto no sucede,
entonces todo elemento distinto de la identidad tiene orden p. Sea z €
G—{1} ey € G—(z). Entonces |(x,y)| > || = p, puesto que y € (z,y)—(z).
Asi [(z,y)| = p? y por lo tanto G = (x,y). Por otro lado ¢ : G — () x (y),
definido por ¥ (2'y?) = (z°,47) es un isomorfismo de grupos. Es decir
G = (z) x (y) =Cp x Cp.

Problema 4:
Demuestre que no existen grupos simples de orden p™, para m > 1y p
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primo.

Demostracion:

Utilizaremos el teorema de cauchy para grupos abelianos. Este dice que
si p primo cumple con p||G|, entonces G tiene un subgrupo de orden p.

Recordemos que todo grupo de orden p™ tiene centro no trivial. Asf
|Z(G)| = pt, para cierto t € {1,---,m}. Por lo tanto p||Z(G)|. Luego
Z(@G) tiene un subgrupo de orden p, debido a que este grupo es ciertamente
abeliano. A posteriori G tiene un subgrupo de orden p, digamos H = (h),
para cierto h € H.

Por otro lado si tomamos cualquier g € G tenemos que ghg~! = h,
puesto que h € Z(G). Esto implica que gHg~! = H, Vg € G. En otras
palabras H < G. Por ende G tiene un subgrupo normal de orden p y esto
implica que no es simple.

Problema 5:

Sea G es un grupo de orden p3, para cierto p primo, con G' no abeliano.
Pruebe que |Z(G)| = p.

Calcule el centro de Dg y Qs.

Calcule Inn(QG) y concluya que Inn(Dg) = Inn(Qs) = Ca x Cs.

Desarrollo:
Recordemos que como corolario de la ecuacién de clase tenemos que todo
p-grupo tiene centro no trivial. Luego |Z(G)| € {p3, p?,p}.

Es evidente que si | Z(G)| = p? entonces G = Z(G). Lo que es equivalente
a que G sea abeliano.

Por otro lado si |Z(G)| = p? entonces |G/Z(G)| = p primo. Luego
G/Z(G) es ciclico y por ende G es abeliano. Finalmente |Z(G)| = p.

Para calcular el centro de Qg y Dg observemos que |Qs| = |Ds| = 8 y estos
son grupos no abelianos. Luego |Z(Ds)| = |Z(Qs)] = 2. En el caso del
grupo cuaternionico Qg tenemos que {£1} C Z(G). Luego Z(G) = {£1}.
Por otro lado en el caso del grupo diedral Dg = <r, s:rt=52=1, sr= 7“_18>
tenemos que 1 € Z(G), por ende nos falta un elemento en el centro del

grupo. Observe que sr? = r3sr = r%s = r2s y r2r = rr2. Por lo tanto

Z(Ds) = {1,r%}.

Para calcular los grupos de automorfismos interiores basta calcular el co-
ciente G/Z(G). Observe que |G/Z(G)| = p?. Luego por el problema 3
tenemos que G/Z(G) es isomorfo a Cp2 0 C), x €. Si G/Z(G) = Cp2 en-
tonces G es abeliano. Luego Inn(G) = G/Z(G) = C, x Cp. En particular
Inn(Dg) = Inn(Qg) = CQ X CQ.

Problema 6:

Sea G = Gl,,(F,) grupo de matrices invertibles sobre Fp,.

Calcule el orden del subgrupo H = {(a;j) : a;i = 1a;; = 0 sii > j.
Concluya que Z(H) es no trivial.

Calcule el orden de cualquier elemento o conjugado a ( (1) 1 > en Glo(F,).
Pruebe que (o) = C).
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Desarrollo:

Para encontrar dicho valor, analicemos el conjunto en cuestién. Sea A =
(aij) € H. Observe que a2 puede tomar cualquier valor en F,,. Lo mismo
va a suceder en a3 y ass, esto pues en cualquier caso det(4) =1 € IF;. Asi
(aij) puede tomar cualquier valor en IF,,. Por lo tanto tenemos p* elemnetos
diferentes, donde av = Z;:lli = @ En sintesis |H| = pn(nz_l). Observe
que este grupo tiene por orden la mayor potencia de p que divide a |G]|.

Como H es un grupo de orden p tenemos, como consecuencia de la ecuacién
de clase, que Z(H) es no trivial.

1 1 . .,
Sea w = ( 0 1 ) Entonces |o| = |w|. Pero por induccién se puede

1
0 i Luego |w| = p y por lo tanto |o| = p.
Concluimos que como [{o)| = |o| = p, entonces (o) = C,,.

demostrar que w' =
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Ayudantia 5: En esta ayudantia tiene por objetivo demostrar el teorema general
de Cauchy y trabajar con sus aplicaciones.

1.-

ii.-
1ii.-
iv.-

.-

iii.-

iv.-

i.-
ii.-

Problema 1:
Sea G un grupo de orden n. Considere la accién de H = G x C), sobre G?
via:
(97 ak)(gh o agp) = (ggl+k7a e 7ggp+k)7 Vgagi S G7
donde Cp, = (a).
Suponga que G no tiene elementos de orden p. Calcule el nimero de ele-
mentos de cada orbita en GP.
Pruebe que bajo la misma hipétesis de [i] tenemos que p { n.

Concluya que si p|n entonces existe un subgrupo H de G con |H| = p.
Concluya que si n # 0 en F,, entonces nP~! = 1.

Desarrollo:

Sean O = Orb((g1,-,9p)), S = Stab((g1,--- ,gp)) la Orbita y el es-
tablizador de (g1,---,9p) € GP respectivamente. Recordemos que |O| =
|H]

SR Luego debemos encontrar el nimero de elemntos del estabilizador.

Observe que (g1, ,9p) = (9:a")(g1,+ ,9p) = (99148, 1 9Gp+k) STy
solamente si gg;+x = g;, Vi. Luego si k = 0 entonces gg; = g;, asi g = 1.
Por otro lado si k # 0, entonces gg; or = gi+k. Luego g>giion = g;. Por
induccién g'gitex = ¢i- Luego gPgi = gPgitpr = gi- Por lo tanto ¢g? = 1.
Pero por hipdtesis esto implica que g = 1. Esto tiene por consecuencia que

91 = gi+k = -+ = J14+pk, €s decir todas las coordenadas son iguales, puesto
que (k) = Cp.

Por lo tanto S = {1} x Cp, si g1 = --- = g, 0 bien S = {1} x {1}.
Concluimos que |O| =n, si g1 =--- = g, y |O| = np, en otro caso.

Recordemos que toda accién de grupo, divide el conjunto sobre el que actua
en Orbitas disjuntas. Observe que la orbita de tamao n es tUnica, pues
0 =0(g, - ,9) =0(1,--,1)). Luego n? = |GP| = n + npN, donde
N es el nimero de orbitas de tamao np. Dividiendo por n obtenemos que
nP~t =14 pN, es decir p|(nP~! —1). Luego si p|n tenemos que p|1, lo que
es contradictorio. Por lo tanto p 1 n.

Por contrapositivo, si p|n entonces existe solucién no trivial de z? = 1 en
G. Digamos g € G. Tomando H = (g) < G tenemos lo pedido.

Observe que n # 0 en F,, implica que p # n. Tomando el grupo G = (),
donde no existe solucién no trivial de la ecuacién P = 1, tenemos que
p|(nP~! —1). Es decir n?~! =1 en F,,.

Problema 2:

Sea G grupo de orden p"™ donde n > 1y p es primo.

Pruebe que G tiene un subgrupo normal H de orden p.

Demuestre que G tiene un subgrupo normal Hy de orden p®, para cualquier
s<n.

Desarrollo:
Observe que por lo dicho en la ayudantia previa, tenemos que |Z(G)| = p™,
cierto 1 < m < n. Por lo tanto tenemos, por el teorema de Cauchy, un
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subgrupo H de orden p en G. Ahora bien como H < Z(G) tenemos que
H<«G.

Razonaremos por inducciéon. Si n = 1 es trivial. Para n = 2 sabemos por
[i] que existe H <G, con |H| = p. Ademas G, {1} <G de orden p? y 1
respectivamente.

Supongamos que la afirmacién es cierta para n € N. Sea G grupo de
orden p"*1. Entonces por [i] tenemos que existe H < G con |H| = p.
Equivalentemente G/H es un grupo de orden |G/H| = p™. Por hipétesis
de induccién, existe Ky/H <G/H, con |Ks/H| = p*. Luego |K4| = p**t.
Definimos Hy = K,_1. Entonces si tomamos g € G,z € K, tenemos que
grg~' € H,H C H,. Por lo tanto H, <G. Luego tenemos grupos normales
de todos los ordenes posibles. Observe que Hy = {1} y H, = H.

Problema 3:

Sea GG un grupo de orden pq, para p < ¢ primos.

Demuestre que G tiene un subgrupo normal de orden gq.

De un contraejemplo para la normalidad de un grupo de orden p.

Desarrollo:

Sabemos que ¢||G|, luego por el teorema de Cauchy tenemos que existe un
subgrupo H de G de orden g. Luego como [G : H] = p menor primo que
divide al orden de G, tenemos que, por lo visto en la ayudantia 2, H < G.

Considere G = S3, donde |G| = 3 - 2. Dicho grupo tiene un sélo subgrupo
normal. Este es el grupo alternante Az de orden 3. Asi no existen subgrupos
normales de orden 2.

Ejercicio: Pruebe que si G es un grupo abeliano de orden pgq, entonces G
es ciclico.

Problema 4:
Encuentre todos los grupos abelianos simples.

Desarrollo: Observe que si G es un grupo abeliano simple entonces sus
unicos subgrupos son los triviales. Esto ultimo debido a que todo subgrupo
de un grupo abeliano es normal. Ahora bien p||G|, para cierto p primo. Por
el teorema de Cauchy tenemos que existe H subgrupo de G con |H| = p.
Luego G = H = ().
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Ayudantia 6: Esta ayudantia tiene por objetivo comenzar a trabajar con los
teoremas de Sylow.

1.-

i-
ii.-
iii.-

ii.-

Problema 1:
Sean H, K < G tales que H N K = {1} y |G| = |H||K|. Pruebe que G =
Hx K.

Demostracién:

Sea ¢ : H x K — G, ¢(h,k) = hk funcién entre grupos. Observe que
¢(h1h2,k1k2) = hlhgklkg. Por otro lado ¢(h1,k1)¢(h2k2) = hlklhzkg.
Pero por la normalidad de H y K tenemos que existen hs € H, ks € K
tales que hikihoks = hihokske = hihskiks. Luego hoks = hsky, es decir
ho(ksky )hy! = hshy' € HN K. Luego hs = hy y ks = k;. Por lo tanto
(Z)(hl,k‘l)qﬁ(hg, ]4?2) = hlk}lhgk‘Q = hthkle = ¢(h1h2,]€1k2). Es decir ¢ €S
homomorfismo de grupos.

Observe que ker(¢) = {(h,k) : hk = 1}. Pero si hk = 1, entonces
h=k'e€e HNK. Porello h =k = 1. Luego ker(¢) = {(1,1)}, es decir ¢
es inyectivo. Ademads como los conjuntos finitos de partida y llegada tienen
igual numero de elementos, tenemos que ¢ es biyectiva.

Ejercicio: Sea G grupo de orden 50 que tiene un grupo normal de orden
2. Pruebe que G = C5g o bien G = (5 x Chp.

Problema 2:

Sea G grupo.

Encuentre todos los grupos G de orden 21 salvo isomorfia.
Encuentre todos los grupos G de orden 15.

Generalice estas ideas.

Desarrollo:

Sea G grupo tal que |G| =21 = 7 - 3. Entonces existe S < G un 7-Sylow y
T < G un 3-Sylow. Observe que ny = 1(7) y que nz|3. Por lo tanto ny = 1,
es decir S < G. Ademds n3 = 1(3) y n3|7. Asi ng = 1,7. Dividamos el
analisis en casos.

Sing = 1, entonces T<G. Luego H,T<G, con HNT = {1}y |G| = |H||T.
Por lo tanto G 2 H x K = (5 x C7 = (51, por teorema chino.

Si ng = 7, tenemos que existen 7 subgrupos de orden 3 en G. Sea
T = {1,a,a®} grupo de orden 3. Como S <G tenemos que aSa~! = S.
Luego si S = {1,b,---,b%} entonces aba™! = b', cierto i € {1,---,6}.
Observe que, por induccién, ab®a = b™* y a"ba=" = b*". Luego requerimos
que b = a3ba=3 = bi3, es decir i = 1(7). Por lo tanto i € {1,2,4}. Observe
que si ¢ = 1 entonces G abeliano y por lo tanto n3 = 1. Concluimos que:

G=(a,b:b"=a>=1,aba" " =1?),

o bien:

G=(a,b:b"=a>=1,aba " =b?).

Sea G grupo de orden 15 = 3 - 5. Entonces existe S < G un 5-Sylow y
T < G un 3-Sylow. Observe que n5|3 y ns = 1(5). Luego ns = 1, es decir
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S < G. Andlogamente ng|5 y ng = 1(3). Entonces ng = 1, es decir T < G.
Luego G2 H xT =2 (C3 x C5 = (5.

En general si |G| = pg, con p > ¢y p # 1(¢q) entonces G = C), x C; =
Cpq- En otro caso hay que aplicar el prodecimiento visto en [i], que es
completamente general.

Problema 3:
Sea G grupo de orden 312. Pruebe que G tiene un p-subgrupo de Sylow
normal, para cierto p primo. Determine dicho niimero primo.

Desarrollo:

Evidentemente usaremos los teoremas de Sylow. Observe que |G| =
312 = 23.3-13. Observe que n1324 y ny3 = 1(13). Luego ni3 €
{1,2,4,8,3,6,12,24}. Pero todos los valores menos el 24 son menores y
24 = 11(13). Por ello ny3 = 1. Luego existe un 13-Sylow normal en G.
Esto nso dice que G no es simple.

Problema 4:

Sea G grupo.

Pruebe que no existen grupos de orden 35 simples.
Encuentre todos los grupos de orden 32 - 5.

Desarrollo:

Si G es un grupo de orden 35 = 7 - 5. Entonces n7|5 y ny = 1(7). Luego
nz = 1, es decir existe H <G un 7-Sylow. Por otro lado ns|7 y ns = 1(5).
Luego ns = 1, es decir existe S <G un 5-Sylow. Luego como SN H = {1}
tenemos que G = H x S =2 (7 x Cs5 =2 (35. En particular G no es simple.

Sea G grupo de orden 3% - 5. Entonces n3|5 y ng = 1(3). Luego ng = 1,
es decir existe H <G un 3-Sylow. Por otro lado n5|32 y ns = 1(5). Luego
ns = 1, es decir existe S <G un 5-Sylow. Luego como SN H = {1} tenemos
queGngS%CgXC’5%C’45obienG%C3><Cg><Cs.

Problema 5:
Pruebe que todo grupo de orden 56 = 7 - 23 no es simple.

Demostracién:

Observe que por el teorema de Sylow existen T, H < G que son 2-Sylow
y 7-Sylow respectivamente. Ademas n7|23 y ny = 1(7). Luego ny € {1,8}.
Por otro lado ng|7 y ne = 1(2), esto implica que ny € {1,7}. Observe
que si ng =1 0 n7 = 1 entonces G tiene un 2-Sylow o un 7-Sylow normal,
respectivamente. Luego G no es simple. Por lo tanto solo debemos descartar
el caso ny = 7,n7 = 8.

En efecto, si T es un 2-Sylow y H es un 7-Sylow entonces HNT = {1}.
Esto pues si x € HNT entonces |x||7,23. Luego |z| = 1, es decir z = 1.
Ademads los 2-Sylow se intersectan a lo mas en 4 elementos, pues si lo
hacen en 8 de estos, resultan ser el mismo subgrupo. También todos los
7-Sylow son cilicos, luego si dos de estos se intersectan en un elemento
no trivial, los subgrupos resultan ser los mismos. Esto ultimo se debe a
que si Hy N Hy C {1,z} entonces (z) = C7, luego |Hy N Hy| = 7, es
decir Hy = Hy = H; N Hy. Por lo tanto en G tenemos por lo minimo
14+6-8+47-4=77 elementos. Esto es contradictorio.
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Ayudantia 7: Esta ayudantia tiene por objetivo comenzar a trabajar con los
teoremas de Sylow.

1.-

ii.-

iii.-

ii.-
iii.-

iii.-

ii.-

Problema 1:

Sea G grupo de orden p‘m, con (m,p) = 1. Por lo teoremas de Sylow,
existe un p-subgrupo de Sylow S C G. Ademads los demds p-subgrupos de
Sylow son conjugados de S.

Pruebe que el nimero n, de p-subgrupos de Sylow diferentes es [G : Ng(59)].
Deduzca que ny|m.

Pruebe que si n, = 1 entonces S <G.

Demostracion:

Observe que gSg~! = tSt=! sf y solamente si gt=! € Ng(S). Luego por
cada clase en G/Ng(S) tenemos un conjugado de S distinto. Por ello
np = |G/Ng(5)| =[G : Na(9)].

Observe que m = [G : S| = [G : Ng(9)][Na(S) : G]. Luego ny|m.
Observe que si n, = 1 entonces para cualquier g € G tenemos que gSg~! =
S. Luego S<G.

Problema 2:

Sea G grupo de orden 39.

Encuentre todos los grupos de dicho orden, salvo isomorfia.
Encuentre todos los elementos de orden 3 en dichos grupos.
Suponga que G es abeliano. Calcule su grupo de automorfismos.

Desarrollo:
Usaremos los teoremas de Sylow. Observe que n13|3 y n13 = 1(13). Luego
n13 = 1. Es decir existe ' < G un 13-Sylow normal. Por otro lado ng|13 y
ng = 1(3). Luego ng =1 o n3 = 13. Dividamos el andlisis en casos:
Si ng = 1. Entonces existe S < G un 13-Sylow normal. Luego como |G| =
IS||IT)y SNT C {z € G : |z||3,5} = {e}, tenemos que G = C3 x C13 = Csg.
Si ng = 13. Entonces tenemos que existen 13 subgrupos de orden 3 en G.
Sea S = {1, a,a®} grupo de orden 3. Como T'<G tenemos que aTa~! =T.
Luego si T = {1,b,---,b'?} entonces aba~! = b, cierto i € {1,---,12}.
Observe que, por induccién, abfa=' = b y a™ba=" = b"". Luego requer-
imos que b = a3ba=3 = b'’, es decir i3 = (13). Por lo tanto i € {1,3,9}.
Observe que si i = 1 entonces G abeliano y por lo tanto ng = 1. Concluimos
que:

GG ={a,b:b®=0a®>=1,aba"" = b%),
o bien:

G=Gy={a,b:b3 =0a®>=1, aba™' =1%).
Observe que Gy = Gy, pues ¢ : G7 — G4 definido por ¢(a) = a?, ¢(b) = b
es un una homomorfismo que envia generadores en generadores, luego es
un isomorfismo. Observe que estd bien definida pues ¢(ab) = a?b = ab’a =
b¥la? = b3a? = ¢(b3a). Luego G1 = Gs.

Recordemos que todos los elementos de orden 3 generan subgrupos de G
de orden 3. Dichos subgrupos, en el caso abeliano G = C39 = (o) solo
uno y es H = (0'3). Por otro lado si G no es abeliano, entonces son los
conjugados de S = (a), es decir los subgrupos S’ = b'Sb~% = (blab™"), para
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i € {0,---,12}. Luego los elementos de orden 3 en G son los elementos
blab=% b'a?b~" donde i € {0,--- ,12}.

Observe que si G es un grupo abeliano, entonces G = (C39. Luego por
lo visto en la ayudantia 1 tenemos que Aut(G) = (Z/39Z)" = (Z/3Z)" x
(Z/13Z)* = 02 X 012.

Problema 3:

Sea G = S5 grupo de permutaciones.

Encuentre un 5-Sylow de G. Demuestre que no es normal.
Demustre que existen 6 subgrupos de orden 5 en G.

Desarrollo:
Observe primero que |G| = 23-5-3. Luego H es un 5-Sylow s{ y solamente
si tiene orden 5.

Considere el subgrupo H = ((12345)) = {id, (12345), (24135), (31425), (43215)}
de orden 5. Recordemos que 0(12345)0~! = (o(1)0(2)0(3)a(4)o(5)). Luego
H <G si contiene a todas las permutaciones de largo 5. Pero (42315) ¢ H.
Luego H no es normal en G.

Observe que ns € {1,3,6,12,24,2,4,8}. Pero ns = 1(5). Luego ns € {1,6}.
Luego si n5 = 1 entonces H < G, lo que claramente es falso. Luego ns = 6.
Por ello existen 6 subgrupos de orden 5 en G.

Problema 4:
Sea G = @g. Encuentre una cadena de subgrupos de G tales que :

No={e}<aNy<---N; =G,
y N;/N;_1 = Cs , para todo i € {1,--- ,t}.

Desarrollo: Recordemos que N3 = Qg = (i, : j* = i*ij = j2i), en donde

identificamos i2 = j2 = —1. Sea N3 = (i) = {—1,—i,i,1}. Observe que
jij~t = —jij = j% = —i. Luego N < G con cociente |G/Ns| = 2, luego
G /N3 = Cy. Considere entonces Ny = (—1) = {1, —1}. Como N; = Z(G)
tenemos que Ny < Ny con |Ny/N;| = 2. Luego No/Ny = Cy. Por ultimo
Ny = {1}. Observe que salvo isomorfia la cadena que damos es:
{1} <« Cy<aCy < Qs.

Observe tambien que como Ny debe tener 4 elementos tenemos que
+i,+j o £k = +ij es un elemento de No. Luego No = (i), (j) o (k) y
el tnico subgrupo normal de indice 2 de Ny es Ny = (—1), pues dicho

grupo debe tener 2 elementos. En sintesis, salvo isomorfismo, la cadena
anterior es Unica.

Ejercicio: Replique esto para G = Dqg.
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Ayudantia 8: En esta ayudantia estudiaremos las consecuencias tedéricas que
tienen los teoremas de Sylow.

1.-

1.-
2.-

i-
ii.-

ii.-

Problema 1:
Sea p # 2 primo. Si G es un grupo de orden 2p pruebe que G = (5, o bien
G = Doy,

Demostracién:

Usaremos los teoremas de Sylow. Sabemos que existen 7" < G un 2-Sylow
de Gy S < G un p-Sylow de G. Observe que n,/2 y n, = 1(p). Luego
n, = 1, equivalentemente S < G. Por otro lado ny € {1,p}. Dividamos
nuestro anélisis dependiendo del valor de ns.

Si ng = 1, entonces T <« G. Ademds TNS = {1}, puessiz € TN S
entonces |z||2, p, luego |z| = 1. Por lo tanto G = T x S = C), x Cy = Cyy,.

Si no = p, entonces existen p 2-subgrupos de Sylow de G. Entonces
usamos el procedimiento visto en la ayudant”ia anterior. En efecto, si
T = (b) y S = (a) entonces bab~! = a’, donde i> = 1(p). Por lo tanto
1= 1(p) o bien i = —1(p). Si i = 1(p), entonces ab = ab y por ende G es
abeliano, lo que nos lleva a una contradiccién, pues ny # 1. Por lo tanto
bab~! = a1, por lo tanto:

G=(a,b:a? =b*>=1,bab~ " =a 1) = Dy,
Ejercicio: Si p = 1(4) encuentre los grupos G de orden 4p.

Problema 2: Argumento de Fratini.
Sea G grupoy H < G. Si P es un p-subgrupo de Sylow de H entonces
G = N¢g(P)H.

Demostracion:

Sabemos que siempre G O Ng(P)H. Por lo tanto debemos demostrar
la contensién contraria. Observe que si P es un p-Sylow de H, entonces
{hPh™' : h € H} = Syl(H). Sea g € G, como H < G tenemos que
gPg~! C H. Luego como |gPg~'| = |P| tenemos que gPg~' € Syl(H).
Luego gPg~! = hPh~!, para cierto h € H. Es decir gh~! € Ng(P). Luego
g € Ng(P)H. Concluimos que G = Ng(P)H.

Problema 3:

Sea P e Syl,(H)y H<K.

Si Pa4Hy H<K entonces P< K.

Deduzca que si P € Syl,(G) entonces H = Ng(P) cumple con Ng(H) = H.

Desarrollo:

Sabemos que P < H si y solamente si P es el unico p-Sylow de H. Sea
g € K entonces como H<K tenemos que gPg~—! C H. Como |gPg~!| = |P|
tenemos que gPg~ ! es un p-Sylow de H. Luego gPg~!' = P. Es decir P<K.

Si P € Syl,(G), entonces P < Ng(P) = H por definicién de Ng(P). Luego
como H < Ng(H) = K tenemos que P < Ng(H). Es decir Ng(H) C H =
Ng(P), pues Ng(P) es el maximo subgrupo de G tal que P es normal.
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Adem4s siempre se cumple que H C Ng(H). Por lo tanto H = Ng(H), es
decir NG(Ng(P)) = NG(P)

4.- Problema 4:

Sea G un p-grupo. Demuestre que si H C G es un subgrupo propio de G,
entonces H C Ng(H).

Demostracién: Pendiente.
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Ayudantia 9: En esta ayudantia estudiaremos un tipo especial de grupos,
llamados grupos solubles.

1.- Problema 1:
Sea GG grupo abeliano. Es un hecho que G = C),, x---x C,,. Demustre
que G es un grupo soluble.

Demostracién: Considere H; = C,, X- - -xC,, subgrupo de G. Como
G es abeliano H; < G, en particular H; < H;y1. Ademds H; 1 /H; =
Ch,,, grupo ciclico. Esto demuestra que G es soluble. Asi todo grupo
abeliano es soluble.

2.- Problema 2: Sea p # 2 primo. Sea G = D3, grupo dihedral. De-
muestre que G es soluble.

Demostracién: Sabemos que G = (a,b : a? = b*> = 1, ba = a~'b).
Considere H = (a). Entonces [G : H] = 2. Luego, por lo demostrado
en las primeras ayudantias, H < G. Ademds |G/H| = 2, por lo tanto
G/H = Cy. Por otro lado H/{1} = H = C,,. Si utilizamos la cadena
de subgrupos:

{1} < H <G,

con cocientes G/H = Cy, H = (), entonces concluimos que G es
soluble.

2.- Ejercicio: Demuestre que Ds,, es soluble para cualquier n € N.

3.- Problema 3:

Sea G grupo.
i- Si |G| = 15, pruebe que G es soluble.
ii.- Demuestre que Sy es soluble.

Desarrollo:

i.- Sabemos que si |G| = 15 entonces, por lo demostrado en las ayudantias
previas via teoremas de Sylow, tenemos que G = Cy5. Luego {e} <G
es una cadena que hace a G soluble.

ii.- Sabemos que siempre A4 <.5,. Ahora escribamos A4 por extensiéon. En
efecto, A, = {id, (123), (132), (124), (142), (124), (243), (12)(34), (14)(32)}.
Entonces Ky = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(32)} = Cs x C3 es un
subgrupo normal de S4, pues para cualquier o € S; tenemos que
a(ij)(kl)o=t = (o(i)o(4))(o(k)o(l)) € Ky, para cualquiera i, 7, k, .
Por 1ltimo consideremos {id, (12)(34)} = Cs subgrupo normal de Ky,
pues K, es abeliano. Asi tenemos:

{id}4024K4<1A4<1547
donde K4/Cy = Cy, Ay/Ky = C3 y S4/Ay = Cy. Por lo tanto Sy es

un grupo soluble.

3.- Ejercicio: Pruebe que S3 es soluble.

4.- Problema 4:
Pruebe que si H, K son grupos solubles entonces G = H x K es soluble.
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Demostracién: Escribamos las hipdtesis. Sabemos que existe una
cadena de subgrupos de H:

{e} =Hy<Hy<---<H,=H,

donde H;/H; 1 es ciclico para todos i y ademéds existe una cadena de
subgrupos de K:

{6}:K0<1K1<---<]Kt:K,

tal que K;/K,_1 es ciclico para cualquiera i. Recordemos que I X J <
A x B si y solamente si (a,b)(i,7)(a™,b71) = (aia™t,ajb™t) € I x J,
para cualquier a € A, b€ B, i € I, j € J. Luego lo anteior sucede si y
solamente s I 9 Ay J< B. Aplicando esto a nuestro caso, obtenemos
una cadena de subgrupos de G:

]{0><[(0<1]{1><[(0<1--~<11{n><I(0<II{n><[(1<]--']{n><I(,57

donde (HO X KJ/(HO X Hifl) = Hi/Hifl ciclico y (Hn X Kz)/(Hn X
K1) = K;/K;_4 ciclico. Por lo tanto H x K es soluble.

5.- Problema 5:
Sea ¢ : G — G’ homomorfismo de grupos.

i.- Demustre que si G es soluble, entonces ¢(G) es soluble.

ii.- Pruebe que si G = H x K es soluble, entonces H y K son grupos
solubles.

Desarollo:
i.- Sabemos que existe una cadena de subgrupos de G:

{e} =Gp<aGra--- <Gy =G,

donde G;/G;_1 es un grupo ciclico. Considere entonces la cadena de
subgrupos de la imagen de G:

{e} = (Go) C ¢(G1) € -+ C $(G).

Observe que si z = ¢(g;) € ¢(Gi) e y = ¢(gir1) € ¢(Git1), entonces
yry~! = ¢(Qi+19i9ﬁ11) € ¢(Gi). Luego ¢(Gi) <p(Git1).

Considere el homomorfismo ¢ : G; — ¢(G;)/d(Gi—1), definido por
Y(g) = @ Entonces claramente 1 es sobreyectiva, con nitcleo
ker(vp) = {g € Gi : ¢(9) € ¢(Gi—1)} = Gi_1(ker(¢) N Gi_1). Por lo
tanto ¢(G;)/d(Gi—1) = G;/Gi—1(ker(¢p) N G;—1) < G,;/G;_1 ciclico.
Por lo tanto ¢(G;)/#(Gi—1 es ciclico. Esto demuestra que ¢(G) es
soluble.

ii.- Considere 7y : G — H proyeccién en la primera coordenada. FEsta
funcién es un homomorfismo sobreyectivo. Por lo tanto, por [i], H es
soluble. Andlogamente, tomando la imagen por wx de G, obtenemos
que K es soluble.
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Ayudantia 10: En esta ayudantia estudiaremos un tipo especial de pro-
ducto, este es el producto semidirecto de grupos.

1.- Problema 1:
Para n > 2 considere ¢ : Co — Aut (Z/nZ) homomorfismo definido
por ¢(a)(x) = (—1)%x. Demuestre que Do, = Z/nZ x4 Cs.

Demostracién: Sabemos que Dy, = (a,b : a® = b*> = 1,bab~! =
a™t). Ademds N = (a) < Da,, pues bab~! = a=! € N. Observe que
N = (C,. Considere H = (b) = C3. Observe que b ¢ N. Luego
INNH| =1, porello HNN = {1}. Ahora bien, como N < Dy,, HN

H||N
= S = [H|IN| = | Dy,

tiene estructura de grupo y como |HK]|
tenemos que Dy, = HN.

Lemma 1. Si G = NH con HNN = {1} y N <G, entonces para
cualquier g € G existen tnicos h € H,n € N tales que g = nh.
Ademds G = N x4 H, para ¢(h)(n) = hnh™!.

Proof. Por lo dicho en el lo previo al problema (es completamente
general) tenemos que G = NH. Luego para cualquier g € G existen
h € Hn € N tales que ¢ = nh. Si existe otro par (hi,n1) tal que
g = nh = nihy entonces hih™! = n7n; € HN N = {1}. Luego
h=hiyn=n.

Considere la funcién f : G — N x, H definida por f(g) = (n, h). Esta
funcién esta bien definida por lo dicho anteriormente. Ademaés es clara-
mente sobreyectiva. Demostremos que es homomorfismo de grupos.
Observe que f(g1)f(g2) = (n1, h1)(n2, he) = (n1¢(h1)(n2), n1nz). Asi
f(91)f(g2) = (n1hinghi ', niny). Por otro lado se cumple que g1go =
nihinahy = ny(hinohy ")(ning). Luego f(g1g2) = (nihinohy ', ning) =
f(g1)f(g2). Por ellos f es homomorfismo de grupos y como f(g) =
(1,1) implica que g = 1 tenemos que f es isomorfismo de grupos.
Luego G = H x4 N, para ¢(h)(n) = hnh™1. O

En nuestro caso tenemos que Dy, = C), X, Ca, para ¢(a)(b) = bab™! =
a l.

2.- Problema 2: Sean G1, G5 gruposy ¢ : G1 — Aut(G2) homomorfismo
de grupos.

i.- Pruebe que G2 x {e} <Ga x4 G1.

ii.- Demuestre que {e} x G1 <Gy X4 Gy si y solamente si ¢(a) = id, para
todo a € G;.

Desarrollo:
i- Sea (g2,¢) € G2 x {e}. Considere (hg,h1) € Gz X4 G1 elemento
cualquiera.
Entonces (ha, h1)(g2, €)(ha, b1) ™" = (h2, h1)(g2,€)(o(hy ') (b 1), b ).
%o}que es igual a (h1g(h)(g2), h)(@(hy ) (hy '), hit) = (x,€) € Ga x
e}.

ii.- Supongamos que ¢(a;) = idg, para cualquier a; € Gy.

Entonces (a2, a1)(e, g1)(az,a1)™" = (ag,a1)(e, g1)(d(a; ") (az "), a7 ).
Multiplicando los primeros términos obtenemos que lo anterior es igual
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a (a10(ar)(e2), a191)(d(ay M) (az '), a7 t) = (aze,a1g1)(az ", a7 ), luego
(az,a1)(e,g1)(az,a1)"t = (e,alglafl). Por ello {e} x G1 <G2 x4 G1.
Inversamente si {e} x G14G2 X 3G entonces (ha, h1)(g2, €) = (e, t1)(ha, h1),
para cierto t; € Gy. Es decir (a2d(g1)(e),a191) = (ed(a1)(az),t1a1).
Por lo tanto, si igualamos la segunda componente obtenemos que

as = ¢(a1)(az). Luego ¢(ay) = id, para cualquier a; € Gy.

Problema 3:
Encuentre todos los grupos de orden 21 salvo isomorfia, escritos como
producto directo y semidirecto de grupos ciclicos.

Desarrollo: Por lo demostrado en las ayudantias previas, sabemos
que existen dos grupos de orden 21 salvo isomorfia. Estos son G = Coq
y G = (a,b:a®> =b" = 1,aba™? = b?). Si G = Oy, entonces el
problema queda solucionado. Si G = (a,b: a® = b" = 1,aba™' = b?),
entonces por lo destrado en las ayudantids previas, existe un 7-Sylow
S<G. Ademds existe un 3-Sylow T, tal que G = |T'||S| y TN S = {1}.
Luego por lo visto en el lema 1, tenemos que G = T x4 S, para
B(s)(t) = tst™!, para cualquier t € T, s € S. Luego G = C3 x4 Cr,
para ¢(b)(a) = aba=! = b%, donde C3 = {(a) y C7 = (b).

Ejercicio: Pruebe que Cs x4 Cy es soluble, para cierto ¢ homomor-
fismo.

Problema 4:
Demuestre que para cualquier homomorfismo ¢ : C13 — Aut(Cs), se
tiene que C13 x4 C'3 es soluble.

Demostracién: Una forma de atacar este problema es notar que
problema es notando que |Ci3 x4 Cs| = |C13]|Cs| = 39. Luego por lo
visto en las ayudantias previas tenemos dos casos.

Primero si G = (39, entonces G es abeliano. Por lo tanto soluble.
Por otro lado, si G = (a,b : a® = b*® = 1,aba™! = b?), entonces
por lo destrado en las ayudantias previas, existe un 13-Sylow S < G.
Entonces |G/S| =3y S = Ci3. Luego G/S = (3. Por lo tanto la
cadena {1} <.S <G convierte a G en un grupo soluble.
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Ayudantia 11: En esta ayudantia estudiaremos un tipo especial de gru-
pos, llamados grupos nilpotentes.

1.- Problema 1:
Pruebe que G*/G*! C Z(G/G**1), para cualquier i € N.

Demostracién: Recordemos que G = [G!,G] C G*, con G° = G.
Entonces G'/G'™! € G/G!. Observe que G'™! <G pues

2(gigg; tg™ et = (zgie™ ") (xgz ™" ) (@gra™!) " (xga ) 7!, para g; €
Gt y g € G. Concluimos por induccién. Tomamos T € G*/G*! y
z € G/GL. Debemos probar que zzz—1z71 =1, es decir zzx~ 127! €
G'*1. Esto se cumple por la definicién de G**!. Esto ademds prueba

que G'/G' = Z(G/GHY).

2.- Problema 2:
Demuestre que G = S35 no es nilpotente. Concluya que existen grupos
solubles no nilpotentes.

Demostracién: Observe que GY = S3 y G = [S3,G3] < G3, pero
siempre se cumple que (12)(13)(12)(13) = (213) € G'. Por lo tanto
G' = A3 0 G! = S3. Observe que si x € Az entonces (yzy H)z~! € As,
por la normalidad de Az en S3. Por otro lado si x,y € S3 — A3
entonces yxy 'x~! € As, esto se puede probar en todos lo casos.
Luego G' = A3. Ahora bien [S3, A3] C A3 pero (123)(12)(132)(12) =
(321) € [G3, As]. Por lo tanto A3 = [S3, A3]. Luego G = G = As,
para todo n > 1. Luego S3 no es soluble. Esto demuestra que hay
grupos solubles no nilpotentes.

3.- Problema 3:

Sea G grupo y H subgrupo cualquiera de G.
i.- Si G es nilpotente, pruebe que H es nilpotente.
ii.- Pruebe que S, no es nilpotente para n > 3.

Desarrollo:

i.- Demostremos por induccién que H* C G*, para cualquier i € N. Ob-
serve que para i = 0 es cierto pues H C G. Supongamos que H? C G?
para cierto i € N. Entonces H'™! = [H, H'] C [G,G'] = G'*!. Esto
concluye lo deseado. Luego si G = {1}, para cierto n € N, entonces
H™ = {1}. Por ello H es nilpotente.

ii.- Si S,, fuera nilpotente para n > 3, entonces S3 C S,, es nilpotente.
Esto es contradictorio. Por lo tanto S, no es nilpotente para n > 3.

4.- Problema 4:
Encuentre los valores de n € N tales que G = D, es nilpotente.

Demostracién: Recordemos que Gy, = (x,y: 2" =y?> =1, yry~ ' =

1), Analicemos G*. Observe que [2%,y] = 2 (yz~iy~1) = 2i(z71)! =
22y [y, 2] = (yxly~Haz~" = 272" Por lo tanto G' = (22). Probe-
mos por induccién que G¥ = (xQ) Para n = 1 ya fue probado.
Supongamoslo cierto para n € N. Entonces [G", G] estd generado por
2 2"yl = 22"y [y, 22" = 22" Esto se debe a
los célculos ya hechos. Luego G' = (xQz) para cualquier 7 € N. Si

[z2 " 2] = 1, [z
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G' = {1}, para cierto i € N, entonces n|2!. Por lo tanto n = 27, para
cierto j € N.

4.- Ejercicio: Demuestre que Dg, Dig son grupos nilpotentes usando
serie de conmutadores y serie central.

5.- Ejercicio: Pruebe, usando serie central, que todo grupo de orden p?
es nilpotente.



