GUIA 1 ANALISIS

1
En el espacio vectorial R se define la funcién
d:RxR—[0,00), d(z,y):=]|z>—y3.

(a) Probar que d es una distancia.

(b) Mostrar que no existe una norma || - || en R tal que

d(a,y) =llz -y |, Vz,yeR.

2
En cada conjunto E # () se considera la métrica discreta:
§(z,z) =0, dx,y)=1siz#y.
1. De verdad § es una métrica.

2. Con respecto a esta métrica se tiene

B(a;r)={x} si 0<r <1, B(z;r) =E sir>1.

3. Cada subconjunto de E es abierto (la topologia generada por J es la topologia discreta).

4. Supongamos que E es un espacio vectorial de dimensién n > 1. Entonces § no es definida por una norma.

3

Se define
d:RxR—->Ry, d(z,y):=le" —eY|.

e Muestre que d es una distancia.

e Existe unanorma || -|| en el espacio vectorial R tal que d(x,y) = ||z — y|| para todos los elementos z,y € R?

4

Dar tres (otros) ejemplos de distancias en £ = R™ que no son definidas por normas.

5

Mostrar que || - ||oo €s unanormaen C([a,b]).



6

El espacio vectorial real C([0, 1]) no tiene dimensidn finita.

7

Sea X un espacio vectorial sobre Cy (-,-) : X x X — C una forma sesquilineal.

e Muestre la identidad de polarizacién:

4

4{x,y) = Zik<x+iky,x+iky> , Vr,ye X.
k=0

e Muestre que (-, ) es simétrica si y solo si (x,z) € Rparacadax € X .

e Qué sucede en el caso real?

8

Sea (X, (-,-)) un espacio vectorial complejo con producto escalar. Se preserva la misma adicién, se define la nueva
multiplicacién con escalares
aexr =Qax

y la funcién
()¢ : XXX =>C, (z,y), = (y,x).

Muestre que (X, (-,-), ) es un (nuevo) espacio con producto escalar. Se llama el opuesto del espacio (X, (-,-)).

9

Sean z,y elementos de E, espacio con producto escalar (-,-) y norma asociada | - || .

Setiene ||z +y| =|z| + |yl siysolosi y=0 0 z = Ayparaun A > 0.

10

El producto escalar (-,-) : E x E — K es una funcién continua.

La adicién y la multiplicacion con escalares son funciones uniformemente continuas.

11

Sean (-,-); y (,-), dos productos escalares definidos en el espacio vectorial £.Es (-,-) dado por

<xay> = <(E,y>1 + <£L’,y>2

un producto escalar?

12

Sea (E,| - ||) un espacio normado. Si cada subespacio de dimensién 2 de FE es un espacio con producto escalar,
entonces F es un espacio con producto escalar.



13

En el espacio vectorial ¢, para cada p € [1,00), se define

1/p
H(O‘n)nEN”p:: <Z|an|p> .

Sip = oo se pone
[ (@n)nen [|oo:= sup |an| .
neN

e Cada ||-||, es une norma.

e Lanorma |- ||, corresponde a un producto escalar siy solo sip = 2.

14

Un semi-producto escalar en el espacio vectorial E se define como el producto escalar, pero el subespacio vectorial
Ey:={x € E| (z,x) = 0} puede no ser trivial. Muestre que E/Ej tiene un producto escalar natural.

15

Completando un espacio con producto escalar, se consigue un espacio de Hilbert.

16

Verifique que /%(I) es un espacio de Hilbert.

17

En un espacio con producto escalar se tiene

|z||= sup [(z,y)|= sup |[(z,y)|, VzeEFE.
lyll=1 lyll<1

18

Sea H un espacio de Hilbert sobre R.
Demuestre que hay un espacio de Hilbert I sobre C (la complexificacion del H) y una aplicaciéon U : H — K tal que:

e U es lineal,
o (Uhy,Uhg),c = (h1, ha),, paratodos hy, hy en M,

e para cualquier k£ en K existen y son unicos hi, ho en H tal que k = Uhy + iUhs.

19

Si {h,, |n € N} es una sucesion en un espacio de Hilbert H tal que >_ ||k, || < oo, entonces demuestre que >~ , hy,
converge en H.



