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1. Para las siguientes funciones, determinar si existe la imagen de 4. Si existe, calcularla
y si no, justificar por qué no existe:

a) f:[1,2] =R, f(z)=2+1 b)93[377]_>R’f($):81x

Solucion:

Una funcién asocia a un elemento x (preimagen) otro valor f(z) (imagen), siempre y cuando x
pertenezca al conjunto de partida (dominio).

Es decir, f: Dom(f) — Cod(f) y f(x) existe siempre y cuando = € Dom(f).

Para a):
Vemos que el dominio de la funcién es Dom(f) = [1,2] y que 4 ¢ Dom(f); luego, no es posible
calcular la imagen de 4 (no existe f(4)).

Para b):
Vemos que Dom(f) = [3,7] y que 4 € Dom(f); luego, existe f(4):

1 1

1
4 = —-—— = — D.
8—x W=5=171

66,9

2. Determinar cudles de las siguientes ecuaciones determinan a la variable “y” como
funcién de la variable “z”. Para aquellas en que no sea posible, restringir cada variable
a un intervalo en que si sea posible:

a) Y2 —6y —8x+17=0 b) 22 —y2 =1 o) 2 +yi=1

Solucion:
Para determinar y como funcién de x, debemos ordenar esta ecuacién de tal forma de despejar y
(con ello, diremos que y = f(x), lo cual nos daria la regla de asignacién de f).

Para a):
Yy —6y—8x+17=0 — (P —6y+9)—-9-8x+17=0 — (y—3)*=8z—8

— (y=3°=8-1) — (y-3)*=4@2)(x-1)

Antes de resolver el problema, observemos que la ecuacién dada representa a una parabola horizontal
con vértice (1,3) y eje focal y —3 = 0 — y = 3, que abre hacia la derecha (p =2 > 0).
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En este paso, lo que seguiria es aplicar raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion; sin embargo,
debemos asegurarnos de que es posible hacerlo.

Vemos que un nimero elevado al cuadrado siempre es positivo o cero (en este caso,
(y — 3)2 > 0); luego, como el lado derecho es igual al lado izquierdo, entonces tambin debe ser positivo o
cero. En este caso, estamos haciendo una RESTRICCION al dominio:

8(z—1)>0 — z—-1>0 —

Es decir, ’ Dom(f)={zeR|z>1} ‘ (]: tal que)

Con esto, ya determinamos todos los valores de x para los que es posible sacar raiz cuadrada; sin
embargo, aun falta por determinar cudl es la raiz cuadrada del lado izquierdo.

Cuando uno calcula y/(4)?2, rdpidamente simplificamos el cuadrado con la raiz y decimos 1/ (4)% = (4);
sin embargo, si hiciéramos lo mismo para +/(—4)?2, dirfamos que /(—4)2 = (—4), lo cual es falso. Entonces,
se dice que la raiz cuadrada se comporta de la siguiente manera:

= Siz >0, entonces Va2 = x. Ejemplo: 1/(4)? =4, 1/(0)2 = 0.
Si 2 < 0, entonces Va2 = —z. Ejemplo: \/(—4)2 = —(—4) =4, 1/(0)2 = —(0) = 0.

Aplicando lo anterior a la expresién (y — 3)%, tenemos DOS CASOS:

Siy—3>0, entonces \/(y —3)2 =y — 3. » Si y —3 <0, entonces Va2 = —(y — 3) =
—y+3=3—-y.

Ahora, contemplando la restriccién para x y los dos casos para y, se obtiene:

Siz>1ley—32>0:

Vy—32=8r—-1) — y-3=2/2Va-1 — | y=2/2Vz—1+3

s Siz>ley—3<0:

Vi —32=8z -1 — 3-y=2/2vz—-1 — | y=3-2V2Vz 1

En este caso, si se hiciera el grafico de estas funciones, obtendriamos que la primera funcién es
exactamente la parte superior de la pardbola (desde el eje de simetria hacia arriba), mientras que la
segunda funcién corresponde a la parte inferior de la pardbola (del eje de simetria hacia abajo).

Para b):
Antes de resolver el problema, observemos que la ecuacién dada representa a una hipérbola hori-

zontal de centro (0,0), con a=b=1y c= a2 +b =2y eje focal y —0 = 0.
Procediendo por analogia al caso anterior, se tiene:

2 —yt=1 — yPP=22-1

r+1>0 y x—12>0
Restriccién al dominio: 22 -1>0 — (z+1)(z—-1)>0 — 6
z+1<0 vy z—1<0

— 6 — r>16 < —1 ‘ — ‘Dom(f):{x€R|x21ém§—1}‘
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Casos:
= Siy >0, entonces \/y2 = y. = Siy <0, entonces \/y2 = —y.
Contemplando la restriccién y los casos, se obtiene:

m Siz>16xz< -1,y ademas y > 0:

\/372:\/#—1 — y=va-1

s Siz>16x< -1,y ademéas y <0:

Viz=vVa2—-1 — —y=+va2-1 — | y=—Va2-1

En este caso, si se hiciera el grafico de estas funciones, obtendriamos que la primera funcién es exac-
tamente la parte superior de las dos ramas de la hipérbola (desde el eje focal hacia arriba), mientras que la
segunda funcién corresponde a la parte inferior de ambas ramas de la hipérbola (del eje focal hacia abajo).

Para c):
Antes de resolver el problema, observemos que la ecuacién dada representa a una circunferencia de
centro (0,0) y de radio r = 1.
Procediendo por analogia al caso anterior, se tiene:

1:2+y2:1 — 3/2:1—562

1+42>0 y 1-22>0
Restriccién al dominio: 1—2>>0 — (1+2z)(1-2)>0 — )
1+42<0 y 1-2<0
x>-1 'y 1>z (solucién — 1 < x < 1)
— 6 — | Dom(f)={zeR| —-1<z<1} |
x<-1 'y 1<z (no tiene solucién)
Casos:
= Siy >0, entonces \/y2 = y. = Siy <0, entonces \/y2 = —y.

Contemplando la restriccién y los casos, se obtiene:

p Si—-1<zx<ley>0:

\/37:\/1—332 — y=+v1—1z2

p Si—-1<zx<ley<O:
Vi2=vV1i-22 — —y=vV1-22 — | y=—1—2a2

En este caso, si se hiciera el grafico de estas funciones, obtendriamos que la primera funcién es
exactamente la semicircunferencia superior (desde el eje X hacia arriba), mientras que la segunda funcién
corresponde a la semicircunferencia inferior (del eje X hacia abajo) O.
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€xr —

3. 8i f:Dom(f) — R, f(z) = ——

amplios para f.

, determinar el dominio y la imagen (recorrido) ma4s

Solucion:

El dominio més amplio (dominio maximo o maximal) corresponde al conjunto de todos los elementos
x para los que f(x) estd “bien definida” (es decir, f(z) € Cod(f)).

Escrito como conjunto, se tiene Dom(f) = {x € R | f(x) € Cod(f)}.

En el problema, vemos que:
1

Dom(f) = {z€R| f() €R} = {reR| ——cR} = {reR[2+340} = {reR|z#-3)

| Dom(f) =] — 00, —3[ U] -3, +00] |

Luego, el recorrido (més amplio) corresponde al conjunto de todos los elementos f(z) para los que
x esté en el dominio recién encontrado.

Escrito como conjunto, se tiene Rec(f) = {y € Cod(f) | y = f(z) , = € Dom(f)}.

En el problema, vemos que:

z—1
Rec(f)={yeR|y="—=,2# -3} = {yeR|yle+3)=2-1, 2# -3}
={yeR|zy+3y=a—-1,2# -3} = {yeR|zv—ozy=3y+1, x# -3}
Jy+1
={yeR[z(1l-y)=3y+1,2#-3} = {yecR|z= - s x#£ =3, y#1}

={yeR|y#1}

| Rec(f) =] —00,1[U]1,+o0[ | O

4. Si f:Dom(f) — R, f(z) = —~

amplios para f.

5 determinar el dominio y la imagen (recorrido) mas

Solucion:

Dom(f) = {x €R | f(zx) e R} = {meR\%eR} ={zeR|z—-2#0} = {reR|z#2}

| Dom(f) =] - 00,2[ U ]2, +00] |

Ree(/) = {y €R|y=—"5 0#2) = {ycR|yw-2) =z, 2#2)
={yeR|ay—2y=x,2x#2} = {yeR|azy—az=2y, v #2}
~weR aly—1) =2, 142 = eR|o= 1 a2, y£1)

17
={yeR|y#1}

| Rec(f) =] —00,1[U]1,+o0[ | O
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224+1 siz>0

5. Determinar la imagen (recorrido) para f: Dom(f) — R, f(z) = )
20 —3 six <0

Solucion:
En primer lugar, debemos notar que Dom(f) correspondera a todos los valores de x contemplados

en los casos; es decir, ‘ Dom(f) =R ‘ .

Dado que la funcién estd definida por casos (también llamados tramos), debemos analizar ambos
CASOS por separado:

= Siz >0, entonces fi(z) =z + 1:
Rec(f)={yeR|y=a*+1,2>0} = {ycR|y—1=22, >0}
={yeR|Vy—-1l=z,2>0,y—1>0} = {yeR|y>1}
| Rec(fy) =]1,+o0[ |

» Siz <0, entonces f_(x) =2z — 3:
Rec(f-)={yeR|y=22-3,2<0} = {yeR|y+3=2z, <0}

+3
Z{yGRITZx,xSO,erSSO} = {yeR|[y< -3}

| Ree(f) =] -0, 3] |

Luego, el recorrido se obtiene considerando ambos casos; es decir:

Rec(f) = Rec(f+) U Rec(f-) —> ‘ Rec(f) =] — 00, —=3] U [1,400[ ‘ 0.

6.8 f:R—R, f(z) =2r+1yg:R— R, f(z) =2%>—1, determinar las siguientes
funciones y su respectivo dominio:

a) f+g b) fg c) flg

Solucion:

El dominio de cualquier “mezcla” de dos funciones corresponde al conjunto en que ambas funciones
estén bien definidas; esto se logra con la interseccién de los dominios de ambas funciones.

En este caso, vemos que Dom(f) = R y Dom(g) = R.

Para a):
Dom(f + ¢g) = Dom(f) N Dom(g) =R

(f+9)@) =f@)+g(x) — (f+9)@)=Qe+D)+@"-1) — | (f+9)(x)=2"+2
Para b):

Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g) =R
(f9)(@) = f(x)g(x) — (fo)(x)=Q2z+1)(="~1) — | (fg)(z)=22"+a® 221

Para c):
Aqui se debe hacer una RESTRICCION al dominio, ya que g(z) #0:

Dom(f/g) = {z € R | x € Dom(f) , = € Dom(g) , g(x) # 0}
={z €R|2¢cDom(f), z € Dom(g), 2> —1# 0}
={x €R |z € Dom(f), z € Dom(g), (x+1)(z—1)#0}
={z €R |z e€Dom(f), z € Dom(g) , x # -1, = # 1}

=] —o00,—1[U ] —=1,1[ U ]I, +o0|
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(z) 2+ _ 2 1
z) — (f/g)(l’)—m — (f/g)(x)—x_l_m 0.

~

(f/9)(z) =

—

g

2x sio<z<l1
7.8 f:R—R, flz)=32-20y g: R —R, g(z) =<2/z sil<z<4 , determinar las
3 sid<zx
siguientes funciones y su respectivo dominio:

a) f+g b) fg c) flg

Solucion:
Vemos que Dom(f) = Ry Dom(g) = [0, +o0o[ (dado por los tramos de g).

Para a):

Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g) = [0, +o0]

Cabe destacar que cuando la “mezcla” de funciones se calcula para funciones por tramos, se debe
hacer la operacion tramo por tramo; es decir:

(30 —20) + (2x) si0<z <1 bw =20 s0zz<l
(f+o) @)=L Br—20)+(2/z) sil<w<d — | (frg) )= —202+2 14
. X
(3%—20)+(3) sid<ux 3r — 17 si4<ux

Para b):

Dom(fg) = Dom(f) N Dom(g) = [0, o]

(3z —20)(2z) si0O<z<1 6 20401: si0<z<1
(fg)(x) = ¢ Bz —20)(2/z) sil<z<4 — (fg)(z) = 6—? sil<z<4
Bz —20)(3) sid<w 9 — 60 sid<uz

Para c):

2r#0 si0<z<1

2r#£0 sil<z<4 —

340 sid<uz
— Dom(f/g) = Dom(f) A Dom(g) — {0} =]0, +oc

Restriccién al dominio : g(z) #0 —

(32— 20)/(2z) si0<az <1 (3/2) — (10/z) si0<z<1
(f/9)(x) =< (Bx —20)/(2/z) sil<x<4 — (f/9)(x) =4 (3/2)x* =102 sil<z<4 |0O
(32 —20)/(3) sid<zx xz — (20/3) sid<zx
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