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Hipérbola, parabola y sus elementos
Semana del Viernes 25 al Miércoles 30 de Abril

1. Si la ecuacién dada representa a una hipérbola, encontrar su centro, sus focos y sus
vértices. Ademas, encontrar las ecuaciones de su eje focal, de su eje conjugado y de
sus asintotas, y esbozar su grafico:

N
9 4
b) (32)* — (2y)* =1
¢) 36y% — 22 + 62 — 24y — 41 =0

=1

Solucion:
Como paso previo para la resolucién de los ejercicios, cabe mencionar que la ecuacién de la hipérbola
serd vista unicamente en su forma principal:

(z — h)* — (v — k)" =1 | — Asintotas : (z = h) + (y = k)

a? b2 a b 0

Horizontal :

Vertical :

(y—k? (v—h)?

a? b2

=1

— Asintotas :

(y—k)
a b

Por ello, para los casos en que la ecuacién de la hipérbola no sea inmediata, inevitablemente debe-

mos completar cuadrados. y

Para a):
En este caso vemos que la ecuacion de la = s
hipérbola ya estd en su forma canénica. Ademas,
tenemos que h =0, k=0, a=3,b=2 y Fr\v x' HA vx{ F
E 4 2 2 4 6

ademads vemos que la hipérbola es horizontal.
Independiente de los valores de a y de b, se - x
tiene que ¢ = a? +b%> = 9+ 4 = 13; luego, ¢ =
V13 (=~ 3,61).
Para las asintotas de la hipérbola, dado que
es horizontal, se tiene: o

y — _ 2 _: =0 — _2
2 y= 37 - = y=37

x
=
Con todo lo anterior, se puede concluir que la ecuacién z? /9 — y? /4 = 1 representa a una
hipérbola de centro (h, k) = (0,0) con focos F = (h+c¢, k) = (V/13,0) y F' = (h— ¢, k) = (—V/13,0)
y de vértices V, = (h+a,k) = (3,0) y V) = (h —a,k) = (=3,0).
El grafico de esta elipse se puede ver en la Figura de color AZUL.
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Para b):

(B2 -2y’ =1 — 927 -4y’ =1

(=07 (-0 |

(173 (1/2)

Luego, tenemos que h = 0,k =0, a =
1/3 ,b=1/2 y ademds vemos que la hipérbola es
horizontal.

Independiente de los valores de a y de b, se
tiene que ¢ = a® + b = (1/9) + (1/4) = 13/36;
luego, ¢ = V13/6 (=~ 0,6).

Para las asintotas de la hipérbola, dado que
es horizontal, se tiene:

T Y 3

L 24 Y S
it T V=g
LY _3
R R R

Con todo lo anterior, se puede concluir que la ecuacién (3z)*> — (2y)® = 1 representa a una
hipérbola de centro (h,k) = (0,0) con focos F = (h + ¢,k) = (V13/6,0) y F' = (h — ¢, k) =
(—v13/6,0) y de vértices V, = (h+a,k) = (1/3,0) y V! = (h — a, k) = (—1/3,0).

El grafico de esta hipérbola se puede ver en la Figura de color ROJO.

Para c): 6l =

36y% — 22 4+ 62 — 24y — 41 =0

— 36(y* —(2/3)y) — (22 —62)—41=0 " gc
— 36(y% —2(1/3)y + (1/9)) — (2 — 62 +9) i vy -
—(36-(1/9)) = ((-1)-9) —41=0 \E L5
86— (1/3)) — (o — 3 = 36 P S
B Rt VL) St "

1 62
Luego, tenemos que h=3 ,k=1/3,a=1,
b = 6 y ademds vemos que la hipérbola es vertical.
Independiente de los valores de a y de b, se Fr
tiene que ¢? = a% 4+ b? = 1+ 36 = 37; luego, ¢ = V37 (=~ 6,08). 5
Para las asintotas de la hipérbola, dado que es vertical, se tiene:

L W) ey

1 6
ARV D B
1 6 6 6

Con todo lo anterior, se puede concluir que la ecuacién 36y* — 2% + 6z — 24y — 41 = 0 representa
a una hipérbola de centro (h,k) = (3,1/3) con focos F = (h+c,k) = (3,1/3+V37) y F' =
(h—c, k) = (3,1/3 —/37) y de vértices V, = (h,k+a) = (3,4/3) y V, = (h,k —a) = (3,-2/3).

El grafico de esta elipse se puede ver en la Figura de color VERDE [

© FACULTAD DE CIENCIAS — Departamento de Matematicas Semestre Otono 2014



Matematicas 1 3

2. Si la ecuacion dada representa a una parabola, encontrar su vértice, su foco, y su
directriz. Ademas, encontrar la ecuacién de su eje de simetria y esbozar su grafico:

a) 22 +8y =0 ¢) y? +6y+8x+25=0
b) x—1=2(y+4)* d) 2> —4y —4=0
Solucion:

Como paso previo para la resolucién de los ejercicios, cabe mencionar que la ecuacion de la parabola
serd vista unicamente en su forma principal:

Horizontal : | (y —k)? = 4p(z — h)

Abre hacia la derecha  sip >0
Abre hacia la izquierda sip <0

Vertical : | (z —h)? = 4p(y — k)

Abre hacia arriba sip >0
Abre hacia abajo sip <0

Por ello, para los casos en que la ecuacién de la parabola no sea inmediata, inevitablemente debemos

completar cuadrados. 3
. firectri
Para a): y
1 X
En este caso se tiene: 5 4 P v 5 . A
L=
P2 4+8y =0 — (z—-0)2=4(-2)(y—0)
11
Luego, la ecuacién z+8y = 0 representa +4-2) F (*-2)
a una parabola vertical de vértice (h,k) = g
(0,0), que abre hacia abajo (p = —2 < 0): F"‘_&e.de

» Su foco es F' = (h,k +p) = (0,—2). 41
= Su eje de simetriaesx—h=0 — z=0.
= Su directrizesy—k=—-p — y=2.

El gréafico de esta parabola se puede ver en
la Figura de color AZUL. ¥

05 1 15 2 25 3

Para b):

r=1=2(y+4)* — (y—(-4)* =4(1/8)(z~1)

Luego, la ecuacién z — 1 = 2(y + 4)® rep- 2 diretriz
resenta a una parabola horizontal de vértice
(h,k) = (1,—4), que abre hacia la derecha v
(p=1/8>0): 2

= Su foco es F'= (h+p,k) = (9/8,—4).

= Suejedesimetriaesy—k=0 — y=—4.

» Su directrizesx —h=-p — z=7/8.

El grafico de esta parabola se puede ver en
la Figura de color ROJO.
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Para c): (4,1)
Y246y +8x+25=0 x
4 3 2 -1
— (P +6y+9) —9+25=—8 0

—  (y+3)?=-8x—16

directrjz
— (y—(=3))?=4(-2)(z - 2)
Luego, la ecuacion y? + 6y + 8z + 25 = 0 representa
a una parabola horizontal de vértice (h,k) = (-2, -3), 2
que abre hacia la izquierda (p = —2 < 0):
Eje de

» Sufocoes F=(h+p,k)=(-4,-3). -

= Su eje de simetriaesy— k=0 — y=—-3.
= Sudirectrizesx —h=-p — z=0.

El grafico de esta pardbola se puede ver en la Figura
de color VERDE.

Para d):

22 —dy—4=0

— 2’ = 4y +4 (-4.-7)
—  (2-0?=4(1)(y — (-1))

Luego, la ecuacién 22 —4y—4 = 0 representa a una
parabola vertical de vértice (h,k) = (0,—1), que abre
hacia arriba (p =1 > 0):

» Su foco es F' = (h,k +p) = (0,0).
= Su eje de simetriaesx —h=0 — x=0.
= Sudirectrizesy —k=—-—p — y=-2.

El gréafico de esta parabola se puede ver
en la Figura de color CAFE [.

[
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3. Determinar en cada caso la cénica indicada y encontrar sus elementos:

a) Hipérbola de centro (—1,—3), con (-1,0) como uno de sus vértices y con 3z + 4y + 15 = 0 como
una de sus asintotas.

b) Pardbola de eje VERTICAL que pase por (0,3), (3,4) vy (3,—3).
¢) Pardbola de eje HORIZONTAL que pase por (0,3), (3,4) y (3,—3).

Solucion: F
Para a):

La hipérbola tiene centro (h, k) = (—1,—3) y uno
de sus vértices es (1,0) = (h, k+a). Luego, m v,
ademas, la hipérbola es vertical, por lo que su ecuacién
serd de la forma:
(y+3)?2 (z+1)2 B

9_1)2*1

Luego, sus asintotas estaran dadas por:

y—i-Sia?—i—l_O . Iy by+3)+3x+1)=0
3 b I- :by+3)—3x+1)=0

Iy 3z+by+(306+3)=0
- 3z—by+(3-3b)=0

Sabemos que 3z + 4y + 15 = 0 es asintota; com-
parando, vemos que esta debiera corresponder a [, con
y 3b+ 3 = 3(4) + 3 = 15. Con ello, I_ ten-
dré por ecuacién 3z —4y — (3—3(4)) =0 — 3z — 4y — 9 = 0. Vemos también que ¢ = Va? +b? =
VO +16 = V25 = 5.

Luego, la hipérbola buscada tiene por ecuacién:

(y+3)0° (z+1) 1
9 16

con focos F = (h,k+¢) = (=1,2) y F' = (h,k — ¢) = (=1, -8) y vértices V}, = (1,0) y V, = (h,k —a) =
(—1,—6).
El grafico de la hipérbola buscada se puede ver en la figura de la derecha.

Para b):

La parabola debe ser vertical, por lo que su ecuacién serd de la forma | (z — h)? = 4p(y — k)

También sabemos que (0,3), (3,4) y (3, —3) estdn en la parabola; luego:

El resultado anterior implica (z — h)? = 0, por lo que = = h. Luego, no hay una parabola que
cumpla con lo pedido.
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Para c):

La parabola debe ser horizontal, por lo que su ecuacién sera de la forma | (y — k)? = 4p(x — h)
También sabemos que (0,3), (3,4) y (3, —3) estan en la pardbola; luego:

(B—k)?=4p(0—-n) (1)
P =4p(3—h)  (2)
(=3 —k)>=4p(3—h) (3)

2)—(3): (A—k2—(-3-k?2 =0 — 16—8k+(Z=9+6k+k — 7=14k —

—~
=~

|
Sy

/2 1/2 -
(2)-(1): (4B~ = 4p(Bhih) — (7/2P~(5/2 =12p > p= "> =1 =
/2 1/
(1) : (3—16‘)2:4;»‘(({—@ — (5/2)%=—2n —» h:% — | h=-25/8 |

Luego, la parabola buscada tiene por
ecuacién (y — (1/2))* = 4(1/2)(x — (—25/8)), es
horizontal de vértice (h, k) = (—25/8,1/2), que
abre hacia la derecha (p =1/2 > 0):

(-9/8,5/2)

» Sufocoes F = (h+p,k)=(-21/8,1/2).

» Su eje de simetriaesy — k=0 — y=1/2.

» Sudirectrizesx—h=—-p — x=—-29/8. v
El gréafico de esta parabola se puede ver en . \ . . ‘
la Figura de la derecha [. 4 ! 1

4. Determinar la interseccién entre la rec-
ta 22+ 3y =0 y la cénica z? — y* = 3.

Solucion: (-9/8.-3/2)

Por mera curiosidad, vemos que la ecuacién
de la cénica corresponde a una hipérbola:

(2 =07 (307

=1
3 3

-y =3 —

Por otra parte, la recta serd: 2x+3y=0 — ‘ y=—(2/3)z ‘
Sustituyendo la ecuacién de la recta en la hipérbola, se obtiene:

(z-0?* (y—0)?
3 3

— 2?2 =3(9/5) — | x=%3\/3/5 | — y=—(2/3)z=F2/B)FV3/5 — | y=F23/5

=1 — (22— (=(2/3)2)*=3 — 2°—-(4/92*=3 — (5/9)2>=3

Finalmente, los puntos de interseccién buscados son A = (34/3/5,—2+/3/5)y B = (—=34/3/5,2+/3/5) O
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