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Circunferencia, elipse y sus elementos
Semana del Lunes 21 al Jueves 24 de Abril

1. Si la ecuacién dada representa a una circunferencia, encontrar su centro, su radio y
esbozar su grafico:

a) (x—3)2+(@y-22%=1

b) 22% 4 2y* — 2z + 6y = 13

¢) 22 +9y* —10y+21=0
Solucion:

Como paso previo para la resolucién de los ejercicios, cabe hacer notar que la ecuacién de la
circunferencia de centro (h, k) y radio r > 0 seré:

(x—h)*+(y—k)?*=1r?

Para a):

En este caso vemos que la ecuaciéon de la circunferencia ya estd en su forma candnica; luego,
la ecuacién (z — 3)? + (y — 2)? = 1 representa a una circunferencia de centro (h, k) = (3,2) y de
radio r = 1.

Para b):

En primer lugar, vemos que los coeficientes de z? e y? son iguales, pero no valen 1; por ello,
hace falta multiplicar la ecuacién por (1/2) para luego completar cuadrados; es decir:

20 +2y° — 22+ 6y =13 /- (1/2)

— 22+ —ax+3y—13/2=0

— (@ —2)+ (y*+3y)—13/2=0
— (@ =z + (1/4) + (V* + 3y + (9/4)) — (1/4) — (9/4) — (13/2) = 0
— (x—(i/’2_))2+(y—(;3,@)2=\%_,

h k r

Luego, la ecuacién 22 + 2y> — 2z + 6y = 13 representa a una circunferencia de centro
(h,k) =(1/2,—-3/2) y de radio r = 3.
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Para c):
2?2 +9y% —10y+21=0 5

— (z—-0)24(y* —10y) +21=0
— (=024 (?—10y+25)—25+21 =0

— @ 0w )= S
e k r? ¥

Luego, la ecuacién z? +y* —10y+21 = 0 repre-
senta a una circunferencia de centro (h, k) = (0,5)
y de radio r = 2. 2

E
Los graficos de las tres circunferencias se pueden
ver en la Figura de la derecha [J. \
1 2 3

2. Si la ecuaciéon dada representa a una elipse,

encontrar su centro, sus focos y sus vértices. -2 -1
Ademas, encontrar las ecuaciones de su eje
focal (mayor) y su eje menor, y esbozar su ] Ei. B*
4 Ty J-
grafico: T
2 2 24
a) /9 +y“/4=1
b) 1622 + 9y* = 16
¢) 3224+ 4y® — 182+ 8y+34=0 _
_4_

Solucion:

Como paso previo para la resolucién de los
ejercicios, cabe mencionar que la ecuaciéon de la
elipse serd vista tinicamente en su forma principal:

(x—h)?  (y—k)?

a? + I !

Por ello, para los casos en que la ecuacién de
la elipse no sea inmediata, inevitablemente debe-
mos completar cuadrados.

Para a):

En este caso vemos que la ecuacién de la elipse ya estd en su forma candnica. Ademds, tene-

mosque h=0,k=0,a=3,b=2, (elipse horizontal).

En este caso, como a > b, se tiene ¢2 = a® — b*> =9 — 4 = 5; luego, ¢ = V5 (=~ 2,24).

Con todo lo anterior, se puede concluir que la ecuacién z? / 94y /4 = 1 representa a una elipse
de centro (h,k) = (0,0) con focos F = (h+c, k) = (V5,0) y F' = (h—c, k) = (—V/5,0) y de vértices
Ve =(h+a,k)=(3,0), V, =(h—a,k)=(=3,0), V, = (h,k+b) =(0,2) y Vy’ = (h,k—0) = (0,-2).

El gréafico de esta elipse se puede ver en la Figura de color AZUL.
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Para b):

En este caso, vemos que el término al lado dere-
cho de la ecuacién es distinto de 1; por ello, hace falta
multiplicar la ecuacién por (1/16); es decir:

162° +9y* =16 /- (1/16)

—  2*+(9/16)y* =1

(x—02  (y—02
@ amE

Luego, tenemosque h =0,k =0,a=1,b=4/3
, (elipse vertical).

En este caso, como a < b, se tiene ¢? = b* — a? =
(16/9) — (9/9) = 7/9; luego, ¢ = V7/3 (~ 0,83).

Con todo lo anterior, se puede concluir que la
ecuacién 162°+9y? = 16 representa a una elipse de centro (h, k) = (0,0) con focos F' = (h,k-+c) =
(0,V7/3) y F' = (h,k—c) = (0, —V/7/3) y de vértices V, = (h+a, k) = (1,0), V! = (h—a, k) = (—1,0),
Vy=(h,k+b)=1(0,4/3) y V, = (h,k = b) = (0,-4/3).

El grafico de esta elipse se puede ver en la Figura de color ROJO.

Para c):
322 +4y? — 18z + 8y — 34 =0

— 3(a? —6x) +4(y* +2y) — 34 =0
—  3(2®—6a+9)+4(y*+2y+1)—(3-9)—(4-1)—34 = Oﬂ[v; .,
—  3(x =3’ +4y+1)’ =65 /-(1/65)
(=32 -(=1)*_,
(65/3) (65/4)

Luego, tenemos que h =3 , k = -1, a =
65/3 (=~ 4,65) , b= /65/4 (~ 4,03) ,
(elipse horizontal).

En este caso, como a > b, se tiene 2 =a®-
b? = (65/3) — (65/4) = 65/12; luego, ¢ = \/65/12 (~ 2,33).

Con todo lo anterior, se puede concluir que la ecuacién 322+ 4y? — 18248y —34 = 0 representa a
una elipse de centro (h,k) = (3,—1) con focos F' = (h+c, k) = (3++/65/12,—-1)y F' = (h—c, k) =
(3—14/65/12,—1) y de vértices V, = (h+a,k) = (3++/65/3,-1), V) = (h—a,k) = (3—/65/3,-1),
Vy=(h,k+b)=(3,-14+65/4) y Vy’ = (h,k—b) = (3,—1 —+/65/4).

El gréfico de esta elipse se puede ver en la Figura de color CAFE.

V_y"
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3. Determinar en cada caso la cénica indicada y encontrar sus elementos:

a) Circunferencia de centro (2, —2), tangente a la recta de ecuacién y = x + 4.

b) Elipse de centro (1,2), eje mayor horizontal y que pase por los puntos (1,0) y (3,2)

Solucion: Para a):

Primero, recordamos que la recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio
en el punto de tangencia.

Luego, si llamamos 1 a la recta tangente y buscamos una recta Iy que contenga al radio, entonces:

= Esta recta es perpendicular a la recta tangente:

l1: = 4
{1 Y v - il - 1-m=-1 — m=—1
lo:y =mx+n

= Esta recta pasa por el centro de la circunferencia:
(2,-2)e€ly - y=—z+n — (-2)=—-2)+n —

Luego, la recta ls es| y = —x
Ahora es posible encontrar el punto de tangencia (x¢,y;) como la interseccién de Iy y lo:
y =-u

y =x+4
- zt+d=—-z — 2zr,=-4 — Ty = —2 - Yp=—T=| 2=y

Finalmente, el radio de la circunferencia sera la distancia entre el centro (2,—2) y el punto de
tangencia (—2,2):

=2 (=2))2+(-2-22=424(-4)2=V32=| 4/2=r

Con ello, la circunferencia buscada tiene /
s s 2 2
por ecuacién | (z—2)*+ (y+2)° =32 R su i
centro es (h,k) = (2,—-2) y su radio es L2 B
r=4v2.
El gréfico de esta circunferencia se puede ver
en la figura de la derecha. x

Para b):

La elipse de centro (1,2) y eje mayor hori-

zontal tendra por ecuacién :

(z—1)* , (y—2)?
a? + 2 !

Ahora, vemos que (1,0) y (3,2) estdn en la
elipse; luego:

0 \_EVJ‘
1-v% (-2 4
. 4 7 =1 — b—2:1 — b=2
0
B3-1)% (2- 4
LBy Aoy o [a=2]

Vemos que a = b = 2, lo cual contradice que a > b. s Qué estd ocurriendo en este caso?
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Si ignoramos por un momento la contradic-
ciéon, vemos que la elipse buscada tiene por
ecuacion:

2 2
(—-1)° (y—2)° _

12 o2 _
1 + 1 =1l—=|(x—=1)"+@wy—-2) 4

Luego, diremos que la elipse degenera en
una circunferencia de centro (h,k) = (1,2) y de
radior =a=5b=2.

Dado que a = b, se tiene que ¢? = a? — b? =
v —a? = 0; luego, ¢ = 0. Esto implica que los
focos estdn (ambos) en el centro de la elipse;
es decir, ' = (h+c, k) = (1,2) y F' = (h—c,k) =
(1,2).

Finalmente, los vértices de la elipse degene-
rada son V, = (h+a,k) = (3,2), V) = (h—a,k) =
(—1,2),Vy:(h,]{:+b):(1,4)y‘/y,:(h,k—b): 1 “\E; !
(1,0).

El grafico de esta elipse degenerada se puede ver en la figura de la derecha.
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