Semestre Primavera 2012
Licenciatura Ciencias exactas

Algebra Lineal
Guia 1

1. Suponga que el cuerpo de escalares de un espacio vectorial es el conjunto de los nimeros
complejos. jPodemos decir que el conjunto de los vectores también es un espacio vectorial
sobre los nimeros reales? ;y sobre los nimeros racionales? ;y sobre los enteros médulo 27

2. jCuales de los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales del espacio dado?

a) El conjunto X C R3 tal que X = {(x,9,2)|z = 3z,2 = 2y};
El conjunto Y C R? tal que Y = {(z,y, 2)|ry = 0};

)
)
) El conjunto Z C Msyx3(R) formado por las matrices que tienen dos columnas iguales;
)
)
)

U o o

El conjunto F' C F(R;R) tal que F = {f : R - R|f(z+1) = f(z) paratodo z € R};
El conjunto L C R" tal que L = {(x1,x2,...,2n)|x; = ix1};
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El conjunto de vectores en R® que tienen dos o més coordenadas nulas. El conjunto de
los vectores de R? que tienen por lo menos una coordenada mayor o igual a 0;

g) El conjunto de vectores en R™ cuyas coordenadas son los n primeros términos de una
progresién aritmética;

h) Los vectores en R™ cuyas primeras k coordenadas son iguales;

i) Los vectores en R™ que tienen k coordenadas iguales.
3. Defina los siguientes subespacios de R3:
a) Vi = {(a. B, + B)|e, B € R}

)
b) Vo ={(a,a,2a) | € R}

) V3 ={x € R3x(1) + 2(2) — 2(3) = 0};
)

)

) Vi

o

d) Vi={(0,a,a)la € R};
Vs = {z e Rz(2) = 2(3)};
= V3N Vs.

@

f

Determine las relaciones de contencién para cada par de espacios V;, V; de la lista anterior.
Es decir dados V; y Vj , determine si V; C Vj.

4. Considere los siguientes subespacios de R3,
V={(r,y,2) ER® |z +2y=0,3y + 2 =0} y W = {(~t,t,1) | t € R}.

Encuentre a,b y c reales tales que V + W = {(z,y,2) € R® | ax + by + cz = 0}.
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. Sean W1y, Wy, W3 subespacios de un espacio vectorial V.

Demuestre que:
Wi+ (WanW3) C (W1 + Wa) N (W1 + Ws).

. Investigue en la literarura (puede ser incluso wikipedia) qué es una matriz tirangular superior

y qué es una matriz triangular inferior. Sea V' = M,, ,,(K) el espacio de martices cuadradas
n por n con coeficientes en K. Sea W7 el conjunto de matrices traingulares superiores y Wy
el espacio de matrices triangulares inferiores. Muestre que V = Wy 4+ Ws pero es falso que
Wi e Ws.

. Sean Wy, Wy, W3 subespacios de un espacio vectorial V.

Demuestre que:
(W1 N Wg) + (Wl n Wg) CWin (WQ + Wg).

. Sea V. =R3, sean W = {(a,a,a) | a € R}, y Wa = {(z,y,2) € R3 | 2z = 0}. Demostrar que

V =W+ Ws.

.Sea E=F,®F, =G1®Gs. Si Fy C Gy Fy C G, pruebe que Fy = Gy y For = Go.

Sea P el conjunto de los polinomios con coeficientes en C. Sea @, el conjunto de los polinomios
que son divisibles por z". Demuestre que ), es un subespacio vectorial de P y encuentre otro
subespacio vectorial F' C P tal que F +Q, =Py FNQ, = {0}.

(Es el vector (1,—2,5) combinacién lineal de {(1,1,1),(1,2,3),(2,—1,1)}?

Dados los siguentes conjuntos de vectores determine si son L.I o no. Si lo son demuestrelo y
si no escriba uno de ellos como combinacin lineal de los otros:

(a) {(3,4)7(1,—3)}; (b) {(4,3,2),(2,—6,7)};
(c) {(—4,6,-2),(2,-3,1)}; (d) {(6,2,3,4),(0,5,-3,1),(0,0,7,2)}.

Encuentre los valores de k& € R tal que {(2,k—1),(3,7)} es linecalmente independiente.

Sea C el cuerpo de los niimeros complejos. Diga qué vectores de C? pueden ser escritos como
combinacién lineal de (1,0,—1), (0,1,1), y (1,1,1).

Verifique si el conjunto C es linealmente dependiente o no. Determine el espacio que genera.
C = {uwh = (0,4,6), W, = (—1,6,10), w3 = (0,8,13)}

Verifique que los conjuntos

B={v=(1,2,3),02 =(-1,2,3),03 =(0,4,7)} y
C = {w; =(0,4,6),W = (—1,6,10),ws = (0,8,13)}
son bases de R3.

;Puede escribir una nueva base de R? que contenga dos vectores de B y uno de C. Justificar?.
; Existe alguna secuencia de operaciones elementales que permita ir del conjunto B al conjunto
C, y del C al B?
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Considere los siguentes subconjuntos de R*. V = {(a + 383,2a + B,a + 3,a — B)|a, B € R} v
W= {<7 - 57 277 - _25)’77 o € R}

a) Demuestre que V y W son subespacios de R*.

b) Encuentre los espacios VW y V + W.

Sea V el conjunto de las matrices 3 por 3 de la forma

o O 9
oW e
+ = Q9

donde « y 3 recorren los numeros reales.

a) Demuestre que V' es subespacio de M3y3(R).

b) Encuentre al menos dos conjuntos distintos de generadores para V.

Sea B = {v1,...,v,} una base del espacio vectorial V. Decida si los siguientes conjuntos son
o no base de V. Justifique sus afirmaciones.

a) {0,v1,...,0n};

b) {v1,...,Un,Vnt1},donde v,41 es un vector cualquiera;

c) {vi,...,on—1}

d) {—v1,v2,...,0n};

e) {vi,...,vp—1, v, } donde A es un numero real cualquiera;
f) {vi,v1 + va,v3, ..., 00}

Para cada o € R defina el conjunto B, = {(1+a,1 —«,1), (o, 1,14+ ), (1, —1,)}. ;Para
qué valores de « es B, una base de R3?

Sea A € M, ,(R) definamos el conjunto V4 = {M € M, ,(R)|AM = 0}, donde cero es la
matriz de n por n ceros.

a) Demuestre que Vy es subespacio de My, xn(R).
b) Encuentre una base de V4 si A = < % ? ) :

c¢) Encuentre una base de Vy si

01
A= 1 0
00

o O O

d) Determine el espacio V4 si A es invertible, es decir existe A~ € M,, ,,(R) tal que AA™! =
AA=1,.
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. Considere el conjunto B = {wv1,v2,v3}, donde v1 = (1,2,3), vo = (1,2,4) y v3 = (0,1,0).
Demuestre que B es una base de R?. Dado el vector w = (1,0, 0) encuentre el coeficiente de
v9 en la expancion de w como combinacion lineal de B.

. Sean S y T subespacios de un espacio vectorial V de dimension finita sobre R. Suponga
SCT y dimS = dimT. Demuestre que S ="1T.

. Sean S y T dos subespacios de un espacio finito dimensional V. Demuestre que dim(SNT) <
min{dim(S), dim(T")}. Demuestre que la igualdad se cumple si y s6losi S C T o bien T' C S.
Indicacion use el ejercicio anterior.

. Sean S ={((1,1,0),(0,1,1)), T ={(2,3,1),(1,3,2)) en R3. Demuestre que S =T.

. Encuentre una base de R® que contenga los vectores (1,1,0) y (2,3,1).

27. Sea S = {((1,0,0),(0,1,0)) y T =((0,1,2),(2,1,3)) en R3. Encuentre base para SNT
y S+T.
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. Para toda matriz 2 por 2 con coefifcientes complejos definimos

* —
zZ1 22 o Z1 <3
zZ3 24 Z2 Z4

Defina el conjunto V = {4 € Max2(C) | A+ A* = 0}.

i —141
Demuestre que ( 144 9 ) eV.

Demuestre que V' es un R subsespacio de Max2(C) pero no es un C subsespacio de
M2><2(C).

Encuentre Dimg (V).

Demuestre que C? es un espacio vectorial real de dimensién 4.
Demuestre que C" es un espacio vectorial real de dimesnsién 2n.

Demuestre que si V' es un espacio vectorial real de dimensién n, entonces V' es un espacio
vectorial real de dimensién 2n.

30. Encuentre la matriz de coordenadas de (2,1) € C? en la base ordenada

((4,1), (1,1 414)).

31. Sea Ry[z] el espacio de polinomios de grado menor o igual a 2. Encuentre una base del
subespacio V' = {p(z) € Ra[z] | p(2) = 0}.
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Considere los siguientes subespacios de R3,
V= {(2,y,2) €R’ |22 —y +32 =0} y W = span((-2,1,-3),(1,1,2)).
Encuentre una base de W + V.

Encuentre las matrices de cambio de base entre las bases ordenadas
C=((1L0),(1,-1)) y B=((2,1),(3,4)) de B2

Sea Rs[z] el espacio de polinomios de grado menor o igual a 3. Encuentre una base del
subespacio V = {p(z) € R3[z] | p(z) = p(—x)}.



