Capitulo 7:
Guias de onda, cavidades resonantes y con-
ductores

En este capitulo discutiremos otra aplicacion a la soluciones de onda de las ecuaciones de Maxwell.
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1. Guia de ondas

Hasta ahora hemos trabajado con situaciones donde el material tiene dimensiones L. >> A y cuando no
se satisface esta condicién, asumimos una interfase discontinua. En situaciones donde la dimensién del
material tiene una dimensién comparable a la longitud de onda, tenemos un problema de guia de ondas y
la geometria precisa debe ser tomada en cuenta.

Figura 1: Guia de onda

Tomemos una guia de ondas uniforme en la direccién z, y veamos cuales perturbaciones pueden propagarse
a lo largo de este eje. Si la guia de onda tiene una pared conductora perfecta, entonces las cargas dentro del
conductor se moveran muy rapido para generar cargas dependientes del espacio y del tiempo y densidades
de corriente en su superficie para ajustar las condiciones limite, dando

Para superficies razonables, tenemos un problema de valor propio que se puede resolver con una separa-
ci6n de variables. En geometrias mds complejas, la solucién da perfiles con interesantes (denominado cads
cuantico) dentro del drea de la guia, ya que diferentes partes del borde contribuyen con funciones propias
no estandares. Esta es un area extensiva de investigacion con implicaciones en caos cudntico, etc.

Asumamos que P — A\.E+ Py M — \,B+ M, con lo que separamos la parte constante de la dependiente
de los campos. Usando V, = 20, + §9,, V = V, + 20,, Vi = V? + 02 en cartesianas. Las ecuaciones de
Maxwell nos dan
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donde asumimos que no hay cargas ni corrientes dentro de la guia. Notemos que si P o M dependen de los
campos en una forma no-lineal, entonces una expansion temporal de Fourier no tiene sentido.
Si asumimos que la parte no-lineal de P = M = 0 y una onda arménica, con k, = w/c, dada por



E(m,y, z,t) = [Ez(x,y,z)é + Et(x,y, z)] et
B(x,y,2,t) = [BZ(:B, y,2)% + Bi(z,y, Z)] e !

podemos utilizar

Vt'Et+aZEZ:0 Vt-Bt+6ZBZ:0
V x E —ik,B=0 V X B+ ieukoE =0

Hemos asumimos que el medio € y i es linear y no depende del espacio. La ecuacién de onda es entonces

2
E
%? + V?E = —k’g,ueE
1
0B ) ) 1)
W + VB = —kiueB

Usando las ecuaciones de Maxwell tenemos

0 0 0 —ik, E, 0. E.

9.+ 0 (2) ik, 0 E, _ Oy E,
0 n“k, 0 0 B, 0.8,

—in’k, 0 0 0 B, 0yB.

Hemos definido n? = eu. Ahora, dado que tenemos uniformidad en la direccién z, podemos expandir en
ondas que se propagan a lo largo de la guia de onda para la frecuencia w,

E(z,y,z,w) = [Ez(x, y): + Ey(z, ’y)] eiheivt

g(xay72aW) = [Bz(x’y)i'—{— ét(x,y)] eikz—iwt

Notemos que aqui estamos asumiendo que la guia es uniforme en z, su seccién no cambia en z. Con esto
estamos estudiando la propagacién de cada modo w. En la practica uno envia un “wavepacket” y ve su
efecto en la guia de ondas sumando apropiadamente su efecto

E(z,y,zt) = Z E(x,y, z,w)er= it

donde la funcién de dispersién nos da k(w). Tenemos que determinar las componentes del campo y los
modos de propagacién definidos por k(w). Usando Eq. 2, tenemos



ik 0 0 —ik| [E, 0. L,
0 1k ik, 0 E,|  |9,E,
0 ink, ik 0 B,| |0.B.
—in’k, 0 0 ik B, 0yB.
El determinante de esta matriz A es
Det[A] = (k* — n?k?)?
y su inverso en caso que el Det[A] # 0,
ik 0 0 ik,
e 1 0 ik —tk, O
n2k2—k2| 0 —in’k, ik O
in’k, 0 0 ik
Notemos que hemos usado
1 o OF,
E, = —n2k§ T [zkoz x VB, + V, ( 5, )}
1 . . 0B
Bt = m |:—ZTL2]€OZ X VtEZ _|_ Vt ( 82

Es claro que si sabemos F, y B,, entonces conoceremos el resto de los componentes. Este problema es un
problema del valor propio con k(w) como su valor propio. Por lo tanto, sélo unas pocas frecuencias son
permitidas para propagar a través de la linea. Por lo tanto, el campo de propagacién esta definido en la
mayoria de los casos por las condiciones de la componente z y sus condiciones limite, las cuales dependen

de la geometria particular.

Qué cambiaria si n(x)?

1.1. Modo electromagnético transversal (TEM)

El caso especial de un modo electromagnético transversal £ = E; y B = B; es un caso degenerado, con la

solucién



ya que el determinante debe ser singular. Este es un problema electrostatico, por lo tanto no hay solucion
dentro de un conductor perfectamente hueco. Es necesario tener dos o méas superficies. Esto es relevante en
aplicaciones como cables coaxiales y paralelos para comunicacién. El nimero de onda es real para todas las
frecuencias y se propaga a la velocidad de la luz en el medio.

1.2. Otros modos de propagacion

En lineas de transmision hay dos condiciones limite relevantes

nxE=0 — EJ|4=0
n-B=0 — 0,B.g=0

Es importante darse cuenta por que estamos usando estas condiciones de borde. La ultima expresiéon se
obtiene de la matriz multiplicando n - V,B,. Por lo tanto tenemos dos modos independientes de propaga-
cién, los cuales corresponden a dos problemas de valores propios independientes: los modos TE (eléctrico
transversal) y el TM (magnético transversal). Ambos se propagan para frecuencias diferentes, ya que dan
origen a diferentes problemas de valor propio con condiciones de borde.

T™M B.,=0 — E|4=0
ET E.=0 — 0,B.|[g=0
En pocas palabras, las dos soluciones son consideradas como dos soluciones linealmente independientes. El

sistema de todas las formas de posibles soluciones forman un set completo sistema que puede ser usado
para expandir la propagacion general de la forma de la onda a lo largo de la guia de onda.

E(I,y,z,t) = Z E_"(I-7y727w)eikz—iwt
w, TEM,TE, TM
1.3. Modo magnético transversal (TM)

En el modo magnético transversal, debemos reforzar que B, (z,y) = 0 en cualquier lado, y E.|q = 0.
En esta situacion que tenemos, usamos Z como la impedancia de la onda

. k1 -
k|1 H = ——2xE
Z =" k| Z
° —
2 = n%k? — k? E="v,5
7= N0k, t = 5 Vil
v

de las cuales obtenemos la siguiente ecuacion para E,
(Vi+7)E.=0  E,|g=0
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Notemos que esto es la onda natural para definir la impedancia de onda Z. En circuitos teniamos una
relacion entre V' = ZI, y por lo tanto la correspondiente relacién es entre £y H, lo cual tiene sentido
dimensional. También notemos que Z es una funcién de la frecuencia, el medio y las condiciones limite.

1.3.1. Ejemplo: Modo TM en una guia rectangular

Tenemos

2 2
n,m _ . (MTITN . nmy 219 2 ofm n
Eg )(a:,y) _EoSHl( a )Sln (T) — n k’o—k =T (?—{_b_Z)

2 2
2 2 m n
’Y—”(ﬁm—z)

Contiene informacion acerca de la geometria del sistema. La solucién es k(w) como una onda de una
frecuencia dada excitada, y estamos interesados en ver si la respuesta se puede propagar o no. Por lo tanto,
hay una frecuencia de corte

y notando que

entonces eso para w > w,. la onda se propaga, y por bajo de esto no. La velocidad de fase de la onda se
convierte infinita en el corte y se aproxima a la velocidad de la luz en frecuencias altas.

1.4. Modo eléctrico transversal (TE)

En el modo eléctrico transversal, tenemos E.(z,y) = 0 en cualquier lado y 0,H.|4 = 0.
En esta situacién tenemos, usando Z como la impedancia de la onda

- ik
,_ K1 o= ..
= v
o —
- k1 -
2 =n?k? — k? Ey = mzz X Hy

de donde obtenemos la siguiente ecuacién para H,

(Vi+~93)H, =0 O H,|g=0

1.5. Método de solucion

La ecuacién (Vi + 7?)E. = 0 es realmente un problema de valor propio formulado como una ecuacién
de onda, la cual en geometrias simples puede ser resuelto por separacion de variables dando una funcion
especial que habiamos estudiado antes.



Para una situacién més general (donde la geometria no es tan simple), vamos a necesitar resolver el problema
usando una técnica numérica avanzada (véase recetas numéricas) que las que hemos estudiado acéd. Recuerde
que la propagacién es posible sélo para valores 72 > 0.

Para propagaciones de pulsos més generales (no sélo una onda plana), o con la presencia de obstaculos en
la guia, el mismo andlisis puede ser hecho pero con una superposiciéon de ondas. He aqui lo completo de
usar los modos TM y TE.

Es interesante notar que la ecuacién final es muy similar a la ecuacion de Schoringer de la mecanica
cuantica para la simple condicién limite de un potencial infinito en las paredes. Por lo tanto las situaciones
experimentales naturales de la mecanica cuantica, por ejemplo la estadistica de los niveles de energia o
los modos, pueden ser estudiados usando guias de ondas. Para un potencial mas general un indice de
refraccién complejo puede ser incluido en la guia (para un dieléctrico y un conductor), y situaciones limite
mas generales (no del potencial infinito) pueden ser realizados con guias de onda dieléctricas.

2. Guia de ondas dieléctricas

En las guias de ondas dieléctricas debemos resolver el problema general de propagacion, pero en dos regiones,
dentro con ¢;, y fuera con €, = 1. Dentro tenemos

¥ = 2 k2

mientras que fuera debemos requerir que el campo decaiga exponencialmente, o equivalentemente 3% =
k* — n2k? < 0. Por lo tanto debemos resolver

(Vf + 72) VU =0 dentro
(Vf — ﬁQ) U =0 fuera

Emparejando las condiciones limite obtenemos la relacién para v y 3. Por ejemplo, si asumimos dy = 0,
tenemos

g | L) p<a
AKo(Bp) p>a

Para el modo TE, podemos resolver para los campos y finalmente forzar las condiciones dialectricas en la
interfase (a) continuidad del potencial, (b) continuidad de los campos tangenciales. Con estas dos condiciones
podemos encontrar la solucién que estamos buscando k(w.

Problema: Tomemos una guia de onda formada por dos placas infinitas que hacen un angulo 3 en z =
y = 0. Hay un material dieléctrico para p < a. Encuentre los modos TM.

Tenemos que resolver la ecuacién de Helmholtz para las regiones

2
ViE.+72E. =0 p2=EC
C




lo que tiene solucién para p < a

Bea(r,0) = AvJ (g (1p) sin (m%e>

con

,  Euw? AN )
=t ()

mientras la solucién para p > a

E.o(r,0) = A2 K (me (72p) sin (m%g)

con

Las condiciones de borde son

0
A1J(%)(’Yla) = A2K<%)(72a)
mientras que para
—ik  OE,
€Epi(p —a) = Ey(p — a) E, = 22 or
k2 — €M—2
c
tenemos
AT (10) = —— Ay K (10)
o 2 171 (%) mna) = - 2 272 (%> g
meE — =
con lo cual obtenemos la funcién de dispersion
Ty (na) K2 i K (20)
en ()Y T ()
Y2 Jymny(100) W K(me)(720)
() k-5 (%)



3. Cavidades resonantes

Una cavidad resonante es una guia de onda con extremos, un ejemplo es lo que tienes en un microondas.
El problema de cavidad resonante puede ser resuelto con exactitud de la misma manera excepto que la
variacion en z debe ser una superposicion de

Asinkz + Bcoskz

con k = pr/L. Para los modos TM requerimos que F; desaparezca en el limite z = 0, L. Por lo tanto

T . Tz
Et = []j_'yQ S (%) VtEZ

E.(x,y,z) = E,(z,y) cos (%) — .
H, = % cos <@> z2x VFE,
cy L

la situacién equivalente para modos TE es

En ambos casos, podemos tener

2 272 P
- ()
Y n-r, 7

Como 7 s6lo contiene informaci”on geométrica, las ondas que estan paradas pueden resonar a

w1 9 7rp>2
02_712(7 +<L )

y los modos resonantes estan controlados por p y los valores de 7 se obtienen por el problema de los valores
propios en la direcciéon perpendicular.

En la tierra hay una cavidad natural entre el suelo y la ionosfera. Esta cavidad la cual puede ser excitada por

descargas de relampago, y pueden ser observadas en el régimen de las frecuencias Hz. Estas son llamadas
resonancias de Schumann.

4. Atenuacion de la energia debido a conductores imperfectos

Dentro de un conductor tenemos
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ya que la ley de Ohm J = ¢F no permite una corriente superficial. Notemos que no estamos usando la
condicion de superficie de la densidad de carga superficial. Debemos tener para campos harmoénicos dentro
del conductor con normal R

H,
Bo— S UxH ~_ gy e
dro Amp or
OF.
H. = —1 VxEc:icfx
hew hew or
Notemos que
Ao ew
c c

y asi no consideramos la variaciéon temporal del campo eléctrico en la ecuacion de Ampere. En estas relaciones
no hemos considerado variaciones en otras direcciones, por lo tanto los campos son paralelos a la superficie.
La solucion es

Hc — HHe—r/§eir/6
c 2

_)
Vi PO E, = g (1—i)(F x H)e —r/8 gir/s
\/ 870

Justo fuera del conductor, tenemos

d=

Hew
8ro

H=H,

(1 —d)(7 x Hy)

Para el modo TM, la energia disipada en el conductor por unidad de longitud es

dP 1
- - E* d3
dZ z2 R Aentro J

- %/ e2r/0 drjfE di
( )]{\Eﬂ Cil 2 2
- (o) (5) G2) 4150
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con la integral a lo largo del limite de la area representativa. El pardametro de la atenuacién puede ser
definido como

1 dP
P(z) = Pe W7 - Bw) = 5P ds
z

El flujo de energia total a lo largo de la guia es

P = /S-éda
A

= <i>%/fl(ExH*)-2da

- (D () - () [

con este resultado 3 puede ser escrito. La energia por unidad de longitud es

U 1\1/w)\?
- _ E2 H2 da=[ === /EZQd
== [l ) do (M)Q(M)EJ 2 da

lo cual define la velocidad del grupo (de la misma forma que antes) para dar como resultado

P c 1 (w,\>2

— =, = — J— -

U 7 n w
5. Propagacion en conductores

Supongamos que tenemos un alambre cilindrico de radio a y conductividad o. Las ecuaciones de Maxwell
nos da

dpoc OF  epO’E
’F — el = — + = —
v VIV eE) 2 ot 2 ot?

Por ahora asumiremos que tenemos

4o w

c c
para tener soluciones no propagantes. Para tener soluciones propagantes, tenemos que relajar esta ultima
restriccion. Notemos que en la red eléctrica en ciudades en general tenemos w ~ 60 Hz, por lo tanto la
restriccion se satisface plenamente. Por lo tanto tenemos la ecuacién de difusion

drpoc OF

VE =
+ c2 Ot

0

para el caso de una corriente harmonica,
J=J.(r)e ™z
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tenemos que resolver

donde 72 = i/6% con

VAaTopw

la solucion es entonces

J(p) = C1Jo(Tp) + CaNo(Tp)
Notemos que N,(7p) es singular en el origen. Por lo tanto

J:p) = CuJ, (Vi%)

El coeficiente C se puede evaluar en termino de la corriente en la superficie
7: (Vi5)

a
4]
Notemos que mientras aumentamos la conductividad la corriente se va haciendo mas y mas superficial.
Podemos definir la impedancia Z = R — iw/L por unidad de largo a través de la diferencia de potencial

medida en la superficie del alambre

J(p) = Js

La corriente total es

[ = /Oa J, (ﬂg) ordr

la cual se muestra en la Fig. 2b. Para frecuencias pequenas tenemos

1

A 0)=Rp,.= ——
(w—10) b Talo
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Jz/Js
1 2
0.01
1.5
0. 0001
1
1. x10°®
1. x10°8 0.5
r/a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 a/s

1 2 3 4 5

Figura 2: (a) Corriente para diferentes conductividades 6 /a = 1,0,1,0,05,0,01. (b)Impedancia como funcién
de ¢/a para la parte real (roja) e imaginaria (azul).
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