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Contenidos propuestos

» Légica y conjuntos Lenguaje matematico: objetos, propiedades, simbologia béasica. Conjun-
tos, pertenencia, subconjunto, operaciones, propiedades. Proposiciones, conectivos, variables
y cuantificadores, tautologias, teoremas, nociones de sistemas axiomaticos, métodos de de-
mostracién.

» Relaciones y funciones: pares ordenados, producto cartesiano, relaciones entre pares de
conjuntos, dominio y recorrido, nociones de funcién, definicién de funcién. Propiedades y
caracteristicas de funciones, inyectividad, sobreyectividad, biyectividad, imagen y preimagen
de conjuntos bajo funciones, restriccién de dominio o codominio de funciones, composicién e
inversas. Aplicacién a cardinalidad, conjuntos finitos e infinitos.

= Sistema de los niimeros reales como cuerpo ordenado completo Cuerpo ordenado:
propiedades, desigualdades, inecuaciones y valor absoluto. Conjuntos acotados y cotas. Su-
premos e infimos de conjuntos de ntimeros. Sistema de nimeros reales como completacion del
cuerpo ordenado de los nimeros racionales. Potencias y raices de nimeros. Exponencial defi-
nida mediante supremos y logaritmo como su funcién inversa: propiedades béasicas. Aplicacion
a funciones reales de variable real: crecimiento y decrecimiento, operaciones entre funciones.
Gréficas de funciones basicas. Paridad. Periodicidad.

= Limite y continuidad de funciones reales de variable real Definicién de limite. Propie-
dades y célculo de limites. Continuidad. Propiedades basicas de continuidad. Teoremas sobre
funciones continuas sobre intervalos cerrados. Discontinuidades. Continuidad y funciones in-
versas.

= Derivadas de funciones reales de variable real Definicién de derivada y de funcién
derivable. Interpretaciones geométrica y fisica de la derivada. Propiedades de la derivacion.
Calculo de derivadas, regla de la cadena. Derivada de inversas de funciones. Funciones deter-
minadas implicitamente y sus derivadas. Derivadas de orden superior.

» Primitivas e integracién indefinida Primitivas, integrales definidas como conjunto de
primitivas, condiciones iniciales. Métodos de integraciéon: sustitucién directa, por partes, in-
tegrales trigonométricas, sustituciéon trigonométrica, fracciones parciales.
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1. Loégica y conjuntos

1.1. Conjuntos

La nocién de conjunto es la formalizacion de la idea de coleccién, en que lo que importa es
indicar qué objetos son parte del conjunto y qué objetos no son parte del conjunto. El concepto
de lista es diferente, ya que en una lista importa el orden en que se listan los objetos, e incluso es
relevante cuando un mismo objeto aparece varias veces.

Un conjunto es un objeto matematico del que diremos que otros objetos mateméticos son sus
elementos, o bien que pertenecen al conjunto. Un objeto matematico puede pertenecer a varios
conjuntos a la vez.

Si denotamos por x a un objeto matematico y por A a un conjunto, entonces denotamos por
x € A ala afirmacién de que = pertenece al conjunto A o, equivalentemente, que x es un elemento
del conjunto A. Para afirmar lo contrario, que = no es un elemento de A, usamos x ¢ A.

Se utilizan llaves “{” y “} para indicar los elementos de un conjunto, de dos formas diferentes
pero validas:

1. Por extension, esto es, mostrando o indicando los elementos del conjunto: por ejemplo, {1, 2,3}
es un conjunto cuyos elementos son el niamero 1, el niimero 2 y el niimero 3, y no tiene més
elementos que ellos.

2. Por comprension, esto es, indicando qué debe cumplir un objeto para ser elemento del con-
junto: por ejemplo, {z | (x —1)(x —2)(x — 3) = 0} es un conjunto cuyos elementos son el
nuamero 1, el nimero 2 y el nimero 3, y no tiene mas elementos que ellos.

En matematicas, afirmar la igualdad de dos objetos se refiere a que son el mismo objeto. Se
denota por a = § a la afirmacién de que « es igual a (, y significa que a y 8 son dos nombres o
descripciones para el mismo objeto. La afirmacion de que dos objetos v y 3 son distintos se denota
a # f.

Es evidente entonces que para cualquier objeto matematico a se cumple o = a.

Los objetos matematicos mas simples, aparentemente, son los niimeros (aunque hay mucho y
muy complicado que decir de ellos) En ese sentido, los nombres de los nimeros enteros son tinicos:
1#£ 2,0 # —5 etcétera.

Como la nocién de conjunto es méas elaborada que la de nimero, precisamos (necesitamos) de
una definiciéon de cudndo dos conjuntos son iguales y cuando no lo son:

Definicion 1. Dos conjuntos son iguales exactamente cuando tienen exactamente los mismos ele-
mentos.

La definicién anterior es coherente con la nocién de que lo que importa en conjuntos son sus
elementos y nada mas.

Segun la definicién, los conjuntos {1,2,3} y {z | (z —1)(z — 2)(z — 3) = 0} son iguales.

Segun la definicién, si A y B son conjuntos, entonces A = B exactamente cuando para cada
objeto posible x, ocurra simultdneamente que x € Ay x € B, o por el contrario, ocurra simultanea-
mente que z ¢ Ay x ¢ B.

Definicién 2. El tinico conjunto que carece de elementos es el conjunto vacio, que se denota ().



Debido a la igualdad de conjuntos definida antes, todo conjunto que carezca de elementos debe
ser igual a (J; por ello se dice que es tnico.

Por el contrario, existen infinitos conjuntos diferentes que tienen, cada uno, un tnico elemento:
{1} # {2}, etcétera.

Note que, por la definicion de @), todo objeto z cumple que x ¢ ), o equivalentemente, que x € ()
es siempre falso.

Note que, por la igualdad de conjuntos definida, los siguientes conjuntos son iguales {1,2,3,2,1}
y {1,2,3} (es el mismo conjunto escrito de dos formas distintas) es decir, es verdadero que {1,2,3,2,1} =
{1,2,3}.

Note que escribir una igualdad no significa necesariamente que la igualdad es cierta: {1,2,3} =
{1} no es una igualdad cierta, ya que 2 pertenece a uno de los conjuntos pero no al otro.

No hay restriccién al tipo de objeto matemético que pueda pertencecer a un conjunto: {1, 2,0, {12}}
es un conjunto valido cuyos elementos son: el niimero 1, el nimero 2, el conjunto §) y el conjunto
{12}.

Aunque no se desprende de la definicién, todo conjunto A debe cumplir que A # {A}.

Definicién 3 (Subconjunto). Diremos que un conjunto A es subconjunto de un conjunto B cuando
todo elemento de A es también elemento de B, y esa afirmacion se denota A C B.

Segun la definicion, es claro que para cualquier conjunto A se cumple A C A.

Usaremos A ¢ B para afirmar que A no es subconjunto de B. Segin la definicién de subconjunto,
A ¢ B serd verdadero cuando A y B sean conjuntos y al menos un elemento de A no es elemento
de B.

Ejemplo 1. Son ciertas las afirmaciones: {1,2} C {1,2,3,4} y {2,4} C {1,2,3,4,5,6}
Son falsas las afirmaciones: {1,2} C {1,3,6} y {1,2,3,4,5,6} C {1,2,3,4,6,7,8}

Se desprende de la definicién de subconjunto que el conjunto vacio es subconjunto de todo
conjunto posible, es decir, que para todo conjunto A se cumple ) C A. Si no fuera cierto, se tendria
() ¢ A para algin conjunto A, y ello obliga a que exista algin elemento perteneciente a () que no
pertencezca al conjunto A, lo cual es imposible ya que no hay elementos en el conjunto vacio.

Note que para todo par de conjuntos A y B se cumple A = B exactamente cuando se cumplen
alavez AC By BCB.

1.1.1. Operaciones entre conjuntos

Podemos combinar conjuntos mediante operaciones:

Definicion 4. 1. La unidn de dos conjuntos A y B corresponde al conjunto de todos los ele-
mentos que pertenecen a alguno o a ambos conjuntos. Se anota AU B.

2. La interseccion de dos conjuntos A y B corresponde al conjunto de todos los elementos que
pertenecen a la vez a A y a B. Se anota AN B.

3. La diferencia de dos conjuntos A y B corresponde al conjunto de todos los elementos que
pertenecen a A y no pertenecen a B. Se anota A — B.



4. Sea U un conjunto referencial (para nosotros se tratard normalmente de R.) el cual contiene
a todos los elementos de los conjuntos considerados. Si A C U, entonces el complemento de
A en U es el conjunto de todos los elementos de U que no estdn en A. Se anota A°.

Teorema 2. Para todos A, B y C conjuntos se cumplen:

1. AUA=AyANnA=A
AUB=BUAyANB=BNA
(AUB)UC =AU(BUC) y (ANB)NC =ANn(BNC)
(AUB)NC =(ANnC)u(BNC)y(ANB)UC =(AUuC)Nn(BUCQC)
AN(AUB)=AyAU(AnB)=A
A-(BUC)=(A-B)N(A-C)yA—-(BNC)=(A-B)U(A-C)

NS St e

SiU es conjunto referencialy A C U y B C U, entonces (AUB)¢ = A°NB¢, (ANB)¢ = A°UB°
(Leyes de De Morgan)

8. SiACByBCC entonces ACC
9. A = B exactamente cuando AC B yBC A
Definicién 5. Para cada conjunto A definimos su conjunto potencia (o conjunto de partes) por:
P(A):= B | BC A}

Note que para todo conjunto A se cumple {(), A} C P(A).

1.2. Légica matematica

Definicion 6. Una proposicion es una afirmacion del lenguaje natural o de un lenguaje simbdlico,
sobre la cual podemos establecer que es verdadera o falsa.
El valor de verdad de una proposicion es Verdadero (V) o es Falso (F), y no ambas a la vez.

Una funcion proposicional es una asignacion que a cada elemento de un conjunto le asigna una
PTOPOSICION.

Ejemplo 3. 1. “La suma de dos numeros positivos es positiva” es una proposicion, ya que puede
ser verdadera o falsa (en este caso, verdadera)

2. “La suma de dos numeros negativos es positiva” es una proposicion, ya que puede ser verda-
dera o falsa (falsa en este caso)

3. “La suma de dos niumeros” no es proposicion, ya que no afirma nada.

4. “El signo de la suma” no es proposicion, ya que no afirma nada.

5. “Martes es el nombre de un dia de la semana” es proposicion, de hecho verdadera.

6. “x’+47 no es proposicion, no afirma nada, sino que denota una entidad numérica o algebraica,

aunque sequn el contexto su valor de verdad puede variar al variar el valor de x.



7. “v? + 4 = 87 es funcion proposicional, y afirma una igualdad entre entidades numéricas o
algebraicas.

8. “‘z=2o0x=3"es una funcion proposicional.

1.2.1. Conectivos y tablas de verdad

Las proposiciones y las funciones proposicionales las simbolizamos con letras proposicionales,
tales como p, q,7,s,. ...

En lo que sigue al mencionar proposiciones se asume que se refiere también a funciones propo-
sicionales.

Algunas proposiciones son simples porque no se componen de otras proposiciones, y otras son
compuestas porque se componen de otras proposiciones, combinadas mediante conectivos légicos.

= Cuando una proposicién afirma que dos proposiciones son verdaderas simultdneamente, se
trata de una conjuncion de proposiciones, y en lenguaje natural habitualmente corresponde
a afirmar “py ¢”, donde p y ¢ son las proposiciones combinadas.

Ejemplo 4. “x >3 y x < 5” afirma que x es, a la vez, mayor que 8 y menor que 5.

La conjuncién de proposiciones p y ¢ se denota (p A q), donde el simbolo A se lee “y”.

El valor de verdad de (p A q) es verdadero unicamente cuando p y ¢ son ambas verdaderas.
Cuando una de ellas o ambas son falsas, la conjuncién resulta falsa.

Ejemplo 5. 1. (24+2=4A5 < 3) es falsa, porque 5 < 3 es falsa

2. (2241 =5A3<6) es verdadera, ya que 2% +1 =5 es verdadera y también es verdadera
3<6

= Cuando una proposicién afirma que alguna de dos proposiciones es verdadera, sin excluir
el caso en que puedan ser verdaderas ambas, se trata de una disyuncion de proposiciones,
y en el lenguaje natural habitualmente corresponde a afirmar “p o ¢”, donde p y ¢ son las
proposiciones combinadas.

Ejemplo 6. o =2 ox=5" afirma que x es 2 0 que es 5

La disyuncién de proposiciones p yq se denota (p V q), donde el simbolo V se lee “0”.

El valor de verdad de (p V q) es falso unicamente cuando ambas p y ¢ son falsas. Cuando
alguna de ellas, o ambas, es verdadera, la disyuncion resulta verdadera.

Ejemplo 7. 1. (22 > 0Vz = 0) es verdadera si nos remitimos a considerar nimeros reales,
ya que cada numero es cero (lo que hace verdadera a x = 0), o es positivo o negativo (lo
que hace verdadera a x> > 0)

2. (42 — 32 = 7V 32 + 1 es nimero par) es verdadera, ya que ambas proposiciones son
verdaderas



3. (3<1V3>5) es falsa ya que 3 < 1 es falsa y 3 > 5 es falsa

= Cuando una proposiciéon afirma que otra proposicion es falsa, se trata de la negacion de
una proposicién (mdas bien de su valor de verdad) y en el lenguaje natural habitualmente
corresponde a afirmar “no p” o “es falso que p”, donde p es la proposicién considerada.

Ejemplo 8. “no x = 37 afirma que x no es 3. También se usa “x # 3”7 para indicar lo
mismo.

La negacién de una proposicién p se denota (—p) (en algunos textos se usa ~ p o p para
negacién) y tal simbolo (junto con sus variantes) se lee “no”.

El valor de verdad de —p es el contrario del valor de verdad de p, es decir, —p es verdadera
cuando p es falsa, y viceversa.

Ejemplo 9. 1. =(3% — 22 = 1) es verdadera, ya que 3°> — 22 =1 es falsa.
2. =(22 =2+ 2) es falsa, ya que 22 = 2+ 2 es verdadera

= Cuando una proposicién afirma que la verdad de una proposicién obliga a la verdad de otra,
se trata de una proposicion condicional y en el lenguaje natural habitualmente corresponde
a afirmar “p implica ¢” o “si p entonces ¢” o “q se sigue de p” o “q cuando p”, donde p y ¢
son las proposiciones combinadas.

Ejemplo 10. “c? > 0 cuando = # 07 afirma que x> > 0 debe ser verdad cada vez que x # 0
sea verdad

El condicional entre dos proposiciones p y ¢ se denota (p — q) y el simbolo — se lee “implica”
o “si...entonces...”.

El valor de verdad de (p— q) es falso iinicamente cuando p es verdadero y ¢ es falso, ya que
es Unico caso en que se contradice que la verdad de ¢ deba aceptarse una vez aceptada la
verdad de p.

Ejemplo 11. 1. 22 < 9— 2 < 2 es verdadera para x = 1, ya que 12 < 9 es verdadera y
1 < 2 es verdadera.

2. 22 < 9—x < 2 es verdadera para x = 4, ya que 42 < 9 es falsa y 4 < 2 es falsa también.

3. 22 < 9= x < 2 es verdadera para x = —5, ya que (—5)<9 es falsa y (—5) < 2 es

verdadera.

4. 22 < 9—x <2 es falsa para © = 2, ya que 2> < 9 es verdadera y 2 < 2 es falsa

= Cuando una proposicion afirma que dos proposiciones son al mismo tiempo verdaderas o al
mismo tiempo falsas, se trata de un bicondicional (o de una equivalencia) y en el lenguaje
natural habitualmente corresponde a afirmar “p si y sélo si ¢”, o “p equivale a ¢” o “p
exactamente cuando ¢”.

Ejemplo 12. “4b = 0 exactamente cuando b = 0”7 afirma que 4b = 0 y b = 0 son ambas
verdaderas, o ambas falsas.



El bicondicional entre dos proposiciones p y ¢ se denota (p<>q) y el simbolo <> se lee “si y
sélo si”.

El valor de verdad de (p < ¢q) es verdadero cuando p y ¢ tienen igual valor de verdad, y falso
cuando tienen distinto valor de verdad.

Ejemplo 13. 1. ((33 —1)2=3c22-1= 3) es verdadero cuando r = 0, ya que tanto
12 =3 como —1 = 3 son falsas

2. ((a: —1)?=3c22-1= 3) es falso cuando x = 2, ya que 12 = 3 es falsa mientras que
22 — 1 =3 es verdadera

Lo anterior se puede resumir en las Tablas de Verdad de los conectivos, las que pueden ademas
usarse para proposiciones compuestas, como se muestra en las dos columnas de la derecha:

pla | (rg) | PV | p| =g | (poq) | (g-p) | (P (g D))
VIiv]iv % F |V % a F
VIF|F i% F | F F % v
F|V|F % vV [V F % v
F|F|F F 7% % F 1%

Algunas proposiciones compuestas tienen un valor de verdad que es independiente de los valores
de verdad de las proposiciones que la componen:

s Tautologias son proposiciones verdaderas para cualquier valor de verdad de las proposiciones
que la componen

s Contradicciones son proposiciones falsas para cualquier valor de verdad de las proposiciones
que la componen

Las proposiciones que no son Tautologias o Contradicciones son llamadas Contingencias.

1.2.2. Equivalencia légica

Dos proposiciones son [dgicamente equivalentes cuando sus valores de verdad son iguales para
todo valor de verdad posible de las proposiciones que las componen. Se denota o = 8 cuando las
proposiciones o y [ son logicamente equivalentes.

Es claro que por el comportamiento del bicondicional se cumple lo siguiente:

“a = [ exactamente cuando (a <> ) es una Tautologia.”

13 2

Observaciones: Note que el uso en lenguaje natural de “...exactamente cuando...” corresponde
a decir “...siy solo si...” —
Algunas equivalencias que nos seran utiles son las siguientes, donde V' denota alguna Tautologia

(cualquiera) y F' denota alguna (cualquiera) Contradiccién:

1. =(—p)=p 3.pvVFEF=p 5. pvVV =V

2. pANF=F 4. pAV =p 6. pAp=p



T.pVp=p 12. pA(gAr)=(pAg) AT 17. =(pVq) = (—p A —q)

8. (pAg)=(aNp) 13.pVi(gVvr)=(VgVr 18. pA(pVa) =p
9. (pVvVa)=(qVp) 14. (p—q) = (~g— ) 19. pV(pAg) =p
10. pA(qVr) = (pAQ)V(pAT) 15 (p—q) = (-pVq) 20. (pA-p)=F
11. pV(gAr) = (pV@A(pVr)  16. 2(pAg) = (—pV ~q) 21. (pv-p) =V

1.2.3. Cuantificadores

Definicién 7. Sean A # () y p(x) una funcién proposicional (puede depender de mds variables que
de x) Definimos:

1. Vo € A(p(x)) (se lee: “para todo x € A se cumple p(x)”) como la afirmacidn que abrevia a
la afirmacion {x € A | p(x)} =A

2.dre A (p(ac)) (se lee: “existe x € A que cumple p(x)”) como la afirmacion que abrevia a la

afirmacion {x € A | p(z)} #0
Propiedad 14. Sean A # () y p(x) una funcién proposicional. Entonces se cumplen:
1. -Vz € A(p(z)) = Jz € A(-p(z))
2. =3z € A(p(z)) = Va € A(-p(x))

Ejercicio: Traduzca los siguientes casos a cuantificadores con o sin negaciones, donde A # ) y
p(z) una funcién proposicional:

1. {x €A | plx)}=0
2. {reA | p(x)} ={a} con a € A fijo

_1
Observaciones: Cuantificadores iterados
Note que si p es funcién proposicional que depende de las variables x e y (o incluso de més
variables) entonces Vo € A (p(ac, y)) es una funcién proposicional que depende (en principio) de y,
al igual que 3z € A (p(:c, y)) En ese sentido, el significado de

Vy € AVz € A (p(z,y))
se comprende al denotar Vy € A (p(ac, y)) como funcién proposicional g(x) y entonces
Vye AVx € A (p(:n,y)) =VyeA (q(y))

Pero de hecho Vy € AVx € A (p(:c, y)) simplemente afirma que todas las posibilidades (o com-
binaciones) de dos elementos de A hacen verdadera a p(z,y), no habiendo mayores complicaciones,
y el orden de los cuantificadores no es relevante. Incluso podemos abreviar ese tipo de afirmaciones
usando Vz,y € A (p(x, y))

Del mismo modo, no hay complicaciones con dy € A dx € A (p(x,y)), que indica que hay
un par de valores que juntos y en cierto orden hacen verdadera a p(x,y), vy el orden de los
cuantificadores tampoco es relevante. También se puede abreviar como Jz,y € A (p(a;, y))

Distinto es el caso de las afirmaciones Yy € A dx € A (p(x, y)) ylye AVe e A (p(:n, y))

9



1. Enelcasode Vy € A dx € A (p(x, y)), se afirma que a cada valor de y en A le corresponde
algin valor de  en A de modo que, juntos, hacen verdadera a la afirmacién p(zx,y), aunque
no se pida que el mismo valor de x sirva para distintos valores de y.

2. En el caso de dy € AVe € A (p(x,y)), se afirma que hay algin valor de y en A (aunque
haya muchos) que junto a cualquiera de los valores de = en A hacen verdadera a la afirmacién

p(z,y).

En muchos casos usaremos expresiones de la forma Vz (p(z)) y 3z (p(x)) ain mencionar el
conjunto al cual se adscriben los valores de la variable; ello indica que se refiere a todos los objetos
matematicos posibles, a menos que estemos en un contexto en que siempre los objetos sean de un
tipo definido, como al trabajar exclusivamente con nimeros reales, por ejemplo. -

Debe notarse que todo lo realizado con conjuntos puede reescribirse usando conectivos y cuan-
tificadores del siguiente modo, con A y B conjuntos:

1. A=B < Ve (x€e A<z € B)
2. ACB < Vz(r e A—z € B)
3. A=B < (ACBABCA)

4. AUB={zx | xr€ AVzx e B}
5. ANB={x | r€ ANz € B}
6. A—B={z | xr€ ANz ¢ B}

10



1.3. Guia 1. Calculo I Cs. Exactas

Conjuntos

1. Sean A = {1,2,3,4}, B ={2,4}, C = {2,5}, D = {1, 3,4}. Para cada una de las afirmaciones
siguientes determine si es verdadera o falsa:

a) 3€B g) B—A=10 m) Si A — B = () entonces

b) Ae B h) BNCCA ¢=D

;; gii ;; ZB)Lii%z;ﬂC n) Si A — B = () entonces
C C+4D

e) A=B k) C—DCA

f) AnB=B ) C-—-DCCUB n) ANBCCUD

2. Determine y justifique, en cada caso, si la afirmacién es verdadera o falsa, asumiendo que a,
b, ¢ y d son objetos diferentes entre si:

a) {a,b,c,a} ={a,b,c} d) {a} C{a,{a}}
b) {a} = {a,{a}} e) {{a}} C {a,{a}}
¢) {a} € {a,{a}} f) {a;b} c{a,{a,b}}

3. Sea U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} conjunto referencial y sean A, B y C subconjuntos de U. Si
AnNnB={2},CnB={5}, AUB=1{1,2,3,4,5} y AUC ={1,2,3,5,7,9}, determine A, B
y C.

4. Justifique las siguientes afirmaciones para A, B, C'y D conjuntos:

a) AC(AUB) i) ANB = Ay AU B = B exactamente
b) BC (AUB) cuando A C B
c) (ANB)C A j) AC(BNC)cuando ACBy ACC
d) (AnB)CB
¢) AU = A k) BUCC Acuando BCAy(CCA
f) AN =0 ) A=ANn(AUB)=AU(ANB)
C - i i C

g) AC By BCC implican ACC m) A—(BUC) = (A— B)n(A—C)
h) (AuC) C (BUD) cuando A C By

cCcD n) A—(BNC)=(A—-B)U(A-C)

5. Justifique las siguientes afirmaciones para A y B conjuntos:

a) P(A) CP(B) cuando A C B
b) P(ANB) ="P(A)NP(B)
c) P(A)UP(B) C P(AU B) {Qué debe pasar para que se tenga la igualdad?
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Logica

1. Escriba mediante conectivos, cuantificadores y variables proposicionales las siguientes afima-

ciones, es decir, tradizcalas a proposiciones logicas:

d)

“Existe un nimero entero mayor que 2”

“La suma de dos numeros naturales es
mayor que cada uno de ellos”

“No siempre la resta de dos ntimeros na-
turales es un numero natural”

Si todo numero racional es positivo, en-

tonces dos e impar“

e) "Para que un tridngulo sea equildtero es

sufiente que todos sus angulos sean con-
gruentes

f) "Que x sea divisible por 3 es necesario

para que z sea divisible por 6

2. Sabiendo que p, g, 7 y s son proposiciones verdaderas, determine el valor de verdad de:

a)
b)

c) s— (pVs)
d) (s—-s)As

PV g
-pVoor

e) (pA(qV—r))
) ((pAg)V=(pAT))

g) —pV(=pA(qVr))

3. Pruebe que las siguientes proposiciones no siempre son verdaderas:

)
b)

=(p—q) < (—=p——q)
“(pAq) < (-pA—q)

¢) ~(prq) < (mp—q)

4. Demuestre los siguientes teoremas de la l6gica, donde T es una proposicién siempre verdadera
(es decir, es una Tautologia) y L es una proposicién siempre falsa (es decir, una Contradic-
cién):

1) =(=p)<p

2) (pAL)+< L

3) (pvLl)ep

4) (pAT)p

5 (pvT)eT

6) (pAp)<p

7) (pVp)p

8) (pAq)<(gAp)

9) (pVa)<(qVp)

10) (pA(gAr)) < ((pAg)AT)

11) (pV(gVr) < ((pVa Vr)

12) (pA(gV )< ((pAg V(pAT))
13) (pV(gnAr) < ((pvag AlpVr))
14) (p—q) < (-pVa)

15) (p—q) <> (—g— —p) (contrapositivo

de implicacién)

12

16) ﬂ(p)/\q) < (-pV—q) (Ley de De Mor-
gan

17) ﬁ(p)\/q) < (-pA—q) (Ley de De Mor-
gan
) A (pVaq)ep
) PV (pAg)ep
) (
) (pV-p)e=T
) (@)= ((p—q) A (g—p))
) (P @)= (PAQ)V (—pA—q))
24) =(p—=q) < (pA—q)
) ((p—L)—=p
)
) (p——p) < —p

) (Fp—=p)p

) (p—T)

) (T—=p)ep



31) (L—)p) 35) Epﬁ(p\/q)

32) (p— L) —p

33) (pAgq)—p 36) (pAg)—=r)<(p—=(g—T))
) pro=a 37) (0= 1)~ p)

5. Diremos que « es equivalente a 3 si (a > ) es Tautologia. Si « es una proposicién 16gi-
ca, diremos que (5 es una subproposicién de o cuando mediante conectivos y otras pro-
posiciones podemos construir o a partir de 3. Por ejemplo, (p— ¢) es subproposicién de
(pvr)A(p—q).

Ahora asuma cierto el siguiente Teorema: ”si « equivale a 3, entonces toda proposicién ~ de
la cual « es subproposicién equivale a la proposicién 7’ obtenida de v reemplazando « por 3¢

Explique entonces la siguiente secuencia de equivalencias, indicando las equivalencias usadas
y las respectivas Tautologias usadas del ejercicio

((p—-p)V(gANq)) equivale a (—pV (g Aq)) equivale a (—pV q) equivale a  (p—q)

Aplique ahora el mismo método para simplificar las siguientes proposiciones, si se puede (se
han omitido paréntesis considerando para negaciones que —« V 3 deba interpretarse como
((ma) V ), y anélogo en otros casos):

a) =(qV-r)Vgq d) =(-p—q)V(pVq) 9) ~(=p—q) < (pVq)
b) —p A=(qAp) e) ~(=p—(pA-p))
¢) pA(gA-p) ) (p—a)V(g—p) h) (pV (=pAq)<(pVaq)

6. Mediante deducciones realizadas usando implicaciones o equivalencias de las demostradas en
ejercicio (4)), realice las siguientes demostraciones de ” H implica T'“, donde H es el conjunto
de hipotesis o premisas, y T es la tesis o conclusién; la demostracion puede ser directa, por
contrapositivo o por contradiccion:

a) H={p.(p—q),(¢g—r)}, T=r
b) H={(pAq),(g—5),((pAs)—=r)}, T=r
¢c) H={(p—q),(r—>—q)}, T=(p—-r)

7. Sea A = {1,2,3}. Determine el valor de verdad de:

a) 3z € A (z #0) d) Vre AJye A (y>ux)

b) VeeA (z>1—x=2) e) dxe AVye A (y>x)

c) Jx € A (x >2AN 22 #3) f)Vee AVye A (z+ye A
!Corregido
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8. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones

a) Vr € R (2% > ) e) VeR(x>0=xz>0)
b) Vx € R (5x > 4x) flVeeR (z>0=2>0)
c) E|V:E€R(az222x) g) IxeR(x>0Ax<0)
d) Jz €R (22 = x) h) IzeR(x>1A2<1)

9. Sea A ={1,2,3}. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones

a) Ire Ax#0 e) IreAJyec A(z+y=3)
b) Vee A(x >1 = z=2)
c) Ixr € Az >2N2%#4)
d)Vee Adye A(y>x) g) IreA(x+1¢A)

fHVee AJye A(z+yec A

10. Use contraejemplos para demostrar que las siguientes afirmaciones son falsas

a) VieR(x>5 = z>6) c) Ve e R (x #5)
b) Ve R (x >5 Az <6) d) Ve RVyeR (z<yVz=y)

11. Pruebe que las siguientes proposiciones no siempre son verdaderas:

a) ~(p—q) < (~p——q)
b) ~(pAq) < (=p A —q)
) ~(p<rq) < (mp<—q)
)

(—W:c c A a(az)) Ve A (~alz))

c

d
e) (Eix €A (afx))NJz e A (6(36))) —3Jz e A (a(z) A B(x))

12. Niegue las siguientes afirmaciones, simplificando bajo equivalencia logica:

a) Vo,y € Q(zy =0—(x =0V y =0)) h) Ix €R (z>2A 22 #3)
b) VxeQ JyeQuy=1—-z+y=1) i) Ve eRIyec Ay > )

c) Ve eZ (x>2)) ANz eN (z #12)) _ B

d) Jze AVye A (p(z,y) < —q()) J) ARy e Aty =3)
¢) I eRw 0 k) VieRIyec A(z+ye A)

flVzeR(z>1 = z=2) ) ay=0&(z=0Vy=0)
) )

g) IxeR(x>2 = z=2) m) lzeRax> -2

2Corregido
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2. Funciones y conjuntos.

2.1. Pares ordenados y producto cartesiano.
Definicién 8 (Par ordenado). Un par ordenado de dos objetos x ey es un objeto matemdatico que
menciona a x ey en ese orden. Se denota por (x,y) a tal par ordenado.

La propiedad fundamental de pares ordenados es: Va,b,c¢,d ((a,b) = (¢,d) < (a = cAb=d)).
Use la propiedad fundamental de pares ordenados para probar que una representacién de (a, b)
es {a, {a,b}}
Definicién 9 (Producto Cartesiano). El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto
{(a,b) | a € ANDb € B}

En general el producto cartesiano de conjuntos no es conmutativo.

Como operacién entre conjuntos, pueden explorarse las propiedades que cumple el producto
cartesiano respecto de la unién, interseccion, resta y complemento de conjuntos, a la vez que con
subconjunto. Ello se tratarad en la segunda guia de ejercicios.

Se acostumbra a abreviar A x A escribiendo A2, y A x (A x A) se abrevia A3, pero debe tenerse
cuidado de no extrapolar toda operatoria de potencias a estos casos.

2.2. Relaciones

Una relacion binaria entre elementos de un conjunto no vacio A es un subconjunto de A x A.
Los pares ordenados que pertenecen a la relacién indican cuales pares de elementos se relacionan.

Diremos que una relaciéon R es "en A“ cuando R C A x A.

Para cada conjunto no vacio A siempre hay tres relaciones binarias triviales:

1. 0, donde no hay elementos relacionados,
2. A x A, donde cada elemento se relaciona con cada uno de los demés elementos de A, y

3. idg == {(z,z) € Ax A | x € A} llamada diagonal de A o identidad en A, en que cada
elemento se relaciona sélo consigo mismo.

Definicién 10 (Dominio y Recorrido). Sean A y B conjuntos no vacios y sea R C Ax B. Definimos:
1. Dominio de R, denotado Dom(R), por Dom(R) :={z € A | 3y € B ((z,y) € R)}
2. Recorrido de R, denotado Rec(R), por Rec(R) :={y € B | 3v € A ((z,y) € R)}

Definicién 11 (Inversa de una relacién). Sean A y B conjuntos no vacios. Dada una relacion
R C A x B, su relacién inversa, denotada R™', se define por

R':={(y,x) e Bx A | (z,y) € R}
Note que si R C A x B, entonces R~ C B x A

Definicién 12 (Composicién de relaciones). Sean A, B, C y D conjuntos no vacios. Dadas las
relaciones RC Ax B y S C C x D, definimos la composicion de R con S, en ese orden, denotada
por Ro S, por:

RoS:={(z,2) € AxD | Iye BNC ((z,y) € RA(y,2) ES)}
De la definicién se desprende que Ro S = () & Rec(R) N Dom(S) = ()
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2.2.1. Relaciones de equivalencia y particiones.

Definicién 13 (Relacién de equivalencia). Sea A un conjunto no vacio. Una relacion binaria R
en A es una relacién de equivalencia ssi cumple las siguientes condiciones:

1. (Refleja) Va € A ((a,a) € R)
2. (Simétrica) Va,b € A ((a,b) € R = (b,a) € R)

3. (Transitiva) Va,b,c € A <((a, b) € RA(b,c) € R) = (a,c) € R>

Ejemplos de relacién de equivalencia son las congruencias médulo m para cada m € Z7, al
definir para m la relacion Mod,, := {(a,b) € Z xZ | a = b(m)}. Cuando m = 1, se tiene
Mod; = 7Z x 7. Cuando m = 0, se tiene Mody = idy,.

Note que una relaciéon R en A es Refleja ssi ida C R, es Simétrica ssi R C R™', y es Transitiva
ssi Ro R C R.

Definicion 14. Sea R una relacion binaria en A. Definimos para cada elemento a de A su clase
de equivalencia bajo R, denotada [a|gr, por:

lalg :={r € A | (z,a) € R}

Por ejemplo, la clase de equivalencia de 0 bajo congruencia médulo 2 es el conjunto de los
enteros pares.

Definicién 15 (Clases de equivalencia). Sea A un conjunto no vacio. Una particién P de A es un
subconjunto de P(A) que cumple las siguientes condiciones:

1.Vee AIC e P (ze)
2.YC,DeP (CND=0<« C+D)
Una particién, entonces, fragmenta al conjunto en partes disjuntas, sin perder elementos.

Teorema 15. Sean A un conjunto no vacio, R una relacion de equivalencia en A, y P una particion
de A. Entonces:

1. El conjunto de clases de equivalencia de R determina una particion de A:

par(R) :={[z]r | = € A}

2. La particion P determina una relacion de equivalencia

rel(P) :={(a,b) e Ax A | 3C € P({a,b} C C)}

3. R = rel(par(R))
4. P = par(rel(P))
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2.3.

Guia 2. Calculo I Cs. Exactas

Producto cartesiano.

1. Encuentre en cada caso, si existen, el o los valores de x enR que permiten la igualdad:

a) (z,1) =(2,1) d) (22,z) = (9,-3)

b) (z+1,2—1)=(4,2) e) (2x,3) = (2* - 3, )

&) (@—3,4)= (6,2 +1) /) <xi1’_2>:<3’x—1|—1>

Sea A un conjunto tal que A x A tiene 16 elementos. Si (3,2) y (4,1) son dos elementos de

A x A, determine todos los elementos de A x A.

Sean A = [—1,7], B = [3, 8] intervalos de niimeros reales. Dibuje A x By B x A.

Sean A = {a,b}, B ={2,3}, C = {3,4} conjuntos. Encuentre:
Ax(BUC), (AxB)U(AxC(C), Ax(BNnC), (AxB)N(AxC).

5. Justifique las siguientes afirmaciones para A, B y C' conjuntos:

a) AxB=0&A=00oB=10

b) Ax B=BxAs (A=BVA=0VB=10)

c) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)

d) (AUB)xC=(AxC)U(BxCC)

e) Ax(BNC)=(AxB)Nn(Ax(C)

f) (AN B) x :(AXC)ﬂ(BxC)

9) (A=B)xC=(AxC)—(BxC)

h) A (BXC) (AXxB)xC < (A=0VvB=0vC=0)
Relaciones

1. Sea A ={a,b,c,d}. Dé un ejemplo de:

a) Una relacién en A refleja pero no transitiva.
b) Una relacién en A refleja y simétrica pero no transitiva.
¢) Una relacién en A simétrica y transitiva pero no refleja.
d)

)

e

Una relacién en A refleja y transitiva pero no simétrica.

Una relacién en A de equivalencia y muestre la particién que ella genera en A.

2. Demuestre detalladamente que la relacién de congruencia médulo n, para un entero positivo

n, es relacién de equivalencia.

3. Determine si es de equivalencia la relaciéon en P(A), para A # &, dada por A relacionado con

B cuando (AN B) =
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10.

. Hay tres lineas aéreas que cubren el tramo Antofagasta - Santiago ida y vuelta. Determine

de cuantas formas diferentes se puede ir y volver entre Antofagasta y Santiago.

. Describa con un dibujo las siguientes relaciones de R en R :

a) R ={(z,y) e RxR : =z >y}.
b) Ro = {(z,y) ERxR : 2?2 +9y> <4 A x>0}
c) Rg={(z,y) eRxR : -1<z<1 A y>1}

. Sean A =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} y S={(z,y) e AxA : z+y < 5}.

a) Determinar todos los elementos de S.
b) Calcule dominio y recorrido de S.

¢) Calcule S71, la relacién inversa de S
Sea S ={(z,y) e Nx N : existe k € N tal que = = ky}, una relacién de N en N.

a) Calcule dominio y recorrido de S.

b) Calcule S~!, la relacién inversa de S

. Calcule dominio, recorrido y relacién inversa de las siguientes relaciones de R en R.

a) S={(z,y) e RxR : y=2x+3}

b) S={(z,y) eRxR : zy=—1}

c) S={(z,y) eRxR : z—y <1}

d) S={(z,y) eRxR : z>2}N{(z,y) e RxR : z+y=1}

. Dadas R, S relaciones de A en B. Pruebe que

a) (RNS) =R tns L b) (RUS) =R 1tust.

Calcule dominio, recorrido y relacién inversa de las siguientes relaciones de R en R. Grafique.

a) S={(z,y) eRxR : -3<z—-2<3}n{(z,y) eRxR : -1 <y <1}

b) S={(z,y) eRxR : z=—9—y}

¢) S={(z,y) eERxR : 22+ 2 <9 n{(x,y) ERxR : y >0}

d) S={(z,y) e RxR : <4} n{(z,y) e RxR : z < —-4}n{(z,y) e RxR : =2 <
y <2}

18



2.4. Concepto de funcion.

Definicién 16 (Funciones). Sean con A y B conjuntos no vacios. Una funcion f de A en B es
una relacion f C A X B que cumple:

1. Dom(f)=A

2. Vx,y,z € A (((x,y)Ef/\(:c,z) €f) :>y:z>

De la definicion se desprende que, si f es funcién de A en B, entonces a cada objeto x de A le
corresponde un tnico objeto y en B tal que (z,y) € f; tal valor y es la imagen de x bajo f y se
denota f(x).

La regla de asignacion de una funcion es la manera concreta en que la funcién asigna la imagen
a cada elemento de su dominio; no siempre es expresable algebraicamente. Generalmente usaremos
la expresién ” f(z), € Dom(f)“ para hacer referencia a la regla de asignacién de la funcién f.

Como una funcién es un tipo especial de relacién, los conceptos de dominio, recorrido, inversa
y composicion se aplican a funciones, con algunos detalles a considerar.

Sean A y B conjuntos no vacios y sea f una relacion en A x B.

1. Denotamos por f: A — B a la afirmacién de que f es una funcién de A en B

2. En tal caso, el conjunto B es llamado codominio de f y denotado Cod(f).
3. También se cumple que Vo € AVy € B ((m,y) efey= f(a:))

4. Si f es funcién, siempre se cumple f : Dom(f) — Cod(f)

5. Podemos adaptar la expresion del recorrido de una funcién haciendo uso del comentario |3 del
siguiente modo: Rec(f) ={y € B | 3w € A (y = f())} y siempre se tiene Rec(f) C Cod(f).

6. La inversa de una funcién es la relacién f~1 C Cod(f) x Dom(f), pero no siempre es funcién.

7. La composiciéon de funciones tiene un detalle: el orden de la composicion es el contrario del
orden usado al expresar la composicion de relaciones: si f : A = By g: C — D entonces la
composicién g o f como funciones corresponde a la composicién f o g como relaciones,
como se ve al considerar que la regla de asignaciéon acumula funciones hacia la izquierda y no
hacia la derecha como se ve a continuacion, en términos de funciones:

a) Dom(go f) = {xz € Dom(f) | f(z) € Dom(g)} y si ese conjunto es vacio, se dice que la
composicién no existe.

b) go f:Dom(fog)— D con regla de asignacién g(f(x)) para cada z € Dom(g o f)

¢) El dominio de la composicién no se obtiene, en general, de considerar sélo las restricciones
inherentes a la regla de asignacion.

8. Si asumimos que hay un conjunto referencial U del cual dominio y codominio son subconjun-
tos, entonces dadas una regla de asignacion para f y un codominio fijo B, el dominio maximo
posible para f es

Dom(f) :={z cU | f(x) € B}

También se dice que ese es el mayor dominio para f.
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Relacione lo anterior con la forma escolar (o de otras facultades) de ”calcular®
dominio: habitualmente se tiene U = R y entonces se buscan todos los reales tales
que la imagen sea un ntmero real...hablamos de lo mismo, de modo mas amplio.

9. Asumiendo el conjunto referencial nuevamente, dada una regla de asignaciéon para f y un
dominio fijo A, el codominio minimo posible para f es Rec(f). También se dice que es el
menor codominio posible.

Dos funciones f y g son iguales cuando Dom(f) = Dom(g) y Rec(f) = Rec(g) y Vo €
Dom(f) (f(z) = g(z))

Definicion 17. Sea f una funcion. Diremos que:
1. f es sobreyectiva ssi Rec(f) = Cod(f)
2. f es inyectiva ssi Y,y € Dom(f) (:L’ +y= f(x) # f(y))
3. f es biyectiva ssi f es inyectiva y sobreyectiva.

Se dice ”sobre* para abreviar "sobreyectiva“. También se usa ”epiyectiva“ en estos casos (para
este curso)

Se dice "uno a uno“ (1-1) para abreviar ”inyectiva“.

Se usa a veces "biunivoca* para indicar que una funcién es biyectiva (o que es una biyeccion)

Definicién 18. Si f: A— B yg: B — A, diremos que
1. g es inversa por derecha para f ssi fog=1idp
2. g es inversa por izquierda para f ssi go f =ida
3. g es inversa de f ssi es inversa por izquierda y por derecha de f
Propiedad 16. Si f : A — B, entonces:
1. f tiene inversa por derecha ssi f es sobreyectiva
2. f tiene inversa por izquierda ssi f es inyectiva
3. f tiene inversa ssi f es biyeccion.
Definicion 19. Si f: A— B y X C A eY C B, definimos:
1. La restriccion de f a X, denotada fx, por fx : X — B dada por Vx € X (fx(x) = f(ac))
2. Imagen de X por f, denotada f[X], al conjunto f[X]:={f(x) € B | x € X}
3. Preimagen de Y por f, denotada f~'[Y], al conjunto f~1[Y]:={x € A | f(z) €Y}

Note que, como relaciones, fx = fN X x B.
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2.5.

Guia 3. Calculo I Cs. Exactas

. Determine cuales de la siguiente relaciones (como conjuntos de pares ordenados) son funciones,

obteniendo en esos casos también sus dominios y recorridos (imagenes):

a) Ry = {(a,b) € Z* : a®> = b}

b) Ry = {(a,b) €Z? : a=1*}

¢) Ry ={(z,y) € Z? : 22 +y*? =10}
d) Ry={(z,y) €Z® : v +y =28}

e) Ry = {(z,y) € Q? : zy = 24}

. Determine todas las funciones posibles de A ={1,2,3} en B = {5,6}

. En cada uno de los siguientes casos, determine el mayor conjunto A, con A C Q, para el que

f sea una funcion:
a) f:A—-{reQ:3<r}dadapor f(z)=z+1
b) f: A= {reQ:1<r<3}dadapor f(z)=1—2z
¢) f: A— QF dada por f(z) =3x+5

. Determine el recorrido de las siguientes funciones:

a) f: Q" — Qdadapor f(z) =12 -3z
b) f: QT — Q dada por f(z) =12 -3z
) f: Q" = Qdada por f(z) =% +38
)

d) f:{reQ:$<r<3}— Qdadapor f(z) =3+2

o

. Clasifique las siguientes funciones en Inyectivas, Sobreyectivas y/o Biyectivas:

a) f: Z* — Z dada por f(x) =5z +4

)
b) f:Z — Z* dada por f(z) =22 +1
¢) f:QF = {reQ:r<1}dadapor f(z)=1-1
d) f:Q" - {reQ:r<1}dadapor f(z)=1-1
3 1 i 2
. Sea f: Q— Q dada por f(x) = v S Determine Recorrido de f, y determine

20+1 six>2
si es inyectiva, si es sobreyectiva, o si es biyectiva.

Determine la composicién f o g, en ese orden, de las siguientes funciones, indicando dominio,
la regla o ecuacién resultante y el recorrido, en ese orden:

a) g:4{1,2,3,4} »Z dada por g(z) =2x+1; f:{a€Z :1<a<15}—7Z dada por
flz)=1-3z
b) g: Z—Z dadapor g(x) =2zx+1; f:{a€Z :1<a<15}—Zdadapor f(z) =1-3z

¢)g:{acQ:3<a<P}—>Qdadaporg(z)=2+1; f:{z€Q:2<2<5}-Q
dada por f(z) =1+ 2
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8. Calcule f[C], es decir, la imagen E| de C C Dom(f), si:

a) C={1,2}, f:{1,2,3,4} —{1,2,3,4,5,6,7} dada por f(z) =2+ 2
b) C={x€Z: -7T<xz<b}, f:Z—Zdadapor f(z) =3z -5

¢) C={x€Z":2<56}, f: 2T —Z dada por f(z)=5— 3z

) €

d {xEQ:1§x<2},f:@+—>(@dadaporf()—3—|—x+1

9. Calcule f~![D], es decir, la preimagen E| de D C B, si:
a
b

c
d

D ={2,3,4}, f:{1,2,3} = {1,2,3,4,5,6} dada por f(z) =z +2
D={xeZ" :2<6}, f: Z—7Z dada por f(z) =2z+5
D={xeZ" : 1<z <5}, f:Z"—7Z dada por f(z)=3—=z
D={z€Q: 1§ac<2},f:Q*—H@dadaporf(;z:):3—i-l%rl

10. Demuestre que si C1 C Ay Co C Ay f: A— B, entonces:

~— — — ~—

a) C1 C C implica f[C1] C f[Cy]

b) f[C1 N Co] C fIC1] N f[C2]. Determine bajo qué condiciones ocurre la igualdad y de-
muéstrelo.

¢) fI[C1UCy] = fIC1]U f]Cy]

11. Demuestre que si D1 C By Dy C By f: A— B, entonces:

a) Dy C Dy implica f~'[D1] C f~1[Dy)]

b) f~1[D1] C f~'[Ds] implica (D1 NRec(f)) C (D2 N Rec(f))
¢) f7HD1NDy] = fH DN f1[Dy]

)

d [ [Dl]}ng.

e) f|7D1]| = (D1 N Ree())
12. Demuestre:

a) La composicién de funciones inyectivas es inyectiva.
b) Sif: A— By g: B— C sonsobreyectivas, entonces gof : A— C'y go f es sobreyectiva.
¢) Si f: A— By g:B— C son biyectivas, entonces go f : A—C y go f es biyectiva.

*Para f: A= By C C A, se define f[C]:={y € B : Iz € C(y = f(x))}
‘Para f: A» By D C B, sedefine f7'[D]:={z € A: f(z) € D}
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2.6. Conjuntos finitos, infinitos y enumerables

Aunque tenemos nociones intuitivas del significado de conjuntos finito e infinito, y que esos
nombres tenfan relacion originalmente con el hecho de si un listado de los elementos del conjunto
termina (tiene fin, es finito) o no termina (no tiene fin, es infinito), ahor que sabemos mdas de
funciones podemos dar definiciones mas rigurosas, aunque no desarrollaremos por completo estas
nociones aqui; en un curso superior podran ver desarrollos mas completos.

Definicién 20. Para cada nimero natural n definimos el segmento inicial de N de largo n (o
terminado en n), y denotado I, por

In.={zeN | z<n}={1,2,...,n}

Note que si {n,m} C N, entonces n < m < I, C I,.
Los segmentos iniciales dan el soporte, junto a biyecciones, para formalizar la nocién de conjunto
finito:

Definicion 21. Sea A un conjunto. Diremos que A es finito ssi A = @ o si existen n € N y una
biyeccion f : I, — A.

Es facil probar que si A es finito y no vacio, entonces existe un tnico n € N para el cual existe
una biyeccién entre I, y A.

Diremos que un B es un subconjunto propio de A si B C A pero A # B. A veces se usa la
notaciéon B C A.

Teorema 17. No hay segmento inicial de los naturales que tenga biyeccion con un subconjunto
propio de si mismo

Corolario 18. No hay conjunto finito que tenga una biyeccion con un subconjunto propio.

Lema 19. Si f : A — B es inyectiva, entonces existe una biyeccion g : Rec(f) — A tal que
go f=rida

Corolario 20. Si f: A — B es sobreyectiva, entonces existe una funcion inyectiva h : B — A tal
que foh =1idp

Corolario 21. Si A es un conjunto finito y no vacio, y f : A — A, entonces
f es inyectiva ssi f es sobreyectiva

Lema 22. Si A es un conjunto no vacio, n y m numeros naturales, f : I, - Ay g: I, — A son
biyecciones, entonces n =m

El lema indica que para cada conjunto finito no vacio existe un tnico segmento inicial con el
cual tiene una biyeccién.

Definicién 22. Definimos cardinalidad de conjuntos finitos del siguiente modo: #@ =0 y si A es
congunto finito no vacio y n € N, entonces #A = n ssi existe una biyeccion entre I, y A

Definicion 23. Un conjunto es infinito ssi no es finito.
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Lema 23. N es infinito.

Lema 24. N tiene una biyeccion con un subconjunto propio.

Propiedad 25. Para cada conjunto infinito existe una funcion biyectiva de N en el conjunto.
Teorema 26. Cada conjunto infinito posee una biyeccion con un subconjunto propio.

Hay biyecciones entre N y Z, entre N y Q, pero no entre N y R

3. Conjunto de los nimeros reales como cuerpo ordenado y com-
pleto.

3.1. Cuerpo ordenado y completo

En esta seccién formalizaremos el conjunto de los niimeros reales, sus operaciones y las pro-
piedades asociadas (cuerpo algebraico), el orden entre nimeros reales, y la caracteristica que los
singulariza y los distingue del conjunto de los nimeros racionales: Axioma del Supremo.

Definicion 24. El conjunto de los niumeros reales se denota por R, y posee dos operaciones que
son funciones de (R xR) en R llamadas suma (o adicion) denotada + y producto (o multiplicacion)
denotado -, mads una relacion binaria no vacia denotada <, que cumplen los siguientes grupos de
ariomas:

1. Aziomas de Cuerpo:

C1 Suma y producto son conmutativos: Vx,y € R (x +y=y+x AN zT-y=y- :B)

C2 Suma y producto son asociativos: Vz,y,z € R ((x+y)+z=z+(y+2) A (z-y)-z=
z-(y-2))

C3 0 € R y es el unico neutro aditivo: Vr € R (a: +0= a;)

C4 1R, 0#1, yes el unico neutro multiplicativo: Vo € R(w -1 = a;)

C5 Cada numero real tiene un unico inverso aditivo: Vr € R 3ly € R (x—i—y = 0) (el inverso
aditivo de x se denota —zx)

C6 Cada nimero real distinto de 0 tiene un unico inverso multiplicativo: Vo € (R—{0}) Jly €
R (z-y=1) (el inverso multiplicativo de x se denota ")

C7 El producto es distributivo sobre la suma: Vzx,y,z € R (:L’ (y+z2)=z-y+ x- z)
2. Axiomas de orden:

O1 Linealidad: Vz,y € R (z #y = (z <yVy < z))
También se expresa esa propiedad como tricotomia: Vx,y € ]R(ac =yVaz<yVy< a:)

02 Asimetria: Yo,y € R (z <y = ~(y < z)) (~(y < z) se abrevia x £ y)
03 Transitividad: Vx,y,z € R ((a: <YyNy<z)=z< z)

04 Compatibilidad con la suma:Vz,y,z €R (z <y = (x4 2) < (y + 2))
05 Compatibilidad con el producto: Vx,y,z € R (($ <yNO<z)=(x-2)<(y- z))
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3.

Azioma del Supremo (formulacion preliminar)

Para todo subconjunto no vacio A de los numeros reales para el cual exista un
nimero real ¢ tal que A C ] — o0o,c| (A es acotado superiormente) existe un inico
numero real o que cumple:

a) AC|—o0,a] (o es cota superior de A)

b) Todo x € R que cumpla x < o cumple también A € | — oo, x| (v es la menor
cota superior de A)

Observaciones:

1.

Con los axiomas C1, C2, C3, C4, C5 y C7 se tiene un anillo conmutativo con unidad, como
L, Zn y Q.

. Los axiomas C1, C2, C3, C4, C5, C6 y C7 se tiene un cuerpo algebraico, como Z;, con p

primo y como Q (mientras mas condiciones se deben cumplir, menos objetos cumplen). Z y

Z,, con n no primo no son cuerpos, porque no poseen inversos multiplicativos para todos los
n b))

elementos ditintos de cero (no cumplen C6).

. Con los axiomas C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, O1, 02, 08, O4 y O5 se tiene un cuerpo

ordenado, como Q. Z, con p primo ya no es un cuerpo, ya que se puede demostrar usando O5
que en un cuerpo ordenado se cumple 0 < 1 y por O4 debe cumplirse 0 <1 +1+1+...4+1

k veces

para cada k € N, pero en Z, se cumple entonces 0 < 1+1+1+...4+1 =0, es decir, 0 < 0

p veces
lo que contradice O2.

. Un cuerpo ordenado que cumpla el Axioma del Supremo se llama cuerpo ordenado y completo,

y segun la definicion R cumple con ser un cuerpo ordenado y completo. Otro asunto es que
lo que cotidianamente entendemos por conjunto de ntimeros reales cumple con tal definicidn,
que no abordaremos aqui y serd materia del curso de ”Sistemas Numéricos“ que veran mas
adelante en la carrera.

. Al nimero a que aparece en el enunciado del Axioma del Supremos lo llamamos el supremo

de A y lo denotamos sup A y se caracteriza como la menor cota superior de A.

Entonces al menos se tiene que Q y R son cuerpos ordenados, pero para mostrar que Q no es
cuerpo ordenado completo, observe:

Los conjunto Ag = {z € Rt | 22 <2} y Ag = {z € QT | 2% < 2} son no vacfos
y son acotados superiormente (por ejemplo, por 10) y como R cumple el Axioma
del Supremo, existe sup Ag, el cual veremos que debe ser v/2. Si Q cumpliera el
Axioma del Supremo, tendria que existir sup Ag, el cual también tendria que ser
V2, pero v/2 ¢ Q como habrén visto en el curso de Algebra y Geometria I. De ese
modo, Q no cumple el Axioma del Supremo y por tanto no es un cuerpo ordenado
y completo.
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7. Lo anterior no significa que nunca haya supremo de conjuntos no vacio y acotados superior-
mente en Q: Q7 es un conjunto no vacio y acotado superiormente, y tiene a 0 por supremo.
Lo que ocurre es que en R se garantiza que todo conjunto no vacio y acotado superiormente
tiene supremo, y en Q no se garantiza para todos esos conjuntos.

_|
Utilizaremos las siguientes abreviaturas habituales:
1. ab abreviaa a-b 3. a<babreviaa(a<bVa=0)
2. a>babreviaaa<b 4. a > b abreviaa (a>bVa=0)

3.2. Aplicaciones de las propiedades de los ntimeros reales

Las propiedades de cuerpo ordenado permiten justificar muchas desigualdades utiles, lo que
puede ejercitar en el ejercicio [2| de la seccion de la guia

Utilizando tales propiedades, que se cumplen para todos los valores admisibles en los dominios
maximos de las funciones involucradas, se tienen también las herramientas para resolver el problema
de determinar el conjunto de todos los valores que hacen verdadera una desigualdad, esto es, resolver
una inecuacion.

En general, se trata de modificar la desigualdad original de modo de establecer que la desigual-
dad original es equivalente a disyunciones y conjunciones de desigualdades simples, esto es, que
equivalga a la pertenencia a una unién de intervalos.

Ejemplo 27. Para resolver la inecuacion x> — 3z > 0, buscamos su conjunto solucion, es decir, el
conjunto S = {x € R | 22 — 3z > 0}. Para ello, consideremos las siguientes equivalencias, donde
z € R es genérico:

P2-3r>002r-3)>0 o ((x>0/\(:c—3)>O)\/($<O/\(ac—3)<O)>
(regla de signos)

@((w>0/\x>3)\/(w<0/\x<3)>

(pero (x >0ANzx>3)<x>3 y (x<0Ax<3)ex<0)
& (2>3Va<0) <z €] —o00,0[U]3, 00
Luego, el conjunto solucion es S =] — oo, 0[U]3, 00|
Lema 28. Sea a un numero real. Entonces:
1. Sia > 1, entonces Vn € N (a” > 1)
2. Si0<a<l, entoncesVneN(0<a”< 1)

Para definir raiz cuadrada utilizamos supremo:

Definicién 25. Definimos v/0 := 0 y para cada a € RT definimos \/a := sup{x € R* | 22 < a}
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La raiz cuadrada estd bien definida para los positivos, debido a que {z € R* | 22 < a} no es
vacio y es acotado superiormente, por lo que tiene supremo y ademads, aunque no lo demostraremos
en este curso, llamando a a su supremo, se cumple a? = a.

Obtenemos entonces que para todo z € R se cumple \/r € R & z > 0, més ain, /z € Rar &
xz > 0.

También obtenemos la siguiente “definicién operativa” de raiz cuadrada:

Corolario 29. Va,beR (b=+ya < (b>0Aa>0Ab* =a))

Definicién 26. Una funcion f es creciente (estricta) en un conjunto A ssi A C Dom(f) y Vz,y €

Az <y— flz) < f(y))
Una funcion f es decreciente (estricta) en un conjunto A ssi A C Dom(f) yVz,y € A (m <y—

f(z) > f(y))

Definimos la funcién rafz cuadrada por: raiz : R — R dada por raiz(z) := \/z (el nombre

“raiz” se puede usar al mencionar la funcién, como en Dom(raiz) por ejemplo)
Lema 30. La funcion raiz cuadrada es creciente en su dominio.

Definimos la funcién cuadrética bésica como cuad : R — R dada por cuad(z) := z2.

Corolario 31. Rec(raiz) = Rf = Rec(cuad)

Para conocer las caracteristicas de la funcién cuadr’atica general de la forma f : R — R dada
por f(x) = ax?® 4+ bx + ¢ con a # 0, usamos la identidad obtenida completando cuadradoslﬂ

b\* b4
) B (id-cuad)

2
b = —_—
ar” + ox + ¢ a<x+2a 1a

Entonces para la cuadratica general se tiene:

24
1. Si a > 0 entonces Rec(f) = [_b4ac’ oo[
a
b —4
2. Si a < 0 entonces Rec(f) = } —00, _4aac]

3.3. Modificando graficas conocidas: Traslaciones, reflexiones, y dilataciones.

Definicion 27. Sea f : A — B funcion. Se definen:

1. Traslacién horizontal de f en h # 0, como la composicion de f con la funcion lineal g(x) =
x + h, es decir, f(x + h); serd hacia la izquierda si h > 0 y hacia la derecha si h < 0.

2. Traslacion vertical de f en k # 0, como la composicion de la funcion lineal g(x) = x + k con
f, es decir, f(x)+ k; serd hacia arriba si k > 0 y hacia abajo si k < 0.

5 . .
®Completar cuadrados se refiere a transformar un binomio de la forma z? + gz en una resta de cuadrados de la

2 2
forma (m + g) - qZ Verifique la igualdad.
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3. Reflezion de f en el eje X, como la composicion de la funcion g(xz) = —x con f, es decir,

—f().

4. Reflexion de f en el eje Y, como la composicion de f con la funcion g(x) = —x, es decir,

f(=x).

5. Ponderacion horizontal de f en ¢ > 0, con ¢ # 1, como la composicion de f con la funcion
g(x) =c-x, es decir, f(c-x). Si0<c<1 se dice que es dilatacion horizontal, y si 1 < c se
dice que es contraccion horizontal.

6. Ponderacion vertical de f en d > 0, con d # 1, como la composicion de la funcion g(z) = d-x
con f, es decir, d- f(z). Si0 < d <1 se dice que es contraccion vertical, y si 1 < d se dice
que es dilatacion vertical.

Ejemplo 32. Consideremos los grificos de |x|, |z —3|, |z|—3,y |3z

Y Y
|z — 3
||
) X 3 X
Y
vy Yt
2
lz] -3 3]
X 9 X
) 3
A

3.4. Funcién cuadratica general

» Sea f: R — R dada por f(x) = ax? + bz + ¢ con a # 0. completando cuadrados, se tiene:

2
ax2+bx+c:a<x+<b)> —l-( A),
2a 4a

con A = b? — 4ac el discriminante. Lo anterior significa que az? + bz + ¢ es el resultado de:
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b
2a’

2. luego ponderar verticalmente por |a]

1. trasladar horizontalmente z2 en

3. luego, si a < 0, se refleja en el eje X, y si a > 0 se mantiene igual

4. luego trasladar verticalmente en (Z—AQ),
a

» Dom(f) =R

= Para Recorrido,

—A
e Sia > 0, entonces Rec(f) = ] 40,’00[

—A
e Sia < 0, entonces Rec(f) = ] —00, [

= Raices:

b\/Zb\/K}

e si A > 0, entonces las raices son ¢ —— — , + —
{ 20 20 2a 2a

e si A =0, laraiz es {—b}
2a

e si A < 0, entonces no hay raices en R.
= Signos:

e Si a > 0, entonces:

o Si A <0, entonces az? +bzx+c>0en R
o Si A =0, entonces az? +br+c>0enR— {2

o Si A >0, entonces ax®+bxr+c > 0en ] —00, (——> [ U] <—+

e Si a < 0, entonces:
o Si A <0, entonces az? +bxr+c>0en @
A A
o Si A >0, entonces az? + bz +c¢ >0 en —i—|—£ , b vA
2a 2a
e Crecimiento:

o Sia > 0, entonces f es estrictamente decreciente en ]—oo, —%[ y estrictamente

creciente en ]—%, oo
o Sia < 0, entonces f es estrictamente creciente en ]—oo, —%[ y estrictamente de-
creciente en |2, 00|

3.5. Funcién Raiz

f(x) =z (es decir, aquel valor y > 0 tal que 3> = )
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= Dom(f)=R"U{0} » Paridad:
« Rec(f) = R* U {0} f no es Par ni Impar.
= Crecimiento:
= Signos: f es estrictamente creciente en todo su do-
f es positiva en RT minio.
3.6. Consecuencias del Axioma del Supremo
Teorema 33 (Propiedad Arquimediana). Va,y € RT 3n € N (nx < y)
Corolario 34. Vx € Rdp,q € Z (p <z < q)
Corolario 35. V€ RAlp € Z (p <z <p+ 1)

Definicion 28. Sea x € R. Definimos la parte entera de x como el mayor entero menor o igual a
x y se denota |x].

El segundo corolario a la Propiedad Arquimediana permite obtener el siguiente resultado:

Corolario 36. Si definimos f como la funcion entre reales con regla de asignacion f(x) := |z],
entonces Dom(f) =R y Rec(f) =Z

Veamos ahora las definiciones formales asociadas a supremo:
Definicion 29. Sean A un subconjunto no vacio de R y ¢ un numero real. Definimos:
1. ¢ es cota superior de A ssi A C] — o0, c| ssiVz € A (z <c)
. ¢ es cota inferior de A ssi A C [c,00] ssi Vo € A (c < a:)
. A es acotado superiormente ssi existe una cota superior para A

. A es acotado inferiormente ssi existe una cota inferior para A

2
3
4
5. A es acotado ssi es acotado superior e inferiormente
6. ¢ es mazximo de A ssic € A y c es cota superior de A
. ¢ es minimo de A ssic € A y c es cota inferior de A
8. ¢ es supremo de A ssi ¢ es la menor cota superior de A
9. c es infimo de A ssi ¢ es la mayor cota inferior de A

En esos términos, se tiene:

Axioma del Supremo: “Todo subconjunto no vacio de R que es acotado superiormente
tiene supremo”

Corolario 37. Todo conjunto no vacio de R que es acotado inferiormente tiene infimo.

Con ello podemos también definir raices enésimas:
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Definicién 30. Sea n € N con n > 2. Definimos /0 := 0 y para cada a € RT definimos {/a :=
sup{z € RT | 2" < a}.
SineN conn > 2 es impar, definimos para b € R~ /b= —/—b

La existencia de la raiz enésima como supremo es demostrable como en el caso de raiz cuadrada,
y tampoco veremos los detalles.

Corolario 38. 1. Vn€ (N—{1})Va € R ((¥/a)" =a)
2. ¥n € (N—{1})Va € R~ (n impar = ({/a)" =a)
Definicién 31. Definimos la funcion raiz enésima, raizy,, paran € (N —{1}) por:
1. Sin es par, raiz, : R — R dada por raiz,(z) := Yz
2. Sin es impar, raiz, : R — R dada por raiz,(z) = Yz
Corolario 39. 1. Para cada n € (N —{1}), la funcidn raiz, es creciente.
2. Sin es par, Rec(raiz,) = R§

3. Sin es impar, Rec(raiz,) = R
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3.7.

Guia 4. Calculo I Cs. Exactas

Biyecciones y cardinalidad

1.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

Muestre que una funcién f : A — B es inyectiva si y sélo si f(A) — f(X) = f(A — X) para
todo X C A.

. Demuestre que no puede existir una biyeccién entre un conjunto finito y un subconjunto

propio de este.

. Considere la funcién f : X — Y. Pruebe que

a) SiY es finito y f inyectiva entonces X es finito.

b) Si X es finito y f sobreyectiva entonces Y es finito.

. Demuestre que si A y B son conjuntos finitos, entonces #(AU B) = #A + #B — #(AN B)
. Pruebe que si A C By A es infinito, entonces B es infinito.
. Sea f: X — Y una funcién inyectiva. Pruebe que si X es infinito entonces Y también lo es.

. Sea f: X — Y una funcién sobreyectiva. Pruebe que si Y es infinito entonces X también lo

€sS.

. Sea f: X — Y una funcién inyectiva. Pruebe que si Y es enumerable entonces X también lo

es.

. Sea f: X — Y una funcién sobreyectiva. Pruebe que si X es enumerable entonces Y también

lo es.

Dado n € N pruebe que no existe z € N tal que n < x < n + 1.

Pruebe que todo conjunto finito X de ntimeros naturales posee un elemento maximo.
Indique un ejemplo de una sucesién decreciente X7 D Xo D --- D X,, D --- de conjuntos

[e.e]
infinitos cuya interseccién ﬂ X, sea vacia.

n=1

Pruebe que si A C B y B enumerable, entonces A es enumerable.
. Es enumerable el conjunto de los nimeros primos? ;Es infinito? Justifique su respuesta.

Demuestre que Q es enumerable. ;Son los ntimeros irracionales un conjunto enumerable?
Justifique.
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Numeros Reales

1. En un cuerpo algebraico (A4, ®,®) pruebe que si definimos ¢ como a ® (b~!) para todos a y

(a@d)®(b®c) a c
A =&
ben A, con b # 0, entonces b d b S d

2. Sea (A,®,®, <) cuerpo ordenado con neutro aditivo 0 y neutro multiplicativo 1. Asuma
las siguientes definiciones en el cuerpo dado:

r—y=x®(—y); %=x®y’1,y7é0; 2r=x@®z; paracadaneN, (n+ 1)z =nzxdzx

iz>0
=1l 2=z |x!={x M=

—xr siz<0

Demuestre las siguientes propiedades de cuerpo ordenado, para todos z,y,z,w en A (si se
demostraron en clase, demuéstrelas en su propio estilo):

a) x>0& (—x) <0 n)x—1<x<w@1

b) (x>0ANy>0)=2dy>0 n) |z >

¢) (>0Ny>0)=2y>0 o) |- | ‘5U|

d) (<yhz<w)=>zxdz<ydw p) |a?| =

e) 0<z<yAN0<z<w)=>zrRz<ylw 9) |$\>$

fle>yesx—y>0 r) —lz| <z < |zl

g)1>0 s) lz @yl =lz|®|y|

h) x 1) y x| _ el
z)x>0:>(*1)>0 ) ’x_oﬁm_oyy‘

) w>y>0=0< @< W) y>0= (el =y (@=yVa=(y)
k) z>1=0< (™) <1 w)y>0=(jz|<ye —y<z<y)
DO0<z<l=1<(@™) ) y>0=(y<lz|er<-yVy<zx)
m) e <y=a< <y y) lz@yl < |zl @yl

3. Resuelva las siguientes ecuaciones e inecuaciones en (R, +, -, <).

a) 3r—2>0 h) (x—|—2)(:v—7)<0
b) 2> 1 i) 42% + 3z < 2% —2x +2
c) (x=2)(xz+1) < (z+2)(z—1) 7) %W<O
d) "1”*2<‘1H_2 —522 36
z—2 22
z—1 r+1 k) :BS x24+x—1 <0
3z
€) 351 >0 ) L7t <3
f) =t > m) (z4+ 1)@ -2 +2—1)>0
g) 2 —4<0 n) 2z -1/ <3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

n) z+ x| <4 r) |22 <1

0) |zt —4|>x—2

p) |z =7 <5 < |5x — 25| $) let2+le—1f<5
q) |2? —z|+x>1 t) |z +2| <1+ |z+3

. Demuestre que si a < by ¢ < d entonces ad 4 bc < ac + bd.

a*b — ab3

. Sean a,b € RT, tales que a > b. ;Es verdadera o falsa la desigualdad  S— < 07 Justifique.

—a

r+y

. Sean x,y numeros reales positivos. Pruebe que /xy < .

2

Pruebe que ||z]| — |y|| < |x — y| para cualesquiera z,y € R.

. Pruebe que |a — b| < ¢ implica que |a| < [b] + €.

. Demuestre que si a < b en R, entonces existe ¢ en R tal que a < ¢ < b, y deduzca de este

hecho que entre a y b existen infinitos nimeros reales.

Demuestre que para todo z € R con 2 < x se tiene que 0 < = < 1.

1 1
Sea z € R tal que para todo n € N se cumple “om <z < on” Demuestre que x = 0.
Se dice que una funcién f : X — R estd acotada superiormente cuando su imagen f(X) es
un conjunto acotado superiormente. Se escribe sup(f) = sup{f(z) : z € X}.

Pruebe que si f y g estan acotadas superiormente ocurre lo mismo con la suma; ademas se

tiene que sup(f+g) < sup(f)+sup(g). Dé un ejemplo en el que sup(f+g) < sup(f)+sup(g).
Enuncie y pruebe un resultado analogo para infimos.

Dadas las funciones f,g: X — RT acotadas superiormente, pruebe que el producto f - g es

una funcién acotada tal que sup(f-g) < sup(f)-sup(g) e inf(f-g) > inf(f)-inf(g). Indique

ejemplos donde se tenga la desigualdad estricta.

Con las hipétesis del ejercicio anterior, demuestre que sup(f?) = sup(f)? e inf(f?) = inf(f)>.
—a? b —2

2a+1 Y T

Dados a,b € RT con a® < 2 < b%, sean z,y € RT tales que < 1, z <
Pruebe que

a) (a+z)* <2< (b—y)*

b) (b—y)>0.

¢) Considere el conjunto acotado X = {a € RT : a? < 2} y concluya que el niimero real
¢ = supX cumple que ¢? = 2.

Pruebe que el conjunto I C R es un intervalo si y sélosia < x <b,a,bel = x € l.

Determine en R si los siguientes conjuntos son o no acotados superior o inferiormente, y en
caso de ser alguno de esos casos, o ambos, determine si existe maximo o minimo, supremo o
infimo:
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a) A={11r—2r? =12 | r e R} d) D={reR|3xeR, r= i3}
b) B={reR |r?>-3r—4<0}
¢) C={rcR|3zeR, r=22-52+5} e)E:{rgRyﬂneN’ T:%}

18. Suponga que los conjuntos de racionales A y B tienen supremo en Q, sup(A) y sup(B)
respectivamente. Demuestre que:
a) El conjunto de cotas superiores de A tiene minimo en Q.
) Si el conjunto de cotas superiores de B intersecta a B, entonces B tiene maximo.
) El conjunto {p+¢q | p € A, ¢ € B} tiene supremo en Q. Determinelo.
d) El conjunto {—r | r € A} tiene infimo en Q. Determinelo.
)

Hay casos en que el conjunto {p-q | p € A, q € B} tiene supremo en Q y otros en que
no lo tiene. Determine las condiciones para que ello ocurra.
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4. Limites de funciones reales

Se introduce la idea de limite de una funcién f cuando la variable tiende a un nimero ¢ como
“el valor al que se acercan las imagenes por f de los valores cercanos a ¢”’. Esa idea es demasiado
informal, poco “operativa”, por lo que la precisamos del siguiente modo: si L € R, diremos que

“L es el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ ssi todo intervalo abierto J que contenga a L
determina un intervalo abierto I que contenga a ¢ de modo que f[I — {c}] C J”

El motivo de quitar ¢ del intervalo I es porque quiero el limite hacia ¢, no importando qué ocurre
con la funcién en c.
Denotamos la afirmacién “L es el limite de f(x) cuando x tiende a ¢” por L = h'in f(zx)
xX C

Sin perder generalidad (S.P.G.), los intervalos J e I pueden considerarse como intervalos
“simétricos” en torno a L y c respectivamente, es decir, en que el punto dado es el punto me-
dio. No es dificil notar que para ello basta considerar que, con nimeros reales ¢ > 0y § > 0,
J=|L—¢€ L+elel=lc—0d,c+4

Por otra parte, usando valor absoluto sabemos que para h > 0y a € R se cumple Ja—h, a+h[=
{z eR ||z —a|l <h}.

De ese modo, los conjuntos anteriores son J = {y e R | l[y—L| <e} el ={z R ||z —c| <},
donde el conjunto que usamos para limite es I —{c} en vez de I; note que I —{c} =]c—0, c[U]e, ¢+

En vez de f[I — {c}] C J, podemos usar Yz € Dom(f) (z € (I —{c}) = f(z) € J), pero
traduciendo segun el parrafo anterior.

De ese modo, la definicién mas precisa quedas:

L =1lim f(z) ssi Ve > 030 > 0Vz € Dom(f) (0< |z —¢|<d=|f(z) - L| <e)

Tr—cC

La definiciéon de limite se puede precisar aiin mas al considerar que el punto ¢ no puede estar
“alejado” del dominio de f (no importa si ¢ € Dom(f) o no), ya que de estar alejado, carece de
sentido el que intentemos determinar un valor al que se aproximan las imagenes de valores cercanos
ac.

Precisando mas:

Definicién 32. Sean c y A tales que c € R y ) # A C R. Definimos:

1. ¢ es punto aislado de A ssi 3h > 0 (]c—h, c+hN(A—{c}) = (Z)) (c estd al menos a distancia

h de cualquier punto de c, salvo tal vez el mismo ¢ cuando ¢ € A)

2. ¢ es punto de acumulacion de A ssi c no es punto aislado de A ssiVh > 03y € (A—{c}) (y €
Je—h, c+ h)

3. A’ es el conjunto de puntos de acumulacion de A

Note que ([2,5[U{7}) = [2,5], ya que 7 es punto aislado del conjunto, y aunque 5 no era parte
del conjunto, si es punto de acumulacion de él.
Ahora tenemos la definicién completa de limite:

Definicion 33. Sean ¢ y L numeros reales y f funcion. Si c € (Dom(f))l, entonces:

L = lim f(z) ssi Ve > 036 > 0Vz € Dom(f) (0< |z —c|<d=|f(z)—L|<e)

r—C
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Note que, si existe, el limite es un nimero real.

Note que la definiciéon de limite no indica ¢omo encontrar el limite ni si existe o no. Sélo indica
que el nimero dado L (candidato a limite) es o no el limite. Necesitamos propiedades de limite
que se originen en la definicién para conocer limites basicos y para determinar existencia y valor
de limites a partir de limites conocidos.

Propiedad 40. Sean f y g funciones y sea ¢ € (Dom(f) N Dom(g))/ Entonces:

1. Si existe lim f(x), entonces es unico (no hay dos nimeros distintos que cumplan con ser
Tr—c

limites de f cuando x tiende a c)

2. llmzx=c
Tr—cC

3. Si o € R es constante (al menos no varia con x), entonces lim o = «
Tr—C

4. St existen lim f(z) y lim g(x), entonces:
Tr—C Tr—C

) lim f(0) + gte) = (1 1) ) + (1 o(o))

b) Sia € R es constante (no varia con x) entonces lim o - f(x) = o - (h’m f(x))
Tr—C Tr—c

o) tim f(a) - g(o) = (1 £@)) - (1 o))

Tr—C Tr—C Tr—cC

_ z—=c

d) Si glg_)mcg(x) # 0, entonces glgl_)mc o(z) ~ Tm g(@)
r—cC

5. Sic>0, entonces lim /z = +/c
r—rc

4.1. Guia 5. Limite de Funciones reales de Variable real

1. Calcular los siguientes limites y usando la definicién probar su resultado.

a) lim 3z + 2 ¢) lim 32° + 2z —5 e) lim |z — 3|
T—2 z—1 T—3
322 -2
b) lim 2 5) m <
) Mmg Be Dl v D

2. Calcule los siguientes limites si es que existen, justificando todos los pasos con los teoremas
apropiados. Si el limite no existe, demuéstrelo.
T + 2 \/_E — x2

2
2 m ) ,oxt—lr—"T7]—49
L N By o M7 Dl =

T
d) lm ——  JlE—1+4-2
)xlg%) 1+3z—1 q9) 11_>m1 \x$2| ]
o _

, z+1
e) lim
z——1 ’.le + 1’
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3. Demuestre o encuentre contraejemplos para las siguientes proposiciones:

a

S

c

S8

[

S~

)
)
)
)
)
)
)

g

4. Calcular los siguientes limites.

)

Si lim f(z) y lim g() no existen, entonces lim (f(z) + g(z)) no existe.
T—a Tr—a r—a

Si ;132 (f(x)g(z)) ¥ ;12}1 f(z) existen, entonces ilg}lg(m) existe.

lim f(z) = lim f(2)

lim f(z) = lim f(2)

I f(2) = lim f(a )

r—ra

Si il_I)I(ll (f(x)g(z)) ¥ }}3% f(x) existen, y ademds il_r}r(ll f(x) # 0, entonces ilg(llg(x) existe.

Si ilgb (f(x)g(z)) ¥ igr(ll f(z) existen, y ademds iﬂliré (f(z)g(z)) # 0, entonces }gr}lg(x)

existe.

ot 41
lim 5
z—=—-1x°+1
. 2?2 —3x—10
lim ——————
r—5 1132—25
x?—1
lIm ———
xﬁ71$2+3£€+2
, r—1
lim
z—1 . —1
h3— 3
i EFR =
h—0 h

lim

=41 —+5—-z

I Vitz—+V1—=2
$L>0 x

lim

z—1 Y —1
. x—8
lim

z—8 1 — 2
I *
im
=01 — /1 —x
B 22 —4
lim

=2 T — 2

38

203 — 1422 + 122

lim

a—1 23 — 1022 + 272 — 18

. Vr+1-2
hmi
r—3 xr—3

Va2 =2 x4+ 1

$1—>Inl (x—1)2
I ve+1-—1
m-—
=0 14+ 2 —1
o2 —1

lim

z—1 x —1

. 1+ —1
lim ———
x—0 xT

lim vz +a— x
Tr—r00

o uwdH4u +
hm2—
u——2 U —u—=06
222 — 3z — 4




5. Considerando que lim

sen(x)

=1, calcular los siguientes limites.

a0 T
N x

@) :}:13% Sen:igx) 7 aclgng cotg(x) 2007;(:15)

2 ., sen(2x —1
)ty i
)l ) i
d) wlingoxsen(%) m) i%é’en(xﬂzx)
e>;£%825f;50 n)igéligwmﬁ
) tim L) i) tim 20
o) i T ) i LV
) g T p) tim M
7) ;1«1212 W 2 ili% sen(a + x) + 867;(2(1 —z) — 2sen(a)

1 €T
6. Sabiendo que lim <1 + > = e, determine
T—00 x

i z \° 2
0 i (57) N (1+2)

b) dim, 1‘) 9) ;g;(l )
3x—2
0 i (1+57) 0 i (1 )

|
( a?+422+1
(a: + 2z + 2)

&

i) lim (14 kx)=

)t ) i+ ko)*
e) lim > j) lim ( vt >
z—oo \ . — 2 z—oo \ 22 + 9

7. Encuentre hm e e

orden entre n y m.

, donde a,, # 0, b, # 0 analizando los distintos casos de

8. Considere la funcién definida por

1’2— X
f@):{ 2 + 2

siz<l1
2—x siz>1

Encuentre lim f(z), lim f(x). jExiste lim f(x)? Grafique la funcién f.
T—1— z—1

r—1t
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10.

11.

12.

13.

14.

. Demuestre que la funcién f : R\ {0} — R definida por f(z) = sen(1/x) no posee limite

cuando x tiende a cero.

Sea la funcion f : R — R definida por

fz) =

0 six es racional
1 six esirracional

Dado cualquier a € R, demuestre que no existe lim f(z).
Tr—a

Sobre el conjunto de las funciones con valores reales definidas sobre el intervalo (a,c0) se
define la siguiente relacién: f ~ g si, y sélo si, lim [f(z) — g(x)] = 0. Muestre que esta es una
Tr—00

relacion de equivalencia.

Sea f : A C R — R una funcién mondtona. Pruebe que el conjunto de los puntos a € A’ para
los cuales no se tiene que lim f(x) = lim f(x) es numerable.
T—a~ z—a™t

Sean X,)Y CR, f: X >R, g:Y - R, con f(X) CY.Siparaa e X' ybeVY se
tiene lim f(x)=by h’nig(y) =c y ademds, f(z) # b para todo x € X — {a}, entonces
Yy—

r—a

h’_r>n g(f(z)) = c. Muestre que la condicién b € Y’ se deduce de tener que f(x) # b para x # a.
r—a

Para todo nimero real definimos la funcién parte entera, denotada por [z], que indica el mayor
de los enteros menores o iguales a x. Muestre que si a y b son niimeros positivos, entonces :

Pruebe también que, en el primer caso, el limite a la izquierda es el mismo, sin embargo, en
el segundo caso el limite es +00 cuando x — 0~.
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